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Résumé

Cette thèse comprend deux parties indépendantes. La première partie regroupe des
contributions à l’analyse polyadique. On récapitule les propriétés de l’anneau (non in-
tègre) des entiers polyadiques vu de façon globale comme limite projective des quo-
tients finis de l’anneau des entiers rationnels, plutôt que comme produit d’anneaux p-
adiques. On étudie les suites récurrentes linéaires, en donnant un critère simple pour
qu’elles soient prolongeables en une fonction continue définie sur l’anneau des entiers
polyadiques. On donne une base de « van der Put » des fonctions continues sur l’an-
neau des entiers polyadiques, et on termine par l’étude de la théorie du logarithme en
analyse polyadique.

La seconde partie présente de nouveaux algorithmes qui recherchent des solutions
rationnelles des systèmes linéaires aux différences à coefficients polynomiaux (ou bien
d’équations linéaires scalaires aux différences) dans un corps de caractéristique nulle.
Nous examinons les algorithmes usuels de calcul formel et nous proposons quelques
nouveaux algorithmes pour résoudre ce problème. La complexité et une comparaison
en temps des implémentations des algorithmes sous Maple sont présentées.

Abstract

This thesis consists in two independent parts. The first one gathers some contribu-
tion to polyadic analysis. We summarize properties of the (not entire) ring of the poly-
adic integers, seen in a global way as the projective limit of the finite quotients of the
ring of rational integers, rather than as a product of p-adic rings. We study linear re-
currence sequences, giving a natural criterium for the interpolation of linear recurrence
sequences to continuous functions over the ring of polyadic integers. We give a « van
der Put » basis for continuous functions on the ring of polyadic integers, and we end by
investigation of the theory of logarithm in polyadic analysis.

In the second part, we consider the problem of computing rational solutions of linear
difference systems (or scalar equations) with polynomial coefficients over a field of zero
characteristic. We discuss algorithms that are currently used and propose some new
algorithms for solving this problem. A complexity analysis and a time comparison of
the algorithms implemented in Maple are presented.





Introduction

Dans cette thèse, il y a deux parties indépendantes, correspondant à deux objectifs
distincts.

Le premier est de contribuer au développement de l’analyse polyadique (chapitres
I à V), car ce sujet, bien qu’il soit d’un abord simple et d’un intérêt certain, est assez
peu développé jusqu’à présent ; Lenstra [37] par exemple écrit : « Profinite integers do
not enjoy widespread popularity among mathematicians », tout en soulignant que le sujet est
« eenvoudig en aanstekelijk » (simple et accrocheur).

Le second (chapitre VI) est de donner certains algorithmes de calcul formel qui
construisent des solutions rationnelles d’équations aux différences linéaires à coeffi-
cients polynomiaux sur un corps de caractéristique nulle.

Commençons par le premier objectif : l’objet fondamental de l’analyse polyadique
(que Lenstra appelle pour sa part « profinite analysis ») est l’anneau Ẑ défini comme
limite projective des quotients finis de Z. Prüfer [46], von Neumann [54] et van Dant-
zig [51] sont parmi les premiers qui ont étudié cet anneau et certaines de ses propriétés.
C’est pourquoi cet anneau Ẑ est parfois appelé l’anneau de Prüfer. Ses éléments ont reçu
des noms divers : Prüfer les a appelés nombres idéaux, von Dantzig a proposé le vo-
cable de nombres universels ; quant à Lenstra, il parle d’entier profini. C’est, semble-t-il,
Novoselov [43] qui les a baptisés nombres polyadiques, terminologie que nous repre-
nons, car elle montre bien le parallèle avec les nombres p-adiques. Novoselov est celui
qui en a fait les études les plus poussées, publiant en particulier une monographie que
nous n’avons pu malheureusement lire car elle est en russe. Il a en particulier étudié les
développements en séries entières des fonctions usuelles par analogie à l’analyse com-
plexe ou p-adique. Lenstra [37] a utilisé cette théorie, pour en particulier déterminer les
points fixes de la fonction polyadique qui interpole les nombres de Fibonacci.

La raison essentielle pour laquelle l’analyse polyadique est si peu utilisée réside sans
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doute dans l’idée qu’elle devrait se ramener à l’analyse p-adique. On sait en effet que
l’anneau Ẑ des entiers polyadiques est le produit direct de tous les anneaux p-adiques
Zp (en termes plus savants, un entier polyadique est la partie finie d’un adèle entier
de Q) ; ainsi, pour qu’une suite d’éléments de Ẑ soit convergente, il faut et il suffit
que ses composantes p-adiques convergent p-adiquement pour tous les nombres pre-
miers p. Or, un grand nombre de travaux ont développé l’analyse p-adique, qui est par
exemple bien synthétisée par Alain Robert [49], Yvette Amice [14], etc. C’est pourquoi
on pourrait penser que l’analyse polyadique n’est qu’une manière détournée d’énoncer
des propriétés qui relèvent en fait de l’analyse p-adique, ou non archimédienne. Nous
verrons cependant qu’il est possible d’utiliser des méthodes globales permettant dans
certains cas une étude plus directe de propriétés analytiques. Plus spécifiquement, notre
contribution à l’analyse polyadique regroupe trois études : a) un critère général d’inter-
polation polyadique des suites récurrentes linéaires (chapitre III) ; b) la construction de
« bases de van der Put » pour les fonctions continues (chapitre IV) ; c) la théorie du
logarithme sur Ẑ (chapitre V).

Ces ébauches de théories sont intéressantes car elles permettent de voir jusqu’où
peuvent mener les méthodes globales que nous développons. Nous verrons que le ca-
ractère non intègre de l’anneau Ẑ n’est en aucun cas un obstacle dirimant pour ces
études. Nous les proposons comme une approche possible, laissant à des travaux ulté-
rieurs la possibilité de développer des théories analogues sur des objets plus généraux :
on pense par exemple à la théorie du logarithme sur des extensions finies de Ẑ.

En ce qui concerne le second objectif : les solutions rationnelles d’une équation li-
néaire aux différences sont très importantes, car elles sont en principe calculables et
peuvent parfois servir à construire d’autres types solutions. Nous nous intéressons
au problème du calcul de ces solutions rationnelles d’équations linéaires. De façon
équivalente, on considère le cas d’un système linéaire aux différences de la forme
Y(x + 1) = A(x)Y(x), où A(x) est une matrice carrée inversible à coefficients dans
le corps k(x), où k est un corps de caractéristique nulle ; une solution rationnelle est
alors un vecteur rationnel. Van Hoeij [52] a montré que toute équation non-homogène
se ramène à une équation homogène, par conséquent nous nous restreignons aux équa-
tions homogènes. Nous discutons des algorithmes de calcul formel actuellement utilisés
(voir [45; 11; 12; 53], etc.) et proposons de nouveaux algorithmes pour résoudre ce pro-
blème. Une analyse de complexité et une comparaison de la rapidité d’exécution des
algorithmes implémentés dans Maple sont présentées.
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Passons à la description sommaire du contenu des différents chapitres.

Dans le chapitre premier, nous faisons une mise au point sur la notion de limite
projective. En effet, cette notion est souvent présentée sous une forme restrictive, en
n’utilisant que des systèmes projectifs indexés par des ensembles partiellement ordon-
nés filtrants. Dans le but d’avoir une théorie plus souple, certains auteurs comme Mac
Lane [39] ont étendu ce cadre à des systèmes indexés par des catégories, et nous repre-
nons ce point de vue qui permet de voir qu’un produit n’est qu’un cas particulier de
limite projective. Nous retrouvons des résultats bien connus caractérisant les espaces
topologiques profinis, les groupes topologiques profinis et les anneaux topologiques
profinis. Les propositions I.5.3 et I.5.4 fournissent un critère d’invariance de la limite
projective qui semble nouveau, plus simple mais plus faible que la cofinalité développée
par Grothendieck et Verdier [16] mais qui est largement suffisant pour pouvoir montrer
que Ẑ est limite projective des anneaux Z/n!Z.

Le chapitre II étudie de façon générale la notion de filtration factorielle d’un groupe
abélien quelconque : c’est une façon très simple de topologiser un groupe abélien, que
nous n’avons pas retrouvée dans la littérature sur les groupes topologiques. Le théo-
rème II.1.10 montre une raison possible de cette lacune : c’est que la topologie d’un
groupe topologique profini de type fini est toujours sa topologie factorielle, ce qui pour-
rait expliquer pourquoi les auteurs ont choisi une autre voie d’approche de ces topolo-
gies. Cette filtration factorielle permet de définir pour tout groupe abélien A un groupe
abélien Â jouant à l’égard de A le rôle d’un complété pour la topologie factorielle, dans
la même position que Ẑ à l’égard de Z. Le lemme II.2.3 permet de relier les filtrations
factorielles de A et de Â ; cette relation est un outil indispensable pour la suite. La pro-
position II.2.10 explicite une propriété universelle de Â. Le résultat le plus fort que nous
obtenons dans l’étude de la filtration factorielle est notre proposition II.3.2 : tout sous-
groupe fermé d’un groupe séparé complet est lui-même séparé complet ; malgré son
aspect tautologique, cet énoncé est hautement non trivial, car la topologie induite sur le
sous-groupe par la topologie factorielle du sur-groupe n’est pas en général la topologie
factorielle du sous-groupe. Il en résulte en particulier que Â est toujours séparé et com-
plet pour la topologie factorielle (corollaire II.3.5). Dans un dernier paragraphe, nous
étudions plus spécialement les propriétés de Ẑ.

Le chapitre III résume les propriétés des suites récurrentes linéaires et spécialement
de la suite de Fibonacci. Un critère d’uniforme continuité pour les suites d’éléments
d’un groupe abélien (proposition III.2.1) fournit directement, par un théorème de pro-
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longement très connu en topologie générale, notre critère d’interpolation pour les suites
récurrentes linéaires (théorème III.2.2).

Le chapitre IV fournit une introduction à une théorie possible des modules topo-
logiques de fonctions, encore qu’on n’y étudie que l’unique exemple du module des
fonctions continues de Ẑ dans un anneau filtré séparé R : en effet nous définissons une
notion de base orthonormale, et nous montrons l’existence d’une telle base, directement
analogue à la base de van der Put bien connue en analyse p-adique.

Dans le chapitre V, nous étudions comment définir une « fonction logarithme », c’est-
à-dire un homomorphisme continu du groupe multiplicatif Ẑ∗ des éléments inversibles
de Ẑ dans le groupe additif Ẑ. L’idée de base est fournie par la remarque suivante : si
a ∈ R∗+, alors

lim
x→0

ax − 1
x

= ln(a) .

Par analogie, nous essayons de définir le logarithme de a ∈ Ẑ∗ comme limite (au sens
de la topologie factorielle de Ẑ) du « rapport » de an! − 1 à n! quand n tend vers l’infini.
Mais ici, l’existence même de ce rapport dans Ẑ n’est pas évidente, puisque n! n’est pas
inversible dans Ẑ (sauf si n = 1). Nous commençons donc par montrer l’existence d’un
nombre polyadique An(a) tel que

an! − 1 = n!An(a)

et montrons que la suite de fonctions (An)n>1 converge uniformément sur Ẑ∗. La li-
mite fournit donc le logarithme voulu. Nous étudions aussi la dérivabilité (au sens de
Novoselov) de ce logarithme. Cette étude est complétée par celle de l’exponentielle.

Dans le chapitre VI, on se donne une équation linéaire aux différences, cas sca-
laire (VI.2) ou sous forme d’un système (VI.1). Comme notre algorithme est basé sur
la construction de l’ensembleM que nous définissons ainsi que l’ensemble analogue à
l’ensemble S de [52] dans la section VI.3. Nous décrivons dans les sections VI.4.1, VI.4.2
l’algorithme (connu) qui construit le dénominateur universel et les bornes à dénomina-
teurs (denominator bounds).

Notre algorithme est proposé dans la section VI.6.1. Il est basé sur la construction de
l’ensemble des polynômes irréductibles qui divisent les dénominateurs des solutions
rationnelles, et sur la recherche d’une borne des puissances (exposants ) de ces poly-
nômes, de plus, cet algorithme AU les trouve d’une manière tout à fait simple. Une
version de cet algorithme qui calcule rapidement l’ensemble de telles puissances est



11

proposée dans la section VI.6.2, il s’agit de l’algorithme A′U.
Dès qu’on construit le dénominateur universel, on peut réduire, par la substitution

(VI.5) (respectivement. (VI.6)), le problème de trouver des solutions rationnelles des
équations (VI.2) et (VI.3) (respectivement. du système VI.1) au problème de trouver des
solutions polynomiales. Donc, on peut utiliser les deux algorithmes suivants, à savoir
l’algorithme [2; 7] dans le cas des équations scalaires, et celui qui lui correspond [6; 18;
35] dans le cas d’un système.

Dans la section VI.4.3, nous décrivons l’algorithme van Hoeij [52], appliqué sur le
corps des nombres complexes (k = C) pour résoudre le système (VI.1). Il trouve des
solutions rationnelles appelées « bornes à dénominateur » (denominator bounds ). La sub-
stitution convenable est utilisée. Dans la section VI.5, nous proposons une version ap-
propriée de cet algorithme (algorithme AB ) appliquée dans un corps de caractéristique
nulle, et sur des équations scalaires de la forme (VI.2) et (VI.3).

Dans la section VI.7, on montre que l’algorithme A′U construit le même dénomina-
teur universel et a un coût plus faible (faible complexité) que les algorithmes décrits
dans les sections VI.4.1, VI.4.2.

L’approche liée à l’algorithme de van Hoeij [52], peut donner une substitution plus
productive. Mais ce n’est pas si simple, dans le cas général. En combinant l’un des deux
algorithmes A′U, AB avec un algorithme (c’est la même chose dans les deux cas) qui
trouve toutes les solutions polynomiales, on obtient les algorithmes

〈
A′U
〉
, 〈AB〉 qui

construisent toutes les solutions rationnelles.
Dans la Section VI.8, on montre que, pour trouver les solutions polynomiales d’une

équation, la complexité de
〈
A′U
〉

est plus faible que celle de 〈AB〉. Dans la Section
VI.9, nous rapportons quelques expérimentations qui confirment l’avantage de notre
approche qui permet de trouver les solutions rationnelles (pour ces expérimentations,
D.Khmelnov a implémenté ces algorithmes).

Dans la Section VI.10, nous proposons quelques changements du schéma tradition-
nel pour trouver les solutions rationnelles des équations homogènes scalaires à coeffi-
cients polynomiaux. Dans de nombreux cas, ces changements permettront de prédire (à
un stade précoce) l’absence de solutions rationnelles.

Le contenu de ce chapitre est publié dans [31; 8; 30; 10; 9].





I
Mise au point sur la limite projective

I.1 Introduction

La notion de limite projective fournit le cadre de construction des entiers poly-
adiques, objet de base de notre étude. C’est une notion très générale et très bien connue,
que nous allons néanmoins revisiter car son traitement diffère selon les sources.

En effet, la notion de limite projective est définie d’au moins deux façons différentes
selon les auteurs. Alors que certains [48; 32] la réservent aux limites de diagrammes in-
dexés par un ensemble partiellement ordonné filtrant, d’autres comme [39] admettent
des cas plus généraux, en permettant de l’appliquer à des diagrammes indexés par
des catégories. Dans ce travail, nous reprenons la deuxième définition car elle est plus
flexible et en particulier nous permettra de considérer directement les produits comme
un cas particulier de limite projective.
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I.2 Catégories et ensembles préordonnés

La notion de catégorie est fondamentale en mathématiques. Pour une catégorie C
notons ob(C) la classe dont les éléments sont les objets de C et Fl(C) la classe dont les
éléments sont les flèches de C. Si f est une flèche de la catégorie C, notons par domC( f )
le domaine de f dans la catégorie C et par codC( f ) le codomaine de la flèche f dans C.
Ces derniers doivent par définition satisfaire certaines propriétés voir [32]. Dans la suite
on note par IdE ∈ Fl(C) l’identité de l’objet E ∈ ob(C), et par HomC(E, F) l’ensemble
des C-flèches de domaine E et de codomaine F.

Nous allons expliquer le lien entre catégories et ensembles préordonnés.

Définition I.2.1. On appelle ensemble préordonné la donnée (I,R) d’un ensemble I et d’une
relation binaireR sur I telle que :
R est réflexive, c’est à dire pour tout i dans I , iRi ;
R est transitive, c’est à dire pour tout (i, j, k) ∈ I3, si iRj et jRk alors iRk.

Soit (I,R) un ensemble préordonné. On note par I la catégorie telle que ob(I) = I et

Fl(I) = {(i, j) ∈ I2; iRj};

avec la loi de composition partielle ◦ telle que

∀(i, j), (j, k) ∈ Fl(I), (j, k) ◦ (i, j) = (i, k).

On considère domI et codI : Fl(I)→ ob(I) sont de sorte que

∀(i, j) ∈ Fl(I), codI(i, j) = j et domI(i, j) = i.

Le fait que I vérifie les conditions de définition d’une catégorie découle directement de
la réflexivité et de la transitivité de R. On remarque que pour tout couple (i, j) d’objets
de I, la classe HomI(i, j) a au plus un élément.

La construction de la catégorie I est fonctorielle. En effet les flèches dans la catégorie
des ensembles préordonnés sont les applications f : I → I′ isotones au sens que

∀(i, j) ∈ I2, iRj implique f (i)R′ f (j),

en notantR la relation de préordre sur I etR′ celle sur I′. À une telle application isotone
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f : I → I′ on peut associer une fonction F de Fl(I) dans Fl(I′) par

∀(i, j) ∈ Fl(I), F(i, j) = ( f (i), f (j)) ∈ Fl(I′).

Alors la donnée de f : ob(I) → ob(I′) et de F : Fl(I) → Fl(I′) constitue un foncteur f̃
de I dans I′. Ici f → f̃ est un foncteur de la catégorie des ensembles préordonnés vers
la catégorie des catégories, dont les flèches sont les foncteurs.

Dans la suite nous identifierons toujours un ensemble préordonné I avec une catégo-
rie : c’est pourquoi nous utiliserons la même notation I pour un ensemble préordonné
quelconque et la catégorie qui lui est associée.

I.3 Système projectif

Définition I.3.1. Soit C une catégorie. Un système projectif ( ou système inverse) dans C est la
donnée d’une catégorie I et d’un foncteur contravariant F de I dans C.

On appelle I la catégorie des indices du système projectif (I, F). On dit aussi que le
système projectif F est indexé par la catégorie I. Par abus de notation, on se contente
souvent d’utiliser la notation F pour désigner le système projectif (I, F).

Exemple I.3.2. Si on prend, C la catégorie des anneaux et I = (N, 6) la catégorie de l’ensemble
des entiers naturels avec la relation d’ordre usuelle. Le foncteur F de I dans C qui associe à tout
objet i de N l’anneau F(i) = Z/piZ et à toute flèche ij = j→ i avec j 6 i le morphisme naturel
F(ij) de F(i) dans F(j) (qui associe à a + piZ l’élément a + pjZ). On obtient le système

· · · → Z/p2Z→ Z/pZ→ Z/p0Z = {0}

Soit I une catégorie fixée, les systèmes projectifs de la catégorie C indexés par I
forment une catégorie C I , dont les morphismes sont les transformations naturelles. On
rappelle la définition des transformations naturelles

Définition I.3.3. Soient C, I deux catégories et F, G deux foncteurs contravariants de la caté-
gorie I vers C. Une transformation naturelle η de F dans G consiste en la donnée pour tout objet
A de ob(I) d’une flèche η(A) = ηA : F(A) → G(A) de la catégorie C, vérifiant la condition
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que si f : A→ B est une flèche quelconque de I, le diagramme

F(B)
ηB //

F( f )
��

G(B)

G( f )
��

F(A) ηA
// G(A)

commute. La flèche η(A) = ηA est appelée composante en A de la transformation naturelle η.

I.4 Cônes

Dans ce paragraphe, on reprend les mêmes notations que [39], les objets d’une caté-
gorie quelconque sont notés par ob() et les flèches par Fl(). Soient I et C deux catégories,
A un objet de C, on associe à ces données un objet ∆(A) de C I par

∀j ∈ ob(I), ∆(A)(j) = A,

∀ f ∈ Fl(I), ∆(A)( f ) = IdA.

Cet objet ∆(A) de C I prend le nom de système projectif constant associé à l’objet A de
ob(C). De plus, si m : A → B est une flèche de la catégorie C, on lui associe ∆(m) la
transformation naturelle de ∆(A) dans ∆(B) telle que la composante en un objet j de I
de la transformation ∆(m) est

∆(m)j = m ∈ HomC(∆(A)(j), ∆(B)(j)).

En effet le diagramme

∆(A)(i)
∆(m)i //

∆(A)( f )
��

∆(B)(i)

∆(B)( f )
��

∆(A)(j)
∆(m)j

// ∆(B)(j)

commute pour toute flèche f : j → i. Ainsi ∆ est un foncteur covariant de C dans C I

appelé foncteur diagonal. Dans la suite on a besoin de la définition suivante (cf. [39])

Définition I.4.1. Soit (I, F) un système projectif de la catégorie C indexée par la catégorie
I. Un cône au-dessus de F est la donnée (A, π) d’un objet A de C et d’une transformation
naturelle π : ∆(A) → F. Ceci signifie que pour tout objet i de I on se donne une composante



Section I.5. Limites projectives 17

πi : A = ∆(A)(i)→ F(i) de sorte que le triangle

A
πi //

πj   A
AA

AA
AA

AA
F(i)

F( f )

||yy
yy

yy
yy

F(j)

commute pour toute flèche f : j→ i dans la catégorie des indices.

Les cônes au-dessus d’un foncteur contravariant F d’une catégorie I dans C sont les
objets d’une catégorie Cone(F). Les flèches de la catégorie Cone(F) de domaine (A, π)
et de codomaine (A′, π′) sont les C-flèches u : A → A′ telles que π′ ◦ ∆(u) = π, ce qui
revient à dire que le diagramme (dans la catégorie C I )

∆(A)
∆(u) //

π
!!D

DD
DD

DD
D

∆(A′)
π′

||yy
yy

yy
yy

F

est commutatif.

I.5 Limites projectives

Définition et unicité des limites projectives

Définition I.5.1. Soit (I, F) un système projectif d’une catégorie C indexée par la catégorie
I. On appelle limite projective de (I, F) ou tout simplement limite projective de F, tout objet
terminal de la catégorie Cone(F).

Cette définition signifie qu’un cône (L, π) est limite projective de F si seulement si,
pour tout cône (A, p) au-dessus de F, il existe une unique flèche de (A, p) dans (L, π)
de la catégorie Cone(F). Autrement dit, le cône (L, π) est limite projective de F si et
seulement si il satisfait la propriété universelle : pour tout cône (A, p) au-dessus de F, il
existe une unique flèche m : A→ L de la catégorie C telle que π ◦ ∆(m) = p.

Proposition I.5.2 (Propriété d’unicité). Soit (I, F) un système projectif d’une catégorie C
indexé par une catégorie I. Si (L, π) et (L′, π′) sont deux limites projectives de F alors il existe
un unique isomorphisme u : L→ L′ de la catégorie C tel que π′ ◦ ∆(u) = π.
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Démonstration. En effet, il y a unicité d’un objet terminal à isomorphisme près dans
n’importe quelle catégorie ( cf. [32] page 47 ). Il suffit d’appliquer ce résultat à la catégo-
rie Cone(F).

Notation Soit (I, F) un système projectif d’une catégorie C indexé par une catégorie I.
On convient de noter lim←−I

F tout objet L de la catégorie C tel qu’il existe une transforma-
tion naturelle π : ∆(L) → F de sorte que (L, π) soit une limite projective de F. D’après
la propriété d’unicité, un tel objet, s’il existe, est unique à isomorphisme près.

Changement de variable dans les limites projectives

Une propriété importante des limites projectives est leur invariance (à isomorphisme
près) par rapport à certains "changements de variable". Cette propriété est souvent ex-
primée, dans le contexte plus restreint des limites projectives de systèmes indexés par
un ensemble préordonné filtrant, par une condition dite de cofinalité [23; 48]. Une étude
très poussée des généralisations de la cofinalité figure dans l’article [16]. Nous nous
contenterons ici d’une version plus faible et plus simple, mais qui reste bien adaptée à
l’étude des limites projectives de systèmes indexés par une catégorie.

Proposition I.5.3. Soit (I, F) un système projectif dans une catégorie C (au sens de notre défi-
nition I.3.1). On se donne une catégorie I′, munie de deux foncteurs covariants G : I′ → I et
H : I → I′. On suppose qu’il existe une transformation naturelle ϕ du foncteur identité IdI de
la catégorie I dans le foncteur G ◦ H, et une transformation naturelle ψ du foncteur identité IdI′

de la catégorie I′ dans le foncteur H ◦ G telles que

∀i′ ∈ ob(I′), G(ψi′) = ϕG(i′) .

Notons (L, π) l’éventuelle limite projective du système projectif (I, F), et (L′, ρ) l’éventuelle
limite projective du système projectif (I′, F ◦ G). Alors (L, π) existe si et seulement si (L′, ρ)
existe ; en outre, quand elles existent, L et L′ sont isomorphes dans la catégorie C.

Démonstration. Supposons d’abord que (L, π) existe. On pose alors L′ = L et, pour tout
objet i′ de la catégorie I′, posons

ρi′ = πG(i′) : L→ F(G(i′)) = (F ◦ G)(i′) .
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Pour toute flèche f ′ : i′ → j′ de la catégorie I′, on a, puisque (L, π) est un cône au-dessus
de F :

(F ◦ G)( f ′) ◦ ρj′ = F(G( f ′)) ◦ πG(j′) = πG(i′) = ρi′ ,

ce qui montre que (L, ρ) est un cône au-dessus de F ◦ G.
Il nous reste à vérifier que ce cône (L, ρ) au-dessus de F ◦ G satisfait la propriété

universelle des limites projectives. Soit (A, q) un cône au-dessus de F ◦ G. Posons, pour
tout objet i de la catégorie I,

pi = F(ϕi) ◦ qH(i) : A→ F(i).

Alors, pour toute flèche f : i → j dans la catégorie I, nous avons, en exploitant la
fonctorialité de F et la naturalité de ϕ :

F( f ) ◦ pj = F( f ) ◦ (F(ϕj) ◦ qH(j)) = F(ϕj ◦ f ) ◦ qH(j) = F((G ◦ H)( f ) ◦ ϕi) ◦ qH(j).

En utilisant une nouvelle fois la fonctorialité de F, on en tire

F( f ) ◦ pj = F(ϕi) ◦ ((F ◦ G)(H( f )) ◦ qH(j)) .

Or, puisque H( f ) : H(i)→ H(j) et (A, q) est un cône au-dessus de F ◦ G, on a

(F ◦ G)(H( f )) ◦ qH(j) = qH(i),

ce qui permet de conclure à l’égalité

F( f ) ◦ pj = F(ϕi) ◦ qH(i) = pi,

ce qui achève de montrer que (A, p) est un cône au-dessus de F. Comme (L, π) est limite
projective de F, on en déduit qu’il existe une unique flèche u : A → L de la catégorie C
telle que

∀i ∈ ob(I), pi = πi ◦ u .

Soit maintenant i′ un objet quelconque de la catégorie I′. On a

ρi′ ◦ u = πG(i′) ◦ u = pG(i′) = F(ϕG(i′)) ◦ q(H◦G)(i′) = (F ◦ G)(ψi′) ◦ q(H◦G)(i′).

En outre, puisque ψi′ est une flèche de la catégorie I′ dont le domaine est i′ et le codo-
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maine est (H ◦ G)(i′), le fait que (A, q) est un cône au-dessus de F ◦ G entraîne l’égalité

(F ◦ G)(ψi′) ◦ q(H◦G)(i′) = qi′ .

On en déduit que ρi′ ◦ u = qi′ pour tout objet i′ de la catégorie I′. D’autre part, s’il existe
une autre flèche v : A→ L de la catégorie C telle que ρi′ ◦ v = qi′ pour tout objet i′ de la
catégorie I′, on a, pour tout objet i de la catégorie I :

pi = F(ϕi) ◦ qH(i) = F(ϕi) ◦ ρH(i) ◦ v = F(ϕi) ◦ πG(H(i)) ◦ v.

Or, puisque (L, π) est un cône au-dessus de F, on sait que

F(ϕi) ◦ πG(H(i)) = πi .

On voit donc que pi = πi ◦ v pour tout objet i de la catégorie I, donc v = u par unicité
de u. Ceci achève de montrer que (L, ρ) est limite projective de F ◦ G.

Réciproquement, supposons l’existence de la limite projective (L′, ρ) du foncteur
contravariant F ◦ G : I′ → C. On pose alors L = L′ et, pour tout objet i de la catégorie I

πi = F(ϕi) ◦ ρH(i) : L→ F(i) .

Pour toute flèche f : i→ j dans la catégorie I, on a

F( f ) ◦ πj = F( f ) ◦ F(ϕj) ◦ ρH(j) = F(ϕj ◦ f ) ◦ ρH(j).

Par naturalité de ϕ, on sait que ϕj ◦ f = G(H( f )) ◦ ϕi, par conséquent

F( f ) ◦ πj = F(ϕi) ◦ (F ◦ G)(H( f )) ◦ ρH(j) .

Or, puisque ρ est transformation naturelle de ∆(L′) vers F ◦ G, on a (F ◦ G)(H( f )) ◦
ρH(j) = ρH(i). En définitive, on trouve l’égalité

F( f ) ◦ πj = F(ϕi) ◦ ρH(i) = πi

qui exprime la naturalité de π : ∆(L) → F. Cela veut dire que (L, π) est un cône au-
dessus de F.

Vérifions ensuite que ce cône (L, π) satisfait la propriété universelle des limites pro-



Section I.5. Limites projectives 21

jectives. Soit (A, p) un cône au-dessus de F. Posons alors, pour tout objet i′ de la catégo-
rie I′

qi′ = pG(i′) : L→ (F ◦ G)(i′) .

Alors, pour toute flèche f ′ : i′ → j′ dans la catégorie I′, nous avons

(F ◦ G)( f ′) ◦ qj′ = F(G( f ′)) ◦ pG(j′) = pG(i′) = qi′

ce qui fait voir que (A, q) est un cône au-dessus de F ◦ G. Comme (L′, ρ) est limite
projective du foncteur F ◦ G, on en déduit qu’il existe une unique flèche u : A → L tel
que

∀i′ ∈ ob(I′), qi′ = ρi′ ◦ u .

Pour un objet i de la catégorie I, on a alors

πi ◦ u = F(ϕi) ◦ ρH(i) ◦ u = F(ϕi) ◦ qH(i) = F(ϕi) ◦ p(G◦H)(i).

Comme p : ∆(A)→ F est naturelle, on a F(ϕi) ◦ p(G◦H)(i) = pi. On en tire

∀i ∈ ob(I), πi ◦ u = pi.

Il reste seulement à montrer l’unicité de la flèche u : A → L satisfaisant cette dernière
égalité. Supposons donc donnée une flèche v : A→ L telle que

∀i ∈ ob(I), πi ◦ v = pi.

Alors, pour tout objet i′ de la catégorie I′, on a

qi′ = pG(i′) (définition de q)

= πG(i′) ◦ v (hypothèse sur v)

= F(ϕG(i′)) ◦ ρH(G(i′)) ◦ v (définition de π)

= (F ◦ G)(ψi′) ◦ ρ(H◦G)(i′) ◦ v (relation entre ϕ et π)

= ρi′ ◦ v (naturalité de ρ : ∆(L)→ F ◦ G).

Par définition de u, on en conclut v = u, achevant de montrer que (L, π) est limite
projective de F.

En outre, si (L, π) et (L′, ρ) existent en tant que limites projectives respectivement
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du système projectif (I, F) et du système projectif (I′, F ◦ G), alors d’après ce qui pré-
cède, on peut choisir ρ′ pour que (L, ρ′) soit aussi limite projective de (I′, F ◦ G), d’où
l’isomorphisme L ' L′ dans la catégorie C par la proposition I.5.2.

Dans le cas particulier où I et I′ sont des ensembles préordonnés, la propriété d’in-
variance prend la forme qui suit.

Proposition I.5.4. Soit (I, F) un système projectif dans une catégorie C indexé par l’ensemble
préordonné I. Soit I′ un ensemble préordonné, muni de deux applications isotones G : I′ → I et
H : I → I′. On suppose que ces deux applications vérifient les propriétés :

∀i ∈ ob(I), i 6 G(H(i)) et ∀i′ ∈ ob(I′), i′ 6 H(G(i′)).

Notons (L, π) l’éventuelle limite projective du système projectif (I, F), et (L′, ρ) l’éventuelle
limite projective du système projectif (I′, F ◦ G). Alors (L, π) existe si et seulement si (L′, ρ)
existe ; en outre, quand elles existent, L et L′ sont isomorphes dans la catégorie C.

Rapports entre les notions de produit et de limite projective

Définition I.5.5. Une catégorie I est dite discrète si toutes ses flèches sont des identités, c’est à
dire lorsqu’on a

Fl(I) = {IdA , A ∈ ob(I)}.

Quand la catégorie d’indices I du système projectif (I, F) est discrète, une éventuelle
limite projective de F prend le nom de produit, et est noté ∏i∈ob(I) F(i). Nous allons
voir que ce cas particulier de limite projective peut être utilisé pour décrire des limites
projectives quelconques.

Définition I.5.6. Soit I une catégorie quelconque. La discrétisée de I est la catégorie I0 telle que

ob(I0) = ob(I), Fl(I0) = {IdA , A ∈ ob(I)}.

Pour toute catégorie I, soit I0 sa discrétisée (qui est une sous catégorie de I). On a
évidemment un foncteur d’oubli O : I0 → I, notons par ∆0 le foncteur diagonal de C
dans C I0 . Si (I, F) est un système projectif d’une catégorie C indexée par la catégorie
I, on peut lui associer le système projectif (I0, F ◦ O), en effet F ◦ O est un foncteur
contravariant de I0 dans C.
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On fait maintenant l’hypothèse que ces deux systèmes projectifs (I, F) et (I0, F ◦O)
ont chacun une limite projective dans C. On va noter (L, π) une limite projective de F et
(P = ∏i∈ob(I) F(i), p) une limite projective de F ◦O.

Dans cette situation, nous identifierons toute transformation naturelle de ∆(L) dans
F à une transformation naturelle de ∆0(L) dans F ◦O ; en effet, ces deux types de trans-
formations naturelles sont ( l’une et l’autre) constituées par la donnée, pour tout objet i
de ob(I), d’une C-flèche πi : L→ F(i), le tout assujetti à certaines conditions de commu-
tations, et il est facile de voir, puisque I0 est une sous catégorie de I, que les conditions
pour être transformation naturelle de ∆(L) dans F sont plus restrictives que celles qui
permettent d’être transformation naturelle de ∆0(L) dans F ◦O.

Puisque (L, π) est limite projective de F, on sait que π est une transformation natu-
relle de ∆(L) dans F. On peut aussi la voir comme transformation naturelle de ∆0(L)
dans F ◦ O, c’est à dire que (L, π) peut être considéré comme un cône au-dessus de
F ◦O. Par définition de (P, p) comme limite projective du système projectif (I0, F ◦O),
on en déduit l’existence d’une unique C-flèche m : L→ P telle que

π = p ◦ ∆0(m) (I.1)

Rappelons que le membre de gauche π de (I.1), qui était a priori une transformation
naturelle de ∆(L) dans F, doit être interprété comme une transformation naturelle de
∆0(L) dans F ◦O. Remarquons, en outre que la relation (I.1) entre transformations na-
turelles équivaut à la condition

∀ i ∈ ob(I), πi = pi ◦m. (I.2)

La propriété suivante de cette flèche m nous montre qu’une limite projective quelconque
peut toujours être vue comme un sous-objet d’un produit, à la seule condition que ce
produit existe.

Proposition I.5.7. Soit (lim←− F, π) une limite projective de F et (P = ∏i∈ob(I) F(i), p) une
limite projective de F ◦O. La flèche m de L dans P est un monomorphisme.

Démonstration. Soit un objet A de C et deux flèches parallèles u, v : A //// L telles
que m ◦ u = m ◦ v. D’après l’unicité de (I.1) la transformation naturelle π ◦ ∆(u) de
∆(A) dans F a mêmes composantes que la transformation naturelle p ◦ ∆0(m) ◦ ∆0(u)
de ∆0(A) dans F ◦O.
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Or on a

p ◦ ∆0(m) ◦ ∆0(u) = p ◦ ∆0(m ◦ u) = p ◦ ∆0(m ◦ v) = p ◦ ∆0(m) ◦ ∆0(v).

Toujours d’après l’égalité (I.1), la transformation naturelle p ◦ ∆0( f ) ◦ ∆0(v) à mêmes
composantes que la transformation naturelle p ◦ ∆(v) on en déduit que

p ◦ ∆(u) = π ◦ ∆(v)

ce qui par définition de la limite projective (L, π) entraîne que u = v.

Dans les bons cas, on peut aller plus loin et montrer que la flèche m est un égaliseur
(pour rappeler la définition de l’égaliseur cf. [32] §16 ). Soit (I, F) un système projectif de
la catégorie C indexée par une catégorie I. Soit D la catégorie discrète dont les objets sont
les I-flèches. On définit un unique foncteur S (contravariant aussi bien que covariant)
de D dans C en spécifiant l’objet de C associé à un objet de D par

S( f ) = F(domI( f )).

On suppose maintenant que les produits

Q = ∏
f∈Fl(I)

F((domI( f )) = ∏
f∈ob(D)

S( f )

et
P = ∏

i∈ob(I)
F(i)

existent dans la catégorie C. Par conséquent, on dispose de deux transformations natu-
relles

q : ∆(Q)→ S, (I.3)

et p : ∆(P)→ F ◦O.

On définit deux C-flèches parallèles α, β de P dans Q, en exploitant le fait que Q est le
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produit des S( f ), en posant

∀ f ∈ ob(D) = Fl(I), q f ◦ α = pdomI( f ) (I.4)

et q f ◦ β = F( f ) ◦ pcodI( f ). (I.5)

Proposition I.5.8. Si (L, π) est une limite projective de F dans la catégorie C, alors l’unique
flèche m : L→ P telle que

∀i ∈ ob(I), pi ◦m = πi

est un égaliseur de α et β.

Démonstration. La première étape est de montrer que α ◦m = β ◦m. Les C-flèches α ◦m
et β ◦m sont de même domaine L et codomaine Q. D’après la propriété universelle du
produit Q, l’égalité α ◦m = β ◦m équivaut à l’égalité

∀ f ∈ ob(D), q f ◦ α ◦m = q f ◦ β ◦m.

Or, d’après (I.4)
q f ◦ α ◦m = pdomI( f ) ◦m = πdomI( f )

et d’après (I.5)

q f ◦ β ◦m = F( f ) ◦ pcodI( f ) ◦m

= F( f ) ◦ πcodI( f )

= πdomI( f ).

La deuxième étape consiste à montrer que toute C-flèche qui égalise α et β se factorise
de manière unique à travers la flèche m. Soit donc e : E→ P une C-flèche telle que

α ◦ e = β ◦ e.

Il faut montrer l’unicité et l’existence de la C-flèche

u : E→ L

telle que m ◦ u = e.

Pour montrer l’unicité, on suppose que m ◦ u = e = m ◦ u′. Alors u = u′ car m est un
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monomorphisme (voir. Proposition I.5.7).
Pour montrer l’existence, on prend i un objet de I, alors pi ◦ e est une C-flèche de

domaine E et de codomaine F(i). La collection de ces flèches lorsque i parcourt la classe
des objets de I, est un cône au-dessus de F ; en effet, nous avons pour toute flèche f :
i→ j de la catégorie I (d’après les formules (I.4) et (VI.30) qui caractérisent les flèches α

et β)
F( f ) ◦ pj ◦ e = q f ◦ β ◦ e = q f ◦ α ◦ e = pi ◦ e.

Par conséquent, par la propriété universelle de la limite projective (L, π) du foncteur F ;
il existe une unique C-flèche u : E→ L telle que

∀i ∈ ob(I), πi ◦ u = pi ◦ e.

D’après la propriété universelle du produit P, l’égalité m ◦ u = e entre C-flèches de E
dans P équivaut à

∀i ∈ ob(I), pi ◦m ◦ u = pi ◦ e.

Or
∀i ∈ ob(I), pi ◦ e = πi ◦ u = pi ◦m ◦ u

d’où e = m ◦ u.

Nous montrons dans ce qui suit la réciproque.

Proposition I.5.9. Avec les notations précédentes, si les flèches α et β de P dans Q admettent
dans la catégorie C un égaliseur e : E→ P, alors

(i) La famille π = (πi)i∈ob(I) définie par

∀i ∈ ob(I), πi = pi ◦ e

est un cône au-dessus de F.
(ii) Le cône (E, π) est limite projective de F.

Démonstration. (i) Si f ∈ Fl(I) telle que f : i→ j, alors l’égalité

F( f ) ◦ pj ◦ e = pi ◦ e

se déduit de
F( f ) ◦ pj ◦ e = q f ◦ β ◦ e = q f ◦ α ◦ e = pi ◦ e.
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(ii) Si (A, ρ) est un cône au-dessus de F, nous allons montrer qu’il existe une unique
C-flèche u : A→ E telle que

∀i ∈ ob(I), ρi = πi ◦ u.

En effet, montrons d’abord l’unicité de u, on suppose qu’il existe deux flèches u et u′

telles que
∀i ∈ ob(I), ρi = πi ◦ u = πi ◦ u′.

Alors
∀i ∈ ob(I), pi ◦ (e ◦ u) = pi ◦ (e ◦ u′).

La propriété universelle du produit P donne l’égalité e ◦ u = e ◦ u′. Comme e de E dans
P est un égaliseur de α et β on a

α ◦ e ◦ u = β ◦ e ◦ u = α ◦ e ◦ u′ = β ◦ e ◦ u′.

Par définition de l’égaliseur, comme e ◦ u = e ◦ u′ égalise α et β, alors il existe une unique
flèche v de A dans E telle que

e ◦ u = e ◦ v = e ◦ u′

d’où u = v = u′.

Reste à montrer l’existence de la flèche u ; d’après la propriété du produit P, il existe
une unique flèche λ : A→ P telle que

∀i ∈ ob(I), pi ◦ λ = ρi.

Alors, soit f : i→ j une flèche quelconque de I. On a d’abord d’après la relation(I.4)

q f ◦ α ◦ λ = pi ◦ λ = ρi

et ensuite, d’après la relation (VI.30)

q f ◦ β ◦ λ = F( f ) ◦ pj ◦ λ = F( f ) ◦ ρj.
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Puisque ρ est une transformation naturelle, on en déduit l’égalité

∀ f ∈ Fl(I), q f ◦ α ◦ λ = q f ◦ β ◦ λ.

Par la propriété universelle du produit Q en tire

α ◦ λ = β ◦ λ.

Puisque e est un égaliseur de α et β on en déduit l’existence et l’unicité de la flèche u de
domaine A et codomaine E telle que

λ = e ◦ u.

On a alors
ρi = pi ◦ λ = pi ◦ e ◦ u = πi ◦ u.

Une conséquence sur la condition de l’existence de la limite projective d’un foncteur
F est donnée par le corollaire suivant

Corollaire I.5.10. Pour que toutes les limites projectives existent dans une catégorie, il faut et
il suffit que, dans cette catégorie, existent tous les produits et tous les égaliseurs.

Exemple I.5.11. Considérons la catégorie des ensembles, notée Ens : ses objets sont les en-
sembles, et ses flèches sont les applications. Toute famille d’ensembles (c’est-à-dire tout foncteur
d’une catégorie discrète dans la catégorie Ens) a un produit dans la catégorie Ens : il s’agit du
produit cartésien muni des projections naturelles. Soit d’autre part A, B deux ensembles, et f , g
deux applications de A dans B. On pose

E = {x ∈ A, f (x) = g(x)} (I.6)

qui est un sous-ensemble de A. Alors l’injection canonique de E dans A est un égaliseur des
flèches f et g. On conclut d’après le Corollaire I.5.10 que dans la catégorie des ensembles Ens,
toutes les limites projectives existent.

Dans ce qui suit, on montre que la limite projective existe quand la catégorie C, a
priori quelconque, est la catégorie des espaces topologiques, ou des groupes, ou des
anneaux unifères, ou des groupes topologiques, ou des anneaux topologiques.
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I.6 Limite projective d’espaces topologiques

Dans ce paragraphe, on applique ce qui précède dans le cas particulier où la caté-
gorie C est la catégorie des espaces topologiques, notée Top : c’est la catégorie dont les
objets sont les espaces topologiques, et les flèches sont les applications continues.

D’après Bourbaki [23], nous reprenons la définition de la topologie initiale. On se
donne I un ensemble d’indices, E un ensemble quelconque, et une famille (Yi)i∈I d’es-
paces topologiques. Pour tout i dans I, on se donne également une application fi de E
dans Yi. Soit alors G l’ensemble des parties de E de la forme f−1

i (Ui), avec i dans I, Ui

ouvert de Yi. On note B l’ensemble des intersections finies d’éléments de G. Alors la
topologie initiale pour les applications fi est par définition la topologie sur E de base B.
On caractérise la topologie initiale pour les applications fi comme la topologie la moins
fine rendant continues toutes les applications fi.

Propriété I.6.1. Soit I un ensemble d’indices, la famille (Yi)i∈I d’espaces topologiques. Soit E
muni de la topologie initiale pour les applications fi : E → Yi. Si on se donne X un espace
topologique et g une application de X dans E. Alors g est continue si et seulement si pour tout
i ∈ I, les applications fi ◦ g sont continues.

Démonstration. Voir Bourbaki [23].

Exemples I.6.2. 1) Par définition, la topologie produit sur l’espace produit P = ∏i∈I Ei d’es-
paces topologiques (Ei, i ∈ I) est la topologie initiale pour les projections pri(i ∈ I) définies par
pri((xj)j∈I) = xi.
2) Par définition, la topologie induite sur une partie F d’un espace topologique E, est la topologie
initiale pour l’injection canonique F ↪→ E.

Lemme I.6.3. Soit F un foncteur d’une catégorie discrète I dans la catégorie des espaces topo-
logiques Top, et P = ∏i∈ob(I) F(i) le produit muni de la topologie produit.

Si (S, γ) est un cône au-dessus de F, alors il existe une unique application continue f de S
dans P telle que

∀i ∈ ob(I), pri ◦ f = γi. (I.7)

Démonstration. L’ensemble P étant le produit des F(i) dans la catégorie des ensembles
Ens, l’existence et l’unicité d’une application f : S → P satisfaisant l’équation (I.7) sont
claires. On déduit de la Proposition I.6.1 que l’application f ainsi définie est continue.
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Corollaire I.6.4. L’espace topologique, constitué par le produit ensembliste P muni de la topo-
logie produit, est un produit dans la catégorie Top.

Soient A, B deux objets de la catégorie Top, c’est-à-dire deux espaces topologiques,
et soient f , g : A→ B deux applications continues. On note

E = {x ∈ A, f (x) = g(x)} (I.8)

l’égaliseur de f et g dans la catégorie des ensembles, et i : E ↪→ A l’injection canonique.

Lemme I.6.5. On munit E de la topologie induite par celle de A. Pour tout espace topologique
X, et pour toute application continue ϕ : X → A satisfaisant f ◦ ϕ = g ◦ ϕ, il existe une unique
application continue ψ : X → E telle que ϕ = i ◦ ψ.

Démonstration. Puisque f ◦ ϕ = g ◦ ϕ, l’application ϕ prend ses valeurs dans E, d’où
l’existence et l’unicité de l’application ψ : X → E telle que ϕ = i ◦ ψ. L’application ψ est
de plus continue en vertu de la Proposition I.6.1.

Corollaire I.6.6. L’espace topologique, constitué par l’égaliseur ensembliste E muni de la topo-
logie induite sur E par la topologie de A, est un égaliseur de f et de g dans la catégorie Top.

Corollaire I.6.7. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie Top des espaces topo-
logiques. Plus précisément, soit (I, F) un système projectif dans la catégorie Top. Alors, si

P = ∏
i∈ob(I)

F(i)

la limite projective lim←−I
F s’identifie au sous-espace de P formé par les x = (xi)i∈ob(I) vérifiant

∀( f : i→ j) ∈ Fl(I), xi = F( f )(xj).

Plus particulièrement, si I est un ensemble muni d’une relation de préordre notée 6,
ceci devient

∀(i, j) ∈ I2, si i 6 j, alors xi = fij(xj).

où fij est l’image par le système projectif de la flèche (i, j) ∈ Fl(I).

La remarque suivante est une propriété particulière des limites projectives d’espaces
topologiques séparés (au sens de Hausdorff).
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Remarque I.6.8. On suppose que, pour tout objet i de I, l’espace topologique F(i) est séparé.
Alors le sous-espace L de P = ∏i∈ob(I) F(i) formé par les x = (xi)i∈ob(I) vérifiant

∀( f : i→ j) ∈ Fl(I), xi = F( f )(xj),

qui, comme on vient de le voir, s’identifie à la limite projective de F, est un fermé de P.

Démonstration. Soit a ∈ P \ L, montrons l’existence d’un voisinage de a qui ne rencontre
pas L.

En effet, puisque par hypothèse a 6∈ L, il existe dans la catégorie I une flèche f : i→ j
telle que

pri(a) 6= F( f )(prj(a)) .

Les éléments pri(a) et F( f )(prj(a)) de l’espace F(i) étant ainsi distincts, il résulte de
notre hypothèse qu’il existe deux ouverts Ui et Vi de l’espace topologique F(i) tels que

pri(a) ∈ Ui, F( f )(prj(a)) ∈ Vi, et Ui ∩Vi = ∅ .

Puisque les applications pri : P → F(i), prj : P → F(j) et F( f ) : F(j) → F(i) sont conti-
nues, les ensembles pr−1

i (Ui) et pr−1
j (F( f )−1(Vi)) sont des ouverts de P. Par conséquent,

l’ensemble
Ω = pr−1

i (Ui) ∩ pr−1
j (F( f )−1(Vi))

est un ouvert de P qui contient évidemment a. S’il existait un élément x = (xi)i∈ob(I)

dans Ω ∩ L, alors on aurait

xi = pri(x) ∈ Ui et xi = F( f )(xj) = (F( f ) ◦ prj)(x) ∈ Vi,

ce qui contredit le fait que les ouverts Ui et Vi sont disjoints. Par conséquent, on a bien
Ω ∩ L = ∅.

Remarque I.6.9. Si (L = lim←−I
F, π) est une limite projective d’espaces topologiques, la topolo-

gie sur L est la topologie initiale pour les projections πi : L→ F(i)

Démonstration. D’après notre corollaire I.6.7, on peut identifier L à un sous-espace du
produit P = ∏i∈ob(I) F(i) ; dans cette identification, il est essentiel d’observer que, pour
tout objet i de I, la projection πi correspond à la restriction à L de la projection pri : P→
F(i). Il est alors immédiat de vérifier que la topologie induite sur L par la topologie
produit sur P, est exactement la topologie initiale pour les restrictions des pri à L.
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I.7 Limite projective de groupes et d’anneaux

Dans ce paragraphe, on note par Grp la catégorie des groupes. Les objets de la ca-
tégorie Grp sont les groupes et ses flèches sont les homomorphismes de groupes. On
note en outre Ann la catégorie des anneaux : les objets de la catégorie Ann sont les
anneaux associatifs unifères, (pour abréger, ces objets seront désignés dans la suite par
le seul vocable d’anneau), et les flèches sont les homomorphismes d’anneaux (par défi-
nition, on exige qu’un homomorphisme d’anneaux envoie l’élément unité de la source
sur l’élément unité de la cible).

On rappelle la définition du groupe produit d’une famille (Gi)i∈I de groupes : il
s’agit du produit ensembliste ∏i∈I Gi des ensembles sous-jacents, muni de l’opération
produit définie par

(ai)i∈I · (bi)i∈I = (aibi)i∈I .

Il est facile de vérifier que cette opération satisfait les axiomes des groupes.
De même, l’anneau produit d’une famille (Ri)i∈I d’anneaux est le produit ensem-

bliste de leurs ensembles muni des deux opérations produits fabriquées à l’aide des ad-
ditions et des multiplications des facteurs Ri : il est immédiat de vérifier que les axiomes
des anneaux sont satisfaits par ces opérations.

Lemme I.7.1. Soit F un foncteur d’une catégorie discrète I dans la catégorie des groupes Grp
(resp. dans la catégorie des anneaux Ann), et P = ∏i∈ob(I) F(i) le groupe produit (resp. l’an-
neau produit). On note pri : P → F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pri est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Si (S, γ) est un cône au-dessus de F dans la catégorie Grp (resp. Ann), alors il existe une
unique flèche f de la catégorie Grp (resp. Ann) de domaine S et de codomaine P telle que

∀i ∈ ob(I), pri ◦ f = γi. (I.9)

Démonstration. Comme l’ensemble sous-jacent à P est le produit ensembliste des F(i),
il existe une unique application f : S → P satisfaisant les relations voulues ; il suffit de
vérifier que cette application

f : s 7→ (γi(s))i∈I

est un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux), ce qui est immédiat.

Corollaire I.7.2. Le groupe produit (resp. anneau produit) des F(i) est un produit dans la
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catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Soient maintenant A et B deux groupes (resp. deux anneaux), et f et g deux homo-
morphismes de groupes (resp. d’anneaux) de A vers B. On note

E = {x ∈ A, f (x) = g(x)}

l’égaliseur ensembliste de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un sous-groupe
(resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp. d’anneau)
induite par celle de A. Soit alors i : E ↪→ A l’injection canonique : c’est donc un homo-
morphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Lemme I.7.3. Pour tout groupe (resp. anneau) X et pour tout homomorphisme de groupes (resp.
d’anneaux) ϕ : X → A tel que f ◦ ϕ = g ◦ ϕ, il existe un unique homomorphisme de groupes
(resp. d’anneaux) ψ : X → E tel que ϕ = i ◦ ψ.

Démonstration. En effet, la condition f ◦ ϕ = g ◦ ϕ signifie que, pour tout élément x de
X, l’élément ϕ(x) de A appartient à E, ce qui permet de définir une unique application
ψ : X → E telle que ϕ = i ◦ ψ. Il est alors facile de vérifier que cette application ψ est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Corollaire I.7.4. L’égaliseur ensembliste E, muni de la structure induite par celle de A est un
égaliseur de f et de g dans la catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Corollaire I.7.5. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux).

Plus précisément, étant donné (I, F) un système projectif dans la catégorie des groupes (resp.
des anneaux), la limite projective de ce système s’identifie au sous-groupe (resp. sous-anneau)
du groupe produit (resp. de l’anneau produit)

P = ∏
i∈ob(I)

F(i)

constitué par les familles (xi)i∈I telles que

∀( f : i→ j) ∈ Fl(I), xi = F( f )(xj) .

Démonstration. Utiliser le Corollaire I.5.10. La version plus précise se déduit de notre
proposition I.5.9.
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Puisque le produit d’une famille de groupes abéliens est un groupe abélien, et qu’un
sous-groupe d’un groupe abélien est un groupe abélien, la description des limites pro-
jectives de groupes donnée par le corollaire I.7.5 donne immédiatement le résultat sui-
vant.

Remarque I.7.6. Une limite projective de groupes abéliens est un groupe abélien.

I.8 Limite projective de groupes topologiques et d’anneaux to-

pologiques

Comme dans les sections précédentes, nous montrons maintenant l’existence des li-
mites projectives dans certaines catégories. Nous nous intéressons à une sous catégorie
de la catégorie des groupes Grp (resp. une sous catégorie de la catégorie des anneaux
Ann). En effet, il s’agit de TopGrp la catégorie des groupes topologiques, dont les ob-
jets sont des groupes topologiques et les flèches sont les homomorphismes continus.
Rappelons qu’un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie telle que
l’opération du groupe est une application continue de G × G (muni de la topologie
produit des topologies des deux facteurs G)dans G, et telle que de plus l’application in-
verse x 7→ x−1 est une application continue de G dans G. Nous traiterons également le
cas de la catégorie TopAnn des anneaux topologiques, dont les objets sont les anneaux
unifères muni d’une topologie compatible avec la structure d’anneau et les les flèches
sont les homomorphismes continus d’anneaux. Une topologie sur un anneau R est dite
compatible avec la structure d’anneau lorsqu’elle fait du groupe additif de l’anneau un
groupe topologique au sens précédent, si de plus la multiplication de l’anneau définit
une application continue de R× R dans R.

Soit (Gi)i∈I une famille de groupes topologiques, d’après la section I.7 le groupe
produit G = ∏i∈I Gi existe ; de plus, on vérifie aisément que, muni de la topologie pro-
duit, c’est un groupe topologique. De même, R l’anneau produit d’une famille (Ri)i∈I

d’anneaux topologiques est un anneau topologique lorsqu’on le munit de la topologie
produit.

Lemme I.8.1. Soit F un foncteur d’une catégorie discrète I dans la catégorie des groupes
topologiques TopGrp (resp. dans la catégorie des anneaux topologiques TopAnn), et P =
∏i∈ob(I) F(i) le groupe produit (resp. l’anneau produit) muni de la topologie produit. On note
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pri : P → F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pri est un homomorphisme continu de
groupes (resp. d’anneaux).

Si (S, γ) est un cône au-dessus de F dans la catégorie TopGrp (resp. TopAnn), alors il
existe une unique flèche f de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn) de domaine S et de codo-
maine P telle que

∀i ∈ ob(I), pri ◦ f = γi. (I.10)

Démonstration. Comme le groupe topologique (resp. anneau topologique) sous-jacent
à P est le produit des F(i), d’après le lemme I.7.1 il existe un unique morphisme de
groupes (resp. d’anneaux) f : S→ P satisfaisant les relations voulues, de sorte que

f : s 7→ (γi(s))i∈I .

De la propriété I.6.1, comme pri (le produit est muni de la topologie initiale pour les pri)
sont continues alors le morphisme f est une application continue, et d’après le lemme
I.6.3 cette application est unique.

Corollaire I.8.2. Le groupe topologique produit (resp. l’anneau topologique produit) des F(i)
est un produit dans la catégorie des groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

On se donne maintenant A et B deux groupes topologiques (resp. deux anneaux
topologiques), et f et g deux homomorphismes continus de groupes (resp. d’anneaux)
de A vers B. On note

E = {x ∈ A, f (x) = g(x)}

le groupe (resp. anneau ) égaliseur de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un
sous-groupe (resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp.
d’anneau) induite par celle de A. Soit alors i : E ↪→ A l’injection canonique : c’est donc
un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux). On munit E de la topologie induite
par celle de A : autrement dit, la topologie initiale pour l’application i, de sorte que
l’injection i est continue, et donc est une flèche de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn).

Lemme I.8.3. Le groupe (resp. anneau) topologique, constitué par l’égaliseur E muni de la
topologie induite par celle de la topologie de A, est un égaliseur de f et g dans la catégorie des
groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

Démonstration. Ceci découle immédiatement des corollaires I.6.6 et I.7.5.
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Corollaire I.8.4. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux) topologiques.

Plus précisément, étant donné (I, F) un système projectif dans la catégorie des
groupes (resp. des anneaux) topologiques, la limite projective de ce système s’identifie
au sous-groupe (resp. sous-anneau) topologique du groupe produit (resp. de l’anneau
produit)

P = ∏
i∈ob(I)

F(i)

constitué par les familles (xi)i∈I telles que

∀( f : i→ j) ∈ Fl(I), xi = F( f )(xj) .

Démonstration. La preuve se déduit de notre proposition I.5.9.

D’après la remarque I.6.8, on peut d’ailleurs ajouter que le sous-groupe (resp. sous-
anneau) topologique du groupe produit (resp. de l’anneau produit)

P = ∏
i∈ob(I)

F(i)

constitué par les familles (xi)i∈I telles que

∀( f : i→ j) ∈ Fl(I), xi = F( f )(xj)

est fermé dans P, si les groupes (resp. anneaux) topologiques F(i) sont des espaces to-
pologiques séparés.

Exemple I.8.5. L’anneau des entiers p-adiques

Zp = lim
←−

Z/pnZ

On définit une famille d’homomorphismes surjectifs

∀n, m ∈N, tels que m 6 n ϕnm : Z/pnZ→ Z/pmZ

Zp = {(xn + pnZ)/ xn ∈ Z; xn ≡ xm mod pm, m 6 n}
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I.9 Espaces topologiques profinis

Définition I.9.1. Un espace topologique est dit profini s’il est limite projective d’espaces finis
discrets.

Proposition I.9.2. Un espace profini est compact.

Démonstration. D’après notre remarque I.6.8, un espace profini s’identifie à un fermé
d’un produit d’espaces finis discrets. Or un tel produit est un espace compact d’après le
théorème de Tychonoff [34, Chap. 5].

Rappelons qu’un espace topologique X est dit totalement discontinu lorsque ses seules
parties connexes non vides sont les singletons {x}, avec x ∈ X.

Lemme I.9.3. Dans un espace topologique compact X, étant donné un point a ∈ X, l’intersec-
tion D de toutes les parties G de X à la fois ouvertes et fermées telles que a ∈ G est connexe pour
la topologie induite.

Démonstration. Notons F l’ensemble de toutes les parties G de X à la fois ouvertes et
fermées telles que a ∈ G. On a toujours X ∈ F , et donc F 6= ∅. On a D = ∩G∈FG. Il est
clair que a ∈ D, et que D est un fermé de X comme intersection de fermés de X.

Supposons que D n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés K et L de X tels
que D = K ∪ L, K ∩ L = ∅, K 6= ∅ 6= L, a ∈ K. On utilise ensuite le fait que l’espace
topologique X est normal, puisque compact [34, Theorem 9, page 141]. Donc il existe
deux ouverts U et V de X tels que K ⊆ U, L ⊆ V et U ∩ V = ∅. Alors le fermé
F = X \ (U ∪ V) ne rencontre pas D = ∩G∈FG. Or, l’ensemble F étant compact pour
la topologie induite, on en déduit qu’il existe des éléments G1, . . . , Gr de F en nombre
fini tels que F ∩ (G1 ∩ . . . ∩ Gr) = ∅. On peut prendre r = 1 puisque G1 ∩ . . . Gr est
un élément de F . On trouve ainsi un élément G1 de F qui est contenu dans U ∪ V.
On considère l’intersection G1 ∩U qui est un ouvert de X comme intersection de deux
ouverts de X, montrons que c’est aussi un fermé de X. Soit x un point adhérent à G1∩U ;
puisque G1 est fermé, on a x ∈ G1, donc x ∈ U∪V. D’autre part, le point x est adhérent à
U. Il ne peut donc appartenir à l’ouvert V qui est disjoint de U. Donc x ∈ U. Finalement,
tout point adhérent à G1 ∩U est élément de G1 ∩U, ce qui montre que G1 ∩U ∈ F et
donc que D ⊆ G1 ∩U, d’où L ⊆ D ∩ V ⊆ G1 ∩U ∩ V = ∅, ce qui contredit l’assertion
L 6= ∅.
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Lemme I.9.4. Dans un espace topologique compact et totalement discontinu, tout point admet
un système fondamental de voisinages dont les éléments sont des ouverts fermés.

Démonstration. Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu, et a ∈
X, et N un voisinage ouvert de a. On considère l’intersection D de toutes les parties
ouvertes fermées G de l’espace X telles que a ∈ G. D’après le lemme I.9.3, on sait que
D est connexe. Comme on a évidemment a ∈ D, il résulte de l’hypothèse de totale
disconnexité de X que D = {a}. On a par conséquent

(X \ N) ∩ ∩G∈FG = ∅ ,

où F désigne, comme précédemment, l’ensemble des parties ouvertes fermées G de
l’espace X telles que a ∈ G. Par hypothèse de compacité de X, on en déduit qu’il existe
des éléments G1, . . . , Gr de F en nombre fini tels que

(X \ N) ∩ G1 ∩ . . . ∩ Gr = ∅,

ce qui équivaut à dire que G1 ∩ . . . ∩ Gr ⊆ N. Or, la partie G1 ∩ . . . ∩ Gr est un ouvert
fermé dont a est élément.

Proposition I.9.5. Toute limite projective d’espaces topologiques totalement discontinus est un
espace topologique totalement discontinu.

Démonstration. On suppose que (L, π) est limite projective dans la catégorie Top d’un
système projectif (I, F), où I est une catégorie d’indices et F : I → C est un foncteur
contravariant tel que, pour tout objet i de la catégorie I, l’espace topologique F(i) est
totalement discontinu.

Soit C une partie connexe non vide de L, et i un objet quelconque de la catégorie
I. Puisque πi : L → F(i) est une application continue, l’ensemble πi(C) est une partie
connexe non vide de F(i). Comme l’espace topologique F(i) est totalement discontinu,
il existe un unique élément ξi ∈ F(i) tel que :

πi(C) = {ξi}.

Considérons deux éléments a et b de la partie C et montrons que a = b, ce qui
prouvera que C est un singleton et donc que L est totalement discontinu. On introduit
l’espace topologique S = {0} (nécessairement muni de la topologie discrète) et les deux
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applications u : S→ L et v : S→ L telles que u(0) = a et v(0) = b. Les applications u et
v sont continues, et d’après ce qui vient d’être montré, on a :

∀i ∈ ob(I), πi ◦ u(0) = ξi = πi ◦ v(0) .

On a donc πi ◦ u = πi ◦ v pour tout objet i de la catégorie I. Comme (L, π) est limite
projective de (I, F), la propriété universelle de la limite projective entraîne que u = v, et
donc que a = u(0) = v(0) = b.

Corollaire I.9.6. Si A est un espace topologique profini, alors il est totalement discontinu.

Théorème I.9.7. Un espace topologique est profini si et seulement si il est à la fois compact et
totalement discontinu.

Démonstration. Si l’espace topologique X est profini, alors il est compact (proposition
I.9.2) et totalement discontinu (proposition I.9.5). Il reste à montrer la réciproque.

Soit donc X un espace topologique compact et totalement discontinu. On se limite au
cas où X est non vide, car l’espace vide est limite projective du système projectif (I, F)
donné par :
- la catégorie I à deux objets

1 //f
g
// 2

ayant, en dehors des identités, deux flèches parallèles f et g ;
- le foncteur F tel que F(1) = {0, 1}, F(2) = {0} (ces deux espaces étant munis de la
topologie discrète), F( f ) : {0} → {0, 1} tel que F( f )(0) = 0 et F(g){0} → {0, 1} tel que
F(g)(0) = 1. Par conséquent, l’espace vide est bien profini.

Notons O l’ensemble des ouverts de X. Considérons alors l’ensemble I dont les élé-
ments sont les parties finies P ⊆ O telles que :

i) ∀ω ∈ P, ω 6= ∅ ;
ii) ∀ω ∈ P, ∀ω′ ∈ P, ω 6= ω′ ⇒ ω ∩ω′ = ∅ ;
iii) ∀x ∈ X, ∃ω ∈ P, x ∈ ω.
On peut remarquer que I est non vide, car {X} ∈ I.
On met sur I une relation 6 en convenant que P1 6 P2 équivaut à

∀ω2 ∈ P2, ∃ω1 ∈ P1, ω2 ⊆ ω1 .

On remarque d’ailleurs que, si P1 6 P2, étant donné ω2 ∈ P2, l’élément ω1 de P1 tel
que ω2 ⊆ ω1 est unique d’après la condition ii). On convient de le noter fP1,P2(ω2). On
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vérifie aisément que cette relation 6 est une relation d’ordre partiel sur l’ensemble I :
en particulier, I est un ensemble préordonné et donc aussi une catégorie.

Soit alors F : I → Top le foncteur contravariant tel que

∀P ∈ I, F(P) = P avec sa topologie discrète

∀(P, Q) ∈ I2, avec P 6 Q, F((P, Q)) = fP,Q.

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de l’observation suivante : si on a
trois éléments P, Q, R de I tels que P 6 Q 6 R, alors fP,R = fP,Q ◦ fQ,R.

Pour P ∈ I, on définit aussi une application πP : X → P en convenant que

∀x ∈ X, ∀ω ∈ P, πP(x) = ω ⇔ x ∈ ω .

En effet, si on se donne l’élément x de X, la relation x ∈ ω est satisfaite par un élément ω

de P en vertu de la condition iii) ci-dessus ; de plus, cet ω est unique d’après la condition
ii). De plus cette application πP est localement constante (car tous les éléments de P sont
des ouverts), et donc continue.

On vérifie alors que (X, π) est un cône au-dessus de F : cela revient à dire que, si on
se donne deux éléments P et Q de I tels que P 6 Q, alors πP = fP,Q ◦ πQ, ce qui est
clair.

Il reste à vérifier que, sous l’hypothèse que X est compact et totalement discontinu,
ce cône (X, π) satisfait la propriété universelle qui caractérise la limite projective. Soit
donc (Y, ρ) un cône au-dessus de F, donné par un espace topologique Y et par une
famille (ρP)P∈I d’applications continues ρP : Y → P telle que

∀(P, Q) ∈ I2, P 6 Q⇒ ρP = fP,Q ◦ ρQ .

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que l’intersection des parties ρP(y) de
l’espace X, quand P décrit l’ensemble I, est exactement un singleton de X. On procède
en deux temps, en montrant d’abord que cette intersection est non vide, puis en mon-
trant qu’elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si P ∈ I, tout élément ω de P est complémentaire de
la réunion des ouverts ω′ ∈ P \ {ω}, donc est aussi un fermé de X. Par compacité de X,
l’intersection des fermés ρP(y), pour P décrivant I, est non vide si et seulement si toute
intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier que, si l’on se donne un
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nombre fini P1, P2, . . . , Pr d’éléments de I, alors l’intersection

ρP1(y) ∩ · · · ∩ ρPr(y) (I.11)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que l’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un Q ∈ I tel qu’on a simultanément P1 6 Q, . . . , Pr 6 Q.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas où r = 2. Soit donc
P1 et P2 deux éléments de I. On définit Q comme l’ensemble des intersections non vides
de la forme ω1 ∩ ω2, où ω1 ∈ P1 et ω2 ∈ P2. On vérifie alors facilement que Q ∈ I, que
P1 6 Q et que P2 6 Q.

Soit donc à montrer que l’intersection (I.11) est non vide. On sait qu’il existe Q ∈ I
tel que Pj 6 Q pour tout indice j ∈ {1, . . . , r}. Alors on sait que ρPj(y) = fPj,Q(ρQ(y))
pour tout indice j ∈ {1, . . . , r}. Par définition des applications fPj,Q, ceci entraîne que
ρQ(y) ⊆ ρPj(y). Par conséquent l’intersection (I.11) contient l’ouvert non vide ρQ(y),
et donc est elle-même non vide. L’argument de compacité de l’espace topologique X
achève de montrer que l’intersection ∩P∈IρP(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a 6= b de
X. L’espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel que a ∈ N et
b 6∈ N. D’après le lemme I.9.4, il existe une partie U ⊆ X à la fois ouverte et fermée telle
que a ∈ U ⊆ N, et donc b 6∈ U. Soit PU = {U, X \U}. Puisque la partie U est à la fois
ouverte et fermée, non vide, et non égale à X, on voit que PU ∈ I. Donc a et b sont tous
deux éléments de ρPU(y) qui est soit U, soit X \U, ce qui contredit le fait que a ∈ U et
b 6∈ U. Ceci montre que l’intersection de tous les ρP(y), quand P décrit I, est réduite à
un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans X en associant à y ∈ Y
l’unique élément u(y) ∈ X de l’intersection de tous les ρP(y). On a donc l’équivalence

∀(x, y) ∈ X×Y, u(y) = x ⇔ (∀P ∈ I, x ∈ ρP(y)) .

Soit v : Y → X une application continue telle que πP ◦ v = ρP pour tout P ∈ I. L’appli-
cation πP ayant été définie comme l’application de X vers P qui à tout élément x ∈ X
associe l’unique élément ω de P tel que x ∈ ω, la définition entraîne que v(y) ∈ ρP(y)
pour tout P ∈ I. Donc v = u, ce qui prouve l’unicité de v. Pour vérifier ensuite son
existence, il suffit de montrer que u est continue en tout point y0 ∈ Y. Soit donc N un
voisinage ouvert de u(y0) ; par le lemme I.9.4, on sait qu’il existe une partie U ⊆ X,
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à la fois ouverte et fermée, telle que u(y0) ∈ U ⊆ N. Reprenant la notation PU pour
l’élément {U, X \U} de I, on voit que ρPU(y0) = U. Comme l’application ρPU : Y → PU

est continue, il existe un voisinage ouvert W de y0 dans N tel que ρPU(y) = U pour tout
y ∈ W. Alors u(y) ∈ U ⊆ N pour tout y ∈ W. Par conséquent, l’image réciproque de N
par u est un voisinage de y0, ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que l’application v existe et est unique : ceci veut dire que (X, π)
est limite projective dans Top du système projectif (I, F). Ainsi tout espace topologique
compact et totalement discontinu est limite projective d’espaces topologiques finis dis-
crets.

I.10 Groupes et anneaux profinis

Définition I.10.1. Un groupe (resp. anneau) topologique est dit profini s’il est limite projective
de groupes (resp. anneaux) finis discrets.

En particulier, un groupe (resp. anneau) profini s’identifie à une partie bien déter-
minée du produit cartésien des F(i), et est donc limite projective dans la catégorie Top
d’espaces finis discrets : c’est donc un espace topologique profini. On en déduit :

Proposition I.10.2. Tout groupe (resp. anneau) profini est compact et totalement discontinu.

Démonstration. C’est une propriété des espaces profinis, comme on l’a démontré précé-
demment. [23, Chap. I].

Lemme I.10.3. Dans un groupe topologique compact totalement discontinu, tout voisinage de
l’élément neutre contient un sous-groupe distingué ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage de l’élément neutre 1 du groupe topologique G com-
pact et totalement discontinu, noté multiplicativement. On veut montrer que N contient
un sous-groupe distingué ouvert. En vertu du lemme I.9.4, on peut supposer que N est à
la fois ouvert et fermé. Soit F l’ensemble des éléments de G de la forme xy (x ∈ N, y ∈ N)
qui n’appartiennent pas à N. L’ensemble F est fermé dans le compact G, donc est un
compact. Soit x ∈ N. Comme x 6∈ F, par continuité de la multiplication de G, il existe
des voisinages ouverts Vx de x et Wx de 1 tels que

(a ∈ Vx, b ∈Wx)⇒ ab 6∈ F .
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Les ouverts Vx, pour x décrivant N, forment un recouvrement ouvert du compact N,
donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini, de sorte qu’il existe des éléments
x1, . . . , xr de N en nombre fini tels que

N ⊆ Vx1 ∪ · · · ∪Vxr .

On pose alors W ′ = Wx1 ∩ · · · ∩Wxr ∩ N : c’est un voisinage ouvert de 1. On en déduit
un voisinage ouvert symétrique W = W ′ ∩W ′−1. Le produit d’un élément de N et d’un
élément de W n’appartient jamais à F ; puisque W ⊆ N, c’est donc un élément de N.
Comme W est en outre symétrique, on en déduit que le sous-groupe H engendré par
W est contenu dans N. Le sous-groupe H contenant W, c’est en outre un voisinage de
1, donc il est ouvert. L’intersection H0 des conjugués de H est donc un sous-groupe
fermé de G qui contient 1. D’autre part, c’est le noyau de l’homomorphisme de G dans
le groupe symétrique de l’ensemble G/H des classes à gauche modulo H défini par
l’action naturelle de G sur G/H. Comme G/H est fini, le groupe symétrique en question
l’est également, de sorte que H0 est d’indice fini, donc est un sous-groupe ouvert de G
contenu dans N, ce qui achève la démonstration.

Lemme I.10.4. Dans un anneau topologique compact et totalement discontinu, tout voisinage
de l’élément neutre du groupe additif contient un idéal bilatère ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage ouvert de l’élément neutre 0 du groupe additif de
l’anneau topologique R compact. On veut montrer que N contient un idéal bilatère ou-
vert. D’après le lemme I.10.3, on peut supposer que N est un sous-groupe ouvert du
groupe additif de l’anneau R.

Soit (a, b) ∈ R2. L’application de R3 dans R qui envoie (x, t, y) sur le produit xty
étant continue en (a, 0, b), il existe un voisinage ouvert Ua,b de a, un voisinage ouvert
Va,b de 0 et un voisinage Wa,b de b tels que

(x ∈ Ua,b, t ∈ Va,b, y ∈Wa,b)⇒ xty ∈ N .

Le carré cartésien R2 étant compact, il existe des couples (a1, b1), . . . , (ar, br) de R2 en
nombre fini tels que

R2 = ∪r
i=1Uai,bi ×Wai,bi .

Posons alors V = ∩r
i=1Vai,bi ∩ N. En tant qu’intersection finie de voisinages ouverts de

0, c’est un voisinage ouvert de 0. Soit I l’idéal bilatère de R engendré par V. Puisqu’il
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contient V, c’est un voisinage de 0. Puisque ce voisinage de 0 est aussi un sous-groupe
du groupe additif de R, c’est aussi un ouvert de R. D’autre part, tout élément de I est
de la forme

h

∑
j=1

xjtjyj (h ∈N∗, xj ∈ R, tj ∈ V, yj ∈ R) .

Or, si x ∈ R, t ∈ V, y ∈ R, il existe un indice i ∈ {1, . . . , r} tel que (x, y) ∈ Uai,bi ×Wai,bi .
Comme t ∈ V ⊆ Vai,bi , on a toujours xty ∈ N. Comme N est un sous-groupe du groupe
additif, on en déduit que I est contenu dans N. Finalement, on a bien trouvé un idéal
bilatère ouvert contenu dans N.

La réciproque de la proposition I.10.2 est vraie.

Théorème I.10.5. Un groupe (resp. anneau) topologique est profini si et seulement si il est à la
fois compact et totalement discontinu.

Démonstration. Soit G (resp. R) un groupe noté multiplicativement (resp. un anneau)
topologique compact et totalement discontinu.

Considérons alors l’ensemble I des sous-groupes distingués ouverts (resp. idéaux
bilatères ouverts) de G (resp. de R) d’indice fini dans G (resp. R).

On peut remarquer que I est non vide, car G ∈ I (resp. R ∈ I).
On met sur I la relation 6 réciproque de l’inclusion, c’est-à-dire qu’étant donnés

deux éléments A et B de I, on écrit A 6 B pour A ⊇ B. Ainsi I est un ensemble pré-
ordonné, et donc une catégorie. Lorsque les deux éléments A et B de I sont tels que
A 6 B, on définit l’homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) fA,B : G/B → G/A
(resp. fA,B : R/B→ R/A par fA,B(xB) = xA (resp. fA,B(x + B) = x + A). On peut aussi
observer que fA,B([x]) ⊇ [x] pour tout élément [x] de G/B (resp. R/B).

Soit alors F : I → TopGrp (resp. F : I → TopAnn) le foncteur contravariant tel que

∀A ∈ I, F(P) = G/A(resp. R/A) avec sa topologie discrète

∀(A, B) ∈ I2, avec A 6 B, F((A, B)) = fA,B.

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de l’observation suivante : si on a
trois éléments A, B, C de I tels que A 6 B 6 C, alors fA,C = fA,B ◦ fB,C.

Pour A ∈ I, on note πA : G → G/A (resp. πA : R → R/A) la surjection canonique,
qui est un homomorphisme continu du moment que le sous-groupe (resp. idéal) A est
ouvert.
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On vérifie alors que (G, π) (resp. (R, π)) est un cône au-dessus de F : cela revient à
dire que, si on se donne deux éléments A et B de I tels que A 6 B, alors πA = fA,B ◦ πB,
ce qui est clair.

Il reste à montrer que, sous que l’hypothèse que G (resp. R) est compact et totalement
discontinu, ce cône (G, π) (resp. (R, π)) satisfait la propriété universelle qui caractérise
la limite projective. Soit donc (Y, ρ) un cône au-dessus de F, donné par un groupe (resp.
anneau) topologique Y et par une famille (ρA)A∈I d’homomorphismes continus ρA :
Y → G/A (resp. ρA : Y → R/A) telle que

∀(A, B) ∈ I2, A 6 B⇒ ρA = fA,B ◦ ρB .

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que l’intersection des classes ρA(y)du
groupe G (resp. de l’anneau R), quand A décrit l’ensemble I, est exactement un single-
ton de G (resp. R). On procède en deux temps, en montrant d’abord que cette intersec-
tion est non vide, puis en montrant elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si A ∈ I, alors il est fermé dans G (resp. R). Par com-
pacité de G (resp ; R), l’intersection des fermés ρA(y), pour A décrivant I, est non vide
si et seulement si toute intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier
que, si l’on se donne un nombre fini A1, A2, . . . , Ar d’éléments de I, alors l’intersection

ρA1(y) ∩ · · · ∩ ρAr(y) (I.12)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que l’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un B ∈ I tel qu’on a simultanément A1 6 B, . . . , Ar 6 B.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas où r = 2. Soit donc
A1 et A2 deux éléments de I. On définit B comme l’intersection A1 ∩ A2. On vérifie que
B ∈ I, car il existe un homomorphisme injectif G/B → G/A1 × G/A2 (resp. R/B →
R/A1 × R/A2), et il est évident que A1 6 B et que A2 6 B.

Soit donc à montrer que l’intersection (I.12) est non vide. On sait qu’il existe B ∈ I tel
que Aj 6 B pour tout indice j ∈ {1, . . . , r}.Alors l’intersection (I.12) contient l’ensemble
non vide ρB(y), et donc est elle-même non vide. L’argument de compacité de l’espace
topologique X achève de montrer que l’intersection ∩P∈IρP(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a 6= b de
X. L’espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel que a ∈ N
et b 6∈ N. D’après le lemme I.10.3 (resp. lemme I.10.4), il existe un sous-groupe ouvert
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(resp. idéal bilatère ouvert) A de G (resp. R) tel que a + A ⊆ N, et donc b− a 6∈ A. Mais
a et b sont tous deux éléments de ρA(y) qui est une classe modulo A, d’où contradiction.
Ceci montre que l’intersection de tous les ρA(y), quand A décrit I, est réduite à un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans G (resp. R) en associant à
y ∈ Y l’unique élément u(y) de l’intersection de tous les ρA(y). On a donc l’équivalence

∀(x, y) ∈ G×Y(resp. R×Y), u(y) = x ⇔ (∀A ∈ I, x ∈ ρA(y)) .

Soit v : Y → G (resp. v : Y → R) un homomorphisme continu tel que πA ◦ v = ρA

pour tout A ∈ I. La définition de l’application πA entraîne que v(y) ∈ ρA(y) pour tout
A ∈ I. Donc v = u, ce qui prouve l’unicité de v. Pour vérifier ensuite son existence,
il suffit de montrer que u est un homomorphisme continu. Pour vérifier est un homo-
morphisme, il suffit d’observer que les ρA sont des homomorphismes, donc u(yy′) (resp.
u(y + y′), u(yy′) ) est bien u(y)u(y′) (resp. u(y)+ u(y′), u(y)u(y′)). Compte tenu de cette
première propriété, pour montrer que u est continu, il suffit de montrer qu’il est continu
en 1 (resp. 0). Soit donc un voisinage ouvert N de 1 dans G (resp. de 0 dans R) ; par
le lemme I.10.3 (resp. lemme I.10.4), on sait qu’il contient un sous-groupe ouvert (resp.
idéal bilatère ouvert) A. Puisque ρA est un homomorphisme, on a ρA(1) = A (resp.
ρA(0) = A). Comme ρA est continu, il existe un voisinage ouvert W de 1 (resp. de 0)
dans Y tel que ρA(y) = A pour tout y ∈ W. Par conséquent, u(y) appartient à A, et
donc à N, dès que y ∈W. Ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que l’homomorphisme continu v existe et est unique : ceci veut
dire que (X, π) est limite projective dans TopGrp (resp. TopAnn) du système projectif
(I, F). Ainsi tout groupe (resp. anneau) topologique compact et totalement discontinu
est limite projective de groupes (resp. anneaux) topologiques finis discrets.



II
Filtration factorielle

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous munissons tout groupe abélien d’une filtration très simple,
que nous appelons la filtration factorielle. Bien que cette filtration ait été déjà utilisée dans
un grand nombre de cas particuliers, elle n’a, à notre connaissance, jamais été étudiée
dans cette généralité. En particulier, nous construisons le complété factoriel d’un groupe
abélien.

Dans ce chapitre, on suppose sauf mention du contraire que tous les groupes sont
abéliens.
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II.2 Filtration factorielle d’un groupe abélien

II.2.1 Définition et propriétés

La filtration factorielle

Soit A un groupe. Puisque pour d > 0 entier naturel, la suite des sous-groupes (d +
1)!A est décroissante, elle constitue une filtration (décroissante) au sens de [22]. Ces
filtrations peuvent aussi être caractérisées par l’application appelée « fonction d’ordre »
dans la terminologie de [22]. Cependant à la suite de [21] nous emploierons le nom de
filtration pour cette fonction d’ordre.

Définition II.2.1. La filtration factorielle sur le groupe abélien A est l’application ϕA de A vers
N∪ {∞} telle que

∀a ∈ A, ϕA(a) = sup{d ∈N ; a ∈ (d + 1)!A}.

La filtration factorielle sur le groupe abélien A jouit évidemment des propriétés sui-
vantes.

Proposition II.2.2 (Propriétés de la filtration factorielle). Soient a, b ∈ A. On a :

ϕA(a− b) > min(ϕA(a), ϕA(b));

ϕA(−a) = ϕA(a);

ϕA(a) = +∞⇐⇒ a ∈ ∩n>1n!A .

Proposition II.2.3. Soit A un groupe abélien sans torsion. Pour tout a de A, et pour tout entier
naturel m > 1, on a

ϕA(ma) 6 ϕA(a) + m.

Démonstration. Si d est un entier tel que d > m et ma ∈ (d + 1)!A, alors, comme on
sait que (d + 1)! est un multiple de m(d−m + 1)!, on en déduit que ma est élément de
m(d − m + 1)!A. Puisque A est supposé sans torsion, il en résulte que a appartient à
(d−m + 1)!A, c’est-à-dire que ϕA(a) > d−m. D’où le résultat.
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II.2.2 La topologie factorielle

Sur tout groupe abélien A, la filtration factorielle ϕA nous permet de définir une
topologie en spécifiant une notion de boule ouverte de la façon suivante : une boule
ouverte de centre a ∈ A est une partie de A de la forme {x ∈ A; ϕA(x − a) > k} pour
un certain entier k ∈ N, c’est la classe a + (k + 2)!A. Il est immédiat par la proposition
II.2.2 que la structure du groupe A est compatible avec la topologie ainsi définie, que
nous appellerons la topologie factorielle de A. Par conséquent, cette topologie confère à A
une structure de groupe topologique. De plus, la topologie factorielle de A est toujours
pseudo-métrisable [34, page 119], puisqu’elle est engendrée par l’écart

(a, b) 7→ d(a, b) =

2−ϕA(a−b) si ϕA(a− b) 6= +∞

0 sinon
. (II.1)

Proposition II.2.4. Un groupe abélien A est discret pour sa topologie factorielle si et seulement
si il est d’exposant fini.

Démonstration. Si A est supposé discret pour sa topologie factorielle, alors {0} est un
ouvert, donc il existe un entier naturel k tel que la boule {x ∈ A; ϕA(x) > k} est réduite
à {0}, ce qui montre que (k + 2)!A = 0, et par conséquent A est d’exposant fini divisant
(k + 2)!.

Réciproquement, si A a un exposant fini e ∈ N∗, alors e!A = 0, et donc, pour tout a
dans A, le singleton {a} est la boule ouverte {x ∈ A; ϕA(x− a) > max(e− 2, 0)}.

Proposition II.2.5. La topologie factorielle du groupe abélien A est la topologie grossière de A
si et seulement si le groupe A est divisible.

Démonstration. En effet, si la topologie factorielle de A est grossière, comme n!A est
pour tout entier n > 1 un ouvert de la topologie grossière, évidemment non vide, on a
n!A = A pour tout entier n > 1.

Réciproquement, si A est divisible, on a n!A = A pour tout entier n > 1, ce qui
montre que A est la seule boule ouverte de la topologie factorielle de A, et donc le seul
ouvert non vide dans cette topologie.

Proposition II.2.6. Pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A→ B, on a :

∀x ∈ A, ϕB( f (x)) > ϕA(x) ,
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de sorte que l’application f est toujours continue pour les topologies factorielles.

Démonstration. En effet f (d!A) = d! f (A) ⊆ d!B pour tout entier naturel d > 1, ce qui
donne bien l’inégalité ϕB( f (x)) > ϕA(x). Cette inégalité montre immédiatement que f
est continue en 0. Puisque f est un homomorphisme de groupes abéliens, il en résulte
que f est continue en tout point.

D’après la proposition II.2.4, la topologie factorielle du groupe quotient A/mA est
la topologie discrète. Il résulte de la proposition précédente

Corollaire II.2.7. Soit A un groupe muni de la topologie factorielle. Pour tout entier naturel
m > 1, on munit le groupe quotient A/mA de la topologie discrète. Alors la projection naturelle
de A sur A/mA est une application continue.

On voit en outre que

Proposition II.2.8. Pour tout entier naturel m > 1 et pour tout a ∈ A, la classe de congruence
a + mA est un ouvert fermé de A (pour sa topologie factorielle).

Démonstration. La classe de congruence a + mA est la réunion des classes b + m!A pour
b ≡ a mod mA. Or une classe b + m!A est l’ensemble des éléments z ∈ A tels que
ϕ(z − b) > max(m − 2, 0), c’est-à-dire une boule ouverte, et donc un ouvert. Comme
toute réunion d’ouverts est un ouvert, toute classe a + mA est donc ouverte, et donc
toute réunion de telles classes est un ouvert. En particulier le complémentaire de a + mA
étant la réunion des classes b + mA pour b 6≡ a mod mA, on en déduit que la classe
a + mA est également fermée.

Proposition II.2.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur A pour
les projections naturelles pm,A : A → A/m!A (où A/m!A est muni de la topologie discrète )
coïncide avec la topologie factorielle de A.

Démonstration. Il s’agit de comparer les deux topologies définies sur le groupe A. Par
définition [23] la topologie initiale est la topologie la moins fine qui rende continues
toutes les applications pm,A, avec m > 1, de A dans A/m!A. La topologie factorielle
rendant continues toutes ces applications, par le corollaire II.2.7, il en résulte qu’elle est
moins fine que la topologie factorielle de A. Réciproquement, toute boule ouverte pour
l’écart (II.1) est une classe a + d!A, d > 1 ; or cette classe est image réciproque de l’ou-
vert {pd,A(a)} par l’application continue pd,A de A, muni de la topologie initiale, dans
A/d!A, muni de la topologie discrète ; ainsi tout ouvert pour la topologie factorielle est
un ouvert pour la topologie initiale.
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Le théorème suivant montre que la topologie d’un groupe profini « pas trop gros »
est certainement sa topologie factorielle.

Théorème II.2.10. Si A est un groupe profini (compact totalement discontinu) de type fini
(c’est-à-dire admettant pour ensemble de générateurs topologiques une partie finie), alors sa to-
pologie est nécessairement sa topologie factorielle.

Démonstration. Soit X = {x1, . . . , xd} (d ∈ N), une partie finie du groupe abélien A
qui l’engendre topologiquement. Fixons un entier naturel n > 1 et montrons que A/n!A
est un groupe fini. Pour cela, soit Fn ⊆ A l’ensemble des combinaisons r1x1 + · · ·+ rdxd,
où rj ∈ N ∩ [0, n![ pour tout indice j ∈ {1, . . . , d}. La partie Fn est finie, donc c’est une
partie fermée de l’espace topologique séparé A. Étant donné un quelconque élément a
de A, il suffit de montrer qu’il existe f ∈ Fn tel que a ≡ f mod n!. Puisque le groupe
engendré par X est dense dans A, pour tout voisinage V de a dans A, il existe un élément
(m1(V), · · · , md(V)) de Zd tel que l’élément a(V) = m1(V)x1 + · · ·+ md(V)xd ∈ V. Par
division euclidienne, il existe, pour tout voisinage V de a dans A et pour tout indice j ∈
{1, . . . , d}, des entiers qj(V) ∈ Z et rj(V) ∈N∩ [0, n![ tels que mj(V) = n!qj(V) + rj(V).
Posons alors b(V) = q1(V)x1 + · · ·+ qd(V)xd et f (V) = r1(V)x1 + · · ·+ rd(V)xd. De la
suite généralisée (b(V))V∈N indexée par l’ensemble filtrantN des voisinages de a dans
l’espace compact A, on peut extraire une sous-suite généralisée (b(Vt))t∈T convergente
vers b ∈ A. Alors la suite f (Vt) = a(Vt) − n!b(Vt) est une suite de points de Fn qui
converge vers a− n!b. Comme Fn est fermé, sa limite f = a− n!b ∈ Fn, et on a bien la
congruence a ≡ f mod n!.

Comme n!A est fermé dans A, puisque c’est l’image du compact A par l’application
continue x 7→ n!x, on voit maintenant que c’est un sous-groupe fermé de A d’indice fini,
donc un sous-groupe ouvert de A. Ceci prouve que la topologie factorielle du groupe
A est moins fine que la topologie de A. En particulier, l’identité IdA de A est continue
quand on munit son espace de départ de la topologie donnée de A et son espace d’arri-
vée de la topologie factorielle.

D’autre part, soit D = ∩n>1n!A. La partie D est l’intersection de sous-groupes fermés
de A, donc c’est un sous-groupe fermé de A, donc elle est compacte. Vérifions que le
groupe D est divisible. En effet, soit d ∈ D. Pour tout n > 1, il existe un élément αn

de A tel que d = n!αn. Pour un entier m ∈ N, on pose alors zm = m!(n+m
n )αn+m. De

la suite (zm)m∈N de points de l’espace compact A, on peut extraire une suite (zmk)k∈N

convergeant vers z∞ ∈ A. On peut supposer que mk > k pour tout k ∈ N, de sorte
que zmk ∈ m!A pour tout entier k > m. Comme m!A est fermé dans A, on en déduit
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que z∞ est élément de m!A pour tout m ∈ N, ce qui prouve que z∞ est élément de
D. D’autre part, on a n!z∞ = limk→∞ n!zmk = limk→∞(n + mk)!αn+mk = d. Ainsi tout
élément de D appartient à n!D pour tout entier n > 1, c’est-à-dire que le groupe abélien
D est divisible.

Comme tout groupe divisible compact est connexe [33, page 385], mais que A est
supposé totalement discontinu, on voit que D = {0}. Par conséquent la topologie facto-
rielle de A est séparée. L’image d’un fermé de A par l’application continue IdA est donc
un compact de la topologie factorielle de A. Ainsi tout fermé de A est un fermé de la
topologie factorielle de A, et on en conclut que la topologie factorielle de A est plus fine
que la topologie de A.

II.3 Le complété factoriel

II.3.1 Définition et premières propriétés

L’ensemble N∗ des entiers naturels non nuls est un ensemble ordonné pour la rela-
tion de divisibilité. Nous pouvons donc le voir comme une catégorie. Étant donné un
groupe abélien A, nous définissons le système projectif naturel de A en associant à tout
objet n de N∗ le quotient A/nA et associant à toute flèche m → n de N∗ (c’est-à-dire
que l’entier naturel non nul m est un diviseur de l’entier naturel non nul n) l’homomor-
phisme naturel fm,n,A : A/nA→ A/mA tel que

∀a ∈ A, fm,n,A(a + nA) = a + mA .

Définition II.3.1. Étant donné un groupe abélien A, son complété factoriel Â est la limite
projective du système projectif naturel des groupes abéliens A/nA, où n ∈N∗.

D’après la remarque I.7.6, on voit que le complété factoriel Â du groupe abélien A
est aussi un groupe abélien.

Pour travailler dans Â, on a souvent intérêt à utiliser le théorème d’invariance des
limites projectives en remplaçant le système projectif naturel de A par le système projectif
factoriel de A : il s’agit du système projectif indexé par les entiers naturels non nuls, mais
cette fois-ci muni de l’ordre usuel, où l’on associe à tout objet n de N∗ le groupe A/n!A,
et à toute flèche m 6 n de N∗ l’homomorphisme fm!,n!,A. Comme les applications

G : N∗ →N∗, ∀n ∈N∗, G(n) = n! et H : N∗ →N∗, ∀n ∈N∗, H(n) = n
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sont isotones pour les relations de préordre que nous avons considérées (l’isotonie de G
signifie que, lorsque m 6 n, alors m! est un diviseur de n! ; l’isotonie de H que, lorsque m
est un diviseur de n, alors m 6 n), et que de plus n divise G(H(n)) et que n 6 H(G(n))
pour tout entier naturel n, la proposition I.5.4 montre que Â est aussi la limite projective
du système projectif factoriel de A.

Pour manipuler les éléments de cette limite projective, on peut utiliser la description
de la limite projective (proposition I.5.9) : ses éléments s’identifient à des suites éléments
de ∏n∈N∗

(
A

n!A

)
satisfaisant certaines conditions.

Ainsi, en notant, pour tout entier n > 1, par pn,A la projection naturelle du groupe A
sur A/n!A, nous pouvons considérer son complété factoriel Â comme l’ensemble des
suites (pn,A(an))n>1 de classes résiduelles modulo n!A d’éléments an ∈ A telles que

∀m > n > 1, am − an ∈ n!A. (II.2)

Notre premier résultat consiste à caractériser les éléments de Â comme des combinai-
sons A-linéaires de factorielles. Ce point de vue est souvent utile pour travailler dans
Â.

Lemme II.3.2. Soit â = (pn,A(an))n>1 un élément du groupe produit ∏n>1 A/n!A. La suite
â est élément de Â si et seulement s’il existe une suite (cn)n∈N d’éléments de A telle qu’on ait

an =
n−1

∑
j=0

j!cj

pour tout entier naturel n > 1.

Démonstration. La condition (II.2) qui caractérise les suites (pn,A(an))n>1 éléments de Â
entraîne en effet l’existence, pour tout entier naturel n, d’un élément cn de A tel que
a1 = c0 pour n = 0 et an+1 − an = n!cn pour tout entier naturel n > 1. La relation
an = ∑n−1

j=0 j!cj s’en déduit par récurrence sur l’entier naturel n > 1.
Réciproquement, l’écriture an = ∑n−1

j=0 j!cj entraîne que, si on a deux entiers naturels
m et n vérifiant m > n > 1, on a am − an = ∑m−1

j=n j!cj. Comme j! est divisible par n! pour
tout entier naturel j > n, on obtient bien la condition (II.2).

Lemme II.3.3. Soit A un groupe abélien. On se donne â = (pn,A(an))n>1 un élément de Â,
un entier naturel d > 1, et un entier naturel m divisant d!. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.
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(i) ad est élément de mA ;
(ii) â est élément de mÂ.

Démonstration. Supposons d’abord que â = (pn,A(an))n>1 est élément de mÂ. Il existe
dans Â un b̂ = (pn,A(bn))n>1 tel que â = mb̂, d’où â = (pn,A(mbn))n>1, donc ad ≡
mbd mod d!A. Puisque d! ∈ mZ par hypothèse, on voit que ad est bien élément de mA.

On suppose réciproquement que ad est élément de mA, c’est-à-dire qu’il existe un
élément b0 de A tel que ad = mb0. Puisque m est supposé diviseur de d!, il existe m′ entier
naturel tel que d! = mm′. On utilise le lemme II.3.2 qui nous assure de l’existence d’une
suite (cn)n∈N d’éléments de A telle qu’on ait l’égalité an = ∑n−1

j=0 j!cj pour tout entier na-

turel n > 1. On pose alors, pour tout entier naturel n > 1, bn = b0 + ∑n−1
j=0 m′ j!(j+d

d )cj+d.
Par récurrence, on vérifie immédiatement que mbn = an+d pour tout entier naturel
n. D’autre part, la suite (bn)n>1 vérifie évidemment la propriété (II.2), de sorte que
b̂ = (pn,A(bn))n>1 est élément de Â. On a alors mb̂ = (pn,A(mbn))n>1 = (pn,A(an+d))n>1.
Or, d’après la condition (II.2), on a pn,A(an+d) = pn,A(an). Finalement, on obtient que
â = mb̂ est bien un élément de mÂ.

Proposition II.3.4. Si le groupe abélien A est sans torsion, alors son complété factoriel Â est
sans torsion.

Démonstration. Soit â = (pn,A(an))n>1 un élément de torsion de Â ; il existe un entier
q > 1 tel que qâ = 0. Soit n > 1 un entier quelconque. Puisque qâ appartient à qn!Â, et
que qn! est un diviseur de (q + n)!, le lemme II.3.3 montre que qan+q appartient à qn!A.
Puisque A est supposé sans torsion, on en déduit que an+q appartient à n!A. Utilisant la
condition (II.2), on conclut que n! divise an. Ceci étant vrai quel que soit l’entier naturel
n > 1, on obtient â = 0.

II.3.2 Le morphisme canonique κA et sa propriété universelle

Il est intéressant d’étudier le morphisme κA de A dans Â tel que κA(a) =
(pn,A(a))n>1 pour tout élément a de A. On remarque que, comme tout morphisme, κA

est continu quand on munit son domaine A et son codomaine Â des topologies facto-
rielles (proposition II.2.6). Il est clair que le noyau du morphisme κA est égal à l’inter-
section ∩n>1n!A.

Lemme II.3.5. Pour tout groupe abélien A, et pour tout élément a de A, on a l’égalité

ϕA(a) = ϕÂ(κA(a)) .
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Démonstration. Conséquence directe du lemme II.3.3.

Proposition II.3.6. L’image de κA est dense dans Â.

Démonstration. Soit une boule ouverte Bk(â) = {x̂ ∈ Â; ϕÂ(x̂− â) > k} de Â, où â ∈ Â
et k ∈ N. Alors le centre â de cette boule s’écrit â = (pn,A(an))n>1. Par le lemme II.3.3,
puisque ak+2− ak+2 = 0 est élément de (k + 2)!A, la différence κA(ak+2)− â est élément
de (k + 2)!Â. Mais, par définition de la filtration factorielle ϕÂ, ceci signifie que κA(ak+2)
appartient à la boule Bk(â).

Proposition II.3.7. Si A est séparé et complet pour sa topologie factorielle, alors l’application
κA est un isomorphisme de A sur Â.

Démonstration. La topologie factorielle étant engendrée par l’écart d, elle est séparée si
et seulement si d est une distance, c’est-à-dire si et seulement si κA est injective. D’autre
part, en vertu du lemme II.3.5, une suite (κA(ah))h∈N est de Cauchy dans κA(A) si et
seulement si la suite (ah)h∈N est de Cauchy dans A. Donc κA(A) est complet, et par
conséquent fermé dans Â. La proposition II.3.6 montre alors que κA est surjective.

Proposition II.3.8. Pour tout groupe abélien A, et pour tout entier naturel n > 1, l’homomor-
phisme κA induit un isomorphisme entre A/n!A et Â/n!Â.

Démonstration. Composant κA avec la surjection canonique de Â sur Â/n!Â, on obtient
un homomorphisme de groupes abéliens, surjectif d’après la proposition II.3.6, et de
noyau n!A par le lemme II.3.3.

Corollaire II.3.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur Â pour
les projections naturelles Â → A/m!A (où A/m!A est muni de la topologie discrète) coïncide
avec la topologie factorielle de Â.

Démonstration. Par la proposition II.2.9, nous savons que la topologie factorielle de Â
coïncide avec la topologie initiale pour les surjections canoniques Â → Â/n!Â. Mais
nous venons de voir que

a + n!A 7→ κA(a) + n!Â (a ∈ A)

est une bijection de A/n!A sur Â/n!Â.

Le morphisme κA : A → Â jouit d’une propriété universelle, qu’on peut énoncer
comme suit.
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Proposition II.3.10. Soit A un groupe abélien et B un groupe abélien qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle. Étant donné un homomorphisme f : A→ B de groupes abéliens, il
existe un unique homomorphisme g de Â dans B tel que f = g ◦ κA.

Démonstration. Puisque, d’après la proposition II.2.6) tout homomorphisme de groupes
est continu pour les topologies factorielles, l’unicité de l’homomorphisme g de Â dans
B tel que f = g ◦ κA résulte directement de la proposition II.3.6.

Pour montrer l’existence de l’homomorphisme g, on se donne â = (pn,A(an))n>1

un quelconque élément de Â. Alors, par la condition II.2, on a am − an ∈ n!A pour
tous les entiers m et n tels que m > n > 1. Il en résulte que f (am) − f (an) ∈ n!B
dès que m > n > 1. Par conséquent, la suite ( f (an))n>1 est de Cauchy dans l’espace
séparé complet B. Elle admet donc une unique limite. Si d’autre part, on représente le
même élément â sous la forme â = (pn,A(a′n))n>1 pour d’autres éléments a′n de A, on
a an − a′n ∈ n!A, et donc f (an)− f (a′n) ∈ n!B pour tout entier n > 1. Par conséquent,
la suite ( f (an)− f (a′n))n>1 converge vers 0 dans l’espace séparé B. On en déduit que la
limite de la suite ( f (an))n>1 ne dépend que de l’élément â de Â. On peut donc définir
une application g : Â→ B par

∀ â = (pn,A(an))n>1 ∈ Â, g(â) = lim f (an) .

En particulier, puisque κA(a) = (pn,A(a))n>1 pour tout a de A, on voit que g(κA(a)) =
f (a), et on a bien g ◦ κA = f . Il reste seulement à vérifier que g est un homomorphisme
de groupes, ce qui résulte immédiatement de sa définition et du fait que f est un homo-
morphisme.

II.3.3 Le foncteur de complétion

Soit f : A → B un homomorphisme de groupes abéliens. Alors κB ◦ f est un ho-
momorphisme du groupe abélien dans le groupe abélien B̂ qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle (corollaire II.4.5). Par la proposition II.3.10, il existe donc
un unique homomorphisme f̂ de Â dans B̂ tel que κB ◦ f = f̂ ◦ κA. Le diagramme sui-
vant est commutatif
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A
f
//

κA
��

B
κB
��

Â
f̂
// B̂

Il est clair que la donnée pour tout groupe abélien A de son complété factoriel Â,
conjointement à la donnée pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A → B
de l’homomorphisme f̂ : Â → B̂ constitue un foncteur de la catégorie AB des groupes
abéliens dans la sous-catégorie pleine ABCF des groupes abéliens qui sont complets
et séparés pour leur topologie factorielle. Les morphismes κA forment une transfor-
mation naturelle du foncteur identité de la catégorie AB vers le composé du foncteur
de complétion de la catégorie AB dans la catégorie ABCF avec le foncteur d’oubli
ABCF→ AB.

II.4 Limites projectives de groupes abéliens séparés et com-

plets

Proposition II.4.1. Si (Ai)i∈I est une famille de groupes abéliens qui sont séparés et complets
pour la topologie factorielle, alors leur produit A = ∏i∈I Ai est aussi séparé et complet pour la
topologie factorielle.

Démonstration. La démonstration repose sur l’observation que, pour tout entier naturel
n > 1, un élément a = (ai)i∈I du produit A = ∏i∈I Ai est un élément de n!A si et
seulement si ai ∈ n!Ai pour tout indice i de I.

Montrons d’abord que A est séparé, c’est-à-dire que l’intersection des sous-groupes
n!A est réduite à zéro. Si a = (ai)i∈I est dans cette intersection, alors d’après notre
observation préalable, ai ∈ n!Ai pour tout indice i ∈ I et pour tout entier naturel n > 1.
Puisque les groupes Ai sont supposés être séparés pour leur topologie factorielle, on en
déduit que ai = 0 pour tout i ∈ I. Ainsi a est nécessairement nul, ce qui montre que A
est séparé.

Pour vérifier que le groupe A est complet, et puisqu’on sait que sa topologie est
pseudo-métrisable, il suffit [34, théorème 24, page 193], de vérifier que toute suite de
Cauchy (ah)h∈N d’éléments de A est convergente dans A. Écrivons, pour tout entier
h ∈N, l’élément ah de A sous la forme ah = (ah(i))i∈I pour des éléments ah(i) de Ai.
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Puisque la suite (ah)h∈N est de Cauchy, on sait que, pour tout entier naturel n > 1,
il existe un entier h0(n) ∈ N tel que, pour tout couple d’entiers (r, s) satisfaisant les
inégalités r > h0(n) et s > h0(n), on ait la congruence ar ≡ as mod n!A. En traduisant
cette dernière congruence grâce à notre observation préalable, on voit que

∀n > 1, ∃h0(n) ∈N, ∀(r, s) ∈N2, ∀i ∈ I, min(r, s) > h0(n)⇒ ar(i) ≡ as(i) mod n!Ai .
(II.3)

Cette relation (II.3) entraîne que, pour tout indice i de I, la suite (ah(i))h∈N est de Cauchy
dans le groupe Ai. Puisque le groupe Ai est supposé complet, nous en déduisons que
cette suite converge dans Ai. Soit `i ∈ Ai sa limite.

Puisque n!Ai est fermé dans Ai (proposition II.2.8), il résulte de (II.3) que

∀n > 1, ∃h0(n) ∈N, ∀s ∈N, ∀i ∈ I, s > h0(n)⇒ `i ≡ as(i) mod n!Ai. (II.4)

Définissons l’élément ` de A en posant ` = (`i)i∈I . Alors de (II.4) et de notre obser-
vation préalable, on tire

∀n > 1, ∃h0(n) ∈N, ∀s ∈N, s > h0(n)⇒ ` ≡ as mod n!A. (II.5)

Par conséquent, la suite (ah)h∈N converge dans A vers `.

Proposition II.4.2. Si A est un groupe abélien qui est séparé et complet pour sa topologie
factorielle, et si B est un sous-groupe de A qui est fermé au sens de la topologie factorielle de A,
alors B est séparé et complet pour sa propre topologie factorielle.

Démonstration. Comme A est séparé, l’intersection des sous-groupes n!A de A est ré-
duite à {0}. A fortiori, l’intersection des sous-groupes n!B de B est réduite à {0}, c’est-
à-dire que B est séparé.

Pour vérifier que le groupe B est complet, et puisqu’on sait que sa topologie fac-
torielle est pseudo-métrisable, il suffit [34, théorème 24, page 193], de vérifier que
toute suite (bh)h∈N d’éléments de B qui est de Cauchy au sens de la topologie facto-
rielle de B converge nécessairement dans B pour cette topologie. On remarque que,
puisque n!B ⊆ n!A pour tout entier naturel n > 1, la suite (bh)h∈N est aussi de Cau-
chy au sens de la topologie factorielle de A. Puisque A est complet, la suite (bh)h∈N

converge au sens de la topologie factorielle de A vers une limite ` ∈ A. Puisque par
hypothèse, B est un fermé de la topologie factorielle de A, la limite ` est élément de
B. Posons alors b′h = bh − `. La suite (b′h)h∈N est une suite d’éléments de B qui est
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de Cauchy au sens de la topologie factorielle de B et qui converge vers 0 au sens
de la topologie factorielle de A. On a donc, en posant, pour tout entier naturel h,
q(h) = min

(
{ϕA(b′h)} ∪ {ϕB(b′h+k − b′h), k ∈N}

)
:

lim
h→∞

q(h) = +∞ .

En particulier, si n est un entier naturel quelconque, il existe un entier naturel h(n) tel
qu’on ait l’implication

h > h(n)⇒ q(h) > n− 1 .

On pose alors H(n) = max{h(j) : 0 6 j 6 n} + n. La suite (H(n))n∈N est une suite
strictement croissante d’entiers naturels, de sorte que la suite (b′H(n))n∈N est une suite
extraite de la suite (b′h)h∈N. De plus on a H(n) > h(n) et donc q(H(n)) > n − 1. Par
conséquent ϕA(b′H(n)) > n− 1 et de même ϕB(b′H(n+1) − b′H(n)) > n− 1.

Il suffit maintenant de montrer que cette suite extraite (b′H(n))n∈N converge vers 0 au
sens de la topologie factorielle de B. Il est en effet bien connu qu’une suite de Cauchy
dont on peut extraire une suite convergente est elle-même convergente. Posons b′′n =
b′H(n). On a simultanément ϕA(b′′n) > n− 1 et ϕB(b′′n+1 − b′′n) > n− 1. Donc, pour tout
entier natuel n, il existe un élément αn de A et un élément βn de B tels que b′′n = n!αn et
b′′n+1 − b′′n = n!βn. On considère alors la suite (γn)n∈N d’éléments de A définie par

∀n ∈N, γn = (n + 1)αn+1 − αn − βn .

On constate que

n!γn = (n + 1)!αn+1 − n!αn − n!βn = b′′n+1 − b′′n − (b′′n+1 − b′′n) = 0 ,

ce qui signifie que γn est élément du sous-groupe A[n!] défini comme le noyau de l’en-
domorphisme x 7→ n!x de A. Comme cet endomorphisme est continu pour la topologie
factorielle de A (proposition II.2.6), et que A est séparé par hypothèse pour cette topo-
logie, ce sous-groupe A[n!] est fermé au sens de la topologie factorielle de A.

Pour un entier n donné, on considère les deux suites (Sq(n))q>n et (Tq(n))q>n d’élé-
ments de A définies par :

Sq(n) = −
q−1

∑
j=n

(j− n)!
(

j
n

)
β j et Tq(n) = −

q−1

∑
j=n

(j− n)!
(

j
n

)
γj .
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Ces deux suites sont évidemment de Cauchy pour la topologie factorielle de A, donc
elles convergent dans A vers des limites que nous notons S∞(n) et T∞(n). D’autre part,
pour tout entier q > n, la somme Sq(n) appartient au sous-groupe B et la somme Tq(n)
appartient au sous-groupe A[n!]. Comme ces deux sous-groupes sont fermés dans A,
on voit que S∞(n) ∈ B et que T∞(n) ∈ A[n!]. Or

Sq(n) + Tq(n) =
q−1

∑
j=n

(j− n)!
(

j
n

)
(−β j − γj) =

q−1

∑
j=n

(j− n)!
(

j
n

)
(αj − (j + 1)αj+1) .

Comme (j + 1)( j
n) = (j + 1− n)(j+1

n ), on en tire :

Sq(n) + Tq(n) =
q−1

∑
j=n

(j− n)!
(

j
n

)
αj−

q−1

∑
j=n

(j + 1− n)!
(

j + 1
n

)
αj+1 = αn− (q− n)!

(
q
n

)
αq .

En passant à la limite au sens de la topologie factorielle de A pour q tendant vers l’infini,
on obtient

S∞(n) + T∞(n) = αn ,

d’où, puisque T∞(n) est élément de A[n!], l’égalité n!S∞(n) = n!αn = b′′n . Comme
S∞(n) ∈ B, on a montré que b′′n est élément de n!B. Ainsi la suite (b′′n)n∈N converge
vers 0 au sens de la topologie factorielle de B, ce qui achève la démonstration.

Remarque II.4.3. Cette dernière proposition n’était nullement évidente, car la topologie facto-
rielle de B n’est pas en général la topologie induite sur B par la topologie factorielle de A.

Par exemple, si on prend A = ∏m>2 Z/m!Z, qui est bien un groupe complet et
séparé d’après la proposition II.4.1, et si on considère le sous-groupe B = A[2] des
éléments x ∈ A tels que 2x = 0, on obtient un sous-groupe fermé, dont la topologie
factorielle est la topologie discrète. Pourtant, il existe dans B une suite convergente pour
la topologie factorielle de A et qui n’est pas stationnaire. En effet, il suffit de considérer
la suite (an)n∈N telle que an = (pm,Z(a(n, m)))m>2 où on a posé

a(n, m) =

0 si m 6 n
m!
2 si m > n

.

On vérifie facilement que an ∈ (n− 1)!A. Ainsi la suite (an)n∈N est une suite de points
de A[2] qui converge vers 0 au sens de la topologie factorielle de A, mais qui n’est pas
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stationnaire.

Corollaire II.4.4. Toute limite projective de groupes séparés et complets pour leurs topologies
factorielles est un groupe séparé et complet pour sa topologie factorielle.

Démonstration. En effet, soit I une catégorie, et F : I → ABCF un foncteur contrava-
riant, de sorte que (I, F) est un système projectif de groupes abéliens séparés et com-
plets pour leurs topologies factorielles. La limite projective lim←−

I
F se réalise comme le

sous-groupe L du produit A = ∏i∈ob(I) Ai déterminé par la condition

a = (ai)i∈I ∈ L⇐⇒
(
∀ f : i→ j ∈ Fl(I), F( f )(ai) = aj

)
.

D’après la proposition II.4.1, on sait que A est un groupe séparé et complet. Comme les
projections pri : A → Ai sont des homomorphismes de groupes, elle sont continues
pour les topologies factorielles (proposition II.2.6), donc L est, en tant qu’intersection
des images réciproques des diagonales {(aj, aj); aj ∈ Aj} par les applications continues
( fi,j ◦ pri, prj), pour j 6 i, un sous-groupe de A fermé pour la topologie factorielle de A.
Par la proposition II.4.2, on en conclut que la limite projective L est un groupe complet
et séparé pour sa propre topologie factorielle.

Corollaire II.4.5. Pour tout groupe abélien A, le groupe Â est séparé et complet pour la topo-
logie factorielle.

Démonstration. C’est un cas particulier du corollaire II.4.4, où l’on considère le système
projectif des groupes quotients A/n!A, avec les morphismes naturels de A/m!A dans
A/n!A pour m > n. En effet, la topologie factorielle d’un groupe A/n!A est la topologie
discrète, donc ce groupe est bien séparé et complet pour sa topologie factorielle.

II.5 Filtration factorielle sur un anneau

Soit R un anneau unifère (non nécessairement commutatif). Le groupe additif de R
est un groupe abélien, donc on peut définir sa filtration factorielle. Mais cette filtration
ne donne pas à R la structure d’anneau filtré au sens défini par exemple dans Bourbaki
[22]. En effet, le produit d’un élément de m!R par un élément de n!R n’appartient pas
en général à (m + n)!R.
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Cependant, les sous-groupes n!R qui définissent la filtration factorielle de R sont
aussi des idéaux bilatères. Ceci indique une certaine compatibilité entre la structure
d’anneau et la filtration factorielle. Les propriétés suivantes précisent ce lien.

On note R∗ le groupe multiplicatif de R, dont les éléments sont les inversibles de R.

Proposition II.5.1. (Propriétés multiplicatives de la multiplication factorielle). Soit ϕR la fil-
tration factorielle sur le groupe additif de l’anneau R, au sens de la définition II.2.1. Outre les
propriétés de la proposition II.2.2, cette application ϕR vérifie les propriétés :

∀a, b ∈ R, ϕR(ab) > max(ϕR(a), ϕR(b)) (II.6)

∀a ∈ R, ∀n ∈N, ϕR(an+1) > ϕR(an) (II.7)

ϕR(1) = sup{k ∈N; ∀j ∈ [1, k + 1], j · 1 ∈ R∗}. (II.8)

Démonstration. Pour justifier l’équation (II.6), il suffit de remarquer que si l’un des fac-
teurs a ou b est élément de n!R, alors il en est de même de leur produit ab.

L’équation (II.7) se déduit de (II.6). On a en effet an+1 = ana, donc ϕR(an+1) >

ϕR(an).
Enfin, l’équation (II.8) s’obtient en remarquant que 1 ∈ n!R équivaut à dire que

l’élément d · 1 est inversible pour tout entier d ∈N∩ [1, n].

Lorsqu’on munit R de la topologie factorielle et R2 de la topologie produit, l’équation
(II.6) montre que l’application multiplication (a, b) 7→ ab est continue en (0, 0). Comme
cette application est bi-additive, on en déduit facilement qu’elle est continue en tout
point. Ceci montre le résultat suivant.

Remarque II.5.2. La topologie factorielle d’un anneau est compatible avec sa multiplication, et
confère donc à cet anneau la structure d’un anneau topologique.

En outre, puisque n!R est toujours un idéal bilatère de R, nous pouvons munir le
quotient R/n!R d’une structure d’anneau, et donc aussi le produit P = ∏n>1

( R
n!R
)
.

Alors le complété factoriel R̂ s’identifie à la partie L de P constituée par les éléments
(pn,R(an))n>1 satisfaisant la condition (II.2). Il est clair que cette partie L est en fait un
sous-anneau de P, et que c’est d’ailleurs une limite projective des anneaux R/n!R. Par
conséquent le complété factoriel R̂ peut aussi être considéré comme la limite projective
du système projectif factoriel de R dans la catégorie Ann des anneaux. En particulier, il
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est naturellement muni d’une structure d’anneau, et le morphisme canonique κR : R→
R̂ est un morphisme d’anneaux. On vérifie d’ailleurs facilement l’énoncé suivant, qui
est l’analogue de notre proposition II.3.10.

Proposition II.5.3. Soit R un anneau et S un anneau qui est complet et séparé pour sa topo-
logie factorielle. Étant donné un homomorphisme f : R → S d’anneaux, il existe un unique
homomorphisme d’anneaux g de R̂ dans S tel que f = g ◦ κR.

On peut ainsi définir un foncteur de complétion d’anneaux, de manière analogue à
ce qui a été fait dans les groupes abéliens, de sorte que les κR forment une transforma-
tion naturelle du foncteur identité de la catégorie Ann dans le foncteur de complétion.

II.6 L’anneau des entiers polyadiques

II.6.1 L’anneau Ẑ et sa filtration factorielle

Dans le cas particulier de l’anneau Z, tout ce qui précède s’applique. Pour simplifier,
on note dans cette section pn, pour un entier naturel n > 1, la projection canonique de
Z sur Z/n!Z. À la suite de Novoselov [43], nous appelons entier polyadique (ou entier
profini [37], ou nombre idéal au sens de Prüfer [46], ou encore nombre universel [51]) une
suite (pn(xn))n>1 de classes résiduelles modulo n! d’entiers relatifs xn assujettie à la
condition :

∀n > 1, xn+1 − xn ∈ n!Z , (II.9)

ou, ce qui est équivalent, à la condition

∀m > n > 1, xm − xn ∈ n!Z . (II.10)

Autrement dit, l’anneau Ẑ des nombres polyadiques est la limite projective des an-
neaux Z/n!Z pour les projections naturelles. Nous considérerons le morphisme cano-
nique κZ : Z → Ẑ comme une inclusion, en identifiant un entier x ∈ Z à la suite
(pn(x))n>1.

Muni de sa topologie factorielle, Ẑ est un anneau topologique. On sait (proposition
II.3.9) que cette topologie factorielle coïncide avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles de Ẑ dans Z/n!Z. Mais cette topologie initiale peut aussi s’interpréter
comme la topologie de la limite projective du système projectif factoriel de Z, vu comme
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système projectif d’anneaux topologiques discrets. Ainsi l’anneau topologique Ẑ est un
anneau topologique profini, donc compact et totalement discontinu.

Proposition II.6.1. Soit un élément x = (pn(xn))n>1 de Ẑ. Alors la suite (xm)m>1 converge
vers x dans Ẑ.

Démonstration. Identifiant la topologie de Ẑ avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles Ẑ → Z/n!Z, ceci revient à montrer que, pour tout n > 1 fixé, la suite
(pn(xm))m>1 stationne en pn(x) pour m assez grand : en fait m > n suffit.

En particulier, on retrouve ainsi le fait que Z est une partie dense de Ẑ (proposition
II.3.6). D’après le lemme II.3.2, tout élément x de l’anneau des entiers polyadiques Ẑ,
s’écrit sous la forme d’une série convergente

x = ∑
k>1

ak · k! (ak ∈ Z).

L’anneau topologique Ẑ est aussi complet d’après notre corollaire II.4.5. La topologie
de Ẑ étant sa topologie factorielle, on peut la caractériser par la fonction « filtration
factorielle », c’est-à-dire l’application ϕ : Ẑ→N∪ {+∞} telle que :

∀x = (pn(xn))n>1 ∈ Ẑ, ϕ(x) = sup{d ∈N ; x ∈ (d + 1)!Ẑ} .

D’après le lemme II.3.3, ceci équivaut à

∀x = (pn(xn))n>1 ∈ Ẑ, ϕ(x) = sup{d ∈N ; xd+1 ≡ 0 mod (d + 1)!} . (II.11)

L’existence de cette filtration ϕ et de la distance qui s’en déduit comme ci-dessus
(formule (II.1)) montre en particulier que la topologie de Ẑ est métrisable.

II.6.2 Le groupe additif des entiers polyadiques

Nous allons citer quelques propriétés utiles du groupe topologique additif sous-
jacent à Ẑ, que nous utiliserons dans la suite.

Proposition II.6.2. Le groupe additif de Ẑ est sans torsion.

Démonstration. Cas particulier de la proposition II.3.4.
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Corollaire II.6.3. Pour tout x de Ẑ, et pour tout entier naturel m > 1, on a

ϕ(mx) 6 ϕ(x) + m .

Démonstration. Posons d = ϕ(mx). Si d 6 m, il n’y a rien à montrer ; supposons donc
d > m. Par définition de ϕ, il suffit de montrer que x ∈ (d− m + 1)!Ẑ. Or, du fait que
mx ∈ (d + 1)!Ẑ, et que (d + 1)! = (d+1

m )m!(d− m + 1)!, on voit que mx ∈ m(d− m +
1)!Ẑ. Par la proposition II.3.4 précédente, on conclut en effet que x ∈ (d−m + 1)!Ẑ.

Pour tout entier rationnel a 6= 0, on a une espèce de « division euclidienne par a »
dans Ẑ, comme l’exprime l’énoncé suivant.

Proposition II.6.4. Soit x ∈ Ẑ et a ∈ Z \ {0}. Il existe un unique entier rationnel r tel qu’on
ait simultanément 0 6 r < |a| et x ≡ r mod aẐ.

Démonstration. On écrit x = (pn(xn))n>1, où les entiers rationnels xn satisfont la condi-
tion (II.9). Par division euclidienne dans Z, on sait qu’il existe un unique entier rationnel
r tel que 0 6 r < |a| et xa ≡ r mod aZ. Comme xa − r ∈ aZ, le lemme II.3.3 montre que
x− r ∈ aẐ, ce qui prouve l’existence de r.

Si r′ est un autre entier rationnel tel que 0 6 r′ < |a| et x ≡ r′ mod aẐ, alors r − r′

est un entier de valeur absolue strictement moindre que celle de a et qui appartient à
aẐ. Donc il existe y = (pn(yn))n>1 ∈ Ẑ tel que r − r′ = ay, en particulier r − r′ ≡
aya mod a!Z, ce qui entraîne que r − r′ ∈ aZ. Comme |r − r′| < |a|, on en déduit r =
r′.

Proposition II.6.5. Soit G un groupe profini et a un élément de G. Il existe un unique homo-
morphisme continu f de Ẑ dans G tel que f (1) = a.

Démonstration. Soit (I, F) le système projectif de groupes finis dont G est limite, de sorte
que I est une catégorie d’indices et F est un foncteur contravariant de I dans la catégorie
des groupes topologiques tel que, pour tout objet i de I, le groupe F(i) est fini discret.
Pour chaque objet i de la catégorie I, le groupe G se trouve muni d’un homomorphisme
continu de groupes topologiques δi : G → F(i) ; on demande de plus que, pour toute
flèche f : i→ j dans la catégorie I, on ait F( f ) ◦ δj = δi. On rappelle que la topologie de
G est la topologie initiale pour les applications δi, i ∈ ob(I). Nous convenons de noter
multiplicativement les groupes G et F(i), i ∈ ob(I).

Justifions d’abord l’unicité de l’homomorphisme continu f de Ẑ dans G tel que
f (1) = a. Si f et g sont deux tels homomorphismes, on a forcément f (x) = ax = g(x)
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pour tout entier x ∈ Z. Comme on l’a observé ci-dessus, Z est dense dans Ẑ ; puisque
f et g sont continues, on a donc f = g.

Pour montrer l’existence de l’homomorphisme continu f , on observe que si x =
(pn(xn))n>1 alors, pour tout objet i de la catégorie I, comme le groupe F(i) est par hy-
pothèse fini, l’ordre de δi(a) dans F(i) est un entier di > 1, de sorte qu’on a δi(a)di = 1.
Par conséquent, d’après la condition (II.9), la suite (δi(a)xn)n>1 est stationnaire à partir
de n = di, donc est convergente dans le groupe discret F(i). La topologie de G étant la
topologie initiale pour les applications δi(i ∈ ob(I)), on en déduit que la suite (axn)n>1

converge dans le groupe profini G. De plus, si x est représenté sous une autre forme
(pn(x′n))n>1, on a alors xn ≡ x′n mod n!Z pour tout entier naturel n > 1, donc pour tout
i ∈ I, on a δi(a)xn = δi(a)x′n pour n > di, donc la limite dans F(i) de la suite (δi(axn))n>1

est égale à la limite de la suite (δi(ax′n))n>1, ce qui prouve que la limite dans G de la suite
(axn)n>1 est indépendante de la représentation choisie pour x ∈ Ẑ. On a ainsi établi que
la formule f (x) = limn→+∞ axn définit sans ambiguïté une application f de Ẑ dans G.
C’est un homomorphisme : en effet si x = (pn(xn))n>1 et y = (pn(yn))n>1 sont deux
éléments de Ẑ, on a x + y = (pn(xn + yn))n>1 et axn+yn = axn ayn pour tout entier natu-
rel n > 1, d’où la relation f (x + y) = f (x) f (y). Reste à justifier la continuité de f . Par
une propriété connue de la topologie initiale, la continuité de f équivaut à la continuité
de toutes les applications δi ◦ f , i ∈ ob(I) de Ẑ dans F(i). Or la topologie de Ẑ est sa
topologie factorielle, et la topologie de F(i) est sa topologie discrète, qui coïncide avec
sa topologie factorielle dans le cas d’un groupe fini, car tout groupe fini est d’exposant
fini. Donc l’homomorphisme de groupes δi ◦ f : Ẑ → F(i) est continu. Ceci achève de
montrer que f est continue.

L’image f (x) d’un entier polyadique x par l’homomorphisme continu f tel que
f (1) = a, dont l’existence et l’unicité sont assurées par la proposition II.3.10, est ha-
bituellement notée ax.

Corollaire II.6.6. Soit G un groupe profini abélien. La loi externe (x, a) 7→ ax de Ẑ × G dans
G définit sur le groupe abélien G une structure de Ẑ-module.

Démonstration. La définition de ax permet de vérifier facilement les identités ax+y =
axay, a0 = 1, (ab)x = axbx et axy = (ax)y pour tous a, b dans G et pour tous x, y dans
Ẑ.
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II.6.3 Propriétés des idéaux de Ẑ

Nous donnons ensuite des propriétés utiles des idéaux de l’anneau Ẑ.

Proposition II.6.7. L’anneau Ẑ est de Bézout au sens que tout idéal de type fini de Ẑ est
principal.

Démonstration. Il suffit évidemment de montrer que l’idéal engendré par deux éléments
x = (pn(xn))n>1 et y = (pn(yn))n>1 de Ẑ est un idéal principal. Soit, pour tout entier
naturel n > 1, dn le plus grand commun diviseur des entiers rationnels xn et yn. Comme
Ẑ est compact, on peut extraire de la suite (dn)n>1 une suite (dnk)k∈N

qui converge dans
Ẑ vers un entier polyadique d. Pour tout entier naturel k, il existe des entiers rationnels
uk et vk tels que xnk = ukdnk et de même ynk = vkdnk . On peut extraire des suites (uk)k∈N

et (vk)k∈N des suites convergentes dans Ẑ, ce qui permet de montrer en passant à la
limite que x ∈ dẐ et y ∈ dẐ, de sorte que l’idéal de Ẑ engendré par x et y est contenu
dans dẐ. Réciproquement, on sait que pour tout entier naturel k, il existe des entiers
rationnels ak et bk tels que dnk = akxnk + bkynk ; on peut également extraire des suites
(ak)k∈N et (bk)k∈N des suites qui convergent dans Ẑ vers des limites respectives a et b,
de sorte que par passage à la limite on obtient la relation d = ax + by qui montre que
dẐ est contenu dans l’idéal engendré par x et y. On conclut donc que ce dernier idéal
est l’idéal principal dẐ.

Lemme II.6.8. Tout idéal fermé de Ẑ est topologiquement engendré par une partie dénombrable.

Démonstration. Comme Ẑ est métrisable et compact, toute partie fermée peut être réali-
sée comme adhérence d’une partie dénombrable [50]. Soit donc I un idéal fermé de Ẑ et
D une partie dense de I qui est dénombrable. Alors I est l’adhérence de l’idéal engendré
par D.

Le résultat suivant est dû à van Dantzig [51].

Proposition II.6.9. Tout idéal fermé de Ẑ est principal.

Démonstration. D’après le lemme II.6.8, l’idéal fermé I est topologiquement engendré
par une partie dénombrable D. Comme D est dénombrable, on sait qu’il existe une
suite (xk)k∈N d’éléments de I telle que l’ensemble des valeurs prises par cette suite
est exactement l’ensemble D. D’après la proposition II.6.7, il existe une suite (yk)k∈N

à valeurs dans Ẑ telle que, pour tout entier naturel k, l’idéal de Ẑ engendré par les
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éléments x0, x1, . . . , xk est l’idéal ykẐ. La partie D′ = {yk, k ∈ N} engendre alors le
même idéal I. De la suite (yk)k∈N, on peut extraire une suite

(
yk`

)
`∈N

qui converge
dans Ẑ vers une limite z. Comme I est fermé, on sait que z est élément de I. D’autre
part, fixons un entier naturel k, il existe un entier naturel m tel que km > k ; on sait que,
puisque la suite d’idéaux

(
ykẐ

)
k∈N

est croissante, l’élément yk est, pour tout entier

naturel r, un multiple de ykm+r , de sorte qu’il existe un élément ar ∈ Ẑ tel que yk =
arykm+r . De la suite (ar)r∈N, on peut alors extraire une suite (ars)s∈N qui converge dans
Ẑ vers une limite a, ce qui par passage à la limite pour s tendant vers l’infini, fait voir
que yk ∈ zẐ. Comme I est topologiquement engendré par l’ensemble D′, on en déduit
que I = zẐ.

II.6.4 Arithmétique factorielle dans N

Représentation factorielle

Comme tout élément x = (pn(xn))n>1 de Ẑ est la limite de la suite (xn), et comme on
peut évidemment imposer aux entiers xn ∈ Z d’être positifs (sinon ajouter un multiple
convenable de n!), il s’ensuit que l’ensemble des entiers naturels est dense dans Ẑ. Donc
on peut considérer Ẑ comme le complété de N pour la restriction de la distance facto-
rielle. La représentation des éléments de N comme somme finie de factorielles donnée
par le lemme suivant apparait donc comme la raison profonde du développement des
éléments de Ẑ en série de factorielles qui est un cas particulier du lemme II.3.2.

Lemme II.6.10. Tout entier naturel non nul n peut s’écrire d’une manière unique sous la forme
n = ∑k

i=1 ni · i!, pour des entiers naturels ni vérifiant 0 6 ni 6 i et nk 6= 0.

Démonstration. Commençons d’abord par montrer l’existence d’une telle écriture. On
l’établit par récurrence sur n ∈N∗.

Pour n = 1, on prend k = 1 et n1 = 1.
Soit un entier fixé n > 1. On suppose que l’écriture considérée est vraie pour tout

entier plus petit que n. Soit k le plus petit entier naturel tel que (k + 1)! > n. On a
bien sûr k > 1. Posons nk le quotient dans la division euclidienne de n par k!. Comme
n > k! par définition de k, on a certainement nk 6= 0. D’autre part, puisque n < (k + 1)!,
on a nk 6 k. Le reste r dans la division euclidienne de n par k! est un entier vérifiant
r < k! 6 n. Deux cas sont possibles.

Si r = 0, alors n = nkk! est l’écriture cherchée.
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Si r > 0, alors on lui applique l’hypothèse de récurrence et on écrit r = ∑k′
i=1 ni · i!.

On a alors

r >
k′−1

∑
i=1

0 · i! + nk′k′! > k′! .

On en déduit l’encadrement k′! 6 r < k!. La suite des factorielles (i!)i>1 étant stricte-
ment croissante, alors , on a k′ < k. Quitte à poser ni = 0 pour k′ < i < k, on peut donc
écrire

n = nkk! + r =
k

∑
i=1

nii!

ce qui achève la démonstration de l’existence de la décomposition cherchée.
Pour montrer l’unicité, il suffit de remarquer que l’entier k étant fixé, le nombre

de décompositions ∑k
i=1 nii!, compte tenu des conditions 0 6 ni 6 i et nk 6= 0

est exactement kk(k − 1) · · · 2 = (k + 1)! − k! qui est le nombre d’entiers n tels que
k! 6 n < (k + 1)!.

On écrit aussi
n = (nk, . . . , n1)!

les ni sont appelés « Chiffres Factoriels », l’écriture de n en fonction des chiffres factoriels
est appelée « Représentation Factorielle » ou encore un « Développement factoriel ».

On prolonge le lemme précédent sur l’anneau des entiers polyadiques

Lemme II.6.11. Pour tout entier polyadique x ∈ Ẑ, il existe une unique suite (ni)i tel que
x = ∑i>1 nii! avec 0 6 ni 6 i.

Remarque II.6.12. Pour tout entier n ∈ N, Nous notons par t(n) l’unique entier k de sorte
que k! 6 n < (k + 1)!.

Nous donnons deux procédures, que nous avons testé sur Maple 13.
La première, détermine la valeur k = t(n).

detk := proc(n) ;
local k := 1 ;
while k ∗ (k− 1)! 6 n do k := k + 1 od ;
return k− 1 ;
end ;

Et la seconde, nous donne les « chiffres factoriels » (digits) ni de l’entier n.
lesni := proc(n) ;
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global tab ;
local k, r, i, temp, n1, S; S := 0 ;
k := detk(n) ;
tab := array(1..1, 1..k) ;
n1 := n ;
for i from k by − 1 to 1 do ;
r := irem(n1, i!) ;
tab[1, k− i + 1] := (n1−r)

i! ;
n1 := r; od ;
print(eval(tab)) ;
end ;



III
Interpolation polyadique de suites

récurrentes linéaires

III.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les propriétés des suites récurrentes linéaires et en
particulier de la suite de Fibonacci. Nous nous intéressons au calcul de la période mo-
dulo un entier naturel m de cette dernière suite. En effet l’existence pour tout m d’une
période modulo m est directement liée à la possibilité de prolonger cette suite en une
fonction continue sur Ẑ. C’est ce que montre notre critère d’interpolation polyadique
pour les suites récurrentes linéaires (théorème III.3.2).

Nous nous référons à la thèse de Necer [41] pour les définitions et les propriétés des
suites récurrentes linéaires sur un anneau à valeurs dans un module. A ce jour, il y a
des algorithmes qui recherche la période de la suite de Fibonacci, nous nous référons
à Wall [55] pour les propriétés de périodicité de la suite de Fibonacci, et à [47] pour
rappeler certaines de ses identités.
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III.2 Suites récurrentes linéaires

Soit R un anneau unifère (non nécessairement commutatif), M un R-module à
gauche et u : N→ M une suite d’éléments de M.

Définition III.2.1. Soit h ∈ N∗. On dit que u est une suite récurrente linéaire de longueur h
sur R, s’il existe a1, . . . , ah des éléments de R tels que

∀n ∈N, u(n + h) = a1u(n + h− 1) + · · ·+ ahu(n) (III.1)

Notons par SrlR(M) l’ensemble des suites récurrentes linéaires sur R à valeurs dans
le R-module M. Et par Srl(R) = SrlR(R) l’ensemble des suites récurrentes linéaires sur
R à valeurs dans R.

Définition III.2.2. Le polynôme caractéristique de la relation de récurrence (III.1) de longueur
h ∈N∗ est le polynôme de degré h

P(x) = xh − a1xh−1 − · · · − ah ∈ R[x]. (III.2)

Exemple III.2.3. Soit a ∈ R, m0 ∈ M, la suite « géométrique » u(n) = anm0 est suite
récurrente linéaire de longueur 1.

Proposition III.2.4. Soit M1, M2 deux R-modules à gauche, u ∈ SrlR(M1), f une application
R-linéaire à gauche de M1 dans M2. Alors f ◦ u ∈ SrlR(M2).

III.2.1 Interprétation Matricielle

Afin de simplifier les calculs, dans ce paragraphe, on montre que toute suite récur-
rente linéaire de longueur h > 1, peut se ramener à une suite récurrente linéaire de
longueur 1, c’est-à-dire une suite géométrique, quitte à modifier l’anneau de base.

Soit h un entier strictement positif. On note par Math(R) l’anneau des matrices car-
rées d’ordre h à coefficients dans l’anneau R. On convient de noter les éléments du
R-module à gauche Mh par des vecteurs colonnes, ce qui permet de voir Mh comme un
Mh(R)-module à gauche. Soit u ∈ SrlR(M) une suite récurrente linéaire de longueur h
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vérifiant la relation (III.1). Soit v la suite des vecteurs colonnes dans Mh

∀n ∈N, v(n) =


u(n)

...
u(n + h− 1)


Soit la matrice carrée d’ordre h, à coefficients dans R

A =


0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
ah ah−1 . . . a1

 . (III.3)

La matrice A est appelée « la matrice compagnon » du polynôme caractéristique donné
dans la définition III.2.2 . On a alors

∀n > 0, v(n + 1) = Av(n) (III.4)

= An+1v(0)

de sorte que la suite v : N → Mh est une suite géométrique sur l’anneau Math(R),
à valeurs dans le Math(R)-module à gauche Mh. Cette écriture est aussi appelée une
représentation matricielle de la suite u. En effet, on peut écrire la suite u en fonction de sa
matrice compagnon, il suffit d’introduire un vecteur ligne w = (1, 0, . . . , 0) ∈ Mat1,h(R)
(avec Mat1,h(R) l’ensemble des matrices à une ligne et h colonnes). On a

∀n > 0, u(n) = wv(n)

= wAnv(0) (III.5)

III.2.2 La périodicité des suites récurrentes linéaires

Dans ce paragraphe nous donnons les propriétés liées à la période des suites récur-
rentes linéaires définies sur un anneau unitaire commutatif fini. On essaye de générali-
ser la périodicité sur des R-modules (finis ) ou de type fini.

Définition III.2.5. Soit M un R-module, soit u : N → M une suite d’éléments de M. On dit
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qu’elle est ultimement périodique si

∃n0 ∈N, ∃t ∈N∗, ∀n > n0, u(n + t) = u(n)

L’entier t > 0 est appelé « période » de u. Plus précisément, on dira que t est une période de u à
partir du rang n0. Si n0 = 0, alors cette suite est dite purement périodique.
Quand la suite est ultimement périodique, on dit aussi qu’elle est périodique.

Remarque III.2.6. Toute suite périodique est récurrente linéaire. Si t est une période à partir
du rang n0 ∈N, la suite est récurrente linéaire de longueur n0 + t.

Lemme III.2.7. Soit h un entier non nul, et u une suite récurrente linéaire de longueur h sur
le R-module M. Les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) L’image u(N) est une partie finie de M.
ii) La suite u est périodique.

Démonstration. L’implication (ii)⇒ (i) est évidente. Reste à montrer (i)⇒ (ii).
La partie u(N) est fini se traduit par, la suite récurrente u ∈ SrlR(M) de longueur

h > 1 prend un nombre fini de valeurs, disons s où s ∈N∗.
Posons pour tout entier naturel n, le vecteur colonne

v(n) =


u(n)

u(n + 1)
...

u(n + h− 1)

 .

Le terme général de la suite géométrique v (cf. (III.4)) prend au plus sh valeurs. Alors il
existe au moins deux termes de la suite qui sont égaux

∃n0 ∈N, ∃t 6 sh − 1, v(n0) = v(t + n0)

En vertu de la formule (III.4), on en déduit

∃n0 ∈N, ∃t 6 sh − 1, ∀n > n0, v(n) = v(t + n) .

Et d’après la section III.2.1, ou plus précisément la relation (III.5) on a

∀n > n0, u(n) = u(n + t)
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Le cas particulier et intéréssant où l’anneau R est fini (par exemple R = Z/mZ, avec
m ∈N∗) est donné par le résultat suivant.

Proposition III.2.8. Soit R un anneau fini, et M un R-module. Alors toute suite u de SrlR(M)
est périodique.

Démonstration. Soit u ∈ SrlR(M) une suite récurrente linéaire de longueur h ∈ N∗.
Le sous-module M′ de M engendré par les valeurs u(0), u(1), . . . , u(h− 1) est de type
fini sur l’anneau fini R, donc n’a qu’un nombre fini d’éléments. D’après la relation de
récurrence (III.1), on a u(n) ∈ M′ pour tout n ∈N. Donc l’ensemble u(N) ⊆ M′ est fini.
Et d’après le lemme III.2.7, la suite u est périodique.

Proposition III.2.9. Soit u une suite récurrente linéaire vérifiant (III.1), de longueur h sur un
anneau fini R. Si ah ∈ R∗ alors la suite u est purement périodique.

Démonstration. L’anneau R est fini, donc le groupe GL(h, R) des matrices carrées inver-
sibles d’ordre h est fini. Or l’hypothèse ah ∈ R∗ revient à dire que la matrice compagnon
A du polynôme caractéristique de la récurrence satisfaite par u est élément de GL(h, R).
En effet, un calcul facile montre que

det(A) = ±ah .

L’ordre multiplicatif t de A dans ce groupe est un entier naturel non nul, divisant l’ordre
du groupe GL(h, R). Par conséquent, la suite géométrique v associée à u dans la section
III.2.1, est purement périodique de période t. Il en est donc de même de u.

Fixons u une suite périodique à valeurs dans un R-module M. Sa plus petite période
> 0 est notée T(u).

Remarque III.2.10. Tout multiple d’une période de u est une période de u.

Proposition III.2.11. Soit R un anneau unifère, M un R-module, et u : N → M une suite
périodique. Sa plus petite période > 0, T(u) divise toute autre période.

Démonstration. Soit k une période de la suite u. Comme T(u) est la plus petite période,
on a T(u) 6 k. Effectuons la division euclidienne de k par T(u)

k = qT(u) + r, avec 0 6 r < T(u).
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On suppose que r 6= 0, comme k est une période

∀n > 0, un+k = un+qT(u)+r = un.

D’autre part T(u) est une période

∀n > 0, uqT(u)+n+r = un+r.

Ceci implique que r est une période plus petite que T(u). Contradiction, donc r = 0.

Corollaire III.2.12. Soit m un entier strictement positif. Soit A un groupe abélien d’exposant
m, et (un) une suite récurrente linéaire de longueur h sur l’anneau Z/mZ, à valeurs un ∈ A.
On suppose que la récurrence (III.1) satisfaite par cette suite est de la forme :

∀n ∈N, u(n + h) = a1u(n + h− 1) + · · · ± u(n). (III.6)

Alors, la suite (un) est purement périodique.

Démonstration. Cas particulier de la proposition III.2.9.

Le théorème suivant est une conséquence de ce qui précède.

Théorème III.2.13. Soit m > 1 un entier naturel non nul. Toute suite récurrente linéaire sur
Z/mZ est périodique.

Démonstration. En effet Z/mZ est un anneau fini. Il suffit donc d’utiliser la proposition
III.2.8.

On rappelle (chapitre II) que, pour tout entier naturel m > 1 et pour tout groupe
abélien A, la notation pm,A désigne la surjection canonique de A sur A/mA.

On peut aussi appliquer les résultats de périodicité précédents à une suite récurrente
linéaire à valeurs dans un groupe abélien quelconque, si la relation de récurrence (III.1)
qu’elle satisfait est à coefficients dans un anneau R sur lequel A est un module à gauche,
à condition que, pour tout entier naturel m > 1, l’anneau quotient R/mR soit fini. Ceci
s’appliquera en particulier si R est l’anneau des entiers d’un corps de nombres. Soit M
un module à gauche sur un tel anneau R, m > 1 un entier naturel, et u ∈ SrlR(M). Alors
pm,M ◦ u est un élément de SrlR/mR(M/mM) qui satisfait la relation de récurrence

∀n ∈N, x(n + h) = pm,R(a1)x(n + h− 1) + · · ·+ pm,R(ah)x(n).
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D’après la proposition III.2.8, cette suite pm,M ◦ u est périodique, on notera sa période
T(m, u) ou plus simplement T(m) si le contexte permet de bien identifier u. De plus,
si le coefficient ah est inversible dans R, cette suite pm,M ◦ u est purement périodique
d’après la proposition III.2.9.

III.2.3 Cas de la suite de Fibonacci

La célèbre suite de Fibonacci est l’une des plus anciennes suites récurrentes linéaires.
Elle est de longueur 2, définie sur N par la donnée de ses premiers termes F0 = 0, F1 = 1
et la relation de récurrence

∀n > 0, Fn+2 = Fn+1 + Fn . (III.7)

On l’étend à l’ensemble Z des entiers rationnels par la formule

∀n > 0, F−n = F−n+2 − F−n+1 = (−1)n−1Fn .

Son polynôme caractéristique (voir définition III.2.2 ) est le polynôme

P(X) = X2 − X− 1

Il admet deux racines réelles,

α =
1 +
√

5
2

(le nombre d’or) et β = 1− α

vérifiant
∀n ∈ Z, αn = αFn + Fn−1. (III.8)

Et on a la formule
∀n ∈ Z, Fn =

αn − βn

α− β
. (III.9)

En plus des propriétés de périodicité des suites récurrentes linéaires sur certains mo-
dules, vues ci-dessus (section III.2.2), on détaillera dans ce paragraphe certaines identi-
tés concernant la suite de Fibonacci.

Propriété III.2.14. Soit m ∈ N∗. Comme le terme constant du polynôme caractéristique de la
suite de Fibonacci (Fn) est égal à −1, la suite de Fibonacci est purement périodique modulo m,
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on a donc
∀n > 0, Fn+T(m) ≡ Fn mod m (III.10)

avec T(m) la période de la suite.

Représentation matricielle de la suite de Fibonacci

On représente la suite de Fibonacci (III.7) sous une forme matricielle. Posons pour
tout entier n ∈N vecteur colonne

∀n > 0, vn =

(
Fn

Fn+1

)
.

La suite géométrique v de terme général le vecteur vn

∀n > 0, vn+1 = Avn = Anv0

avec la matrice compagnon

A =

(
0 1
1 1

)
. (III.11)

On vérifie facilement que la puissance de la matrice compagnon de la suite de Fibonacci
est donnée par

∀n > 0, An =

(
Fn−1 Fn

Fn Fn+1

)
.

Identités de la suite de Fibonacci

Proposition III.2.15. Pour tout entier rationnel la suite de Fibonacci vérifie l’identité

Fn+1Fn−1 − F2
n = (−1)n (III.12)

Démonstration. On a pour tout n dans Z, det(An) = (det(A))n.

Proposition III.2.16. Pour tout entier rationnel, deux termes consécutifs de la suite de Fibo-
nacci sont premiers entre eux.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’identité (III.12) qui est l’identité ana-
logue à celle de Bézout.
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Proposition III.2.17. Pour tout couple (n, m) ∈ Z2, la suite de Fibonacci vérifie l’identité

Fn+m = Fn−1Fm + FnFm+1 .

Démonstration. On obtient le résultat, par identification des deux matrices

∀ (n, m) ∈ Z2, An+m = An Am .

Proposition III.2.18. Soit n un entier naturel non nul, pour tout k > 2. Alors Fn divise Fnk.

Démonstration. On l’établit par récurrence sur k. Pour k=2

F2n = Fn+n = Fn−1Fn + FnFn+1 = Fn(Fn−1 + Fn+1)

On suppose que la proposition est vraie jusqu’à l’ordre s = k− 1, c’est à dire

Fn | Fns

Posons le vecteur

vnk =

(
Fnk

Fnk+1

)
On a d’après sa représentation matricielle

vnk = Ankv0

= Ansvn(k−s) .

Par identification vectorielle, en remplaçant s par k− 1, on obtient la relation

Fnk = Fn(k−1)−1Fn + Fn(k−1)Fn+1 (III.13)

D’après la relation (III.13) et l’hypothèse de récurrence on a le résultat.

Remarque III.2.19. On peut montrer directement les égalités dans Z

Fnk =
αkn − βkn

α− β
=

αn − βn

α− β
ρ
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avec ρ un entier qui vaut, ρ = (αm(k−1) + · · ·+ βm(k−1)).

Lemme III.2.20. Pour tout entier n naturel non nul, on a l’identité

Fn =
1

2n−1

((
n
1

)
+

(
n
3

)
5 +

(
n
5

)
52 + · · ·+

(
n

n + (−1)n−1−1
2

)
5

2n−3+(−1)n−1
4

)
.

Démonstration. Voir la thèse de M. Renault ( [47], page 15).

Remarque III.2.21. Posons, pour n > 1,

u(n) =

{
n si n est impair

n− 1 si n est pair

on a alors,

u(n + 1) = (n + 1) +
(−1)n − 1

2

Calcul de la période de Fn modulo m

Dans ce paragraphe, nous donnons les propriétés de la période T(m)de la suite de
Fibonacci modulo m selon l’entier m > 1.

Soit m = ∏r
i=1 pei

i sa décomposition en facteurs premiers. D’après le théorème chi-
nois des restes, on a immédiatement l’identité

T(m) = ppcm(T(pei
i )).

Soit p un nombre premier, et e ∈ N∗. Nous étudions la periodicité de la suite de Fi-
bonacci modulo pe. Soit G = GL(2, Z/peZ) le groupe des matrices carrées d’ordre 2
inversibles à coefficients dans l’anneau fini Z/peZ. Rappelons que l’ordre k du groupe
G est donné par

k = pe(pe − 1)2(pe + 1).

Ce nombre k, comme nous le montrons ci-dessous, est une majoration grossière de la
période de (Fn) modulo pe.

Propriété III.2.22. Soit e ∈N∗. Soit p un nombre premier. Alors

1. T(pe) est pair, sauf T(2) ;
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2. T(pe) | pe(pe − 1)2(pe + 1).

Démonstration.
1. Comme 1 ≡ −1 mod 2, un calcul direct donne T(2) = 3.
Maintenant vérifions la parité de la période T(pe). Soit A la matrice compagnon de la
suite de Fibonacci (Fn)n. On a

AT(pe) =

(
FT(pe)−1 FT(pe)

FT(pe) FT(pe)+1

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod pe ,

donc det(AT(pe)) = (−1)T(pe) = +1 . Et par suite T(pe) est pair.
2. La matrice compagnon A est un élément d’un groupe fini. L’ordre de A est la période
T(pe) modulo p2 divise l’ordre du groupe.

Le résultat suivant permet de calculer, pour e entier naturel, la période de la suite
(Fn) modulo pe quand on connaît la période modulo p. On trouvera une démonstration
de cette proposition dans [47].

Proposition III.2.23. Soit, pour e > 1, T(pe) la période de la suite (Fn) modulo pe. Si t est le
plus grand entier tel que T(pt) = T(p), alors

∀e > t, T(pe) = pe−tT(p).

Une conjecture stipulant que t = 1 et datant de 1960 (voir [55]) résiste toujours. À notre
connaissance, il n y a ni preuve ni contre exemple. Dans sa thèse, Renault [47] a vérifié
que la conjecture T(p2) 6= T(p) est vraie pour tous les premiers p tels que : p < 10000.
Dans la suite, nous aurons besoin de la proposition suivante qui donne la période de la
suite de Fibonacci modulo une puissance de 5.

III.3 Prolongement polyadique d’une suite récurrente linéaire

Le but dans ce paragraphe, est de vérifier dans quels cas une suite récurrente li-
néaire est prolongeable par continuité sur l’anneau des entiers polyadiques Ẑ. D’après
un théorème classique de prolongement (cf. Schwartz [50] ), une fonction uniformément
continue d’une partie dense d’un espace métrique dans un espace métrique complet est
prolongeable en une unique fonction uniformément continue sur l’espace de départ. On
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applique ce résultat à l’espace métrique Ẑ avec sa partie dense N. La question est donc
de savoir quand est-ce qu’une suite récurrente linéaire u : N → A, où A est un groupe
abélien quelconque, est uniformément continue.

Comme au chapitre I, pour n > 1 un entier naturel, et pour A un groupe abélien, on
note pn,A : A→ A/nA la surjection canonique.

Proposition III.3.1. Soit u : N → A une suite d’éléments d’un groupe abélien A. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(1) L’application u est uniformément continue pour les distances factorielles.
(2) Pour tout entier naturel d > 1, la suite (pd,A(un))n∈N des valeurs de u modulo d est

purement périodique.

Démonstration. Soit ϕ la filtration factorielle de Ẑ ⊃ N, et ϕA celle du groupe abélien
A. Par définition de l’uniforme continuité d’une application entre espaces métriques,
l’assertion (1) équivaut à

∀d ∈N, ∃k ∈N, ∀(m, n) ∈N2, ϕ(m− n) > k⇒ ϕA(u(m)− u(n)) > d .

Par définition de ϕ, ceci équivaut à

∀d ∈N, ∃k ∈N, ∀(m, n) ∈N2, m ≡ n mod (k + 1)!⇒ u(m) ≡ u(n) mod (d + 1)!A .
(III.14)

Si ces implications sont vérifiées, alors on voit que pour d ∈ N, les valeurs de u
modulo (d + 1)!A admettent la période (k + 1)!. Comme d est un diviseur de (d + 1)!,
on en déduit que la suite des valeurs de u modulo d est purement périodique.

Réciproquement, si (2) est vérifiée, alors fixons d ∈N. La suite des valeurs de u mo-
dulo (d + 1)!A est purement périodique par hypothèse, soit t > 0 l’une de ses périodes.
Alors (III.14) est vérifiée avec k = t.

Théorème III.3.2. Soit R un anneau unifère tel que, pour tout entier naturel d > 1, l’anneau
quotient R/dR est fini, et M un R-module à gauche. On note R̂ (resp. M̂) le complété factoriel
de R (resp. de M). Soit u : N → M une suite récurrente linéaire satisfaisant la relation de
récurrence (III.1). La suite u est prolongeable en une unique fonction continue f : Ẑ→ M̂ si le
coefficient ah est inversible dans R̂.

Démonstration. Soit d > 1 un entier naturel. Comme on sait que R/dR ∼ R̂/dR̂, on voit
que pd,R(ah) appartient au groupe des éléments inversibles de l’anneau R/dR. Donc
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la proposition III.2.9 montre que, pour tout entier naturel d > 1, la suite (pd,M ◦ u est
purement périodique. L’application u : N → M est donc uniformément continue pour
les distances factorielles d’après la proposition III.3.1 précédente, ce qui permet d’appli-
quer le résultat de prolongement donné par [50].

Exemple de la suite de Fibonacci

Le polynôme caractéristique X2− X− 1 de la suite de Fibonacci ayant un coefficient
constant inversible dans Z ⊂ Ẑ, le théorème III.3.2 assure l’existence et l’unicité d’une
fonction continue f : Ẑ→ Ẑ telle qu’on ait

∀n ∈N, f (n) = Fn .

Cette fonction a été étudiée par Lenstra [37] qui a pu en particulier en déterminer les
points fixes.





IV
Base de van der Put

IV.1 Introduction

L’objet de cette étude est l’anneau C des fonctions continues de Ẑ dans Ẑ. L’instru-
ment fondamental dans cette analyse est la filtration factorielle du groupe (ou de l’an-
neau) Ẑ de la définition II.2.1 : c’est l’application ϕ = ϕ

Ẑ
de Ẑ dans N ∪ {+∞} définie

par

∀x ∈ Ẑ, ϕ(x) = max
{

d ∈N; x ∈ (d + 1)!Ẑ
}

si x 6= 0 et ϕ(0) = +∞.

L’anneau Ẑ, muni de la distance d : Ẑ×Ẑ→ [0, 1] définie par

d(x, y) = 2−ϕ(x−y) si x 6= y et d(x, y) = 0 si x = y, (IV.1)

est un espace métrique compact. Mais nous n’utiliserons jamais cette distance, dont
la définition recèle une part d’arbitraire, et nous aurons recours systématiquement à la
filtration ϕ. De façon analogue, la topologie de la convergence uniforme sur la Ẑ-algèbre
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C sera manipulée à travers la filtration Φ : C →N∪ {+∞} telle que

∀ f ∈ C , Φ( f ) = min
{

ϕ( f (x)); x ∈ Ẑ
}

.

En effet, nous observons que la distance uniforme de deux éléments f 6= g de C n’est
autre que 2−Φ( f−g). L’espace topologique C est donc complet pour cette filtration. On
remarque qu’on a

Φ(a f ) > max(ϕ(a), Φ( f ))

pour tout a ∈ Ẑ et tout f ∈ C .

Soit un ensemble I et un anneau filtré R (i,e. c’est un anneau muni d’une filtration
ϕR). Notre objectif est de comparer le R-module topologique C (Ẑ, R) au R-module to-
pologique c0(I, R) constitué des suites (ai)i∈I d’éléments de R indexées par I qui tendent
vers 0 selon le filtre des complémentaires de parties finies de I. Pour cela, nous mon-
trons que les développements de van der Put des fonctions continues sur Zp, présentés
par Diarra [27], ont des analogues pour des fonctions continues sur Ẑ.

Si
ϕR : R→N∪ {+∞}

est la filtration de R, nous définissons la topologie du R-module c0(I, R) par la filtration
ΦI,R : c0(I, R)→ R∪ {+∞} telle que

∀a = (ai)i∈I ∈ c0(I, R), ΦI,R(a) = inf {ϕR(ai); i ∈ I} .

Soit R un anneau filtré séparé et complet. Par définition, une base orthonormale de
C (Ẑ, R) est une partie {ei; i ∈ I} de C (Ẑ, R) telle que l’application de c0(I, R) dans
C (Ẑ, R) qui envoie (ai)i∈I sur ∑i∈I aiei est une bijection isométrique. On remarque que,
lorsque l’anneau R est supposé complet, la famille des (aiei)i∈I est sommable dès que la
famille (ai)i∈I est élément de c0(I, Ẑ).

IV.2 Les coefficients de van der Put d’une fonction

À tout entier n > 1 nous associons l’entier t(n) > 1 défini comme le plus grand entier
tel que t(n)! 6 n. Cet entier a déjà été présenté dans la chapitre II voir remarque II.6.12,
où nous avons donné un algorithme de calcul de cet entier. On a donc t(1) = 1, t(2) =
t(3) = t(4) = t(5) = 2, t(6) = t(7) = · · · = t(23) = 3, t(34) = 4, t(999) = 6, . . .. Nous
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convenons en outre de poser t(0) = 0. Pour un entier n > 1, la notation n− désigne le
reste dans la division euclidienne de n par t(n)!.

Pour toute fonction f définie sur un ensemble E ⊇ N et à valeurs dans un groupe
abélien A, nous définissons la suite des coefficients de van der Put de f comme la suite
(an( f ))n∈N d’éléments de A donnée par les formules :

a0( f ) = f (0) et ∀n > 1, an( f ) = f (n)− f (n−).

Proposition IV.2.1. Si A est un groupe topologique séparé abélien, et si f est une application
continue de Ẑ dans A, alors la suite des coefficients de van der Put de f tend vers 0 dans A.

Démonstration. Puisque Ẑ est un espace métrique compact, l’application f est unifor-
mément continue sur Ẑ. Cela signifie qu’étant donné un quelconque voisinage U de 0
dans A, il existe un entier NU ∈N tel que

∀(x, y) ∈ Ẑ×Ẑ, ϕ(x− y) > NU ⇒ f (x)− f (y) ∈ U .

On remarque par ailleurs que, pour tout n > 1, on a n ≡ n− (mod t(n)!), c’est-
à-dire ϕ(n − n−) > t(n) − 1. Par conséquent, pour tout n > (1 + NU)!, comme on a
alors t(n) − 1 > NU, on voit que ϕ(n − n−) > NU, de sorte qu’on a f (n) − f (n−) =
an( f ) ∈ U, c’est-à-dire que la suite (an( f ))n∈N tend vers 0 dans A, comme on voulait
l’établir.

IV.3 Parties initiales d’un entier polyadique

Étant donné un entier n > 0, et un élément x de Ẑ, nous dirons que n est une partie
initiale de x lorsqu’on a la congruence

x ≡ n (mod (t(n) + 1)!) ,

ce qui équivaut aussi à l’inégalité ϕ(x− n) > t(n).

Lemme IV.3.1. La relation binaire a / b définie sur N ⊆ Ẑ par

∀(a, b) ∈N2, a / b⇔ a est une partie initiale de b
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est une relation d’ordre partiel, pour laquelle 0 est élément minimal de N. De plus on a l’impli-
cation a / b⇒ a 6 b.

Démonstration. Si a > b, alors 0 < a− b < a, de sorte que 0 < t(a− b) 6 t(a) < t(a) + 1,
donc (t(a) + 1)! > a− b > 1, d’où résulte que (t(a) + 1)! ne peut être diviseur de a− b,
et donc que ϕ(b− a) = ϕ(a− b) < t(a), c’est-à-dire que a ne peut être partie initiale de
b.

Ceci prouve en particulier que la relation / est antisymétrique. Elle est d’autre part
réflexive, car, pour tout a ∈ N, on a ϕ(a− a) = +∞ > t(a). Reste à justifier qu’elle est
transitive.

Donnons-nous trois entiers naturels a, b, c tels que ϕ(b− a) > t(a) et ϕ(c− b) > t(b).
On a montré qu’on a forcément alors a 6 b, donc t(a) 6 t(b). Par l’inégalité ultramé-
trique, on en déduit que ϕ(c− a) > min(ϕ(c− b), ϕ(b− a)) > t(a), c’est-à-dire que a
est partie initiale de c.

Enfin, le fait que 0 est élément minimal de N pour la relation / est immédiat.

Lemme IV.3.2. Soit x un entier naturel, et E(x) l’ensemble des entiers naturels qui sont parties
initiales de x. Alors l’ensemble E(x) est fini. De plus, l’application n 7→ n− détermine une
bijection de l’ensemble E(x) \ {0} sur l’ensemble E(x) \ {x}.

Démonstration. D’après le lemme IV.3.1, l’ensemble E(x) est contenu dans l’ensemble
fini N∩ [0, x], donc il est lui-même fini.

Si n ∈ E(x) \ {0}, alors on a ϕ(x − n) > t(n) et n = jt(n)! + n−, où n− ∈ N ∩
[0, t(n)!− 1] ; on a nécessairement j > 0, sinon n = n− serait moindre que (t(n))!, ce qui
contredit la définition de t(n) ; de même, on a j 6 t(n) sinon au aurait n > (t(n) + 1)!,
ce qui contredirait aussi la définition de t(n). Donc ϕ(n− n−) = ϕ(j(t(n))!) = t(n)− 1.
Par conséquent, le caractère ultramétrique de ϕ montre que ϕ(x − n−) = t(n)− 1. Or
l’inégalité n− < t(n)! montre que t(n−) 6 t(n)− 1. Ainsi on a montré que ϕ(x− n−) >

t(n−), c’est-à- dire que n− / x. D’autre part n− < n 6 x, donc n− est différent de x. Nous
avons ainsi montré que n 7→ n− détermine une application de l’ensemble E(x) \ {0}
dans l’ensemble E(x) \ {x}. Reste à montrer qu’elle est bijective.

Pour cela, on peut observer que 0 ∈ E(x) et x ∈ E(x), donc les deux ensembles finis
E(x) \ {0} et E(x) \ {x} ont le même nombre d’éléments, de sorte qu’il suffit en fait de
montrer la surjectivité de notre application pour établir que c’est une bijection. Soit donc
m une partie initiale de x, et supposons que m 6= x. Alors d = ϕ(x − m) est un entier
naturel, et on sait que d > t(m), donc (d + 1)! > m. On a donc x ≡ m (mod (d + 1)!),
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et il existe donc un entier y tel que x = m + (d + 1)!y. On a y > 0 du fait que x > m
d’après le lemme IV.3.1. Mais de plus, comme on a exactement d = ϕ(x − m), on est
certain que (d + 2)! ne divise pas x − m = (d + 1)!y, c’est-à-dire que d + 2 ne divise
pas y. On peut donc écrire par division euclidienne y = (d + 2)z + r, où z est entier
naturel et r ∈ N ∩ [1, d + 1]. Alors posons n = m + r(d + 1)! ; nous avons ϕ(x − n) =
ϕ(z(d + 2)!) > d + 1 et (d + 1)! 6 (d + 1)!r 6 n < (d + 1)! + (d + 1)(d + 1)! = (d + 2)!,
d’où l’on tire t(n) = d + 1 6 ϕ(x − n), de sorte que n est une partie initiale de x. On
a forcément n > 0 et n− = m résulte alors de n = m + r(d + 1)!, avec t(n) = d + 1,
m < (d + 1)! et r > 0.

IV.4 La formule d’interpolation de van der Put

Soit A un groupe abélien. La n-ième fonction de van der Put en est l’application de
Ẑ dans Z telle que en(x) = 1 si n est une partie initiale de x, et en(x) = 0 sinon. Par
conséquent, e0 est la fonction constante égale à l’unité, e1 est la fonction indicatrice des
entiers polyadiques impairs, e2 la fonction indicatrice des entiers polyadiques congrus
à 2 modulo 6, etc.

Proposition IV.4.1. Soit f : N → A une suite d’éléments du groupe abélien A. Pour tout
entier naturel x, l’ensemble des entiers n tels que en(x) 6= 0 est fini, et on a

f (x) =
∞

∑
n=0

an( f )en(x) ,

où cette dernière série converge dans le groupe discret A.

Démonstration. L’ensemble des entiers n tels que en(x) 6= 0 est l’ensemble E(x) des par-
ties initiales de x, donc est fini par le lemme IV.3.2.

On en déduit que la série ∑∞
n=0 an( f )en(x) converge dans le groupe discret A, et que,

puisque 0 ∈ E(x), sa somme est :

∞

∑
n=0

an( f )en(x) = ∑
n∈E(x)

an( f ) = a0( f )+ ∑
n∈E(x)\{0}

an( f ) = f (0)+ ∑
n∈E(x)\{0}

f (n)− f (n−) ,
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d’où, par le lemme IV.3.2 :

∞

∑
n=0

an( f )en(x) = ∑
n∈E(x)

f (n)− ∑
n∈E(x)\{x}

f (n) = f (x) .

IV.5 Le théorème de van der Put

Soit R un anneau. On modifie la définition précédente des fonctions de van der Put
en en considérant dorénavant que en est à valeurs dans R, et non plus dans Z. Cela
revient à remplacer en : Ẑ→ Z par sa composée avec le morphisme canonique Z→ R.

Théorème IV.5.1. Soit R un anneau filtré séparé et complet. L’ensemble {en; n ∈ N} est une
base orthonormale du R-module topologique C (Ẑ, R).

Démonstration. Nous allons montrer que l’application f 7→ (an( f ))n∈N définie par les
formules

a0( f ) = f (0) et ∀n > 1, an( f ) = f (n)− f (n−)

est une isométrie de C (Ẑ, R) sur c0(N, R).
Soit f ∈ C (Ẑ, R), et posons a = (an( f ))n∈N ∈ RN pour désigner la suite de ses

coefficients de van der Put.
L’anneau R est muni d’une filtration ϕR qui est une application de R dans N∪{+∞}

telle que
∀(a, b) ∈ R2, ϕR(a + b) > min(ϕR(a), ϕR(b))

∀a ∈ R \ {0}, ϕR(a) 6= +∞

ϕR(0) = +∞ .

On munit C (Ẑ, R) de la filtration Φ telle que

∀ f ∈ C (Ẑ, R), Φ( f ) = min
{

ϕR( f (x)); x ∈ Ẑ
}

.

Quant à c0(N, R), on le munit de la filtration

∀b = (bn)n∈N, ΦN,R(b) = min{ϕR(bn); n ∈N}.
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On désire montrer l’égalité Φ( f ) = ΦN,R(a). Or, si x ∈ N, par la proposition IV.4.1,
on a

f (x) = ∑
n∈E(x)

an( f )

d’où

ϕR( f (x)) > min{ϕR(an( f )); n ∈ E(x)} > min{ϕR(an( f )); n ∈N} = ΦN,R(a) .

Maintenant, si x est élément de Ẑ, il est limite d’une suite d’entiers naturels (xk)k∈N.
On a alors f (x) = lim f (xk) par continuité de f ∈ C (Ẑ, R), et donc ϕR( f (x)) =
lim ϕR( f (xk)) > ΦN,R(a). Cette inégalité étant vérifiée pour tout x ∈ Ẑ, on en déduit
que

Φ( f ) > ΦN,R(a) .

Pour établir l’inégalité en sens contraire, considérons le plus petit entier n0 ∈ N tel
que ΦN,R(a) = ϕR(an0( f )). Alors, d’après la proposition IV.4.1, on a

f (n0) = ∑
n∈E(n0)

an( f ) .

Mais, par définition de n0, on sait que ϕR(an( f )) > ϕR(an0( f )) pour tout entier naturel
n < n0. Il résulte de la propriété ultramétrique de ϕR qu’on a donc

ϕR( f (n0)) = ϕR(an0( f )) = ΦN,R(a) .

D’où Φ( f ) 6 ϕR( f (n0)) = ΦN,R(a) . Ceci achève démontrer que la transformation de
van der Put qui à f ∈ C (Ẑ, R) associe la suite de ses coefficients de van der Put est
bien une isométrie. On va maintenant montrer que cette transformation est bijective.
L’injectivité est évidente, puisque c’est une isométrie et que les filtrations Φ et ΦN,R

sont séparées. Soit (bn)n∈N un élément de c0(N, R). Alors la série de fonctions de terme
général bnen : Ẑ → R est uniformément convergente sur Ẑ, de sorte que sa somme est
une fonction continue de Ẑ dans R, dont les coefficients de van der Put sont les bn. On
a ainsi montré que la transformation de van der Put est bijective, et que sa réciproque
est l’application qui à la suite (bn)n∈N ∈ c0(N, R) associe la somme ∑n∈N bnen, ce qui
achève la démonstration.





V
La fonction logarithme

V.1 Introduction

Pour illustrer l’intérêt de l’analyse sur les nombres polyadiques, ce chapitre va se
concentrer sur la construction et l’étude des propriétés d’une fonction logarithme poly-
adique, définie sur le groupe des éléments inversibles de l’anneau Ẑ des nombres po-
lyadiques. Le logarithme doit être évidemment un homomorphisme continu du groupe
multiplicatif Ẑ∗ dans le groupe additif Ẑ. Nous obtenons un tel homomorphisme
comme limite uniforme d’une suite de fonctions (An)n∈N à valeurs dans Ẑ définie par
l’identité

∀n ∈N, ∀a ∈ Ẑ∗, an! = 1 + n!An(a) .

La possibilité de définir une telle fonction An est liée à son tour à des propriétés
intéressantes de la fonction arithmétique de Carmichael, qui s’expriment à l’aide des
factorielles.

Nous montrons également que cette définition du logarithme ne peut être comprise
dans la notion de dérivée au sens de Novoselov de la fonction exponentielle. Par contre
nous sommes en mesure de montrer que cette fonction logarithme est dérivable au sens
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de Novoselov, avec bien sûr pour dérivée la fonction inverse.
Nous étudions ensuite le radical de Jacobson J de l’anneau Ẑ et nous le munissons

d’une structure d’idéal à puissances divisées, ce qui permet de construire une fonction
exponentielle de 2J dans 1 + 2J ⊂ Ẑ∗ qui est une section de la fonction logarithme. Pour
établir cette dernière propriété, nous utilisons une espèce de lemme de Hensel pour les
séries de Hurwitz. Ce lemme de Hensel, comme il se doit, est démontré par la méthode
itérative de Newton.

V.2 Définition du logarithme

V.2.1 Propriétés de la fonction de Carmichael

Rappelons que la fonction de Carmichael, que nous noterons λ, est la fonction de N∗

dans N∗ telle que, pour tout entier naturel n > 1, le nombre λ(n) est défini comme
étant l’exposant du groupe multiplicatif de l’anneau Z/nZ, c’est-à-dire le plus petit
entier m > 0 tel que, pour tout entier naturel a premier à n, on a am ≡ 1 mod n. La
propriété suivante est fondamentale pour notre construction.

Proposition V.2.1. Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel n > p − 1, le
nombre λ(n!p) est un diviseur de n!.

Démonstration. L’ensemble des entiers m ∈ Z tels que am ≡ 1 mod n!p pour tout entier
naturel a premier à n! étant un sous-groupe de Z, doit nécessairement être l’ensemble
des multiples de λ(n!p). De ce fait, il suffit d’établir que, si a ∈N est premier à n!p, alors
an! ≡ 1 mod n!p. Soit P(n) l’ensemble des nombres premiers non supérieurs à n et, pour
tout q ∈ P(n) ∪ {p}, soit k(q, n) > 1 la valuation q-adique de n!p. D’après le théorème
chinois, il suffit de montrer que an! ≡ 1 mod qk(q,n) pour tout premier q ∈ P(n) ∪ {p}.
Or un théorème d’Euler assure que, puisque k(q, n) > 1 pour tout q ∈ P(n) ∪ {p}, on
a aqk(q,n)−1(q−1) ≡ 1 mod qk(q,n) dès que a est premier à q, en particulier pour a premier
à n!p. Or, lorsque q ∈ P(n) ∪ {p}, on a q 6 n + 1, donc q − 1 est un diviseur de n! ;
d’autre part, pour q ∈ P(n) \ {p}, puisque qk(q,n)−1 est évidemment un diviseur de
qk(q,n) qui divise n!, on voit que qk(q,n)−1 est un diviseur de n!, alors que, pour q = p, le
fait que pk(p,n) divise n!p suffit à montrer que pk(p,n)−1 est un diviseur de n!. Puisque,
pour tout nombre premier q ∈ P(n) ∪ {p}, les nombres q− 1 et qk(q,n)−1 sont premiers
entre eux, on voit que leur produit qk(q,n)−1(q − 1) est un diviseur de n!, et donc on a
bien la congruence an! ≡ 1 mod qk(q,n) pour tout q ∈ P(n) ∪ {p}.
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Corollaire V.2.2. Pour tout entier naturel n > 1, le nombre λ(n!) est un diviseur de n!.

Démonstration. Il suffit de remarquer que λ(n!) est un diviseur de λ(2 · n!).

Dans le cas n = p− 1, on a un résultat qu’il est utile d’énoncer à part.

Corollaire V.2.3. Pour tout entier naturel premier p > 2, le nombre λ(p!) est un diviseur de
(p− 1)!.

V.2.2 Définition de la suite An

Proposition V.2.4. Si a est un élément inversible de l’anneau Ẑ, et si n > 1 est un entier
naturel, alors an! − 1 est élément de n!Ẑ.

Démonstration. Puisque a ∈ Ẑ, il existe une suite (an)n>1 d’entiers relatifs satisfaisant
la condition (II.9) telle que a = (pn(an))n>1. Puisque de plus, a est supposé inversible,
on sait que pn(an) est inversible dans l’anneau Z/n!Z, c’est-à-dire que l’entier an est
premier à n!. Par le corollaire V.2.2, on voit que an!

n ≡ 1 mod n!, c’est-à-dire que an!
n − 1

est élément de n!Z, ce qui équivaut au résultat cherché d’après le lemme II.3.3.

Cette proposition montre l’existence, pour tout élément inversible a de l’anneau Ẑ

et pour tout entier naturel n > 1, d’un entier polyadique An(a) tel que

an! − 1 = n!An(a) . (V.1)

De plus, la proposition II.3.4 prouve qu’un tel entier polyadique An(a) est unique.
Notons Ẑ∗ le groupe des éléments inversibles de Ẑ. On a ainsi construit une suite

(An)n>1 de fonctions de Ẑ∗ dans Ẑ. Nous allons dans la suite étudier la limite de cette
suite. Pour étudier la continuité de la limite, il sera intéressant d’avoir montré la conti-
nuité de la fonction An pour tout entier n > 1. Ceci résulte en effet de la proposition
suivante.

Proposition V.2.5. Soit X un espace topologique, f une fonction de X dans Ẑ et α un élément de
Ẑ qui n’est pas diviseur de zéro. Alors l’application f est continue si et seulement si l’application
g de X dans Ẑ définie par g(x) = α f (x) pour tout x de X est continue.

Démonstration. En effet, l’application continue y 7→ n!y de Ẑ dans αẐ est bijective. Par
conséquent, puisque Ẑ est compact, elle est fermée et donc bicontinue.
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D’après cette proposition, et puisque n! n’est pas diviseur de zéro d’après la pro-
position II.3.4, la continuité de la fonction An sur Ẑ∗ équivaut à celle de la fonction
a 7→ an! − 1 ; or il s’agit là d’une fonction polynomiale, donc continue.

Nous aurons besoin de la remarque suivante. De la même manière que pour la pro-
position V.2.4 précédente que nous avons déduite du corollaire V.2.2, on peut à partir du
corollaire V.2.3 montrer que, si a est un élément inversible de Ẑ et si p > 2 est un nombre
premier, alors a(p−1)! − 1 est élément de p!Ẑ. Comme a(p−1)! − 1 = (p− 1)!Ap−1(a) et
que Ẑ est sans torsion (proposition II.3.4), nous avons le résultat suivant.

Lemme V.2.6. Pour tout a ∈ Ẑ∗, et pour tout nombre premier p > 2, l’entier polyadique
Ap−1(a) est élément de pẐ.

Comme λ(4!) = 2 est aussi un diviseur de 3! = 6, le même raisonnement montre
aussi le fait suivant.

Lemme V.2.7. Pour tout a ∈ Ẑ∗, l’entier polyadique A3(a) est élément de 4Ẑ.

V.2.3 Convergence de la suite An

Lemme V.2.8. Soient deux entiers naturels n et k tels que 2 6 k 6 n. Alors l’entier naturel
(n+1

k )n!k est divisible par (n + 1)!(n− 2)!.

Démonstration. On part de la relation entre coefficients binomiaux

(n + 1− k)
(

n + 1
k

)
= (n + 1)

(
n
k

)
.

Multipliant les deux membres de cette relation par l’entier n!k, on trouve

(n + 1− k)
(

n + 1
k

)
n!k = (n + 1)! (n− 2)! n(n− 1)n!k−2

(
n
k

)
.

Comme n + 1− k divise n− 1 si k = 2 et n!k−2 si k > 2, on obtient le résultat voulu.

Lemme V.2.9. Soit n > 2 un entier naturel et a ∈ Ẑ∗. Alors la somme ∑n+1
k=2 (n+1

k )n!k An(a)k

est élément de (n + 1)!(n− 2)!Ẑ.

Démonstration. Tous les termes de la somme autres que le dernier sont dans (n + 1)!(n−
2)!Ẑ d’après le lemme V.2.8. Il n’y a donc plus qu’à montrer que le dernier terme
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n!n+1An(a)n+1 est lui aussi élément de (n + 1)!(n − 2)!Ẑ. Pour cela, nous examinons
successivement trois cas.

Tout d’abord, si n = 3, le lemme V.2.7 assure que A3(a) est élément de 4Ẑ, donc
3!A3(a) est élément de 4!Ẑ, et donc à plus forte raison, il en est de même de 3!4A3(a)4.

Dans le cas où n + 1 est un nombre premier > 3, le lemme V.2.6 assure de même que
An(a) ∈ (n + 1)Ẑ, donc n!An(a) est élément de (n + 1)!Ẑ. Comme d’autre part n!n est
divisible par (n− 2)!, la conclusion s’ensuit.

Reste à examiner le cas où n + 1 est un nombre composé différent de 4. Si n + 1
admet une factorisation en deux nombres distincts, ces deux entiers sont 6 n, donc
n + 1 est un diviseur de n!. Si ce n’est pas le cas, c’est que n + 1 est le carré d’un nombre
premier q > 3, auquel cas q et 2q sont deux entiers distincts < n, donc leur produit est
là aussi diviseur de n!, et donc pareillement n + 1 est diviseur de n!. Alors n!n+1 est un
multiple de (n + 1)n!n qui, puisque n > 2, est lui-même multiple de (n + 1)n!(n− 2)! =
(n + 1)!(n− 2)!.

Proposition V.2.10. La suite de fonctions (An)n∈N est de Cauchy uniformément sur Ẑ∗.

Démonstration. On a (n + 1)!An+1(a) = a(n+1)!− 1 = (an!)n+1− 1 = (1 + n!An(a))n+1−
1, d’où par la formule du binôme

(n + 1)!An+1(a) =
n+1

∑
k=1

(
n + 1

k

)
n!k An(a)k = (n + 1)!An(a) +

n+1

∑
k=2

(
n + 1

k

)
n!k An(a)k .

D’après le lemme V.2.9, on sait que, si n > 2, il existe un entier polyadique C(n, a) tel
que ∑n+1

k=2 (n+1
k )n!k An(a)k = (n + 1)!(n− 2)!C(n, a), on obtient donc :

(n + 1)!An+1(a) = (n + 1)!An(a) + (n + 1)!(n− 2)!C(n, a) ,

d’où par la proposition II.3.4 :

An+1(a)− An(a) = (n− 2)!C(n, a),

et donc d’après le lemme II.3.3

∀a ∈ Ẑ∗, ϕ(An+1(a)− An(a)) > n− 3 .

Donc la suite de fonctions (An+1− An)n>1 converge vers 0 uniformément sur Ẑ∗, c’est-
à-dire que la suite (An)n>1 est de Cauchy uniformément sur Ẑ∗.
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V.2.4 Le logarithme

Puisque Ẑ est complet, la proposition V.2.10 implique que la suite (An)n>1 converge
uniformément sur Ẑ∗.

Définition V.2.11. Pour tout élément inversible a de Ẑ, la limite de la suite (An(a))n>1 est
appelée logarithme de a. Elle est notée log a.

Proposition V.2.12. La fonction log de Ẑ∗ dans Ẑ est continue.

Démonstration. La fonction log est la limite uniforme de la suite de fonctions (An)n>1.
Comme on a remarqué comme conséquence de la proposition V.2.5 que chaque fonction
An est continue sur Ẑ∗, le résultat s’en déduit.

Proposition V.2.13. La fonction log est une forme linéaire sur le Ẑ-module Ẑ∗.

Démonstration. Remarquons que le groupe Ẑ∗ est la limite projective de la suite des
groupes (Z/n!Z)∗) des éléments inversibles des anneaux finis Z/n!Z, et est donc un
groupe profini, et par conséquent, d’après le corollaire II.6.6, un Ẑ-module. Il s’agit
simplement de vérifier les deux identités

log(ab) = log a + log b et log(ax) = x log a

pour tous les éléments a, b de Ẑ∗ et x de Ẑ. La première identité s’obtient en passant à
la limite dans la relation An(ab) = An(a) + An(b) + n!An(a)An(b). Puisque Z est dense
dans Ẑ, la deuxième se justifie en remarquant que ses deux membres sont des fonctions
continues de x ∈ Ẑ qui ont les mêmes valeurs en tout x ∈ Z.

V.2.5 Non dérivabilité de la fonction exponentielle de base a

Nous avons obtenu le logarithme d’un élément a inversible dans Ẑ comme limite de
An(a) qui est en quelque sorte un taux d’accroissement de la fonction x 7→ ax exponen-
tielle de base a. On peut se demander si cette dernière fonction ne serait pas dérivable
en 0, ce qui permettrait de définir aussi le logarithme de a comme le nombre dérivé en 0
de cette fonction exponentielle de base a. Pour interpréter cette question, nous pouvons
avoir recours à la définition des fonctions dérivables proposée par Novoselov [43] : une
fonction f : Ẑ → Ẑ est dite dérivable en 0 avec le nombre dérivé A ∈ Ẑ s’il existe un
voisinage V(0) de 0 et une fonction g : V(0) → Ẑ tels que f (x)− f (0) = xg(x) pour
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tout x ∈ V(0) et limx→0 g(x) = A. Évidemment, si a = −1, cette définition est satisfaite
en prenant V(0) = 2Ẑ et g(x) = 0. Nous allons voir qu’il n’en est pas de même en géné-
ral, c’est-à-dire qu’il existe au moins un élément a inversible dans Ẑ tel que la fonction
exponentielle de base a n’est pas dérivable en 0 au sens de Novoselov.

Étant donné un nombre premier q, on sait qu’il existe une racine primitive gq modulo
q, c’est-à-dire tel que gd

q ≡ 1 mod q si et seulement si l’entier d est un multiple de q− 1.
Construisons par récurrence une suite (an)n>1 d’entiers naturels en posant a1 = 1 et en
définissant an+1 comme égal à an si n + 1 n’est pas premier et en choisissant, lorsque n +
1 est premier, un entier naturel an+1 tel que an+1 ≡ an mod n! et an+1 ≡ gn+1 mod n + 1,
ce qui est possible en vertu du théorème chinois puisque n + 1 est alors premier à n!.
Comme la condition (II.9) est alors vraie pour tout entier naturel n > 1, on voit que
a = (pn(an))n>1 est un élément de Ẑ. Puisqu’il est immédiat de vérifier par récurrence
que an est toujours premier à n!, c’est aussi un élément de Ẑ∗. Supposons maintenant
que la fonction exponentielle de base a soit dérivable au sens de Novoselov. Alors il
existe un entier d > 1 et une fonction g : d!Ẑ → Ẑ telle que ax − 1 = xg(x) pour tout
x ∈ d!Ẑ. Choisissons un nombre premier r > d ; d’après le théorème de la progression
arithmétique de Dirichlet, il existe un entier naturel ` tel que le nombre q = `r + 1 soit
également premier. En vertu du théorème chinois des restes, il existe un entier x ∈ Z tel
que x soit divisible par d!q et x ≡ 1 mod r. Puisque x est divisible par d!, on peut écrire
ax − 1 = xg(x). Ceci implique en particulier que ax

q − 1 ≡ xcq mod q! pour un certain
entier cq ∈ Z, donc ax

q − 1 doit être divisible par q. Mais comme, par définition, nous
avons aq ≡ gq mod q et donc gx

q ≡ 1 mod q ; puisque gq est supposé être une racine
primitive modulo q, ceci entraîne que x est un multiple de q− 1 = `r, et donc aussi du
nombre r, ce qui n’est pas le cas par construction de x. Cette contradiction achève de
montrer que la fonction exponentielle de base a n’est pas dérivable.

V.3 Dérivabilité du logarithme

Nous allons étudier la dérivabilité du logarithme sur Ẑ∗ en étendant la définition de
Novoselov de la manière suivante.

Définition V.3.1. Étant donnés une fonction f : Ẑ∗ → Ẑ et un point a0 ∈ Ẑ∗, on dit que f
est dérivable (au sens de Novoselov) en a0 de nombre dérivé f ′(a0) s’il existe un voisinage V(a0)
de a0 dans Ẑ∗ et une fonction g : V(a0)→ Ẑ telle que f (a)− f (a0) = (a− a0)g(a) pour tout
élément a ∈ V(a0), avec lima→a0 g(a) = f ′(a0).
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Nous montrerons dans la proposition V.4.8 que le nombre dérivé f ′(a0), s’il existe,
est unique. Dans cette section, nous établissons que, au sens de Novoselov, la fonction
inverse a 7→ a−1 est la dérivée sur Ẑ∗ de la fonction log.

V.3.1 Une propriété arithmétique

Introduisons, pour tout entier naturel n > 1 et tout entier x ∈ Z, la somme Sn(x) =
∑n−1

k=0 xj des n premiers termes de la série géométrique de raison x.

Lemme V.3.2. Soient m > 1 et n > 1 deux entiers naturels. Alors on a, pour tout entier
x ∈ Z :

Smn(x) = Sm(x)Sn(xm) = Sm(xn)Sn(x) .

Démonstration. On peut considérer les expressions Sm, Sn, Smn comme des éléments de
l’anneau intègre Z[x] et utiliser la formule xm− 1 = (x− 1)Sm(x) et ses analogues, d’où
(x− 1)Smn(x) = xmn− 1 = (xm− 1)Sn(xm) = (x− 1)Sm(x)Sn(xm) = (xn− 1)Sm(xn) =
(x− 1)Sm(xn)Sn(x).

L’énoncé qui suit caractérise le cas où Sn(x) est divisible par n.

Proposition V.3.3. Soient un entier naturel n > 1 et un entier x ∈ Z. Alors n divise Sn(x) si
et seulement si xn ≡ 1 mod n.

Démonstration. D’un côté, l’identité xn − 1 = (x− 1)Sn(x) montre que si Sn(x) est divi-
sible par n, alors xn − 1 l’est aussi.

Réciproquement, soit E l’ensemble des nombres entiers naturels n > 1 tels que, pour
tout x ∈ Z tel que xn ≡ 1 mod n, on ait Sn(x) ≡ 0 mod n. Montrons par récurrence sur
l’entier ν que, pour tout nombre premier q, l’entier qν ∈ E. On remarque que 1 = q0 ∈ E ;
d’autre part, si xq ≡ 1 mod q, le petit théorème de Fermat montre que x ≡ 1 mod q et
alors Sq(x) ≡ ∑

q−1
k=0 1 = q mod q, donc q ∈ E. Si donc on suppose que ν > 2 est un entier

naturel tel que qν−1 ∈ E, alors soit x ∈ Z tel que xqν ≡ 1 mod qν ; alors x est premier à qν

et le théorème d’Euler montre que xqν−qν−1 ≡ 1 mod qν, donc on a xqν−1 ≡ 1 mod qν, à
plus forte raison xqν−1 ≡ 1 mod qν−1, de sorte que l’hypothèse de récurrence montre que
Sqν−1(x) est divisible par qν−1. D’autre part, comme (xqν−1

)q ≡ 1 mod q par hypothèse,

le fait déjà observé que q est élément de E montre que Sq(xqν−1
) est divisible par q. Or,

par le lemme V.3.2, on a Sqν(x) = Sqν−1(x)Sq(xqν−1
), de sorte que Sqν(x) est bien divisible

par qν.
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Montrons ensuite que, si m et n sont deux éléments de E premiers entre eux, alors
leur produit mn est aussi élément de E ; en effet, soit x ∈ Z tel que xmn ≡ 1 mod mn.
Alors (xm)n ≡ 1 mod n, donc l’hypothèse que n ∈ E entraîne que Sn(xm) est divisible
par n ; or, le lemme V.3.2 montre que Sn(xm) est un diviseur de Smn(x) ; par conséquent,
nous avons montré que n est un diviseur de Smn(x). Mais l’hypothèse que m ∈ E en-
traîne de même que m est un diviseur de Smn(x). Les entiers m et n étant premiers entre
eux, on a bien que mn divise Smn(x), ce qui montre que mn est élément de E, comme on
voulait le montrer.

Finalement, si n > 1 est un entier naturel, le théorème fondamental de l’arithmé-
tique assure que n est un produit de puissances de nombres premiers, donc un produit
d’éléments de E qui sont deux à deux premiers entre eux ; il résulte de ce qui précède
que n est élément de E, ce qui achève la démonstration.

V.3.2 Divisibilité de An par a− 1 dans l’anneau des fonctions continues sur

Ẑ∗

Proposition V.3.4. Soit n > 1 un entier naturel. Il existe une fonction continue Bn : Ẑ∗ → Ẑ

telle que An(a) = (a− 1)Bn(a) pour tout élément a de Ẑ∗. On peut choisir Bn de sorte qu’elle
satisfasse l’identité n!Bn(a) = ∑n!−1

k=0 ak pour tout a ∈ Ẑ∗.

Démonstration. Soit a = (pn(an))n>1 un élément inversible de Ẑ∗. Pour tout entier na-
turel n > 1, l’élément pn(an) est inversible dans l’anneau Z/n!Z, c’est-à-dire que an

est premier à n!, et le corollaire V.2.2 montre que an!
n ≡ 1 mod n!, ce qui d’après la pro-

position V.3.3 équivaut à dire que n! divise Sn!(an), ce qui signifie par le lemme II.3.3
que ∑n!−1

k=0 ak est élément de n!Ẑ. Il existe donc un entier polyadique Bn(a), unique par
la proposition II.3.4, tel que ∑n!−1

k=0 ak = n!Bn(a). Multipliant les deux membres de cette
égalité par a− 1, on trouve an! − 1 = n!(a− 1)Bn(a). Comme on a an! − 1 = n!An(a), on
déduit par la proposition II.3.4 que An(a) = (a− 1)Bn(a). La fonction Bn est continue
sur Ẑ∗ par application de la proposition V.2.5.

Nous allons maintenant donner des formules de récurrence qui expriment Bn+1(a)
en fonction de An(a) et Bn(a).

Proposition V.3.5. Si n + 1 est un nombre composé différent de 4, il existe un entier naturel
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dn tel que n! = dn(n + 1), et on a alors

Bn+1(a) = Bn(a) +
(

n
2

)
(n− 2)!nBn(a)An(a) + dnBn(a)

n

∑
k=2

(
n + 1
k + 1

)
n!k−1An(a)k .

Démonstration. On a vu que n + 1 divise n! dans la démonstration du lemme V.2.9. On
a par définition de Bn

(n + 1)!Bn+1(a) =
(n+1)!−1

∑
k=0

ak =

(
n!−1

∑
k=0

ak

)(
n

∑
j=0

an!j

)
= n!Bn(a)

(
n

∑
j=0

an!j

)
.

Soit Sn+1(x) le polynôme Sn+1(x) = ∑n
j=0 xj de degré n. On écrit la formule de Taylor

Sn+1(x) =
n

∑
k=0

(x− 1)kS[k]
n+1(1) ,

où S[k]
n+1(x) est la dérivée k-ième divisée par k!, qui se calcule facilement :

S[k]
n+1(x) =

n

∑
j=k

(
j
k

)
xj−k ,

d’où S[k]
n+1(1) = ∑n

j=k ( j
k) = (n+1

k+1). Par conséquent, on obtient :

(n + 1)!Bn+1(a) = n!Bn(a)Sn+1(an!) = n!Bn(a)
n

∑
k=0

(
n + 1
k + 1

)
(an! − 1)k .

Comme an! − 1 = n!An(a), on obtient

(n + 1)!Bn+1(a) = n!Bn(a)
n

∑
k=0

(
n + 1
k + 1

)
n!k An(a)k . (V.2)

Le terme k = 0 dans cette dernière sommation est simplement (n + 1)!Bn(a). Le terme
de rang k = 1 est n!2(n+1

2 )Bn(a)An(a) = (n + 1)!(n
2)(n− 2)!nBn(a)An(a). Le terme de

rang k > 2 est, en posant dn = n!/(n + 1), égal à (n + 1)!Bn(a)(n+1
k+1)n!k−1dn An(a)k. D’où

l’expression cherchée d’après la proposition II.3.4.

Proposition V.3.6. Si n + 1 est premier ou égal à 4, il existe un élément Dn(a) ∈ Ẑ tel que
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An(a) = (n + 1)Dn(a), et on a alors

Bn+1(a) = Bn(a) + n!Bn(a)Dn(a)
n

∑
k=1

(
n + 1
k + 1

)
n!k−1An(a)k−1 .

Démonstration. L’existence de Dn(a) résulte des lemmes V.2.6 et V.2.7. Le calcul est iden-
tique à celui utilisé pour la démonstration de la proposition V.3.5 jusqu’à la formule
(V.2). Ensuite on remplace An(a)k, avec k > 1, par An(a)k−1Dn(a)(n + 1), faisant appa-
raître un (n + 1)! en facteur dans le membre de droite, d’où le résultat par utilisation de
la proposition II.3.4.

V.3.3 Convergence de la suite Bn

Proposition V.3.7. La suite de fonctions (Bn)n∈N est de Cauchy uniformément sur Ẑ∗.

Démonstration. D’après les propositions V.3.5 et V.3.6, pour tout a ∈ Ẑ∗ et pour tout
entier naturel n > 2, on peut affirmer que Bn+1(a) − Bn(a) est élément de (n − 2)!Ẑ ;
donc, par le lemme II.3.3, on a ϕ(Bn+1(a)− Bn(a)) > n− 3 uniformément sur Ẑ∗.

On déduit de la proposition V.3.7 que la suite de fonctions (Bn)n∈N converge unifor-
mément sur Ẑ∗ vers une limite ψ. Comme chaque Bn est continue sur Ẑ∗ (proposition
V.3.4), on voit que ψ : Ẑ∗ → Ẑ est une fonction continue.

Proposition V.3.8. Pour tout couple (a, a0) d’éléments inversibles de Ẑ, on a

log a− log a0 = (a− a0)a−1
0 ψ(aa−1

0 ) .

Démonstration. D’après les propriétés de la fonction logarithme (proposition V.2.13), on
sait que log a− log a0 = log(aa−1

0 ). Or

log(aa−1
0 ) = lim

n→∞
An(aa−1

0 ) = lim
n→∞

(aa−1
0 − 1)Bn(aa−1

0 ) = (aa−1
0 − 1)ψ(aa−1

0 ) ,

ce qui achève la démonstration.

Proposition V.3.9. La fonction log : Ẑ∗ → Ẑ est dérivable au sens de Novoselov en tout point
a0 de Ẑ∗, de dérivée a−1

0 .

Démonstration. En effet, par la proposition V.3.8, on peut écrire log a − log a0 = (a −
a0)g(a) avec g(a) = a−1

0 ψ(aa−1
0 ). Or, puisque nous avons remarqué que la fonction ψ est
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continue, nous avons lima→a0 a−1
0 ψ(aa−1

0 ) = a−1
0 ψ(1). Puisque Bn(1) = 1, le résultat est

démontré.

V.4 Exponentielle

V.4.1 Quelques lemmes

Rappelons d’abord la définition [1] du coefficient de Faà di Bruno attaché à un couple
(n, k) d’entiers naturels

Faa(k, n) =
(kn)!
n!kk!

.

On sait [24] que ce coefficient s’exprime aussi sous la forme

Faa(k, n) =
k

∏
j=1

(
jn− 1
n− 1

)

qui fait voir que ce coefficient a pour valeur un entier naturel. De plus, cette expression
rend apparent le fait que, si q est un nombre premier, alors le coefficient Faa(k, q) est
premier à q quelque soit la valeur de l’entier naturel k.

Lemme V.4.1. Pour tout entier naturel r > 1, soit P(r) l’ensemble des nombres premiers 6 r
et ϕ la filtration factorielle. Soit n un nombre entier naturel, on note m la partie entière de n

2 et
ε = n− 2m ∈ {0, 1} ; on a alors :

ϕ

2m+ε

 ∏
q∈P(n+1)

q

m > n .

Démonstration. Soit n la plus petite valeur possible ne vérifiant pas cette assertion. On
a alors n > 1 car l’assertion est visiblement satisfaite pour n = 0 (avec P(1) vide) ou
n = 1 (avec P(2) = {2}). Par définition de ϕ, on a donc (n + 1)! qui ne divise pas

le nombre entier x = 2m+ε
(

∏q∈P(n+1) q
)m

. Comme les diviseurs premiers de (n + 1)!
sont exactement les éléments de P(n + 1), ceci signifie qu’il existe un couple (q, ν) ∈
P(n + 1)×N tel que qν divise (n + 1)! mais pas x. On fait alors la division euclidienne
de n + 1 par q, écrivant n + 1 = aq + r, où 0 6 r < q. On a alors

(n + 1)! =
(

n + 1
r

)
(aq)!r! =

(
aq + r

r

)
Faa(a, q)q!aa!r! .
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Puisque a − 1 < n, on sait que notré énoncé est vérifié pour l’entier a − 1, de sorte

que a! est un diviseur de y = 2b+η
(

∏q∈P(a) q
)b

, où b est la partie entière de a−1
2 et

η = a − 1− 2b. Comme q! = q(q− 1)!, où la factorielle (q − 1)! est un entier premier
à q, que le coefficient de Faà di Bruno Faa(a, q) est premier à q et que le coefficient du
binôme (aq+r

r ) l’est aussi, ainsi que r!, nous concluons que qν doit diviser qay. Si q = 2,
de sorte que n = 2a + r − 1 > 2a− 1, ceci montre que ν 6 a + b + η + b = 2a− 1 ; or
22a−1 divise 2n = 22m+ε qui divise x, ce qui contredit la définition de q. D’un autre côté,
si q est un nombre premier impair, alors on a n = qa + r − 1 > qa− 1 et ν 6 a + b =
3a−1−η

2 6 3a−1
2 6 qa−1

2 6 n
2 , donc on a ν 6 m, alors que qm divise x, et cette contradiction

achève la démonstration.

Lemme V.4.2. Pour tout entier naturel n, (2n)! est un multiple de 22n−1.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n en utilisant la formule

(2n+1)! = Faa(2n, 2) 22n
(2n)! .

Lemme V.4.3. Soit m1, m2, . . . , md une suite finie d’entiers rationnels deux à deux premiers
entre eux et A un anneau commutatif unifère. Alors

d⋂
j=1

mj A = (
d

∏
j=1

mj)A .

Démonstration. Soit x ∈ ∩d
j=1mj A. Il existe, pour tout entier j, 1 6 j 6 d, des élé-

ments yj ∈ A tels que x = mjyj. Montrons par récurrence sur j que x est élément de(
∏

j
k=1 mk

)
A. Si j = 1, il n’y a rien à montrer. Si on suppose que x est élément de(

∏
j
k=1 mk

)
A, il existe z ∈ A tel que x =

(
∏

j
k=1 mk

)
z ; on sait qu’il existe des en-

tiers u, v ∈ Z tels que mj+1u +
(

∏
j
k=1 mk

)
v = 1, donc z = umj+1z + v

(
∏

j
k=1 mk

)
z =

mj+1uz + vx = mj+1(uz + vyj+1) ∈ mj+1A, et donc on a bien x ∈
(

∏
j+1
k=1 mk

)
A.

Soit A un anneau commutatif unifère. On rappelle que le radical de Jacobson de
l’anneau A est l’intersection de tous les idéaux maximaux de A. Par un résultat connu
d’algèbre commutative [28], cet idéal J est l’ensemble des éléments a ∈ A tels que 1 + ab
est inversible dans A pour tout élément b ∈ A. La caractérisation suivante du radical de
Jacobson nous sera utile.
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Lemme V.4.4. Le radical de Jacobson J d’un anneau unifère A est le plus grand idéal I de A tel
que 1 + I ⊆ A∗, où A∗ est le groupe des éléments inversibles de A.

Démonstration. D’une part, pour tout élément a de J, l’élément 1 + a = 1 + a · 1 est
élément de A∗ en vertu de la caractérisation connue du radical de Jacobson citée ci-
dessus. On a donc 1 + J ⊆ A∗.

D’autre part, si I est un idéal tel que 1 + I ⊆ A∗, alors, pour tout a ∈ I et tout b ∈ A,
le produit ab est élément de I, de sorte que 1 + ab ∈ A∗ ; ceci signifie bien que a ∈ J, on
a donc l’inclusion I ⊆ J.

Lemme V.4.5. Si A et B sont deux anneaux commutatifs unifères, si v : A → B est un
morphisme d’anneaux surjectif, et si a est un élément du radical de Jacobson de A, alors v(a)
appartient au radical de Jacobson de B.

Démonstration. Soit b ∈ B ; puisque par hypothèse v est une surjection, il existe a′ ∈ A
tel que v(a′) = b. Alors, puisque a est supposé appartenir au radical de Jacobson de
A, l’élément 1 + aa′ est inversible dans A et donc v(1 + aa′) = 1 + v(a)b est inversible
dans B. Ceci montre que v(a) est bien élément du radical de Jacobson de B.

V.4.2 Le radical de Jacobson de l’anneau des entiers polyadiques

Soit J le radical de Jacobson de l’anneau Ẑ et Γ le plus grand idéal de Ẑ où l’on peut
définir un système de puissances divisées pour Γ, c’est-à-dire :

Γ = {x ∈ Ẑ, ∀n > 1, xn ∈ n!Ẑ} .

Nous avons la caractérisation suivante du radical de Jacobson J.

Proposition V.4.6. Soit x un entier polyadique. Les quatre assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour tout nombre premier q, x ∈ qẐ ;
(ii) x ∈ Γ ;
(iii) x est topologiquement nilpotent, c’est-à-dire que limn→+∞ xn = 0 ;
(iv) x ∈ J.

Démonstration. Montrons successivement le cycle d’implications (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒
(iv)⇒ (i).
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Commençons par supposer que x est élément de qẐ pour tout nombre premier q,
et soit n un entier > 1. Alors x ∈ ∩q∈P(n)qẐ, c’est-à-dire d’après le lemme V.4.3 que

x ∈
(

∏q∈P(n) q
)

Ẑ, de sorte que xn ∈
(

∏q∈P(n) q
)n

Ẑ. Or le lemme V.4.1 montre que(
∏q∈P(n) q

)n
Ẑ est contenu dans n!Ẑ. Ceci étant vrai pour tout entier naturel n > 1

prouve que x ∈ Γ.
Supposons que x ∈ Γ, alors par le lemme II.3.3, on a pour tout entier naturel n > 1

l’inégalité ϕ(xn) > n− 1, d’où la convergence vers 0 de la suite (xn)n∈N.
Supposons que x est topologiquement nilpotent. Alors soit y ∈ Ẑ ; la suite xnyn

converge vers 0 car ϕ(xnyn) > max(ϕ(xn), ϕ(yn)). Donc la série ∑+∞
n=0(−1)nxnyn

converge dans l’espace complet Ẑ. Comme le produit de la somme partielle

∑N
n=0(−1)nxnyn par 1 + xy est 1− (−1)N+1xN+1yN+1, on voit par passage à la limite

que la somme de cette série est un inverse dans Ẑ de 1 + xy. Puisqu’on a ainsi montré
que 1 + xy était inversible pour tout y de Ẑ, il en résulte que x ∈ J.

Supposons que x = (pn(xn))n>1 ∈ J, et soit q un nombre premier. On considère le
morphisme d’anneaux v : Ẑ→ Z/qZ obtenu en composant la projection Ẑ→ Z/q!Z
avec l’application naturelle de Z/q!Z sur Z/qZ ; autrement dit, si y = (pn(yn))n>1, on
a v(y) = yq + qZ. Comme v est surjective, le lemme V.4.5 assure que v(x) est élément
du radical de Jacobson de l’anneau Z/qZ. Or, puisque ce dernier anneau est un corps,
son radical de Jacobson est trivial. Ceci établit qu’on a nécessairement xq ∈ qZ, et donc,
en utilisant le lemme II.3.3, on conclut que x ∈ qẐ.

Nous avons donc montré que

∩qqẐ = J = Γ . (V.3)

Il en résulte que J est un idéal fermé, donc principal d’après la proposition II.6.9.

Proposition V.4.7. Un élément ω tel que J = ωẐ n’est pas diviseur de zéro dans Ẑ.

Démonstration. Il suffit de trouver dans J un élément qui n’est pas diviseur de zéro.
Soit pour tout nombre premier q l’ensemble Eq =

⋃
a∈Z\qZ

(
aq + (2q)!Ẑ

)
. Par division

euclidienne (proposition II.6.4), on voit que l’ensemble Eq est en fait la réunion finie des
classes fermées (proposition II.2.8) aq + (2q)!Ẑ, pour a décrivant l’ensemble des entiers
premiers à q qui appartiennent à l’intervalle [1, (2q)![, de sorte que Eq est une partie
fermée de Ẑ. On observe que toute intersection finie ∩q∈FEq, où F est un ensemble
fini de nombres premiers, est non vide, puisqu’il contient en effet le produit ∏q∈F q.
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Puisque Ẑ est compact, il en résulte que l’intersection de tous les Eq est non vide, soit α

un élément de cette intersection.

Alors, comme on a Eq ⊂ qẐ pour tout nombre premier q, on peut affirmer que α

est élément de J = ∩qqẐ. Écrivons α sous la forme α = (pn(αn))n>1, où les αn sont
des entiers rationnels satisfaisant la condition (II.9). Comme q2 est un diviseur de (2q)!
pour tout entier premier q, on voit par le lemme II.3.3 que αq2 n’est pas élément de q2Z.
Puisque q2 > 2q, en vertu des congruences (II.10), on en déduit que α2q 6∈ q2Z. Fixons
un nombre premier q. Pour r un entier premier tel que r 6 q, les congruences (II.10)
montrent que α2q 6∈ r2Z. En ayant recours à la décomposition multiplicative de α2q en
facteurs premiers, nous en déduisons que α2q est produit d’un entier d sans facteurs
carrés dont tous les diviseurs premiers sont au plus égaux à q et d’un entier e dont tous
les diviseurs premiers sont supérieurs à q.

Montrons que α n’est pas diviseur de zéro. En effet, soit z = (pn(zn))n>1 un élément
de Ẑ tel que zα = 0. On a alors znαn ≡ 0 mod n! pour tout entier n > 1. En particulier,
si q est un nombre premier, on a z2qα2q ≡ 0 mod (2q)!. Or, puisque (2q)! = (2q

q )q!2, on
en déduit que z2qα2q ≡ 0 mod q!2. D’après la relation α2q = de, avec d diviseur de q! et
e premier à q!, on voit que z2q ≡ 0 mod q!. D’après les congruences (II.10), on en déduit
zq ≡ 0 mod q! pour tout nombre premier q. Si n est un entier naturel tel que n > 1, on
peut trouver un nombre premier q tel que q > n, donc les congruences (II.10) montrent
que zn ≡ 0 mod n!, ce qui prouve que z = 0.

Proposition V.4.8. Soit f : Ẑ∗ → Ẑ une fonction, a0 ∈ Ẑ∗. Si f est dérivable en a0, son
nombre dérivé en a0 est unique.

Démonstration. Il suffit pour cela de montrer que si une fonction g définie dans un voi-
sinage V(a0) de a0 dans Ẑ∗ vérifiant une identité (a− a0)g(a) = 0 pour tout a ∈ V(a0)
admet une limite au point a0, alors cette limite est nulle. On peut se restreindre au cas
où V(a0) est de la forme V(a0) = (a0 + d!Ẑ) ∩ Ẑ∗. Soit ω un générateur du radical de
Jacobson de Ẑ, qui n’est pas diviseur de zéro en vertu de la proposition V.4.7. Alors,
pour tout n > 0, l’élément xn = a0 + (d + n)!ω = a0(1 + (d + n)!ωa−1

0 ) est inversible
dans Ẑ, et appartient donc à V(a0). Par conséquent, la suite (g(xn))n∈N converge vers
la limite de g au point a0. Or par hypothèse nous avons pour tout entier naturel n la re-
lation (d + n)!ωg(xn) = 0, d’où ωg(xn) = 0 par la proposition II.3.4, et puis g(xn) = 0
du fait que ω n’est pas diviseur de zéro. Donc la limite de g au point a0 est nulle, comme
on voulait le montrer.
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V.4.3 Puissances divisées sur le radical de Jacobson

Nous munissons l’idéal J = Γ de la suite d’applications γn (n ∈N) de J vers Ẑ en
posant, pour tout x ∈ J, xn = n!γn(x).

Lemme V.4.9. Pour tout x ∈ J et pour tout entier naturel n > 1, la puissance divisée γn(x)
est élément de J.

Démonstration. D’après la proposition V.4.6, il suffit de montrer que la suite(
γn(x)k)

k∈N
converge vers zéro. Or nous avons n!kγn(x)k = xkn = (kn)!γkn(x) =

n!kk!Faa(k, n)γkn(x). En utilisant la proposition II.3.4, nous en déduisons que γn(x)k =
k!Faa(k, n)γkn(x) ∈ k!Ẑ, donc par le lemme II.3.3, nous avons, quelque soit les entiers
naturels k et n > 1, l’inégalité ϕ(γn(x)k) > k− 1, ce qui prouve le résultat voulu.

Il est immédiat de vérifier à partir de là que les applications γn : J → J (n > 1)
définissent sur le radical de Jacobson J une structure d’idéal à puissances divisées [20].

Lemme V.4.10. Soit x ∈ 2J et n 6= 0 un entier naturel. On note m la partie entière de n/2, et
ε = n− 2m ∈ {0, 1} . Alors γn(x) est élément de 2m+ε Jm+1.

Démonstration. Il existe un élément y de J tel que x = 2y. Par l’égalité (V.3), pour tout
nombre premier q 6 n, on sait que y est élément de qẐ. En vertu de la proposition V.4.3,
on en déduit l’existence de z ∈ Ẑ tel que y =

(
∏q∈P(n) q

)
z, où P(n) est l’ensemble

des nombres premiers non supérieurs à n. Par le lemme V.4.1, on sait qu’il existe un

entier naturel rn tel que 2m1+ε1

(
∏q∈P(n) q

)m1
= n!rn, où m1 est la partie entière de n−1

2

et ε1 = n− 1− 2m1 est le reste dans la division euclidienne de n− 1 par 2.

On voit que

xn = 2nyn = 2n

 ∏
q∈P(n)

q

n

zn = 2n−m1−ε1

 ∏
q∈P(n)

q

n−m1

n!rnzn,

qu’on peut aussi écrire

n!γn(x) = xn = n!rn2n−m1−ε1

 ∏
q∈P(n)

q

n−m1

zn.
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Par la proposition II.3.4, on en déduit que

γn(x) = 2n−m1−ε1

 ∏
q∈P(n)

q

n−m1

rnzn. (V.4)

Or, comme n et n− 1 sont deux entiers consécutifs, l’un est pair et l’autre est impair,
par conséquent ε + ε1 = 1 et m + m1 = n− 1, d’où n− m1 = m + 1 et n− m1 − ε1 =
m + ε. L’expression (V.4) montre donc bien que γn(x) ∈ 2m+ε Jm+1.

Proposition V.4.11. Soit h, j, m des entiers naturels > 1 et ε ∈ {0, 1}. Pour tout x ∈ 2h J j, la
puissance divisée γ2m+ε(x) est élément de l’idéal 2m(2h−1)+εh Jm(2j−1)+ε(j−1)+1.

Démonstration. Comme J est un idéal fermé, il est principal en vertu de la proposition
II.6.9, soit ω un générateur de J. Il existe un y ∈ J tel que x = 2h−1ω j−1y. Comme on a

γ2m+ε(x) = 2(h−1)(2m+ε)ω(j−1)(2m+ε)γ2m+ε(y)

et qu’on sait par le lemme V.4.10 que γ2m+ε(y) ∈ 2m+ε Jm+1, le résultat s’en déduit.

Proposition V.4.12. Soient x et y deux éléments de 2J et j > 1 un entier naturel tels que soit
vérifiée la congruence

x ≡ y mod 2J j. (V.5)

Alors, pour tout entier naturel n, on a la congruence

γn(x) ≡ γn(y) mod 2J j+m, (V.6)

où m est la partie entière de n/2.

Démonstration. Il n’y a rien à montrer si n = 0, par conséquent on se restreint au cas où
n > 1. On utilise l’identité suivante, où z = x− y :

γn(x) = γn(y + z) =
n

∑
k=0

γk(z)γn−k(y) = γn(y) +
n

∑
k=1

γk(z)γn−k(y) .

Il suffit donc de vérifier que, pour tout entier naturel k vérifiant 1 6 k 6 n, le produit
γk(z)γn−k(y) est élément de 2J j+m. Notons, un tel entier k étant fixé, par ` la partie
entière de k

2 et par `′ la partie entière de n−k
2 , et posons ε = k− 2`. D’après la proposition
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V.4.11, on sait que γk(z) ∈ 2J`(2j−1)+ε(j−1)+1 et que γn−k(y) ∈ J`′+1 pour 1 6 k < n. On
voit que, si 1 6 k < n, on a

γk(z)γn−k(y) ∈ 2J`(2j−1)+ε(j−1)+`′+2 .

Or, par définition de l’entier m, on a m 6 ` + `′ + 1, donc `(2j− 1) + ε(j− 1) + `′ + 2 >

m + 2`(j− 1) + ε(j− 1) + 1 > m + k(j− 1) + 1 > m + j, donc le produit γk(z)γn−k(y)
est bien élément de 2Jk+m. Reste à traiter le cas où k = n. Dans ce cas, on a à considérer
γn(z) qui par la proposition V.4.11 est élément de 2Jm(2j−1)+ε(j−1)+1, où on a encore posé
ε = n− 2m. On vérifie alors qu’ici encore m(2j− 1) + ε(j− 1) + 1 = m + j + (n− 1)(j−
1) > m + j.

V.4.4 La série exponentielle

Nous commençons par comparer la topologie J-adique à la topologie de Ẑ.

Proposition V.4.13. La topologie J-adique est plus fine que la topologie de limite projective de
Ẑ.

Démonstration. Comme les deux topologies à comparer sont toutes deux compatibles
avec la structure d’anneau de Ẑ, il suffit de montrer qu’une suite (αn)n∈N qui converge
vers zéro pour la topologie J-adique converge également vers 0 pour la topologie de
limite projective de Ẑ. Soit ω un générateur de l’idéal J. Si une suite (αn)n∈N converge
vers zéro pour la topologie J-adique, alors on a αn = ωkn βn, avec kn ∈ N, βn ∈ Ẑ

et limn→+∞ kn = +∞. Comme la suite (ωk)k∈N tend vers 0 ainsi qu’il résulte de la
proposition V.4.6, nous voyons bien que la suite (αn)n∈N converge vers 0 dans Ẑ.

Corollaire V.4.14. Soit ( fk)k∈N une suite d’applications d’un ensemble E dans Ẑ. Si la suite
( fk)k∈N converge uniformément vers une fonction f : E → Ẑ pour la topologie J-adique, alors
elle converge aussi uniformément pour la topologie de limite projective de Ẑ.

Remarque V.4.15. On peut observer que la topologie J-adique n’est pas équivalente à la
topologie de limite projective de Ẑ. Par exemple, la suite (k!)k∈N converge vers 0 au sens
de la topologie de limite projective de Ẑ, mais n’est pas de Cauchy au sens J-adique.

Nous étudions ensuite la convergence de la série exponentielle, c’est-à-dire de la série
de terme général γn(x), pour x ∈ J.
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Proposition V.4.16. Soit x un élément de J. La série exponentielle ∑ γn(x) converge si et
seulement si x appartient à l’idéal 2J.

Démonstration. D’une part, supposons que x appartient à 2J. D’après la proposition
V.4.11, on voit que la suite (γn(x))n∈N converge vers 0 au sens J-adique, donc aussi
au sens de la topologie de Ẑ d’après la proposition V.4.13. Ainsi le terme général de la
série exponentielle tend vers 0, ce qui, puisque Ẑ est un espace ultramétrique complet,
entraîne la convergence de la série exponentielle.

Réciproquement, supposons que la série ∑ γn(x) est convergente. Ceci entraîne que
la suite (γn(x))n∈N converge vers zéro. Puisque, par hypothèse, x est élément de J,
il résulte de (V.3) qu’il existe y ∈ Ẑ tel que x = 2y. Nous allons montrer que y ap-
partient à J. Pour cela, d’après la proposition V.4.6, il suffit de montrer que la suite
(yn)n∈N converge vers 0 dans Ẑ, ou encore, de façon équivalente, que la suite des
filtrations (ϕ(yn))n∈N tend vers +∞. Or, il résulte de la proposition II.2.2 que cette
suite (ϕ(yn))n∈N est croissante, de sorte qu’il suffit de montrer qu’une suite extraite
tend vers +∞. Nous sommes ainsi réduits à montrer que la suite

(
y2n
)

n∈N
converge

vers 0. Ecrivons donc 22n
y2n

= (2n)!γ2n(x). D’après la proposition II.3.4 et le lemme
V.4.2, nous en tirons que 2y2n

est élément de γ2n(x)Ẑ, donc converge vers zéro, de
sorte que la suite

(
ϕ
(

2y2n
))

n∈N
tend vers +∞. Or le corollaire II.2.3 montre que

ϕ
(

y2n
)

> ϕ
(

2y2n
)
− 2.

Pour tout x ∈ 2J, nous définissons l’exponentielle exp(x) de x comme la somme de la
série exponentielle :

exp(x) =
+∞

∑
n=0

γn(x) .

Proposition V.4.17. Pour tous les éléments x et y de 2J, on a exp(x + y) = exp(x) exp(y).
En particulier, exp(x) ∈ Ẑ∗ pour tout x ∈ 2J.

Démonstration. Pour tout élément z de 2J, notons En(z) la somme partielle de rang n de
la série exponentielle de z. En vertu de la formule du binôme et de la proposition II.3.4,
nous avons pour tout entier naturel n l’identité γn(x + y) = ∑n

j=0 γj(x)γn−j(y). Il en
résulte que

En(x)En(y) =

(
n

∑
j=0

γj(x)

)(
n

∑
`=0

γ`(y)

)
= En(x + y) + ∑

j+`>n,j6n,`6n
γj(x)γ`(y) .
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Par la proposition V.4.11, on sait que, pour tout couple (j, `) d’entiers naturels tel que j +
` > n, j 6 n et ` 6 n, on a γj(x)γ`(y) ∈ j!`!Ẑ ⊆ N!Ẑ, où N est le plus petit entier > n

2 .
La filtration factorielle de γj(x)γ`(y) vérifie donc ϕ

(
γj(x)γ`(y)

)
> N − 1 > n

2 − 1. Par
conséquent, on a limn→+∞ En(x)En(y)− En(x + y) = 0. Comme En(x), En(y), En(x + y)
convergent respectivement vers exp(x), exp(y), exp(x + y), le résultat s’en déduit. En
particulier, lorsque y = −x, on obtient exp(x) exp(−x) = 1.

Proposition V.4.18. Pour tout x ∈ 2J, on a log(exp(x)) = x.

Démonstration. Par définition, log(exp(x)) est la limite de la suite (An(exp(x)))n>1 défi-
nie par les égalités (exp(x))n!− 1 = n!An(exp(x)). Par la proposition V.4.17, on sait que
n!An(exp(x)) = exp(n!x) − 1 = ∑+∞

j=1 γj(n!x) = ∑+∞
j=1 n!jγj(x) = n! ∑+∞

j=1 n!j−1γj(x).
Par la proposition II.3.4, on en tire l’égalité An(exp(x)) = ∑+∞

j=1 n!j−1γj(x) = x +
n! ∑+∞

j=2 n!j−2γj(x). On a donc

ϕ (An(exp(x))− x) > n− 1,

ce qui montre bien que la limite de la suite (An(exp(x)))n>1 est égale à x.

V.4.5 La fonction exponentielle

La fonction exponentielle est l’application exp de 2J dans Ẑ qui à tout x ∈ 2J asso-
cie exp(x) ∈ Ẑ. Cette application est injective d’après la proposition V.4.18. Puisque
la convergence de la suite γn vers 0 est uniforme au sens J-adique, le corollaire V.4.14
montre que la convergence de la série de fonctions qui définit la fonction exponentielle
est uniforme. Comme de plus les applications γn : 2J → Ẑ sont continues d’après la
proposition V.2.5, la fonction exponentielle est continue. Nous allons maintenant déter-
miner l’image de cette fonction en démontrant d’abord une espèce de lemme de Hensel
pour les séries de Hurwitz.

Proposition V.4.19. Soit (an)n∈N une suite d’éléments de Ẑ et f : 2J → Ẑ l’application
définie par

∀x ∈ 2J, f (x) =
+∞

∑
j=0

ajγj(x) .

On suppose que a0 ∈ 2J et a1 ∈ Ẑ∗. Alors il existe un élément x de 2J tel que f (x) = 0.
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Démonstration. La série de fonctions f (x) converge pour tout x ∈ 2J puisqu’on a vu
que, pour de tels x la suite

(
γj(x)

)
j∈N

converge vers zéro. D’autre part, la somme f (x)
est élément de 2J car tous les γj(x) ∈ 2J et a0 ∈ 2J. Avec cette série nous considérons la
dérivée formelle f ′(x) = ∑+∞

j=1 ajγj−1(x) qui converge pour une raison analogue, avec

cette fois, puisque a1 ∈ Ẑ∗, la propriété que

a−1
1 f ′(x) = 1 +

+∞

∑
j=2

ajγj−1(x) ∈ 1 + 2J ⊂ Ẑ∗

donc f ′(x) ∈ Ẑ∗ pour tout x ∈ 2J. Observons que les fonctions f : 2J → 2J ⊂ Ẑ et
f ′ : 2J → Ẑ∗ ⊂ Ẑ sont continues ; en effet, les séries de fonctions qui les définissent
convergent uniformément au sens J-adique d’après le lemme V.4.10, donc également
uniformément au sens de la topologie de limite projective de Ẑ.

Définissons une application g : 2J → 2J en posant g(x) = x − f ′(x)−1 f (x). Nous
remarquons que f ′(x)g(x) = ∑+∞

j=0(j − 1)ajγj(x) = −a0 + ∑+∞
j=2(j − 1)ajγj(x), ce qui

implique en vertu de la proposition V.4.12 que la congruence x ≡ y (mod 2Jk) en-
traîne que f ′(x)g(x) ≡ f ′(y)g(y) (mod 2Jk+1) et f ′(y) − f ′(x) = ∑+∞

j=2 aj(γj−1(x) −
γj−1(y)) ∈ 2Jk. Or nous avons aussi

f ′(x)(g(x)− g(y)) = f ′(x)g(x)− f ′(y)g(y) + ( f ′(y)− f ′(x))g(y),

ce qui, puisque g(y) ∈ 2J, entraîne que f ′(x)(g(x)− g(y)) est alors élément de 2Jk+1.
Puisque f ′(x) est inversible, on a montré que la congruence x ≡ y (mod 2Jk) entraîne
que g(x) ≡ g(y) (mod 2Jk+1).

Soit maintenant la suite (xk)k∈N d’éléments de 2J définie par récurrence en po-
sant x0 = 0 et xk+1 = g(xk) pour tout entier naturel k. Comme x1 = −a−1

1 a0 véri-
fie la congruence x1 ≡ x0 (mod 2J), on a par une récurrence immédiate xk+1 ≡ xk

(mod 2Jk+1). La suite (xk+1− xk)k∈N tend ainsi vers 0 au sens J-adique et, par la propo-
sition V.4.13, on en tire que la suite (xk)k∈N est une suite de Cauchy pour la topologie de
limite projective de Ẑ. Donc elle converge vers une limite x∞ qui, puisque g est continue,
est un point fixe de g : 2J → 2J et donc un zéro de la fonction f .

Proposition V.4.20. Un élément y de Ẑ est l’image d’un élément x de 2J par l’application exp
si et seulement si y− 1 est élément de 2J.

Démonstration. Soit x ∈ 2J tel que y = exp(x). Du lemme V.4.10, résulte le fait que
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γn(x) ∈ 2J pour tout entier naturel n > 1. Comme 2J est un idéal fermé, on voit donc
que y− 1 = exp(x)− γ0(x) = ∑+∞

n=1 γn(x) appartient à 2J.
Réciproquement, soit y tel que y− 1 ∈ 2J. On considère la série de Hurwitz f (x) =

1− y + ∑+∞
j=1 γj(x). La proposition V.4.19 montre l’existence d’un zéro de cette série, c’est

donc un élément x de 2J tel que exp(x) = y.

Proposition V.4.21. Pout tout élément a de 1 + 2J, on a exp(log(a)) = a.

Démonstration. On sait par la proposition V.4.20 qu’il existe un élément x de 2J tel que
exp(x) = a. On en déduit par utilisation de la proposition V.4.18 :

exp(log(a)) = exp(log(exp(x))) = exp(x) = a .





VI
Solutions rationnelles d’équations

linéaires aux différences

VI.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de la recherche des solutions ration-
nelles d’équations linéaires aux différences à coefficients polynomiaux. Les solutions
rationnelles peuvent être fondamentales pour la construction d’autres types de solu-
tions, plus généralement, de tels algorithmes peuvent faire partie de divers algorithmes
de calcul formel ( voir Abramov, van Hoeij, Levy, Petkovšek [45; 11; 12; 53], etc.). L’ex-
ploration de nouvelles façons pour construire de telles solutions est très bénéfique pour
le calcul formel.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Nous considérons le système linéaire suivant

Y(x + 1) = A(x)Y(x), (VI.1)

avec Y(x) = (Y1(x), Y2(x), · · · , Yn(x))T, la matrice A(x) = (aij(x)) ∈ Matn(k(x)) carrée
d’ordre n à coefficients dans k(x) est supposée inversible, notons par A−1(x) = (ãij(x))
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élément de Matn(k(x)) son inverse. Si nous avons un système non homogène écrit sous
la forme Y(x + 1) = A(x)Y(x) + G(x) avec A(x) ∈ Matn(k(x)) inversible et le vecteur
G(x) dans (k(x))n, on peut le transformer en un système homogène en ajoutant une
(n + 1)ième ligne de valeur 1 au vecteur Y(x). On obtient ainsi un système homogène
de matrice inversible notée B(x) ∈ Matn+1(k(x)) (cf, [52, Sect. 2.2]). Dans la suite on
peut se restreindre au cas des équations homogènes.

De même, pour tout n > 1, on considère l’équation scalaire suivante

y(x + n) + an−1(x)y(x + n− 1) + · · ·+ a1(x)y(x + 1) + a0(x)y(x) = ϕ(x), (VI.2)

avec ϕ(x), a1(x), · · · , an−1(x) ∈ k(x), a0(x) ∈ k(x) \ {0}. Une telle équation est dite
non-homogène, si la fraction rationnelle ϕ est non nulle.

Par élimination du dénominateur de l’équation ( VI.2), on obtient l’équation

bn(x)y(x + n) + bn−1(x)y(x + n− 1) + · · ·+ b1(x)y(x + 1) + b0(x)y(x) = ψ(x), (VI.3)

avec ψ(x), b1(x), · · · , bn−1(x) ∈ k[x], b0(x), bn(x) ∈ k[x] \ {0}. De façon équivalente, les
équations ( VI.2) et ( VI.3) peuvent être représentées à l’aide d’un opérateur L, qui s’écrit
comme polynôme en φ (avec φ l’opérateur de translation) à coefficients dans k[x]. Par
exemple ( VI.3) s’écrit sous forme L(y) = ψ(x) où l’opérateur

L = bn(x)φn + · · ·+ b1(x)φ + b0(x), φ(y(x)) = y(x + 1), (VI.4)

Du point de vue algorithmique, actuellement il existe quelques algorithmes qui
trouvent des solutions rationnelles (i,e fractions rationnelles) des équations scalaires
( VI.2), ( VI.3) et du système ( VI.1). L’algorithme dû à Abramov et Barkatou [4; 6; 18]
commence d’abord par construire le « dénominateur universel », c’est-à-dire un poly-
nôme U(x) de sorte qu’une solution rationnelle y(x) ∈ k(x) de l’équation ( VI.2) ou celle
de ( VI.3) s’écrit sous la forme

y(x) =
z(x)
U(x)

, (VI.5)

avec z(x) dans k[x] (autrement dit, si par exemple l’équation (VI.2) a une solution ra-
tionnelle qui s’écrit sous la forme f (x)

g(x) alors g(x)|U(x)).

Dans le cas du système linéaire qui s’écrit sous la forme (VI.1), chaque composante
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du vecteur solution est de la forme

Yi(x) =
Zi(x)
U(x)

, i = 1, 2, . . . , n, (VI.6)

où Z1(x), Z2(x), . . . , Zn(x) ∈ k[x].

Dans la section VI.4.3, nous décrivons l’algorithme [52], appliqué sur le corps des
nombres complexes (k = C) pour résoudre le système (VI.1). Il trouve n solutions ra-
tionnelles R1(x), R2(x), . . . , Rn(x) ∈ C(x) appelées « bornes à dénominateur » (denomi-
nator bounds ) de sorte que, pour toute solution rationnelle du système (VI.1) on a

Yi(x) = Zi(x)Ri(x), i = 1, 2, . . . , n, (VI.7)

avec Z1(x), Z2(x), . . . , Zn(x) ∈ C[x], pour tout i = 1, 2, . . . , n, le numérateur de Ri(x)
est un facteur du numérateur de la ième entrée Yi(x) de la solution Y(x). La substitu-
tion (VI.7) est utilisée au lieu de (VI.5) et (VI.6). Dans la section VI.5, nous proposons
une version améliorée à cet algorithme (algorithme AB ) appliquée dans un corps de
caractéristique nulle, et sur des équations scalaires de la forme (VI.2) et (VI.3).

VI.2 Préliminaires

Du fait, qu’on utilise les polynômes et les fractions rationnelles sur un corps k, nous
indiquerons que les deux polynômes f (x), g(x) ∈ k[x], sont étrangers (co-premiers) par
l’écriture f (x)⊥g(x). Si F(x) est une fraction rationnelle à coefficients dans k, alors son
dénominateur den F(x) est un polynôme unitaire à coefficients dans le corps k tels que

F(x) =
f (x)

den F(x)

pour tout f (x) ∈ k[x], f (x)⊥den F(x). Dans ce cas, le numérateur de F(x) est noté par
num F(x).

L’ensemble des polynômes irréductibles de k[x] est noté par Irr(k[x]). Soit p(x) un
polynôme dans Irr(k[x]), alors l’application valp(x) : k[x] → N ∪ {∞} qui associe à un
polynôme f (x) dans k[x] la valeur

valp(x) f (x) = max{m ∈N, pm(x)| f (x)}, et valp(x)0 = ∞,
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est appelée la valuation en p(x) de f (x). Si F(x) ∈ k(x)

valp(x)F(x) = valp(x)(num F(x))− valp(x)(den F(x)).

Soit p(x) ∈ Irr(k[x]) et f (x) un polynôme non nul à coefficients dans k, soit l’ensemble
fini

Np(x)( f (x)) = {m ∈ Z : p(x + m)| f (x)}. (VI.8)

Remarque VI.2.1. Si l’ensemble Np(x)( f (x)) est vide, alors

maxNp(x)( f (x)) = −∞ et minNp(x)( f (x)) = ∞ .

Soit A(x) la matrice carrée d’ordre n, définie comme dans le système (VI.1), alors
son dénominateur

den A(x) = ppcmn
i=1ppcmn

j=1 den aij(x),

et celui de sa matrice inverse

den A−1(x) = ppcmn
i=1ppcmn

j=1 den ãij(x).

Si F(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fn(x))T ∈ k(x)n, alors

den F(x) = ppcmn
i=1 den Fi(x), et valp(x)F(x) = min

16i6n
(valp(x)Fi(x)).

Si F(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fn(x))T ∈ k(x)n est une vecteur solution du système (VI.1),
( F(x) ∈ k(x) une solution d’une des équations scalaires (VI.2) ou (VI.3) respectivement)
est une solution rationnelle. Alors si de plus den F(x) 6= 1, on dit que cette solution est
non-polynomiale, elle est polynomiale ailleurs.

Le premier algorithme de calcul formel qui recherche les solutions rationnelles à
coefficients dans un corps k, de l’équation (VI.3) est dû à Abramov [3]. En utilisant
l’ensemble (VI.8), on peut reformuler quelques propriétés prouvées dans [3] comme
suit.

Proposition VI.2.2. ( [3]) Soit F(x) une solution rationnelle de l’équation (VI.3), soit p(x) un
polynôme irréductible dans Irr(k[x]), tel que p(x)|den F(x) (c’est-à-dire 0 est un élément de
Np(x)(den F(x))). Posons

l = maxNp(x)(den F(x)), et m = minNp(x)(den F(x)).
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Alors p(x + l)|bn(x− n) et p(x + m)|b0(x).

Par conséquent, si l’équation (VI.3) a une solution rationnelle non-polynomiale, alors
pour tout entier d ∈N

deg pgcd(b0(x + d), bn(x− n)) > 0.

En effet, soit p(x) le polynôme définit par la proposition VI.2.2. Posons d = l −m, alors
p(x + l) = p(x + m + d). Donc on a p(x + m)|b0(x) et p(x + m + d)|bn(x− n).

Dans [6], ceci a été généralisé pour les systèmes (VI.1).

Proposition VI.2.3. ( [6]) Soit F(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fn(x))T ∈ k(x)n le vecteur solution
du système (VI.1), soit p(x) un polynôme irréductible dans Irr(k[x]), tel que p(x)|den F(x).
Posons

l = maxNp(x)(den F(x)), m = minNp(x)(den F(x)),

u0(x) = den A−1(x) , u1(x) = den A(x).

Alors p(x + l)|u1(x− 1) et p(x + m)|u0(x).

Par conséquent, si le système (VI.1) a une solution rationnelle non-polynomiale,
alors pour tout d ∈N,

deg pgcd(u1(x− 1), u0(x + d)) > 0.

Concernant les dénominateurs, l’algorithme [6] appliqué sur les systèmes est une géné-
ralisation de l’algorithme [4] appliqué sur le cas scalaire.

VI.3 Les ensemblesM, S , Sk[x] et D

VI.3.1 L’ensembleM

On poseM l’ensemble fini, constitué des polynômes irréductibles p(x) ∈ Irr(k[x])
de sorte, que si une équation scalaire, ou un système donné a une solution rationnelle
non-polynomiale, le polynôme p(x) divise le dénominateur de la solution. L’ensemble
M dépend de l’équation ou du système d’origine.
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Commençons, par traiter le cas d’un système représenté par la formule (VI.1). Posons

u0(x) = den A−1(x), et u1(x) = den A(x).

Soit la donnée de l’ensemble fini (avec s > 1)

Q = {q1(x), q2(x), . . . , qs(x)}, (VI.9)

constitué de tous les polynômes de Irr(k[x]) vérifiant, pour tout t = 1, 2, . . . , s

minNqt(x)(u0(x)) = 0, maxNqt(x)(u1(x− 1)) > 0. (VI.10)

Pour tout t = 1, 2, . . . , s, et tout polynôme qt(x) ∈ Q, on considère l’ensemble

Mqt(x) = {qt(x), qt(x + 1), . . . , qt(x + dt)}, (VI.11)

avec
dt = maxNqt(x)(u1(x− 1)). (VI.12)

On définit l’ensembleM par

M =
s⋃

t=1

Mqt(x). (VI.13)

Proposition VI.3.1. Soit F(x) ∈ k(x)n un vecteur solution du système (VI.1), soit p(x) dans
Irr(k[x]) de sorte que p(x)|den F(x). Alors p(x) ∈ M.

Démonstration. De la proposition VI.2.3, on déduit que les deux ensembles ne sont pas
vide

Np(x)(u0(x)) 6= ∅ 6= Np(x)(u1(x− 1)).

Avec l = maxNp(x)(u1(x− 1)) et m = minNp(x)(u0(x)).
Évidemment, l’entier m est négatif et l’entier l est positif. En effet, posons le polynôme
q(x) = p(x + m), et l’entier rationnel d = l −m. Alors

minNq(x)(u0(x)) = 0 , maxNq(x)(u1(x− 1)) = d , p(x) = q(x−m)

et aussi 0 6 −m 6 d.
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VI.3.2 Les ensembles S et Sk[x]

L’algorithme de van Hoeij [52] commence par la construction de l’ensemble S consti-
tué des éléments c ∈ C de sorte que c est soit un pôle de la matrice A, soit une racine du
déterminant de la matrice A c’est-à-dire det A(c) = 0. Comme il est prouvé dans [52],
l’ensemble fini

S = {c ∈ C : ∃c1,c2∈S, c− c1 − 1 ∈N, c2 − c ∈N}. (VI.14)

vérifie que si une solution rationnelle du système a un pôle en c ∈ C alors c ∈ S .

Pour avoir une analogie avec l’algorithme [52], et en particulier avec la formule
(VI.14) donnée ci-dessus, on définit l’ensemble Sk[x] des polynômes p(x) ∈ Irr(k[x])
tels que p(x)|den A(x) ou bien p(x)| num(det A(x)) et l’ensemble analogue à S

Sk[x] = {p ∈ Irr(k[x]) : ∃p1,p2∈Sk[x], l,m∈N p(x + l + 1) = p1(x), p(x−m) = p2(x)}

On remarque que si k = C et S = {c1, c2, . . .} alors SC[x] = {x− c1, x− c2, . . .}.
De la même manière que [52], on prouve que si F(x) ∈ k(x)n est une solution du sys-
tème (VI.1) et p(x) ∈ Irr(k[x]) tel que p(x)|den F(x) alors p(x) ∈ Sk[x]. Maintenant on
compare les ensembles Sk[x] etM.

Proposition VI.3.2. M⊆ Sk[x].

Démonstration. Soit l’ensemble Mqt(x) donné par la formule (VI.11) est l’un des en-
sembles donnés dans la partie droite de l’ensemble (VI.13). Il suffit de montrer que

qt(x), qt(x + 1), . . . , qt(x + dt) ∈ Sk[x]. (VI.15)

De la formule (VI.10) et (VI.12), nous avons

qt(x)|den A−1(x), (VI.16)

et
qt(x + dt + 1)|den A(x). (VI.17)

La relation (VI.17) implique que qt(x + dt + 1) ∈ Sk[x].
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On considère la relation (VI.16), on sait que

A−1(x) =
1

det A(x)
· CT(x),

où C(x) est la matrice des cofacteurs. Chaque cofacteur a un déterminant d’ordre n− 1,
dont ses composantes sont les mêmes que quelques composantes de la matrice A(x).
Donc le dénominateur de chaque cofacteur divise (den A(x))n−1. Ceci implique que le
dénominateur de chaque entrée de A−1(x) divise le produit

(num det A(x)) · (den A(x))n−1.

Comme qt(x) est irréductible, de (VI.16) on déduit qu’au moins une des relations

qt(x)| num(det A(x)), qt(x)|den A(x)

est vérifiée (dans le cas où n = 1 la première relation est vraie). Ceci donne qt(x) ∈ Sk[x].
Donc qt(x), qt(x + dt + 1) ∈ Sk[x], et par suite (VI.15) est prouvée.

CependantM et Sk[x] ne coïncide pas dans certains cas.

Exemple VI.3.3. Soit m un entier positif, k = C et la matrice

A(x) =

(
x+m

x(x−m) 0

0 x+m
x(x−m)

)
.

Dans ce cas, son inverse est

A−1(x) =

(
x(x−m)

x+m 0

0 x(x−m)
x+m

)
,

Le calcul des déterminants det A(x) = (x+m)2

x2(x−m)2 , den A(x) = x(x − m), den A−1(x) =
x + m et aussi

S = {−m, 0, m}, S = {−m + 1,−m + 2, . . . , 0, 1, . . . , m},

Sk[x] = {x + m, x, x−m}, Sk[x] = {x + m− 1, x + m− 2, . . . , x, x− 1, . . . , x−m}.

MaisM = ∅ et par la proposition VI.3.1 le système a une solution rationnelle non-polynomiale.
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Nous n’avons pas besoin de faire la substitution définie par (VI.7).

Dans le cas scalaire, on prend b0(x), bn(x− n) au lieu de u0(x), u1(x− 1), l’ensemble
M peut être construit de la même manière.

VI.3.3 L’ensemble de dispersion D

Pour tous polynômes (non nuls) f (x) et g(x) à coefficients dans k, on définit leur
ensemble de dispersion

ds( f (x), g(x)) = {d ∈N : deg pgcd( f (x), g(x + d)) > 0}

et leur dispersion :

dis( f (x), g(x)) = max(ds( f (x), g(x)) ∪ {−∞}).

La dispersion vaut −∞, si et seulement si, pour tout entier d ∈ N on a
deg pgcd( f (x), g(x + d)) = 0. L’ensemble ds( f (x), g(x)) peut être vu (obtenu) comme
l’ensemble de toutes les racines entières non nulles du polynôme

Resx( f (x), g(x + d)) ∈ k[d].

Cependant on peut avoir rapidement cet ensemble, si on fait recourt à l’approche de
Man et Wright [40] basée sur la décomposition irréductible (factorisation polynomiale)
de f (x) et g(x).

Remarque VI.3.4. Si une solution rationnelle non-polynomiale existe alors ds(V(x), W(x))
est non vide. (voir Propositions VI.2.2, VI.2.3)

VI.4 Algorithmes de construction du dénominateur universel

et des bornes à dénominateur

Dans les sections VI.4.1, VI.4.2, VI.6.1, VI.6.2, on revoit les algorithmes de construc-
tion du polynôme universel [4; 6; 18]. Nous considérons l’algorithme de construction
des bornes à dénominateur [52] dans la section VI.4.3. Dorénavant, nous utiliserons les
notations suivantes :
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V(x) = bn(x− n), W(x) = b0(x)

pour l’équation (VI.3). Et les notations

V(x) = u1(x− 1), W(x) = u0(x),

où u1(x) = den A(x), u0(x) = den A−1(x), pour le système (VI.1).

VI.4.1 L’algorithme de Abramov

L’algorithme [4; 6] est comme suit :

Find D = ds(V(x), W(x)). If D = ∅ alors l’algorithme se termine et le résultat est
U(x) = 1. (ci-dessous, nous supposerons que l’ensemble D à s éléments et s’écrit sous
la forme D = {d1, d2, . . . , ds} sous la condition d1 > d2 > · · · > ds pour tout s > 1.)
Poser U(x) = 1 puis exécuter successivement pour m = 1, 2, . . . , s les commandes sui-
vantes :

P(x) = gcd(V(x), W(x + dm))
V(x) = V(x)/P(x)
W(x) = W(x)/P(x− dm)
U(x) = U(x) ∏dm

i=0 P(x− i).
La valeur finale (sortie) U(x) est le dénominateur universel des équations (VI.2),(VI.3)
ou respectivement du système (VI.1). Nous nous référerons à cet algorithme par A D.
Ce dernier est exploité dans les versions actuelles de Maple [44] :

LREtools[ratpolysols], LinearFunctionSystems[UniversalDenominator].

VI.4.2 L’algorithme de Barkatou

Dans Barkatou [18] le problème le plus général de recherche des solutions ration-
nelles du système (VI.1) a été résolu. Cependant, l’algorithme de [18, Prop. 3] peut
être utilisé pour calculer le dénominateur universel u(x) du système (VI.1). En utilisant
notre notation (la mise en plus d = dis(V(x), W(x))) cet algorithme peut être représenté
comme suit.

On considère la suite des polynômes {(Vj(x), Wj(x), Pj(x))} définie par :

V0(x) = V(x), W0(x) = W(x), P0(x) = pgcd(V(x), W(x + d)),
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pour tout j = 1, 2, . . . , d,

Vj(x) = Vj−1(x)/Pj−1(x),

Wj(x) = Wj−1(x)/Pj−1(x− d + j− 1),

Pj(x) = pgcd(Vj(x), Wj(x + d− j)).

Alors u(x) = ∏d
j=0 ∏

d−j
i=0 Pj(x− i).

Nous nous référerons à cet algorithme par AG.

VI.4.3 L’algorithme de van Hoeij

Dans le cas d’un système, suite à l’algorithme de van Hoeij [52], on définit pour tout
entier naturel N

AN(x) = A(x− 1)A(x− 2) . . . A(x− N). (VI.18)

Alors chaque solution Y(x) du système (VI.1) vérifie

Y(x) = AN(x)Y(x− N). (VI.19)

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la section VI.1, si k = C l’algorithme de [52]
s’applique au système (VI.1). Soit l’ensemble S défini par la formule (VI.14), pour tout
élément c de S , l’algorithme prend une valeur N ∈N de sorte que c− N /∈ S .

On suppose que Y(x) = (Y1(x), Y2(x), . . . , Yn(x))T est une solution rationnelle du
système (VI.1), alors, pour tout i = 1, 2, . . . , n, on a valx−cYi(x− N) > 0 . Les valuations
en x− c des entrées (composantes) de AN(x), donne des bornes (bornes à gauche)

i = 1, 2, . . . , n, valx−cYi(x). (VI.20)

Cette fois-ci, on prend N de sorte que c + N /∈ S . Puisque la matrice A est inversible,
nous avons

Y(x) = A−N(x)Y(x + N), (VI.21)

avec
A−N = A−1(x)A−1(x + 1) . . . A−1(x + N − 1). (VI.22)

Ceci aussi donne des bornes, il s’agit des bornes (à droite ) de (VI.20). Pour tout i l’algo-
rithme prend le maximum.
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VI.5 Versions modifiées de l’algorithme de construction des

bornes à dénominateur (algorithm AB)

Dans ce paragraphe, nous décrivons une généralisation de l’algorithme de [52] dans
un corps de caractéristique nulle. Nous utiliserons aussi l’ensemble M au lieu de
S ,Sk[x].

Soit p(x) ∈ Irr(k[x]), N un entier positif, 1 6 i 6 n. On définit B(p(x), N, i) par
le minimum des valuations en p(x) des composantes (entrées) de la i-ème ligne de la
matrice AN(x). Alors valp(x)Yi(x− N) > 0, pour i = 1, 2, . . . , n, implique

valp(x)Yi(x) > B(p(x), N, i), i = 1, 2, . . . , n. (VI.23)

De la même manière, on peut utiliser la matrice de la forme A−N(x) (voir (VI.21)). Pour
un entier naturel N, la valeur B(p(x),−N, i) est définie par le minimum des valuations
en p(x) des composantes de la i-ème ligne de la matrice A−N(x). Si l’entier N est de
sorte que valp(x)Yi(x + N) > 0, pour i = 1, 2, . . . , n alors

valp(x)Yi(x) > B(p(x),−N, i), i = 1, 2, . . . , n. (VI.24)

De la même manière que [52], les bornes (VI.23) sont des bornes à gauche, alors que
celles de (VI.24) sont des des bornes à droite.

Maintenant, soit l’ensemble Q défini par (VI.9) et Mqt(x) défini par (VI.11), t =
1, 2, . . . , s. Soit

d = max{d1, d2, . . . , dt} = dis(V(x), W(x)). (VI.25)

L’algorithme est défini comme suit. En calculant successivement les matrices AN(x),
pour N = 1, 2, . . . , d + 1, on trouve pour tout t tels que 1 6 t 6 s et dt > N − 1, les
valeurs

B(qt(x + dt − N + 1), N, i), i = 1, 2, . . . , n,

Ceci nous donne une borne à gauche de valqt(x+dt−N+1)Yi(x), pour i = 1, 2, . . . , n.

De même, en calculant successivement les matrices A−N(x), pour N = 1, 2, . . . , d + 1,
on trouve pour tout t tels que 1 6 t 6 s et dt > N − 1, les valeurs

B(qt(x + N − 1),−N, i), i = 1, 2, . . . , n,
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Ceci nous donne une borne à droite de valqt(x+N−1)Yi(x), i = 1, 2, . . . , n. Ainsi toutes les
valuations valqt(x+j)Yi(x), pour tout i = 1, 2, . . . , n, t = 1, 2, . . . , s et j = 0, 1, . . . , dt sont
bornées. Notons par αi,j,t leurs maximum. Les fractions rationnelles suivantes

Ri(x) = ∏
16t6s

06j6dt

q
αi,j,t
t (x + j), i = 1, 2, . . . , n,

sont utilisées dans la substitution (VI.7).

L’algorithme [52] est décrit que dans le cas d’un système (VI.1). Le cas des équations
scalaires, homogènes (VI.2) et (VI.3) ont été considéré ( [52, Sect. 3]) par leurs inter-
prétations matricielles, c’est-à-dire un système où A(x) est la matrice compagnon de
l’équation scalaire. Mais le produit matricielle est une opération coûteuse. En outre, il
n’est pas difficile de donner une version scalaire de l’algorithme ; nous décrivons cette
version sur un corps quelconque de caractéristique nulle. Montrons d’abord, qu’on peut
construire, pour tout entier positif N, l’équation

y(x) = vN, n−1(x)y(x− N) + · · ·+ vN, 0(x)y(x− N − n + 1) + vN, −1(x) (VI.26)

où vN, −1(x), vN, 0(x), . . . , vN, n−1(x) ∈ k(x), qui admet comme solutions toutes les solu-
tions rationnelles de (VI.2) et (VI.3). En effet, on procède par récurrence.

Pour N = 1 l’équation suivante

y(x) = −an−1(x− n)y(x− 1)− · · · − a0(x− n)y(x− n) + ϕ(x− n), (VI.27)

est une conséquence de (VI.2).
Il suffit de prendre v1, −1(x) = ϕ(x− n) et v1,i(x) = −ai(x− n), i = 0, 1, . . . , n− 1. On
suppose que l’équation( VI.27) est construite pour tout entier N > 1, nous montrons
qu’on peut en construire une pour N + 1. En utilisant l’égalité

y(x− N) = −an−1(x− N − n)y(x− N − 1)− . . . (VI.28)

· · · − a0(x− N − n)y(x− N − n) + ϕ(x− N − n)

pour éliminer y(x− N) de (VI.26).
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Pour tout N, de la même manière que (VI.26), on construit une équation

y(x) = wN, n−1(x)y(x + N) + · · ·+ wN, 0(x)y(x + N + n− 1) + wN, −1(x) (VI.29)

avec wN, −1(x), wN, 0(x), . . . , wN, n−1(x) ∈ k(x), de sorte qu’elle soit satisfaite par toutes
les solutions rationnelles de (VI.2) et (VI.3). Si le coefficients a0(x) de l’équation (VI.2)
est non nul, on peut l’écrire sous la forme suivante

y(x) = c1(x)y(x + 1) + c2(x)y(x + 2) + · · ·+ cn(x)y(x + n) + χ(x),

avec c1(x), c2(x), . . . , cn(x), χ(x) ∈ k(x).
Donc pour N = 1, on pose w1, −1(x) = χ(x) et w1,i(x) = cn−i(x), i = 0, 1, . . . , n − 1.
On suppose que l’équation (VI.29) est construite pour un certain entier N > 1. alors on
peut obtenir l’équation correspondante à N + 1 en utilisant l’égalité suivante

y(x + N) = c1(x + N)y(x + N + 1) + · · ·+ cn(x + N)y(x + N + n) + χ(x + N)

par elimination de y(x + N) dans (VI.29). Les équations (VI.26), (VI.29) sont équiva-
lentes aux équations (VI.19), (VI.21). Soit p(x) ∈ Irr(k[x]), soit N un entier positif. On
note le minimum des valuations des coefficients vN, −1(x), vN, 0(x), . . . , vN, n−1(x) en
p(x) de l’équation (VI.26) par B(p(x), N). Et par B(p(x),−N), le minimum des valua-
tions des coefficients wN, −1(x), wN, 0(x), . . . , wN, n−1(x) en p(x) de l’équation (VI.29).

Nous considérons l’ensembleM donné par la formule (VI.13) pour l’équation (VI.2).
Les égalités (VI.9), (VI.11) et (VI.25) sont vraies. L’algorithme dans le cas scalaire est
comme suit.
Une construction successive, pour tout N = 1, 2, . . . , d + 1, des équations (VI.26) donne
tout t vérifiant 1 6 t 6 s et dt > N − 1 la valeur B(qt(x + dt − N + 1), N) ; ce qui
nous donne une borne à gauche de la valuation valqt(x+dt−N+1)y(x). De même, pour
tout N = 1, 2, . . . , d + 1, par la construction successive des équations (VI.29), on calcule
pour tout t vérifiant 1 6 t 6 s et dt > N− 1 la valeur B(qt(x + N− 1),−N), ce qui nous
donne un borne à droite de la valuation valqt(x+N−1)y(x).

Ainsi, pour tout t = 1, 2, . . . , s, j = 0, 1, . . . , dt, la valuation valqt(x+j)y(x) est bornée,
il suffit de prendre le maximum de chaque, qu’on notera β j,t. La fraction rationnelle

R(x) = ∏
16t6s

06j6dt

q
β j,t
t (x + j) (VI.30)
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serait utilisée pour la substitution y(x) = z(x)R(x) dans (VI.2).
Nous nous référons à cette modification (dans les deux cas : système et scalaire)

de l’algorithme [52] par AB. En le comparant cet algorithme avec [52], la nouveauté
consiste à considérer les polynômes irréductibles sur un corps de caractéristique nulle
au lieu des nombres complexes, et de l’ensembleM au lieu de S , Sk[x].

VI.6 Nouveaux algorithmes de construction de dénominateur

universel

VI.6.1 L’algorithme AU

Les algorithmes [4; 6; 18] de construction du dénominateur universel utilisent le
calcul du pgcd au lieu de la décomposition irréductible de polynômes, mais ils utilisent
le calcul de dispersion de polynômes polynomial dispersion computation ; nous avons déjà
mentionné dans la section VI.2 que la version récente de Maple utilise la factorisation
polynomiale pour le calcul de dispersion. L’algorithme que nous présentons dans la
suite a le même style que l’algorithme AB.

Théorème VI.6.1. Soit une équation donnée par la formule (VI.3), on pose V(x) = bn(x− n),
W(x) = b0(x). Dans le cas d’un système (VI.1), nous posons V(x) = u1(x − 1), W(x) =
u0(x) avec u1(x) = den A(x), u0(x) = den A−1(x). Soit F(x) une solution rationnelle de
l’équation (VI.3) ou du système (VI.1). Alors pour tout polynôme irréductible p(x) ∈ Irr(k[x])
nous avons

valp(x)F(x) > −γp(x), (VI.31)

où

γp(x) = min

{
∑

l∈N

valp(x+l)V(x), ∑
l∈N

valp(x−l)W(x)

}
. (VI.32)

Démonstration. Posons d = dis(V(x), W(x)) et N = d + 1 dans (VI.19) et (VI.21).
Les deux polynômes den Ad+1(x) et den A−d−1(x)) (voir (VI.18), (VI.22)) sont des
dénominateurs universels pour le système (VI.1). En effet den Ad+1(x)|W(x)W(x +
1) . . . W(x + d) et den A−d−1(x)|V(x)V(x− 1) . . . V(x− d). Donc den F(x)|V(x)V(x−
1) . . . V(x− d) et den F(x)|W(x)W(x + 1) . . . W(x + d). (Dans le cas scalaire, on obtient
des relations similaires, il suffira de prendre A(x) la matrice compagnon pour obtenir
un système de type Y(x + 1) = A(x)Y(x).) Reste à montrer l’inégalité (VI.31), cette
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dernière provient des égalités suivantes

valp(x)

d

∏
i=0

V(x− i) = ∑
i∈N

valp(x)V(x− i),

valp(x)

d

∏
i=0

W(x + i) = ∑
i∈N

valp(x)W(x + i).

Si pour tout qt(x + j) ∈ M (section VI.3.2), nous calculons la valeur

γj,t = min

{
∑

i∈N

valqt(x+j+i)V(x), ∑
i∈N

valqt(x+j−i)W(x)

}

ceci nous permet d’avoir le dénominateur universel

∏
16t6s

06j6dt

q
γj,t
t (x + j). (VI.33)

Nous nus référons à cet algorithme par l’algorithme AU. En comparant cet algorithme
avec [4; 6; 18] , la nouveauté est de considérer l’ensemble M et la valuation en ses
éléments au lieu de la dispersion et les pgcd.

Remarque VI.6.2. Soit la matrice A(x), pour tout i = 1, 2, . . . , n, notons par ai(x) la ième
ligne de la matrice A(x). Posons hi(x) = den ai(x). Soit

D(x) = diag(h1(x), h2(x), . . . , hn(x)). (VI.34)

Pour la construction du dénominateur universel (cas d’un système (VI.1)), les polynômes
det D(x) et det(D(x)A(x)) sont utilisés dans AG au lieu des dénominateurs den A(x)
et den A−1(x). Soit v0(x) = det(D(x)A(x)) et v1(x) = det D(x), avec D(x) est
défini par la formule(VI.34). Il a été démontré dans l’article de Barkatou [18] que le
pgcd

(
∏h

i=0 v0(x− i), ∏h
i=0 v1(x + i)

)
est le dénominateur universel. Ceci peut être utilisé

pour une deuxième preuve du théorème VI.6.1. De même, le cas scalaire du théorème VI.6.1
résulte de [4, Th. 2].

Dans [18] les deux cas suivant sont prouvés
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1. Si l’équation (VI.3) a une solution rationnelle F(x) ∈ k(x), soit l’entier m ∈ N tel que
bn(x − n)⊥b0(x + l) pour tout entier l > m. Alors den F(x)|∏m

i=0 bn(x − n − i) et aussi
den F(x)|∏m

i=0 b0(x + i).

2. Si le système (VI.1) a une solution rationnelle F(x) ∈ k(x)n, v0(x) = det(D(x)A(x)),
v1(x) = det D(x), où la matrice D(x) est définie par la formule (VI.34), soit m un entier
naturel, de sorte que v1(x− 1− l)⊥v0(x) pour tout entier l > m. Alors den F(x)|∏m

i=0 v1(x−
1− i) et den F(x)|∏m

i=0 v0(x + i).

Proposition VI.6.3. On suppose que le système (VI.1) a une solution rationnelle F(x) ∈ k(x)n.
Soit u0(x) = den A−1(x) et u1(x) = den A(x), soit m un entier naturel de sorte que
u1(x − 1)⊥u0(x + l) pour tout entier l > m. Alors on a den F(x)|∏m

i=0 u1(x − 1 − i) et
den F(x)|∏m

i=0 u0(x + i).

Démonstration. Résulte du théorème VI.6.1.

Dans le cas d’un système différentiel Y′(x) = A(x)Y(x) avec A(x) ∈ Matn(k(x)).
Si le système admet une solution rationnelle F(x), alors on sait que pour tout m entier
assez grand on a den F(x)|(den A(x))m. La proposition VI.6.3 donne une analogie.

Il est facile de montrer que den A(x)|det D(x) et que den A−1(x)|det(D(x)A(x))
avec la matrice D(x) définie par (VI.34). Dans certain cas, les inégalités deg(den A(x)) <

deg(det D(x)), deg(den A−1(x)) < deg(det(D(x)A(x))) sont vraies, car le déterminant
det D(x) = h1(x)h2(x) . . . hn(x) et det A(x) = ppcm(h1(x), h2(x), . . . hn(x)).
Si par exemple, A(x) la matrice carrée d’ordre n est donné par

A(x) = diag
(

x(x + 1)
(x + 3)(x + 4)

,
x(x + 1)

(x + 3)(x + 4)
, . . . ,

x(x + 1)
(x + 3)(x + 4)

)
, (VI.35)

alors
D(x) = diag((x + 3)(x + 4), (x + 3)(x + 4), . . . , (x + 3)(x + 4)),

det D(x) = (x + 3)n(x + 4)n, et den A(x) = (x + 3)(x + 4);

de même det(D(x)A(x)) = xn(x + 1)n avec den A−1(x) = x(x + 1). Soit le système
Y(x + 1) = A(x)Y(x) où la matrice A(x) est donnée par la formule (VI.35). En utilisant
l’algorithme [6] et AU, on obtient le dénominateur universel x(x + 1)2(x + 2)2(x + 3).
Cependant, par AG on a le dénominateur universel xn(x + 1)2n(x + 2)2n(x + 3)n. Une
modification de AG permettra d’éviter cet excès.
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VI.6.2 Une version améliorée de l’algorithme AU (l’algorithme A′U)

Comme il a été décrit précédemment, l’algorithme AU a deux étapes. La construction
de l’ensembleM, puis pour tout polynôme p(x) ∈ M le calcul de la valeur γp(x) donnée
par la formule (VI.32) qui résulte dans le dénominateur universel. La formule (VI.32)
contient des sommes sur l ∈ N. En dépit, du fait que l’ensemble des entiers naturels N

ne soit pas fini, les sommes sont finies. En effet, les termes de la somme correspondent
aux facteurs irréductibles des polynômes V(x) et W(x) (la valuation correspondante
est égale à l’exposant de chaque facteur de la décomposition en produits de polynômes
irréductibles des V(x) et W(x)). Le calcul de γp(x) (VI.32) avec p(x) = qi(x + j) ∈ Mqi(x)

(l’ensembleMqi(x) est donné par la formule (VI.11)), la valeur correspondante γqi(x+j)

eut être être la même valeur pour plusieurs entiers successifs j. En effet, si par exemple
on calcule γqi(x), puis pour tout j de 1 à di, on calcule γqi(x+j), alors la valeur peut être
changée seulement que pour certains j de sorte qi(x + j) est un facteur irréductible de
V(x) ou W(x) (tels points critiques peuvent être calculés en même temps que l’ensemble
M). Comme le lecteur peut le constater, le point clé ici est basé sur la correction de
l’algorithme AU. Nous nous référons à cette version par A′U.

VI.7 Analyse des algorithmes AD, AG, AU and A′U

VI.7.1 Equivalence des résultats

Théorème VI.7.1. Les dénominateurs universels calculés par les algorithmes AD, AG décrits
dans la section VI.4.2 coïncident pour tout V(x) et W(x). Les polynômes intermédiaires calculés
par AD sont exactement les mêmes calculés par AG.

Démonstration. Tout d’abord, on commence par montrer que l’algorithme AG donne le
même résultat et calcule les mêmes polynômes intermédiaires que AD. En effet, on rem-
place D par

D̄ = {d, d− 1, . . . , 0},

d = d1 = dis(V(x), W(x)). Cette extension de D ne va pas changer le résultat (de plus,
les pgcd seraient égaux à 1). En énumérant aussi les valeurs V(x), W(x), P(x), U(x) dans
AD.
On fixe U0(x) = 1, V0(x) = V(x), W0(x) = W(x), pour tout j = 0, 1, . . . , d − 1, nous
exécutons successivement les relations suivantes
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Pj+1(x) = pgcd(Vj(x), W(x + d− j))
Vj+1(x) = Vj(x)/Pj+1(x)
Wj+1(x) = Wj(x)/Pj+1(x− d + j)
Uj+1(x) = Uj(x) ∏

d−j
i=0 Pj+1(x− i).

On constate pour tout t = 0, 1, . . . d que les triplets (Vt(x), Wt(x), Pt(x)) coïncident
pour les deux algorithmes et u(x) = Ud(x).

Il a été démontré dans [18] que si d = dis(V(x), W(x)) alors

u(x) = pgcd

(
d

∏
i=0

V(x− i),
d

∏
i=0

W(x + i)

)
.

Donc, pour tout p(x) ∈ Irr(k[x]) la valeur valp(x)u(x) est égale à γp(x) de (VI.32). Ceci
implique que les résultats (sorties) AG et AU coïncident. Donc, les sorties de AD et, resp
AU coïncident aussi bien. Par conséquent il est évident que les sorties de AU et A′U
coïncident aussi.

Notons bien que le résultat similaire au Théorème VI.7.1 a été présenté dans [25].

VI.7.2 Comparaison de complexité de AD et A′U
Soit l = max{deg V(x), deg W(x)} et d = dis(V(x), W(x)) et Tgcd(l) la complexité

du calcul de pgcd de deux polynômes (de degré au plus vaut l). On compare les com-
plexités TAD(l, d) et TA′U

(l, d) des deux algorithmes AD et A′U respectivement. Dans ce
contexte, la complexité est le nombre d’opération sur un corps k dans le pire cas . Le
lecteur peut observer qu’il en résulte du Théorème VI.7.1 que TAD(l, d) 6 TAG(l, d).

Les deux algorithmes effectuent la multiplication polynomiale pour obtenir le déno-
minateur universel U(x). On ne spécifie pas l’utilisation de l’algorithme de multiplica-
tion polynomiale, mais on supposera que le pire des cas est quand il est nécessaire de
multiplier un nombre très grand (il s’agit de deg U(x)) de polynômes de premier degré.

Les deux algorithmes trouvent la décomposition en produit d’irréductibles (factori-
sation polynomiale complète) de V(x) et W(x) et calculent leur ensemble de dispersion
en même temps. De plus, A′U construit l’ensemble Q (cf. (VI.9)), l’ensemble des valeurs
dt (voir (VI.12)), l’ensemble des points critiques et l’ensemble des valuations correspon-
dantes. Le coût de ce calcul (au pire des cas) vaut O(l), plus le coût de sortie des points
critiques. Ceci donne le coût total O(l log l). D’autre part, AD calcule les pgcd ; si d > l,
alors au pire des cas ,le coût de ce calcul est ∑l

i=0 Tgcd(l − i) avec Tgcd(l) la complexité
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de calcul du pgcd de deux polynômes (de degré ne dépassant pas l). Si 0 < d < l alors
le coût au pire des cas est ∑d

i=0 Tgcd(l− i). Evidemment, ∑l
i=0 Tgcd(l− i) = ∑l

i=0 Tgcd(i),

∑d
i=0 Tgcd(l − i) = ∑l

i=l−d Tgcd(i). Il en résulte la proposition suivante

Proposition VI.7.2. Si Tgcd(l)/(l log l) → ∞ alors pour tout l, d ∈ N \ {0}, la différence
TD(l, d)− TU(l, d) est positive. Et on a

TD(l, d)− TU(l, d) =


∑l

i=0 Tgcd(i) + O(l log l), si d > l,

∑l
i=l−d Tgcd(i) + O(l log l), si d < l.

(VI.36)

Dans le théorème suivant, on utilise la notation Ω qui est souvent la même en théo-
rie de complexité ( [36]). Contrairement à la notation O qui est utilisé pour décrire une
borne asymptotique supérieure, la notation Ω est utilisé pour écrire une borne asymp-
totique inférieure.

Théorème VI.7.3. Soit Tgcd(l) = Ω(lτ), τ > 1. Alors pour presque tout l, d ∈ N \ {0} la
différence TD(l, d)− TU(l, d) est positive et vaut Ω(R(l, d)), avec

R(l, d) =


lτ+1, si d > l,

dlτ, si d < l.

Démonstration. Si d > l, le résultat provient de la formule (VI.36) et du fait que τ > 1.
Dans l’autre cas, c’est à dire si d < l on peut utiliser l’inégalité suivante

l

∑
i=m

iτ >
lτ(l −m)

τ + 1
(VI.37)

qui est vérifié pour tout entier 0 < m 6 l et tout réel τ > 1. Posons m = l − d ainsi on
obtient ce qui a été demandé. Maintenant reste à prouver l’inégalité (VI.37), pour tout
réels x > 0 et τ > 1 la fonction xτ est croissante. Ceci donne pour m < l (le cas m = l
est trivial)

l

∑
i=m

iτ >
l

∑
i=m+1

iτ >
l

∑
i=m+1

∫ i

i−1
xτ dx =

∫ l

m
xτ dx =

lτ+1

τ + 1

(
1−

(m
l

)τ+1
)

.

Comme dans notre cas 1−
(m

l
)τ+1 > 1− m

l , d’où le résultat.
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Alors l’algorithme AG et les algorithmes AD, A′Udonne le même dénominateur uni-
versel, bien que parmi les trois A′U a la complexité la plus basse.

Actuellement, selon la connaissance de l’auteur Tgcd(l) = Ω(lτ), τ > 1, de l’utilisa-
tion des algorithmes qui calculent les pgcd.

L’algorithme d’Euclide rapide (fast Euclidean algorithm ; FEA) [29, Ch. 11] a une
complexité qui vaut O(l log2 l log log l) si le transformée de Fourier rapide ( Fast Fou-
rier Transform, FFT) est utilisé pour la multiplication polynomiale. Mais, comme il y a
un très grand nombre caché dans O ; il n’est pas possible, sur le plan pratique, d’utili-
ser cette version d’algorithme d’Euclide rapide. Néanmoins, si on suppose que FEA (
fast Euclidean algorithm) est utilisé, alors l’estimation de la complexité pour cet algo-
rithme est Ω(l log2 l log log l) (ou encore Ω(l log2 l)). Alors suite à la Proposition VI.7.2
la valeur TD(l, d) − TU(l, d) est positive (i.e., TU(l, d) < TD(l, d)) pour presque tout
l, d ∈N \ {0}.

VI.8 Complexité de 〈AB〉 et 〈A′U〉

VI.8.1 Le schéma RS

Il est possible de montrer que la complexité de AB est plus grande que celle de AU,
et par suite plus grande que la complexité de A′U. Cependant l’algorithme AB donne
une bonne minoration. Une combinaison d’algorithmes A′U, AB (l’un avec l’autre) pour
trouver toutes les solutions polynomiales donne les algorithmes de construction des
solutions rationnelles

〈
A′U
〉
, 〈AB〉. dans la suite on compare leurs complexités.

On considère le cas scalaire. Dans la suite, on donne le schéma, des algorithmes
décrits dans la Section VI.1 qui trouvent les solutions rationnelles des équations aux
différences linéaires scalaires. Ce Schéma est appelé RS

RS1 : Construction d’unefraction rationnelle R(x) de sorte que toute solution ration-
nelle de l’équation d’origine peut être représentée sous la forme R(x) f (x) où f (x)
est un polynôme.

RS2 : Transformer l’équation d’origine en une équation qui admet f (x) comme solu-
tion polynomiale si et seulement si R(x) f (x) est une solution de l’équation d’ori-
gine.

RS3 : Construire toutes les solutions polynomiales de la nouvelle équation (l’équa-
tion transformée)
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Certaines hypothèses de l’utilisation de l’algorithme décrit (qui trouve toutes les
solutions polynomiales) dans l’étape RS3, permettront de montrer que la complexité
de
〈
A′U
〉

est plus faible que celle de 〈AB〉 (selon la Section VI.7.2 la complexité est le
nombre d’opérations sur le corps k au pire des cas).

Pour cet investissement, dans la suite, on a besoin des notions suivantes, à savoir
l’équation indicielle (indicial equation) et aussi la hauteur d’une équation aux diffé-
rences donnée par la formule (VI.3).

VI.8.2 Équation indicielle à l’infini

Soit L un opérateur de la forme (VI.4), alors on peut construire l’équation indicielle à
l’infini (une équation algébrique) notée IL(λ) = 0. L’entier µ est appelé l’incrément de
l’opérateur L. L). On rappelle, qu’on obtient l’équation IL(λ) et l’entier µ, en écrivant la
formule (VI.4) en fonction de l’opérateur ∆ = φ− 1 au lieu de l’opérateur de translation
φ, c’est à dire L = cn(x)∆n + · · ·+ c1(x)∆ + c0(x). Alors

µ = max
06j6n

(deg cj − j), IL(λ) = ∑
06j6n

deg aj−j=µ

lc(cj)λ(λ− 1) . . . (λ− j + 1).

Toute solution polynomiale de l’équation L(y) = ψ(x) de la forme (VI.4) a un degré ne
dépassant pas la hauteur de L(y) = ψ(x) :

h = max{deg ψ− µ, λ̃}, (VI.38)

où
λ̃ = max({λ ∈N : IL(λ) = 0} ∪ {−∞}). (VI.39)

Les algorithmes connus utilisent l’équation indicielle à l’infini pour trouver une
borne des degrés des solutions polynomiales de L(y) = ψ et trouvent toutes les so-
lutions en utilisant la valeur h ( [2], [7], [45], [17] etc). Cependant l’équation indicielle
donne plusieurs informations sur l’opérateur L alors que pour les solutions polyno-
miales donne juste une borne de degré. Le fait que si l’équation L(y) = 0 a une solution
rationnelle S(x) = s1(x)

s2(x) , s1(x), s2(x) ∈ k[x], alors l’entier rationnel

val∞S(x) = deg s1(x)− deg s2(x)
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(la valuation de S(x) à l’infini) est la racine de l’équation indicielle. Le cas d’une équation
différentielle a été fait dans [19, Lemma 1]. Cependant, malgré notre tentative nous n
avons pas trouvé une référence dans le cas d’une équation aux différence, Il est possible
qu’une analogie à ce cas soit bien connu. C’est la raison pour laquelle, nous donnons
dans la Section VI.8.3 une preuve de cette propriété dans le cas aux différences. Dans le
concept de notre investissement il s’agit d’une propriété principale de l’équation indi-
cielle. En effet, si f (x) est une solution polynomiale de l’équation L(y) = 0 alors d’après
cette propriété dés que val∞ f (x) = deg f (x) on a deg f (x) est une racine de l’équation
indicielle. De plus, cette propriété nous permettra d’améliorer (dans la section VI.10.1) le
schéma traditionnel RS donné dans la Section VI.8.1. Dans la Section VI.10.2 on propose
quelques changements de ce schéma.

Notons aussi que si on multiplie l’opérateur par un polynôme non nul u(x), ceci
augmente l’incrément de cet opérateur par le degré du polynôme u(x). Alors que la
hauteur de l’équation reste inchangée.

VI.8.3 Certaines propriétés de l’équation indicielle à l’infini

On suppose que l’opérateur s’écrit sous la forme

rn(x)∆n + · · ·+ r1(x)∆ + r0(x), (VI.40)

avec r1(x), . . . , rn−1(x) ∈ k(x), r0(x), rn(x) ∈ k(x) \ {0} et ∆(y(x)) = y(x + 1)− y(x). Si
une fraction rationnelle F(x) ∈ k(x)

F(x) = c
f (x)
g(x)

, (VI.41)

avec c ∈ k et f (x), g(x) sont des polynômes unitaires, alors on écrit c = lc F(x).

Proposition VI.8.1. Soit l’opérateur L de la forme (VI.40). Soit le nombre µ et le polynôme
IL(λ)

µ = max
06j6n

(val∞rj − j), I(λ) = ∑
06j6n

val∞rj−j=µ

lc(rj)λj (VI.42)

(λj = λ(λ− 1) . . . (λ− j + 1)), Alors val∞L(F) 6 val∞F(x) + µ pour tout F(x) ∈ k(x) \
{0}, on a l’inégalité stricte si et seulement si I(val∞F(x)) = 0.

Démonstration. Soit la fraction rationnelle F(x) donné par (VI.41) et deg f = u,
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deg g = v, m = u− v. Par induction sur j on a que

∆j(F(x)) = c
mj xu+j(v−1) + . . .

g(x)g(x + 1) . . . g(x + j)
= c

mj xu+nv−j + . . .
g(x)g(x + 1) . . . g(x + n)

,

pour tout j = 0, 1, . . . (in the numerators hide lower terms). On suppose que tout les
rj(x) sont des polynômes. Pour tout j = 0, 1, . . . , n on a alors :

rj(x)∆j(F(x)) = c
lc(rj)mj xu+nv+deg rj−j + . . .

g(x)g(x + 1) . . . g(x + n)
.

Le numérateur de l’expression correspondante à L(F(x)) est : cI(m)xu+nv+µ + . . . .
Ceci prouve le cas des coefficients polynomiaux. Soit rj(x) = ãj(x)

w(x) , où w(x) et tous les
ãj(x) sont polynômes, w(x) est un polynôme unitaire, L̃ = ãn(x)∆n + · · · + ã1(x)∆ +
ã0(x) avec µ̃, Ĩ(λ) correspondent à l’opérateur L̃. La propriété est vraie pour L̃, µ̃, Ĩ(λ).
Comme

val∞L(F(x)) = val∞ L̃(F(x))− deg w(x) 6 val∞F(x) + µ̃− deg w(x) = val∞F(x) + µ

et aussi IL(λ) = Ĩ(λ), reste vraie aussi pour L, µ, IL(λ).

Soit la fraction rationnelle S(x) ∈ k(x). Alors S(x) est non nulle si et seulement si
val∞S(x) ∈ Z (par convention val∞0 = −∞). Donc L(F(x)) = 0 si et seulement si
val∞L(F(x)) /∈ Z. Il en résulte de la proposition précedente

Proposition VI.8.2. Soit l’opérateur L donné par la formule (VI.40), F(x) une fraction ration-
nelle non nulle à coefficients dans le corps k et L(F(x)) = 0. Soit IL(λ) = 0 l’équation indicielle
à l’infini de l’opérateur L. Alors on a I(val∞F) = 0.

Remarque VI.8.3. Soit K = LF, avec F une fraction rationnelle non nulle et IL(λ) =
0, IK(λ) = 0 sont les équations indicielles des deux opérateurs L et K. Alors on peut prouver
qu’il existe un coefficient (autre que le coefficient constant ) non nul,

IL(λ + val∞F(x)) = IK(λ). (VI.43)

La preuve découle de la loi de Leibniz ( [38, Ch.1, §6]) et l’égalité (λ + κ)n = ∑n
i=0 (n

i )λi κn−i.
Evidemment L(F) = 0 si et seulement si K(1) = 0. Si L(F) = 0 alors l’équation K(y) = 0 a
une solution polynomiale de degré zéro, donc IK(0) = 0. D’après (VI.43) on a IL(val∞F(x)) =
0. Ceci est une autre preuve de la Proposition VI.8.2.
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Exemple VI.8.4. Soit L = (x + 2)φ − x. On a IL(λ) = λ + 2. Si L a une solution y(x)
rationnelle non nulle alors val∞y(x) = −2. Ceci donne que toute fraction rationnelle C

x(x+1)
(C est une constante) est une solution de L. Comme ord L = 1 cet opérateur n’a pas de solution
rationnelle.

VI.8.4 Comparaison de complexité

On suppose que les solutions polynomiales sont obtenues par un algorithme. En
utilisant les algorithmes

〈
A′U
〉

et 〈AB〉 qui calculent en premier la hauteur (VI.38), puis
calculent les solutions polynomiales (en utilisant la hauteur comme borne supérieur de
leurs degré).

Soit l’équation L(y) = ψ(x) écrite sous la forme (VI.3), on fixe

l = max{deg b0(x), deg b1(x), . . . , deg bn(x)},
d = dis(bn(x− n), b0(x)),

n = ord L,

h = la hauteur de l’équation.
Le quadruplet (l, d, n, h) The quadruple (l, d, n, h) est la taille ( combined size ) de l’équa-
tion L(y) = ψ(x). Notons par T〈A′U〉(l, d, n, h), T〈AB〉(l, d, n, h) les complexités des algo-

rithmes
〈
A′U
〉

and 〈AB〉 respectivement.

En utilisant l’algorithme A′U (respectivement., AB), Après avoir fait la substitution
et l’élimination des dénominateurs on obtient une équation à coefficients polynomiaux
Dans la première étape, l’utilisation de l’algorithme A′U (respectivement., AB) pour l’éli-
mination du dénominateur après substitution correspondante on obtient une équation
à coefficients polynomiaux. Cette équation sera appelée U-image (respectivement. B-
image) de l’équation d’origine.

Le lemme suivant est une conséquence de la remarque VI.8.3

Lemme VI.8.5. Soit F(x) ∈ k(x) \ {0}. Soit K(z) = χ(x) est l’équation obtenue la substitu-
tion y(x) = z(x)F(x) et l’élimination des dénominateurs de l’équation originale L(y) = ψ(x).
Soit IL(λ) = 0 et IK(λ) = 0 est l’équation indicielle de L(y) = ψ(x) et respectivement pour
K(z) = χ(x). Alors IK(λ) = IL(λ + deg num F(x)− deg den F(x)).

Soit (l, d, n, h) la taille de l’équation d’origine. On note par (lU, dU, nU, hU) la taille de
l’équation U-image (on n a nU = n). De plus, on note par rU le degré du polynôme du
membre de droite de l’équation U-image.



142 Chapitre VI. Solutions rationnelles d’équations linéaires aux différences

Lemme VI.8.6. Soit l’équation L(y) = ψ(x) de taille (l, d, n, h). Alors

(i) l’ensembleM de cette équation contient au plus l(d + 1) éléments (polynômes irréduc-
tibles) et

lU 6 l(n− 1), hU 6 h + l(d + 1), rU 6 h + l(d + n);

(ii) la hauteur de l’équation

f (x + n + d)y(x + n) + (x + 1)ly(x + n− 1) + . . . (VI.44)

· · ·+ (x + 1)ly(x + 1) + f (x)y(x) = (x + 1)h+l,

où

f (x) =
l

∏
t=1

(
x +

1
t + 1

)
,

est égal à h (donc la taille de cette équation est (l, d, n, h)), et l’ensembleM a l(d + 1) éléments,
l’algorithme A′U donne le dénominateur universel de cette équation de degré l(d + 1), et

hU = h + l(d + 1), rU = h + l(d + n)

le degré de chaque polynôme du membre de droite de l’équation U-image de L(y) = ψ est égal
à l(n− 1) (d’après (i) pour les équations de taille (l, d, n, h) ces valeurs sont les plus grandes
possible).

Démonstration. (i) D’après la structure (VI.13) l’ensembleM a au plus l(d + 1) éléments.
Soit le polynôme G(x) le plus petit commun multiple des coefficients de l’opérateur L
tel que L est sous la forme (VI.3). Soit

s = min{deg pgcd(U(x), b0(x)), deg pgcd(U(x), bn(x− n))}.

Alors,

deg den
b0(x)
U(x)

6 deg U(x)− s, deg den
bn(x)

U(x + n)
6 deg U(x)− s

et deg U(x) 6 s(d + 1). Donc, deg G(x) 6 deg U(x) + ns− 2s 6 s(d + n− 1) 6 l(d +
n− 1), et on obtient lU 6 l + deg G(x)− deg U(x) 6 l(n− 1).
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Ceci peut se déduire de la définition de la hauteur de l’équation L(y) = ψ(x) que

deg ψ(x) 6 h + µ 6 h + l. (VI.45)

De cette inégalité et deg G(x) 6 l(d + n− 1), ceci implique que rU 6 h + l(d + n).
Après élimination du dénominateur dans l’équation

(
L 1

U(x)

)
(y) = ψ(x), on peut

commencer par multiplier les deux types de cette équation par G(x). Ceci donne l’équa-
tion L′(y) = ψ′(x), deg ψ′(x) = deg ψ(x) + deg G(x). L’incrément µ′ de l’opérateur L′

est égal à µ + deg G(x)−deg U(x). D’après le lemme VI.8.5 le polynôme I′(λ) construit
par l’opérateur L′ coïncide à un facteur (scalaire) non nul avec I(λ + val∞

1
U(x)) , i.e.,

avec I(λ− deg U(x)). Donc,

µ′ = µ + deg G(x)− deg U(x), deg ψ′(x) = deg ψ(x) + deg G(x),

λ̃′ = λ̃ + deg U(x),

avec λ̃′ = max({d ∈ N : I′(d) = 0} ∪ {−∞}). La hauteur de l’équation L′(y) = ψ′(x)
est égale à

max{deg ψ′(x)− µ′, λ̃′} = h + deg U(x)

et, donc ne peut pas dépasser la valeur h + l(d + 1). Notons que l’équation L′(y) = ψ′(x)
peut différer de l’équation U-image de L(y) = ψ(x) par des facteurs polynomiaux non
nul. Comme on l’a déjà évoqué, à la fin de la Section ??, la multiplication par un tel
facteur ne change pas valeur de la hauteur de l’équation. Donc, dU 6 h + l(d + 1).

(ii) Il est évident de voir, que pour l’équation (VI.44), l’ensemble M a l(d + 1) élé-
ments, et le degré du dénominateur universel U(x) obtenu par l’algorithme A′U est égal
à l(d + 1). On peut vérifier directement les assertions de la partie qui reste.

Dans la suite, on considère la complexité des algorithmes 〈AB〉,
〈
A′U
〉

comme le
nombre des opérations dans le corps k effectué au pire cas. Il est facile de voir que si
on supprime h des composantes de la taille (combined size ) (en gardant que l, d et
n), alors la complexité de chaque algorithme serait égale à l’infini, dés qu’on donne
les valeurs l, d et n, l’équation peut avoir une hauteur arbitraire, donc aboutisse à des
grosses dépenses arbitraires par l’étape RS3. La présence de la composante h exclue cette
possibilité. Nous remarquons aussi que le membre de droite ψ(x) satisfait (VI.45). Donc
si la taille de l’équation d’origine est fixée, les dépenses nécessaires pour la construction
de chaque équation de la forme (VI.26) ainsi que (VI.29) sont délimitées (bornées).
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Notons par Tl,d,n,h l’ensemble des équations de taille (size) (l, d, n, h) et par Ul,d,n,h

le sous-ensemble de Tl,d,n,h constitué des équations de sorte que le coût de trouver des
solutions polynomiales de toutes les équations de U-image est maximal parmi toutes
les équations de Tl,d,n,h. L’ensemble Ul,d,n,h peut contenir plus d’une équation.

Théorème VI.8.7. Soit une équation de la forme (VI.44) appartenant à l’ensemble U l,d,n,h pour
tout l, d, n, h. Soit l’algorithme utilisé pour trouver les solutions polynomiales de telles équa-
tions. Alors on a T〈AB〉(l, d, n, h) > T〈A′U〉(l, d, n, h), et T〈AB〉(l, d, n, h)− T〈A′U〉(l, d, n, h) =
Ω(dln).

Avant de prouver le théorème, on rappelle que l’hypothèse sur l’équation est tout à
fait naturel. Cette hypothèse, veut dire aussi, que l’exécution de l’étape RS3 de l’algo-
rithme

〈
A′U
〉

appliqué à cette équation nécessite des dépenses maximales. On n’utilise
pas ( on ne le fait pas) pour l’algorithme spécifique qui trouve les solutions polyno-
miales, mais on suppose que l’algorithme utilise la taille de l’équation afin de borner les
degrés des solutions polynomiales. Par le lemme VI.8.6 la taille de U-image de l’équa-
tion (VI.44) est maximale, et l’équation U-image (elle même) est un maximum (comber-
some) parme toutes les U-images des équations de l’ensemble T l,d,n,h.

Démonstration. L’ensembleM de l’équation de la forme (VI.44) a le plus grand nombre
possible d’éléments. Le cardinal de l’ensembleM est un diviseur de V(x) et W(x), il est
égal à 2l ; autrement dit, il atteint également la plus grande valeur possible. Par consé-
quent, les dépenses (expenditures) de l’algorithme à l’étape RS1 appliqué sur l’équation
(VI.44), atteint aussi la plus grande valeur possible. On déduit, de cette propriété de l’en-
sembleM et de l’hypothèse sur l’équation (VI.44) considérée(c’est à dire elle appartient
à l’ensemble U l,d,n,h) que l’entrée de l’algorithme correspond au pire des cas.

La différence T〈AB〉(l, d, n, h)− T〈A′U〉(l, d, n, h) n’est pas inférieure à la différence des
dépenses (expenditures ) nécessaires pour la construction de toutes les solutions ration-
nelles de l’équation (VI.44) par les algorithmes 〈AB〉 et

〈
A′U
〉
. L’application de AB sur

l’équation (VI.44) donne R(x) = 1
U , où U(x) est le dénominateur universel obtenu par

l’algorithme A′U. Ceci, en effet du fait que

vN, −1(x) =
(x− n− N + 2)h+2

f (x + d− N + 1)
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dans (VI.26) et aussi de la relation pour tout p(x) ∈ M

valp(x+d−N+1)vN, −1(x) = −1.

Par conséquent, les dépenses des deux algorithme à l’étape RS3 appliqués à l’équa-
tion (VI.44) sont les mêmes. On considère que la construction du polynôme U(x) par
le moyen

〈
A′U
〉

et la fraction rationnelle 1
U(x) via 〈AB〉. Dans le but de simplifier, on

suppose que les dépenses requis pour le calcul des γj,t dans (VI.33) coïncident avec les
dépenses requis pour le calcul des β j,t dans (VI.30), aussi (VI.26), (VI.29) requis pour
l’algorithme 〈AB〉 ont déjà été construites (pour la démonstration [8], les dépenses de
l’algorithme pour le calcul des exposants sont très petites). En écrivant l’équation (VI.44)
sous la forme de (VI.2) tous les ri(x) et ϕ(x) ont des numérateurs et les dénominateurs
de degré l. Pour tout 1 6 N 6 d + 1, on trouve que si par exemple (VI.26). En construi-
sant une équation semblable (similaire) pour tout 1 6 N 6 d + 1.

Seulement, le changement actuel de ( VI.2) exigera Ω(nl) des opérations sur le corps
k. Pour N = 1, 2, . . . , d + 1, l’algorithme AB construit de telles équations, qui prouve le
théorème.

Remarque VI.8.8. La démonstration du théorème ci-dessus sur la différence T〈AB〉(l, d, n, h)−
T〈A′U〉(l, d, n, h), peut probablement être considérablement renforcée. Lors de l’estimation de
T〈AB〉(l, d, n, h), nous n’avons pas pris en compte des coefficients "Welling" d’équations (VI.26),
(VI.29) lorsque N croît. En effet, pour un entier fixé n et l avec l’entier d qui augmente. La dif-
férence T〈AB〉(l, d, n, h) − T〈A′U〉(l, d, n, h) augmente plus rapidement que d. Notre but était
seulement de montrer que la différence T〈AB〉(l, d, n, h)− T〈A′U〉(l, d, n, h) est positive et qu’elle
croît en fonction de la croissance des composantes n, l et d la taille de l’échantillon.

Dans le cas d’un système, l’algorithme 〈AB〉 nécessite la construction de la matrice
AN, ce qui est encore plus coûteux que de construire l’équation (VI.26).

VI.9 Expérimentations

L’algorithme AD a été implémenté et est disponible sur Maple, sous forme de procé-
dure interne du package LREtools. L’algorithme A′U est implémenté pour réaliser l’ex-
périmentation de comparaison. 1 On rappelle que A′U est basé sur la factorisation com-
plète (décomposition en produit de polynômes irréductibles ) des polynômes donnés

1. L’algorithme a été implémenté par D.Khmelnov.
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V(x) et W(x). L’implémentation utilise le résultat de la factorisation polynomiale (dé-
composition en produit d’irréductibles)non seulement pour construire l’ensemble des
polynômes irréductiblesM, mais l’utilise aussi pour calculer la valeur (VI.32). Ce n’est
pas le cas pour l’implémentation de AD sur Maple. En effet, elle utilise la procédure
LREtools[dispersion] pour calculer la dispersion de polynômes qui l’implémentent [40],
c’est-à-dire elle utilise la décomposition en produit d’irréductibles. Mais, les étapes sui-
vantes sont implémentées comme dans la section VI.4.1 sans exploiter le résultat de la
décomposition en produit d’irréductibles de l’étape précédente.

Nous avons aussi réalisé des expériences de comparaison pour
〈
A′U
〉

et 〈AB〉.
L’algorithme

〈
A′U
〉

est implémenté en combinant l’implémentation de A′U et LRE-
tools[polysols] de Maple ( cas scalaire) et LinearFunctionalSystems[PolynomialSolu-
tion] ( cas système) pour la recherche de toutes les solutions polynomiales.

Nous avons aussi implémenté AB (dans les deux cas scalaire et système) ; 〈AB〉 a
été implémenté en combinant l’implémentation de AB et LREtools[polysols] de Maple
(dans le cas scalaire) et LinearFunctionalSystems[PolynomialSolution] ( cas système)
pour la recherche de toutes les solutions polynomiales.

VI.9.1 Comparaison de A′U avec AD

Nous avons réalisé plusieurs expérimentation pour comparer entre A′U et AD. Le
résultat de l’expérimentation est présenté ci-dessous.

Les deux algorithmes ont été appliqués à l’ensemble des données suivantes (et en-
trées)

V(x) = W(x) =
l

∏
i=1

(x + m + i + 1/i)(x−m− i + 1/i)

pour m = 20, 100, 500, 2500, l = 1, 15, 30, 45, 60. Les dénominateurs universels corres-
pondants trouvés sont : ∏l

i=1 ∏m+i
j=−m−i(x− j + 1/i). Les résultats pour l’ensemble d’en-

trées est donné en secondes :

L’ensemble des données est proche au pire des cas pour les deux algorithmes A′U et
AD, et à l’avantage de A′U est évident.

Les résultats d’autres expérimentations pour comparer A′U et AD sont présentés dans
[8]. Toutes les expérimentations ont été à l’avantage d’appliquer l’algorithme A′U.
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m=20 m=100 m=500 m=2500
A′U AD A′U AD A′U AD A′U AD

l=1 0.016 0.015 0.000 0.000 0.000 0.016 0.031 0.031
l=15 0.078 0.375 0.109 0.422 0.172 0.531 0.578 1.032
l=30 0.359 2.890 0.407 3.063 0.531 3.484 1.266 5.344
l=45 0.860 10.641 0.796 11.547 1.516 13.234 3.078 17.656
l=60 2.406 31.187 2.719 33.484 2.657 37.125 4.766 44.797

VI.9.2 Comparaison de 〈A′U〉 avec 〈AB〉 (cas scalaire)

Nous avons réalisé plusieurs expérimentations pour comparer entre
〈
A′U
〉

et 〈AB〉.
Le résultat d’une expérimentations est présenté ci-dessous.

Les deux algorithmes
〈
A′U
〉

and 〈AB〉 ont été appliqués sur 27 équations (VI.44) du
lemme VI.8.6 : h = 6 pour chacun d’entre eux, n = 3, 6, 9, l = 2, 4, 6, d = 5, 10, 15. La
différence du temps qui en résulte pour 〈AB〉 et

〈
A′U
〉

en secondes :

n l d=5 d=10 d=15
3 2 0.546 - 0.141 = 0.405 1.438 - 0.125 = 1.313 2.796 - 0.203 = 2.593
3 4 1.359 - 0.235 = 1.124 4.188 - 0.375 = 3.813 9.594 - 0.812 = 8.782
3 6 2.703 - 0.375 = 2.328 10.172 - 0.969 = 9.203 24.937 - 1.734 = 23.203
6 2 0.813 - 0.234 = 0.579 2.015 - 0.328 = 1.687 4.625 - 0.453 = 4.172
6 4 2.313 - 0.672 = 1.641 7.515 - 1.063 = 6.452 17.235 - 2.140 = 15.095
6 6 5.094 - 1.547 = 3.547 18.484 - 3.156 = 15.328 45.656 - 6.094 = 39.562
9 2 1.047 - 0.563 = 0.484 3.062 - 0.671 = 2.391 6.610 - 1.063 = 5.547
9 4 3.687 - 1.328 = 2.359 11.063 - 2.516 = 8.547 25.484 - 4.265 = 21.219
9 6 8.281 - 3.172 = 5.109 28.453 - 6.875 = 21.578 69.672 - 13.328 = 56.344

Les résultats correspondent à la proposition VI.8.7, en outre, pour n, l fixé, la diffé-
rence croît plus vite que d.

Rappelons, que si h ne figure pas dans le tableau : h = 6 pour toutes les équations.
Des expérimentations supplémentaires pour h = 2, 4, montrent que les résultats sont
quasiment indépendants de la valeur de h. La croissance de h en 3 fois de 2 à 6 provoque
le changement de la différence de temps plus petit à 3% pour l, d et n fixés.

Les résultats d’autres expérimentations de comparaison entre
〈
A′U
〉

et 〈AB〉 sont pré-
sentés dans [10]. tous les résultats des expériences correspondent à la proposition VI.8.7.
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VI.9.3 Comparaison de 〈A′U〉 avec 〈AB〉 (cas d’un système)

Dans l’expérimentation de comparaison entre
〈
A′U
〉

et 〈AB〉 ont été appliqués sur 3
ensembles d’entrées. Chaque ensemble contient 20 équations d’ordre n = 2, 3, 4. Chaque
système possède un système fondamental de solutions formé des fonctions rationnelles
qui l’engendrent de façon aléatoire. Notons que, ces données en entrées ont été plus
commode pour 〈AB〉. PuisqueAB construit des bornes exactes (sans la possibilité de
réduction )de ces données en conformité avec [52, Theorem 1].

Résultats de l’expérimentions :

n deg U(x) deg den Ri(x) Time Time
A′U AB

〈
A′U
〉

〈AB〉
2 7-39 2-8 7.216 22.922
3 18-49 3-21 38.859 169.906
4 36-74 5-28 176.829 836.172

Chaque ligne du tableau correspond à l’ensemble d’entrées de paramètre n. Les
autres colonnes présentent une gamme de degrés des dénominateurs trouvés par A′U
et AB pour les systèmes de l’ensemble de données correspondant, ainsi que le temps
total pour la recherche des solutions rationnelles de les systèmes sur l’ensemble de don-
nées correspondant pris par

〈
A′U
〉

et 〈AB〉.
Le temps de 〈AB〉 était supérieur à celui de

〈
A′U
〉

pour tout les données en entrée,
malgré les bornes exactes trouvées par AB ( on note que A′U a trouvé moins de bornes
exactes comme on le voit dans la gamme de degrés des dominateurs sur le tableau).

VI.10 Équations scalaires homogènes

De nombreuses équations n’ont pas de solutions rationnelles (non nulles ). Cepen-
dant, si l’ont utilise des algorithmes tel que l’algorithme

〈
A′U
〉

ou bien 〈AB〉, l’absence
de telles solutions ne sera reconnu que dans la dernière étape du calcul, lorsque U-
image, respectivement. B-image de l’équation d’origine est construite. Dans le cas d’une
équation scalaire homogène L(y) = 0, nous supposons quelques changements dans les
schémas RS (voir section VI.8.1 ). Ces changements n’augmentent pas le coût de cal-
cul, mais permettent assez souvent de prévoir, par exemple, l’absence d’une solution
rationnelle non nulle dans une première étape de calcul.
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VI.10.1 Un nouveau Schéma

L’étape RS2 résulte dans l’équation avec l’opérateur M = LR (le produit de L et de
l’opérateur d’ordre zéro R). À l’étape RS3, les solutions polynomiales de M devraient
être trouvées. Comme déjà mentionné, cette recherche est donnée dans comme suit.
D’abord, en premier lieu, un majorant d > 0 des degrés de toutes les solutions poly-
nomiales, doit être trouvés en utilisant l’équation indicielle de M. En second lieu, on
trouve toutes les solutions polynomiales à l’aide de cette borne.

Dans la suite, nous noterons les équations indicielles à l’infinides opérateurs L et
M = LR par IL(λ) = 0 et IM(λ) = 0, respectivement.

Proposition VI.10.1. Si l’équation IL(λ) = 0 n’a pas de solutions entières, alors M n’a
pas de solutions polynomiales, L n’a pas de solutions rationnelles. Si cette équation indicielle
a des racines entières et λ0 est supposé le maximum de ses racines entières, alors l’inéga-
lité deg f (x) 6 λ0 − val∞R(x) est vérifiée pour toute solution polynomiale f (x) de M (si
λ0 − val∞R(x) < 0, alors il n y pas de solutions polynomiales ).

Démonstration. Si IL(λ) = 0 n’a pas de solutions entières, alors d’après la propriété de
l’équation indicielle, M n’a pas de solutions rationnelles et par suite pas de solutions
polynomiales. On suppose que y(x) est une solution rationnelle de L. Alors, il résulte
de RS1 et de RS2 que y(x) = R(x) f (x) pour certains polynômes f (x), et aussi

M( f (x)) = (LR)( f (x)) = L(R(x) f (x)) = L(y(x)) = 0.

Mais M n’ a pas de solutions polynomiales, une contradiction. On déduit que L n a pas
de solutions rationnelles.

Montrons à présent la seconde partie. Si f (x) n’est pas une solution polynomiale de
M, alors R(x) f (x) est une solution de L. Donc

deg f (x) + val∞R(x) = val∞ f (x) + val∞R(x) = val∞(R(x) f (x)) 6 λ0.

D’où l’énégalité deg f (x) 6 λ0 − val∞R(x) .

Cette proposition rend possible une amélioration du schéma RS donné dans la sec-
tion VI.8.1. on peut commencé par la construire l’équation indicielle IL(λ) = 0 de l’opé-
rateur d’origine L. On obtient le schéma RS′ :

RS′0 : Construire l’équation IL(λ) = 0 ; si elle n a pas de racine entière, alors STOP ,
sinon, posons λ0 sa plus grande racine entière.
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RS′1 : Construire une fraction rationnelle R(x) de telle sorte que toute solution ra-
tionnelle de L peut être représentée sous la forme f (x)R(x) avec f (x) un poly-
nôme ; posons δ = λ0 − val∞R(x) ; si δ < 0 , alors STOP.

RS′2 : Construire M = LR.
RS′3 : Construire toutes les solutions polynomiales de M en prenant en considéra-

tion que le degré de chacun d’entre eux est inférieur ou égal à δ.

On note qu’à l’étape RS1 du schéma RS, certains algorithmes liés au cas d’une équa-
tion différentielle à coefficients polynomiaux L = an(x) dn

dxn + · · ·+ a1(x) d
dx + a0(x) per-

mettent de savoir que l’équation n’a pas de solutions rationnelles, en raison des racines
entières de l’équation indicielle de L, c’est-à-dire, l’équation indicielle en un facteur ir-
réductible du coefficient an(x) ( [19]). Ceci peut être combiné avec l’étape RS′1( par
exemple les équations indicielles en ces facteurs irréductibles peuvent être examinées
dans un ordre aléatoire).

Cependant à l’étape RS1, les algorithmes connus dans le cas des équations aux dif-
férences donnent toujours une fraction rationnelle.

Dans la section suivante, nous vous proposons une astuce supplémentaire pour les
équations différentielles.

VI.10.2 Critère d’arrêt supplémentaire

Maintenant, on revient à l’étape RS′1. Dans le cas aux différences, la conclusion que
l’opérateur L n’admet pas de solution rationnelle peut se faire au début de la construc-
tion d’une solution rationnelle R(x). Soit l’opérateur L de la forme (VI.40), soit l’opéra-
teur ∆ = φ− 1. L’opérateur L peut être transformé sous la forme

a′n(x)φn + · · ·+ a′1(x)φ + a′0(x), a′1(x), . . . , a′n−1(x) ∈ k(x), a′0(x), a′n(x) ∈ k(x) \ {0}.
En multipliant à gauche par un polynôme convenable l’opérateur L, on obtient un

opérateur à coefficients polynomiaux

bn(x)φn + · · ·+ b1(x)φ + b0(x), φ(y(x)) = y(x + 1).

De nombreux algorithmes ( [3], [4], [17] etc) à l’étape préliminaire de la construction
de R(x) calculent la dispersion dis(bn(x− n), b0(x)) des polynômes bn(x− n) et b0(x),
c’est-à-dire, le plus grand entier non-négatif d de sorte que bn(x − n) et b0(x + d) ne
soient pas étrangers. Si de tels entiers non-négatifs n’existent pas, alors posons d = −∞.
Si d = −∞, alors l’opérateur L n’a pas de solution dans k(x) \ k[x] (on peut remplacé
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R(x) par 1 dans RS′3). Autrement dit, il est possible de construire R(x) sous la forme
1

U(x) avec U(x) le dénominateur universel (mais dans certains cas, on peut considérer
un autre type de fonction).

Théorème VI.10.2. Soit d = dis(bn(x − n), b0(x)) > 0, et soit λ0 l’entier donné dans la
proposition VI.10.1. Dans ce cas, si on a l’inégalité

λ0 + (d + 1) min{deg b0(x), deg bn(x)} < 0, (VI.46)

alors L n’a pas de solutions rationnelles.

Démonstration. En considérant, par exemple, l’algorithme AD (section VI.4.1) il est fa-
cile de voir que cet algorithme conduit au dénominateur universel U(x) de sorte que
deg U(x) 6 (d + 1) min{deg b0(x), deg bn(x)}. On suppose que l’algorithme [4] a cal-
culé R(x). Mais, néanmoins la fraction rationnelle R(x) = 1

U(x) peut être utilisée à
l’étape RS′2. Par la proposition VI.10.1 l’inégalité (VI.46) est vraie, si L a une solution
rationnelle.

Par conséquent, dans le cas aux différences l’étape
RS′1 peut être utilisée comme ci-dessous :
RS′1 : Exécuter l’étape préliminaire de construction de R(x) qui consiste par le cal-

cul de la dispersion d = dis(bn(x − n), b0(x)) ; si d = −∞ et λ0 > 0 alors posons
M = L, d = λ0 et on va directement à l’étape RS′3 ; si d = −∞ et λ0 < 0 alors
STOP ; si (VI.46) n’est pas vraie, alors STOP ; terminer la construction de R(x) ; on
pose δ = λ0 − val∞R(x) ; si δ < 0 alors STOP.

Exemple VI.10.3. Pour L = 2(x + 2)φ + (2x + 3), l’équation indicielle 2λ + 1 = 0 n a pas
de racine entière. Alors L n’a pas de solution rationnelle.

Pour L = (x + 1)(x2 + 1)φ− x(x2 − 4x + 1), l’équation indicielle est λ + 5 = 0. On a
λ0 = −5, d = 0. L’inégalité (VI.46) n’est pas vraie. Donc L n’a pas de solution rationnelle.

Pour L = (x + 2)φ − x (le même opérateur que dans l’exemple VI.8.4), on a λ + 2 = 0,
λ0 = −2, d = 1. L’inégalité (VI.46) est vraie. Si l’algorithme de [4] est utilisé, on obtient
R(x) = 1

x(x+1) . On a −2 − val∞R(x) = 0. Donc 0 est une borne supérieure du degré du

polynôme solution de LR = 1
x+1 φ− 1

x+1 . Toutes les constantes sont solutions polynomiales de
cet opérateur.
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