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Résumé

Cette thése comprend deux parties indépendantes. La premiere partie regroupe des
contributions a l’analyse polyadique. On récapitule les propriétés de I'anneau (non in-
tegre) des entiers polyadiques vu de facon globale comme limite projective des quo-
tients finis de ’anneau des entiers rationnels, plutdot que comme produit d’anneaux p-
adiques. On étudie les suites récurrentes linéaires, en donnant un critéere simple pour
qu’elles soient prolongeables en une fonction continue définie sur I’anneau des entiers
polyadiques. On donne une base de « van der Put » des fonctions continues sur 1'an-
neau des entiers polyadiques, et on termine par I'étude de la théorie du logarithme en
analyse polyadique.

La seconde partie présente de nouveaux algorithmes qui recherchent des solutions
rationnelles des systemes linéaires aux différences a coefficients polynomiaux (ou bien
d’équations linéaires scalaires aux différences) dans un corps de caractéristique nulle.
Nous examinons les algorithmes usuels de calcul formel et nous proposons quelques
nouveaux algorithmes pour résoudre ce probleme. La complexité et une comparaison

en temps des implémentations des algorithmes sous Maple sont présentées.

Abstract

This thesis consists in two independent parts. The first one gathers some contribu-
tion to polyadic analysis. We summarize properties of the (not entire) ring of the poly-
adic integers, seen in a global way as the projective limit of the finite quotients of the
ring of rational integers, rather than as a product of p-adic rings. We study linear re-
currence sequences, giving a natural criterium for the interpolation of linear recurrence
sequences to continuous functions over the ring of polyadic integers. We give a « van
der Put » basis for continuous functions on the ring of polyadic integers, and we end by
investigation of the theory of logarithm in polyadic analysis.

In the second part, we consider the problem of computing rational solutions of linear
difference systems (or scalar equations) with polynomial coefficients over a field of zero
characteristic. We discuss algorithms that are currently used and propose some new
algorithms for solving this problem. A complexity analysis and a time comparison of
the algorithms implemented in Maple are presented.






Introduction

Dans cette thése, il y a deux parties indépendantes, correspondant a deux objectifs

distincts.

Le premier est de contribuer au développement de I'analyse polyadique (chapitres
I a V), car ce sujet, bien qu’il soit d'un abord simple et d'un intérét certain, est assez
peu développé jusqu’a présent; Lenstra [37] par exemple écrit : « Profinite integers do
not enjoy widespread popularity among mathematicians », tout en soulignant que le sujet est
« eenvoudig en aanstekelijk » (simple et accrocheur).

Le second (chapitre VI) est de donner certains algorithmes de calcul formel qui
construisent des solutions rationnelles d’équations aux différences linéaires a coeffi-

cients polynomiaux sur un corps de caractéristique nulle.

Commencons par le premier objectif : 1’objet fondamental de 1’analyse polyadique
(que Lenstra appelle pour sa part « profinite analysis ») est I'anneau Z défini comme
limite projective des quotients finis de Z. Priifer [46], von Neumann [54] et van Dant-
zig [51] sont parmi les premiers qui ont étudié cet anneau et certaines de ses propriétés.
C’est pourquoi cet anneau Z est parfois appelé I'anneau de Priifer. Ses éléments ont recu
des noms divers : Priifer les a appelés nombres idéaux, von Dantzig a proposé le vo-
cable de nombres universels ; quant a Lenstra, il parle d’entier profini. C’est, semble-t-il,
Novoselov [43] qui les a baptisés nombres polyadiques, terminologie que nous repre-
nons, car elle montre bien le parallele avec les nombres p-adiques. Novoselov est celui
qui en a fait les études les plus poussées, publiant en particulier une monographie que
nous n’avons pu malheureusement lire car elle est en russe. Il a en particulier étudié les
développements en séries entieres des fonctions usuelles par analogie a 1’analyse com-
plexe ou p-adique. Lenstra [37] a utilisé cette théorie, pour en particulier déterminer les
points fixes de la fonction polyadique qui interpole les nombres de Fibonacci.

La raison essentielle pour laquelle I’analyse polyadique est si peu utilisée réside sans
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doute dans l'idée qu’elle devrait se ramener a l’analyse p-adique. On sait en effet que
I’anneau Z des entiers polyadiques est le produit direct de tous les anneaux p-adiques
Z, (en termes plus savants, un entier polyadique est la partie finie d'un adéle entier
de Q); ainsi, pour qu’une suite d’éléments de Z soit convergente, il faut et il suffit
que ses composantes p-adiques convergent p-adiquement pour tous les nombres pre-
miers p. Or, un grand nombre de travaux ont développé l’analyse p-adique, qui est par
exemple bien synthétisée par Alain Robert [49], Yvette Amice [14], etc. C’est pourquoi
on pourrait penser que l’analyse polyadique n’est qu'une maniére détournée d’énoncer
des propriétés qui relevent en fait de I'analyse p-adique, ou non archimédienne. Nous
verrons cependant qu’il est possible d’utiliser des méthodes globales permettant dans
certains cas une étude plus directe de propriétés analytiques. Plus spécifiquement, notre
contribution a I’analyse polyadique regroupe trois études : a) un critere général d’inter-
polation polyadique des suites récurrentes linéaires (chapitre III) ; b) la construction de
« bases de van der Put » pour les fonctions continues (chapitre IV); c) la théorie du
logarithme sur Z (chapitre V).

Ces ébauches de théories sont intéressantes car elles permettent de voir jusqu’ou
peuvent mener les méthodes globales que nous développons. Nous verrons que le ca-
ractére non integre de I'anneau Z n’est en aucun cas un obstacle dirimant pour ces
études. Nous les proposons comme une approche possible, laissant a des travaux ulté-
rieurs la possibilité de développer des théories analogues sur des objets plus généraux :

on pense par exemple a la théorie du logarithme sur des extensions finies de Z.

En ce qui concerne le second objectif : les solutions rationnelles d"une équation li-
néaire aux différences sont trés importantes, car elles sont en principe calculables et
peuvent parfois servir a construire d’autres types solutions. Nous nous intéressons
au probléme du calcul de ces solutions rationnelles d’équations linéaires. De facon
équivalente, on considere le cas d'un systeme linéaire aux différences de la forme
Y(x+1) = A(x)Y(x), o A(x) est une matrice carrée inversible a coefficients dans
le corps k(x), ot k est un corps de caractéristique nulle; une solution rationnelle est
alors un vecteur rationnel. Van Hoeij [52] a montré que toute équation non-homogene
se ramene a une équation homogene, par conséquent nous nous restreignons aux équa-
tions homogenes. Nous discutons des algorithmes de calcul formel actuellement utilisés
(voir [45; 11; 12; 53], etc.) et proposons de nouveaux algorithmes pour résoudre ce pro-
bleme. Une analyse de complexité et une comparaison de la rapidité d’exécution des

algorithmes implémentés dans Maple sont présentées.



Passons a la description sommaire du contenu des différents chapitres.

Dans le chapitre premier, nous faisons une mise au point sur la notion de limite
projective. En effet, cette notion est souvent présentée sous une forme restrictive, en
n’utilisant que des systemes projectifs indexés par des ensembles partiellement ordon-
nés filtrants. Dans le but d’avoir une théorie plus souple, certains auteurs comme Mac
Lane [39] ont étendu ce cadre a des systéemes indexés par des catégories, et nous repre-
nons ce point de vue qui permet de voir qu'un produit n’est qu'un cas particulier de
limite projective. Nous retrouvons des résultats bien connus caractérisant les espaces
topologiques profinis, les groupes topologiques profinis et les anneaux topologiques
profinis. Les propositions 1.5.3 et 1.5.4 fournissent un critere d’invariance de la limite
projective qui semble nouveau, plus simple mais plus faible que la cofinalité développée
par Grothendieck et Verdier [16] mais qui est largement suffisant pour pouvoir montrer
que Z est limite projective des anneaux Z/n!Z.

Le chapitre II étudie de facon générale la notion de filtration factorielle d'un groupe
abélien quelconque : c’est une fagon tres simple de topologiser un groupe abélien, que
nous n’avons pas retrouvée dans la littérature sur les groupes topologiques. Le théo-
réme I1.1.10 montre une raison possible de cette lacune : c’est que la topologie d'un
groupe topologique profini de type fini est toujours sa topologie factorielle, ce qui pour-
rait expliquer pourquoi les auteurs ont choisi une autre voie d’approche de ces topolo-
gies. Cette filtration factorielle permet de définir pour tout groupe abélien A un groupe
abélien A jouant a I’égard de A le rdle d’un complété pour la topologie factorielle, dans
la méme position que Z a I'égard de Z. Le lemme I1.2.3 permet de relier les filtrations
factorielles de A et de A ; cette relation est un outil indispensable pour la suite. La pro-
position I1.2.10 explicite une propriété universelle de A. Le résultat le plus fort que nous
obtenons dans 'étude de la filtration factorielle est notre proposition 11.3.2 : tout sous-
groupe fermé d’un groupe séparé complet est lui-méme séparé complet; malgré son
aspect tautologique, cet énoncé est hautement non trivial, car la topologie induite sur le
sous-groupe par la topologie factorielle du sur-groupe n’est pas en général la topologie
factorielle du sous-groupe. Il en résulte en particulier que A est toujours séparé et com-
plet pour la topologie factorielle (corollaire II.3.5). Dans un dernier paragraphe, nous

étudions plus spécialement les propriétés de Z.

Le chapitre III résume les propriétés des suites récurrentes linéaires et spécialement
de la suite de Fibonacci. Un critere d'uniforme continuité pour les suites d’éléments

d’un groupe abélien (proposition III1.2.1) fournit directement, par un théoréme de pro-
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longement trés connu en topologie générale, notre critere d’interpolation pour les suites
récurrentes linéaires (théoreme I11.2.2).

Le chapitre IV fournit une introduction a une théorie possible des modules topo-
logiques de fonctions, encore qu’on n’y étudie que 1'unique exemple du module des
fonctions continues de Z dans un anneau filtré séparé R : en effet nous définissons une
notion de base orthonormale, et nous montrons 1’existence d’une telle base, directement
analogue a la base de van der Put bien connue en analyse p-adique.

Dans le chapitre V, nous étudions comment définir une « fonction logarithme », c’est-
a-dire un homomorphisme continu du groupe multiplicatif Z* des éléments inversibles
de Z dans le groupe additif Z. idée de base est fournie par la remarque suivante : si
a € R*, alors

a* —1

li =1 .
liy = = @)

Par analogie, nous essayons de définir le logarithme de a € Z* comme limite (au sens
de la topologie factorielle de Z) du « rapport » de a”™ — 1 a n! quand n tend vers I'infini.
Mais ici, I'existence méme de ce rapport dans Z n'est pas évidente, puisque n! n’est pas
inversible dans Z (sauf si n = 1). Nous commengons donc par montrer l'existence d'un

nombre polyadique A, (a) tel que
a" —1=nlA,(a)

et montrons que la suite de fonctions (A,),>1 converge uniformément sur Z*. La li-
mite fournit donc le logarithme voulu. Nous étudions aussi la dérivabilité (au sens de
Novoselov) de ce logarithme. Cette étude est complétée par celle de I’exponentielle.

Dans le chapitre VI, on se donne une équation linéaire aux différences, cas sca-
laire (VI.2) ou sous forme d’un systeme (VI.1). Comme notre algorithme est basé sur
la construction de 'ensemble M que nous définissons ainsi que I’ensemble analogue a
I’ensemble S de [52] dans la section VI.3. Nous décrivons dans les sections V1.4.1, VI1.4.2
l'algorithme (connu) qui construit le dénominateur universel et les bornes a dénomina-
teurs (denominator bounds).

Notre algorithme est proposé dans la section VI.6.1. Il est basé sur la construction de
I'ensemble des polyndmes irréductibles qui divisent les dénominateurs des solutions
rationnelles, et sur la recherche d"une borne des puissances (exposants ) de ces poly-
nomes, de plus, cet algorithme Ay; les trouve d’'une maniere tout a fait simple. Une

version de cet algorithme qui calcule rapidement 1'ensemble de telles puissances est
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proposée dans la section V1.6.2, il s’agit de 1’algorithme AJ;.

Des qu’on construit le dénominateur universel, on peut réduire, par la substitution
(VL5) (respectivement. (VI.6)), le probleme de trouver des solutions rationnelles des
équations (VI.2) et (VI.3) (respectivement. du systéme VI.1) au probleme de trouver des
solutions polynomiales. Donc, on peut utiliser les deux algorithmes suivants, a savoir
l'algorithme [2; 7] dans le cas des équations scalaires, et celui qui lui correspond [6; 18;
35] dans le cas d"un systeme.

Dans la section VI1.4.3, nous décrivons l'algorithme van Hoeij [52], appliqué sur le
corps des nombres complexes (k = C) pour résoudre le systeme (VI.1). Il trouve des
solutions rationnelles appelées « bornes a dénominateur » (denominator bounds ). La sub-
stitution convenable est utilisée. Dans la section VI.5, nous proposons une version ap-
propriée de cet algorithme (algorithme Ap ) appliquée dans un corps de caractéristique
nulle, et sur des équations scalaires de la forme (VI.2) et (VL.3).

Dans la section V1.7, on montre que 1’algorithme A}, construit le méme dénomina-
teur universel et a un cott plus faible (faible complexité) que les algorithmes décrits
dans les sections VI1.4.1, V1.4.2.

L’approche liée a I'algorithme de van Hoeij [52], peut donner une substitution plus
productive. Mais ce n’est pas si simple, dans le cas général. En combinant 1'un des deux
algorithmes Aj;, Ap avec un algorithme (c’est la méme chose dans les deux cas) qui
trouve toutes les solutions polynomiales, on obtient les algorithmes (A[;), (Ap) qui
construisent toutes les solutions rationnelles.

Dans la Section V1.8, on montre que, pour trouver les solutions polynomiales d'une
équation, la complexité de (A[;) est plus faible que celle de (Ap). Dans la Section
VI.9, nous rapportons quelques expérimentations qui confirment 1’avantage de notre
approche qui permet de trouver les solutions rationnelles (pour ces expérimentations,
D.Khmelnov a implémenté ces algorithmes).

Dans la Section VI.10, nous proposons quelques changements du schéma tradition-
nel pour trouver les solutions rationnelles des équations homogenes scalaires a coeffi-
cients polynomiaux. Dans de nombreux cas, ces changements permettront de prédire (a
un stade précoce) I’absence de solutions rationnelles.

Le contenu de ce chapitre est publié dans [31; 8; 30; 10; 9].






Mise au point sur la limite projective

I.1 Introduction

La notion de limite projective fournit le cadre de construction des entiers poly-
adiques, objet de base de notre étude. C’est une notion trés générale et trés bien connue,

que nous allons néanmoins revisiter car son traitement differe selon les sources.

En effet, la notion de limite projective est définie d’au moins deux facons différentes
selon les auteurs. Alors que certains [48; 32] la réservent aux limites de diagrammes in-
dexés par un ensemble partiellement ordonné filtrant, d’autres comme [39] admettent
des cas plus généraux, en permettant de l'appliquer a des diagrammes indexés par
des catégories. Dans ce travail, nous reprenons la deuxiéme définition car elle est plus
flexible et en particulier nous permettra de considérer directement les produits comme

un cas particulier de limite projective.
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Catégories et ensembles préordonnés

La notion de catégorie est fondamentale en mathématiques. Pour une catégorie C
notons ob(C) la classe dont les éléments sont les objets de C et FI(C) la classe dont les
éléments sont les fleches de C. Si f est une fleche de la catégorie C, notons par dom¢ (f)
le domaine de f dans la catégorie C et par cod¢(f) le codomaine de la fleche f dans C.
Ces derniers doivent par définition satisfaire certaines propriétés voir [32]. Dans la suite
on note par Idg € FI(C) l'identité de l'objet E € 0b(C), et par Hom¢ (E, F) I'ensemble
des C-fleches de domaine E et de codomaine F.

Nous allons expliquer le lien entre catégories et ensembles préordonnés.

Définition 1.2.1. On appelle ensemble préordonné la donnée (I, R) d’un ensemble I et d'une
relation binaire R sur I telle que :

R est réflexive, c’est a dire pour tout i dans I , iRi;

R est transitive, cest a dire pour tout (i,j,k) € I3, si iRjet jRk alors iRk.

Soit (I, R) un ensemble préordonné. On note par I la catégorie telle que ob(Il) = I et
FI(D) = {(i,]) € I%; iRf};
avec la loi de composition partielle o telle que
V(i j), (k) € FI), (j.k)o (i) = (i, k).
On considere domy et cody : FI(I) — ob(I) sont de sorte que
V(i,j) € FI(T), cody(i,j) =] et domy(i,j) = 1.

Le fait que I vérifie les conditions de définition d"une catégorie découle directement de
la réflexivité et de la transitivité de R. On remarque que pour tout couple (i, j) d’objets
de I, la classe Homy (7, j) a au plus un élément.

La construction de la catégorie I est fonctorielle. En effet les fleches dans la catégorie

des ensembles préordonnés sont les applications f : I — I’ isotones au sens que
V(i,j) € I>, iRj implique f(i)R'f(j),

en notant R la relation de préordre sur I et R’ celle sur I’. A une telle application isotone
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f : I — I on peut associer une fonction F de FI(I) dans FI(I') par

V(i,j) € FI(M), F(i,j) = (f(i), f(})) € FI(I').

Alors la donnée de f : ob(I) — ob(I') et de F : FI(I) — FI(I') constitue un foncteur f
de T dans I'. Ici f — f est un foncteur de la catégorie des ensembles préordonnés vers
la catégorie des catégories, dont les fleches sont les foncteurs.

Dans la suite nous identifierons toujours un ensemble préordonné I avec une catégo-
rie : c’est pourquoi nous utiliserons la méme notation I pour un ensemble préordonné

quelconque et la catégorie qui lui est associée.

Systéme projectif

Définition 1.3.1. Soit C une catégorie. Un systeme projectif ( ou systeme inverse) dans C est la
donnée d'une catégorie I et d'un foncteur contravariant F de I dans C.

On appelle I la catégorie des indices du systéme projectif (I, F). On dit aussi que le
systéeme projectif F est indexé par la catégorie I. Par abus de notation, on se contente

souvent d’utiliser la notation F pour désigner le systéme projectif (I, F).

Exemple 1.3.2. Sion prend, C la catégorie des anneaux et I = (IN, <) la catégorie de I'ensemble
des entiers naturels avec la relation d’ordre usuelle. Le foncteur F de I dans C qui associe a tout
objet i de N 'anneau F(i) = Z./ p'Z et a toute fleche ij = j — i avec j < i le morphisme naturel
F(ij) de F(i) dans F(j) (qui associe & a + p'Z I'élément a + p/Z). On obtient le systeme

- = Z/p*Z — Z./pZ — Z./p°Z = {0}

Soit I une catégorie fixée, les systémes projectifs de la catégorie C indexés par I
forment une catégorie C!, dont les morphismes sont les transformations naturelles. On

rappelle la définition des transformations naturelles

Définition 1.3.3. Soient C, I deux catégories et F, G deux foncteurs contravariants de la caté-
gorie I vers C. Une transformation naturelle y de F dans G consiste en la donnée pour tout objet
A de ob(I) d'une fleche (A) = na : F(A) — G(A) de la catégorie C, vérifiant la condition
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que si f : A — B est une fleche quelconque de 1, le diagramme

F(B) —2~ G(B)
F(f)l lcm
)

F(A)—=G(A

commute. La fleche 11(A) = n 4 est appelée composante en A de la transformation naturelle 1.

CoOnes

Dans ce paragraphe, on reprend les mémes notations que [39], les objets d"une caté-
gorie quelconque sont notés par ob() et les fleches par FI(). Soient I et C deux catégories,
A un objet de C, on associe a ces données un objet A(A) de C! par

Vi€ob(l), A(A)() = A,
VfeFI(I), A(A)(f) = 1da

Cet objet A(A) de C! prend le nom de systéme projectif constant associé a 1’objet A de
ob(C). De plus, si m : A — B est une fleche de la catégorie C, on lui associe A(m) la
transformation naturelle de A(A) dans A(B) telle que la composante en un objet j de I
de la transformation A(m) est

A(m)j = m € Home (A(A)(j), A(B)(j))-

En effet le diagramme

AA) () 3y ABIG)

commute pour toute fleche f : j — i. Ainsi A est un foncteur covariant de C dans C!
appelé foncteur diagonal. Dans la suite on a besoin de la définition suivante (cf. [39])

Définition 1.4.1. Soit (I, F) un systeme projectif de la catégorie C indexée par la catégorie
I. Un cone au-dessus de F est la donnée (A, ) d'un objet A de C et d’une transformation
naturelle 7t : A(A) — F. Ceci signifie que pour tout objet i de I on se donne une composante
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i+ A = N(A)(i) — F(i) de sorte que le triangle

commute pour toute fleche f : j — i dans la catégorie des indices.

Les cones au-dessus d'un foncteur contravariant F d’une catégorie I dans C sont les
objets d'une catégorie Cone(F). Les fleches de la catégorie Cone(F) de domaine (A, 77)
et de codomaine (A’, 7t’) sont les C-fleches u : A — A’ telles que 77’ o A(u) = 71, ce qui
revient & dire que le diagramme (dans la catégorie C!)

est commutatif.

Limites projectives

Définition et unicité des limites projectives

Définition 1.5.1. Soit (I, F) un systeme projectif d'une catégorie C indexée par la catégorie
I. On appelle limite projective de (I, F) ou tout simplement limite projective de F, tout objet
terminal de la catégorie Cone(F).

Cette définition signifie qu'un cone (L, 7r) est limite projective de F si seulement si,
pour tout cone (A, p) au-dessus de F, il existe une unique fleche de (A, p) dans (L, )
de la catégorie Cone(F). Autrement dit, le cone (L, 77) est limite projective de F si et
seulement si il satisfait la propriété universelle : pour tout cone (A, p) au-dessus de F, il

existe une unique fleche m : A — L de la catégorie C telle que 7t o A(m) = p.

Proposition 1.5.2 (Propriété d'unicité). Soit (I, F) un systeme projectif d’une catégorie C
indexé par une catégorie I. Si (L, 7r) et (L', 7t") sont deux limites projectives de F alors il existe
un unique isomorphisme u : L — L' de la catégorie C tel que 7’ o A(u) = .
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Démonstration. En effet, il y a unicité d'un objet terminal a isomorphisme prés dans
n’importe quelle catégorie ( cf. [32] page 47 ). Il suffit d’appliquer ce résultat a la catégo-
rie Cone(F). O]

Notation Soit (I, F) un systeme projectif d'une catégorie C indexé par une catégorie I.
On convient de noter lim_ F tout objet L de la catégorie C tel qu'il existe une transforma-
tion naturelle 7t : A(L) — F de sorte que (L, 7r) soit une limite projective de F. D’apres

la propriété d'unicité, un tel objet, s’il existe, est unique a isomorphisme pres.

Changement de variable dans les limites projectives

Une propriété importante des limites projectives est leur invariance (a isomorphisme
pres) par rapport a certains "changements de variable". Cette propriété est souvent ex-
primée, dans le contexte plus restreint des limites projectives de systémes indexés par
un ensemble préordonné filtrant, par une condition dite de cofinalité [23; 48]. Une étude
trés poussée des généralisations de la cofinalité figure dans 1'article [16]. Nous nous
contenterons ici d'une version plus faible et plus simple, mais qui reste bien adaptée a
I’étude des limites projectives de systémes indexés par une catégorie.

Proposition 1.5.3. Soit (I, F) un systeme projectif dans une catégorie C (au sens de notre défi-
nition 1.3.1). On se donne une catégorie I', munie de deux foncteurs covariants G : I' — I et
H : I — I'. On suppose qu'il existe une transformation naturelle ¢ du foncteur identité Id; de
la catégorie I dans le foncteur G o H, et une transformation naturelle 1 du foncteur identité Id
de la catégorie I' dans le foncteur H o G telles que

Vi' € ob(I'),  G(¢r) = ¢g() -

Notons (L, 1t) 'éventuelle limite projective du systeme projectif (I, F), et (L, p) I'éventuelle
limite projective du systeme projectif (I', F o G). Alors (L, 7t) existe si et seulement si (L', p)
existe; en outre, quand elles existent, L et L sont isomorphes dans la catégorie C.

Démonstration. Supposons d’abord que (L, 77) existe. On pose alors L' = L et, pour tout
objet i’ de la catégorie I’, posons

or = o : L= F(G(i)) = (Fo G)(7).
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Pour toute fleche f’ : ' — j’ dela catégorie I, on a, puisque (L, 77) est un cOne au-dessus
de F:

(FoG)(f')opy = F(G(f')) o mg(ry = gy = pir s

ce qui montre que (L, p) est un cone au-dessus de F o G.
Il nous reste a vérifier que ce cone (L, p) au-dessus de F o G satisfait la propriété
universelle des limites projectives. Soit (A, g) un cone au-dessus de F o G. Posons, pour

tout objet i de la catégorie I,

pi = F(@i) o qua) + A — F(i).

Alors, pour toute fleche f : i — j dans la catégorie I, nous avons, en exploitant la
fonctorialité de F et la naturalité de ¢ :

F(f)opj=F(f)o (F(¢j) o qm(j)) = F(@jo f) o quijy = F((G o H)(f) o ¢i) o qn(;)-

En utilisant une nouvelle fois la fonctorialité de F, on en tire

F(f)opj=F(¢:)o ((FoG)(H(f))°qu) -

Or, puisque H(f) : H(i) — H(j) et (A, q) est un cone au-dessus de F o G, on a

(FoG)(H(f)) °qu(j) = 9n)

ce qui permet de conclure a 1'égalité

F(f)opj = F(9i) o qui) = pir

ce qui acheve de montrer que (A4, p) est un cone au-dessus de F. Comme (L, 77) est limite
projective de F, on en déduit qu’il existe une unique fleche u : A — L de la catégorie C
telle que

Vi € ob(I), pi=Tiou.

Soit maintenant i’ un objet quelconque de la catégorie I’. On a

pirou = 75y o u = pg(iry = F(@ciin) © qiroc) iy = (F o G) (i) © q(roc) (i)

En outre, puisque ¢ est une fleche de la catégorie I’ dont le domaine est i’ et le codo-
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maine est (H o G)(i’), le fait que (A, g) est un cone au-dessus de F o G entraine I'égalité

(F o G)(¥r) © 4(Hoc) (i) = 91~

On en déduit que p; o u = gy pour tout objet i’ de la catégorie I'. D’autre part, s’il existe
une autre fleche v : A — L de la catégorie C telle que py o v = gy pour tout objet i’ de la
catégorie [ ' ona, pour tout objet i de la catégorie I :

pi = F(¢i) 0 quiy = F(9i) © pniy © v = F(@i) 0 (i) © -

Or, puisque (L, 7r) est un cone au-dessus de F, on sait que

F(¢:) o g ny) = i -

On voit donc que p; = 71; 0 v pour tout objet i de la catégorie I, donc v = u par unicité

de u. Ceci acheve de montrer que (L, p) est limite projective de F o G.

Réciproquement, supposons l'existence de la limite projective (L', p) du foncteur
contravariant Fo G : I’ — C. On pose alors L = L’ et, pour tout objet i de la catégorie I

mt; = F(@i) o pugy : L — F(i) .

Pour toute fleche f : i — j dans la catégorie I, on a

F(f)omi=F(f) o F(gj) opn() = F(@jo f)opm()-

Par naturalité de ¢, on sait que ¢; o f = G(H(f)) o ¢;, par conséquent

F(f) o = F(¢;) o (FoG)(H(f)) O PH() -

Or, puisque p est transformation naturelle de A(L") vers Fo G, on a (Fo G)(H(f)) o
PH(j) = PH(i)- En définitive, on trouve l'égalité

F(f) o= F(gi) o prg) = i

qui exprime la naturalité de 7 : A(L) — F. Cela veut dire que (L, 77) est un cone au-
dessus de F.

Vérifions ensuite que ce cone (L, 77) satisfait la propriété universelle des limites pro-
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jectives. Soit (A, p) un cone au-dessus de F. Posons alors, pour tout objet i’ de la catégo-
rie I
qir = pG(i') L — (F 9] G) (Z/) .

Alors, pour toute fleche f' : i’ — j' dans la catégorie I’, nous avons

(FoG)(f')oqy = F(G(f)) o pg(jny = Pa(iry = v

ce qui fait voir que (A, q) est un cone au-dessus de F o G. Comme (L', p) est limite
projective du foncteur F o G, on en déduit qu'il existe une unique fleche u : A — L tel
que

Vi’ € ob(I'), gir = Py OU .

Pour un objet i de la catégorie I, on a alors
7o u = F(¢;i) o pp(iy o u = F(¢i) © qu(iy = F(9i) © pGomy (i)
Comme p : A(A) — F est naturelle, on a F(¢;) o p(goy(i) = pi- On en tire
Vi € ob(I), T ou = pj.

Il reste seulement a montrer 'unicité de la fleche u : A — L satisfaisant cette derniére
égalité. Supposons donc donnée une fleche v : A — L telle que

Vi € ob(I), Tiov = p;.
Alors, pour tout objet i’ de la catégorie I, on a

qr = Pe(i) (définition de q)
= TG(i") O 0 (hypothese sur v)
= F(9g(ir) © PH(G(i)) © 0 (définition de 77)
= (Fo G)(¥r) o p(Hog)(ir) © ¥ (relation entre ¢ et 77)
=y 00V (naturalité de p : A(L) — Fo G).

Par définition de u, on en conclut v = u, achevant de montrer que (L, 71) est limite
projective de F.

En outre, si (L, 77) et (L/,p) existent en tant que limites projectives respectivement
% q proj p
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du systeme projectif (I, F) et du systeme projectif (I, F o G), alors d’apres ce qui pré-
cede, on peut choisir p’ pour que (L, p’) soit aussi limite projective de (I', F o G), d’out
l'isomorphisme L ~ L’ dans la catégorie C par la proposition 1.5.2. O

Dans le cas particulier ol I et I’ sont des ensembles préordonnés, la propriété d’in-

variance prend la forme qui suit.

Proposition 1.5.4. Soit (I, F) un systeme projectif dans une catégorie C indexé par l'ensemble
préordonné 1. Soit I un ensemble préordonné, muni de deux applications isotones G : I' — I et

H: 1 — I'. On suppose que ces deux applications vérifient les propriétés :
Vieob(I), i< G(H(i)) et Vi'eob(I'), i'<H(G({)).

Notons (L, 7t) 'éventuelle limite projective du systeme projectif (I, F), et (L, p) I'éventuelle
limite projective du systeme projectif (I', F o G). Alors (L, i) existe si et seulement si (L', p)
existe; en outre, quand elles existent, L et L’ sont isomorphes dans la catégorie C.

Rapports entre les notions de produit et de limite projective

Définition I.5.5. Une catégorie I est dite discréte si toutes ses fleches sont des identités, c’est a
dire lorsqu’on a
FI(I) ={Idy, A € 0b(I)}.

Quand la catégorie d’indices I du systéme projectif (I, F) est discrete, une éventuelle
limite projective de F prend le nom de produit, et est noté [;c,y1) F (7). Nous allons
voir que ce cas particulier de limite projective peut étre utilisé pour décrire des limites

projectives quelconques.

Définition 1.5.6. Soit I une catégorie quelconque. La discrétisée de I est la catégorie I telle que
ob(Ip) =ob(I), Fl(lp) ={Ida, A €ob(I)}.

Pour toute catégorie I, soit Iy sa discrétisée (qui est une sous catégorie de I). On a
évidemment un foncteur d’oubli O : Iy — I, notons par A le foncteur diagonal de C
dans Ch. Si (I, F) est un systéme projectif d’une catégorie C indexée par la catégorie
I, on peut lui associer le systeme projectif (Ip, F o O), en effet F o O est un foncteur

contravariant de Iy dans C.
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On fait maintenant ’hypothese que ces deux systémes projectifs (I, F) et (Ip, F o O)
ont chacun une limite projective dans C. On va noter (L, 77) une limite projective de F et
(P = TITicon(r) F(i), p) une limite projective de F o O.

Dans cette situation, nous identifierons toute transformation naturelle de A(L) dans
F a une transformation naturelle de Ag(L) dans F o O; en effet, ces deux types de trans-
formations naturelles sont ( 1'une et 1’autre) constituées par la donnée, pour tout objet
de ob(I), d’une C-fleche 71; : L — F(i), le tout assujetti a certaines conditions de commu-
tations, et il est facile de voir, puisque Iy est une sous catégorie de I, que les conditions
pour étre transformation naturelle de A(L) dans F sont plus restrictives que celles qui
permettent d’étre transformation naturelle de Ag(L) dans F o O.

Puisque (L, 7r) est limite projective de F, on sait que 7 est une transformation natu-
relle de A(L) dans F. On peut aussi la voir comme transformation naturelle de Ay(L)
dans F o O, c’est a dire que (L, 7r) peut étre considéré comme un cone au-dessus de
F 0 O. Par définition de (P, p) comme limite projective du systeme projectif (Iy, F o O),
on en déduit I'existence d'une unique C-fleche m : L — P telle que

T =polAy(m) (L.1)

Rappelons que le membre de gauche 7 de (I.1), qui était a priori une transformation
naturelle de A(L) dans F, doit étre interprété comme une transformation naturelle de
Ao(L) dans F o O. Remarquons, en outre que la relation (I.1) entre transformations na-

turelles équivaut a la condition
Vieob(l), m=pjom. (L2)

La propriété suivante de cette fleche m nous montre qu’une limite projective quelconque
peut toujours étre vue comme un sous-objet d'un produit, a la seule condition que ce
produit existe.

Proposition 1.5.7. Soit (lim F, 7v) une limite projective de F et (P = TTicop(ry F(i), p) une

limite projective de F o O. La fleche m de L dans P est un monomorphisme.

Démonstration. Soit un objet A de C et deux fleches paralleles u,v : A—=1L telles
que mou = mov. D’apres l'unicité de (I.1) la transformation naturelle 77 o A(u) de
A(A) dans F a mémes composantes que la transformation naturelle p o Ag(m) o Ag(u)
de Ayp(A) dans F o O.
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Orona
p oAO(m) OAO(M) =p oAO(m ou) =p vo(m ov) = pvo(m) OAO(U).

Toujours d’apres 1’égalité (I.1), la transformation naturelle p o Ag(f) o Ag(v) a mémes

composantes que la transformation naturelle p o A(v) on en déduit que
pol(u) =rmoh(v)

ce qui par définition de la limite projective (L, 77) entraine que u = v. O

Dans les bons cas, on peut aller plus loin et montrer que la fleche m est un égaliseur
(pour rappeler la définition de Iégaliseur cf. [32] §16 ). Soit (I, F) un systéme projectif de
la catégorie C indexée par une catégorie I. Soit D la catégorie discrete dont les objets sont
les I-fleches. On définit un unique foncteur S (contravariant aussi bien que covariant)

de D dans C en spécifiant I'objet de C associé a un objet de D par

S(f) = F(dom;(f)).

On suppose maintenant que les produits

Q= [[ F((domi(f))= [T s(f)

fEFI(I) feob(D)

et

P= T FG@)

icob(I)
existent dans la catégorie C. Par conséquent, on dispose de deux transformations natu-

relles

g :AQ)—S, (I.3)
et p :A(P)— FoO.

On définit deux C-fleches paralleles a, B de P dans Q, en exploitant le fait que Q est le
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produit des S(f), en posant

Vf € Ob(D) = Fl([), qu o = pdoml(f) (14)
et gy ofp = F(f) © Peod;(f)- (1.5)

Proposition 1.5.8. Si (L, ) est une limite projective de F dans la catégorie C, alors I'unique
fleche m : L — P telle que
Vieob(I), pijom=rm

est un égaliseur de « et .

Démonstration. La premiere étape est de montrer que x o m = o m. Les C-fleches w om
et B o m sont de méme domaine L et codomaine Q. D’apres la propriété universelle du

produit Q, 'égalité a o m = B o m équivaut a I'égalité
Vf €ob(D), qrowom=gqpoBom.

Or, d'apres (1.4)
qf 0 &M = Paom;(f) M = Tdom,(f)

et d’apres (1.5)

qfoﬁom = F(f)opcodl(f)om
P(f) © TCeod(f)

TCdomy (f)-

La deuxieéme étape consiste a montrer que toute C-fleche qui égalise a et § se factorise
de maniere unique a travers la fleche m. Soit donc e : E — P une C-fleche telle que

xoe=Poe.
11 faut montrer I'unicité et l’existence de la C-fleche
u:E— L

telle que mou =e.

Pour montrer 1'unicité, on suppose que mou = e = mou’. Alors u = u’ car m est un
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monomorphisme (voir. Proposition 1.5.7).

Pour montrer 1'existence, on prend i un objet de I, alors p; o e est une C-fleche de
domaine E et de codomaine F(i). La collection de ces fleches lorsque i parcourt la classe
des objets de I, est un cone au-dessus de F; en effet, nous avons pour toute fleche f :

i — j de la catégorie I (d’apres les formules (1.4) et (V1.30) qui caractérisent les fleches «

et p)
F(f)opjoe=qropoe=qroace=pioe.

Par conséquent, par la propriété universelle de la limite projective (L, 7r) du foncteur F;
il existe une unique C-fleche u : E — L telle que

Vi€ ob(I), mou=p;oe.

D’apres la propriété universelle du produit P, 1'égalité m o u = e entre C-fleches de E
dans P équivaut a

Vi€ ob(I), pjomou=p,oe.

Or
Vi€ ob(I), pjoe=rmou=pjomou

d'otie =mou. O
Nous montrons dans ce qui suit la réciproque.

Proposition 1.5.9. Avec les notations précédentes, si les fleches w et B de P dans Q admettent
dans la catégorie C un égaliseur e : E — P, alors
(i) La famille 7© = (71;)jcop(r) définie par

Vieob(l), m=pjoe

est un cone au-dessus de F.

(ii) Le cone (E, 7r) est limite projective de F.
Démonstration. (i) Si f € FI(I) telle que f : i — j, alors I'égalité
F(f)opjoe=pjoe

se déduit de
F(f)opjoe=qropoe=qroace=pioe.



Section I.5. Limites projectives 27

(i) Si (A, p) est un cone au-dessus de F, nous allons montrer qu’il existe une unique
C-fleche u : A — E telle que

Vi e ob(I), p;=miou.

En effet, montrons d’abord 1'unicité de u, on suppose qu’il existe deux fleches u et u’
telles que
Vieob(l), pij=miou=rmou.

Alors
Vi€ ob(I), pio(eou)=p;o(eou).

La propriété universelle du produit P donne I'égalité e o u = e o u’. Comme e de E dans

P est un égaliseur de a et Bon a

poeou=pPBoeou=noeou’ =poeou.

Par définition de I'égaliseur, comme e o u = e o 1’ égalise a et B, alors il existe une unique
fleche v de A dans E telle que

eou=ceov=cou
dotu=0v=u
Reste a montrer l'existence de la fleche u ; d’apres la propriété du produit P, il existe
une unique fleche A : A — P telle que
Vieob(I), pioA=np;.
Alors, soit f : i — j une fleche quelconque de I. On a d’abord d’apres la relation(I.4)
qrpoaoA =pioA=p;

et ensuite, d’apres la relation (VI.30)

qpopor =F(f)opjor=EF(f)op.
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Puisque p est une transformation naturelle, on en déduit 1’égalité
Vf e FI(I), qpoaoA=gqropoA.
Par la propriété universelle du produit Q en tire
xoA = oA

Puisque e est un égaliseur de « et  on en déduit I'existence et 'unicité de la fleche u de

domaine A et codomaine E telle que
A=eou.

On a alors

pi:pio/\:pioeou:mou.
]

Une conséquence sur la condition de 1'existence de la limite projective d"un foncteur

F est donnée par le corollaire suivant

Corollaire 1.5.10. Pour que toutes les limites projectives existent dans une catégorie, il faut et

il suffit que, dans cette catégorie, existent tous les produits et tous les égaliseurs.

Exemple 1.5.11. Considérons la catégorie des ensembles, notée IEns : ses objets sont les en-
sembles, et ses fleches sont les applications. Toute famille d’ensembles (c’est-a-dire tout foncteur
d’une catégorie discrete dans la catégorie [Ens) a un produit dans la catégorie [Ens : il s’agit du
produit cartésien muni des projections naturelles. Soit d’autre part A, B deux ensembles, et f, g
deux applications de A dans B. On pose

E={xe4, f(x)=g(x)} (1.6)

qui est un sous-ensemble de A. Alors l'injection canonique de E dans A est un égaliseur des
fleches f et g. On conclut d’apres le Corollaire 1.5.10 que dans la catégorie des ensembles Ens,
toutes les limites projectives existent.

Dans ce qui suit, on montre que la limite projective existe quand la catégorie C, a
priori quelconque, est la catégorie des espaces topologiques, ou des groupes, ou des

anneaux uniferes, ou des groupes topologiques, ou des anneaux topologiques.
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Limite projective d’espaces topologiques

Dans ce paragraphe, on applique ce qui précede dans le cas particulier ou la caté-
gorie C est la catégorie des espaces topologiques, notée Top : c’est la catégorie dont les
objets sont les espaces topologiques, et les fleches sont les applications continues.

D’apres Bourbaki [23], nous reprenons la définition de la topologie initiale. On se
donne I un ensemble d’indices, E un ensemble quelconque, et une famille (Y;);c; d’es-
paces topologiques. Pour tout i dans I, on se donne également une application f; de E
dans Y;. Soit alors & 1’ensemble des parties de E de la forme fl._l(lli), avec i dans I, U;
ouvert de Y;. On note B 1'ensemble des intersections finies d’éléments de &. Alors la
topologie initiale pour les applications f; est par définition la topologie sur E de base ‘8.
On caractérise la topologie initiale pour les applications f; comme la topologie la moins

fine rendant continues toutes les applications f;.

Propriété 1.6.1. Soit I un ensemble d’indices, la famille (Y;);c; d’espaces topologiques. Soit E
muni de la topologie initiale pour les applications f; : E — Y. S5i on se donne X un espace
topologique et g une application de X dans E. Alors g est continue si et seulement si pour tout
i € I, les applications f; o g sont continues.

Démonstration. Voir Bourbaki [23]. H

Exemples 1.6.2. 1) Par définition, la topologie produit sur l'espace produit P = [];c; E; d’es-
paces topologiques (E;, i € I) est la topologie initiale pour les projections pr;(i € I) définies par
pri((xj)jer) = xi.

2) Par définition, la topologie induite sur une partie F d'un espace topologique E, est la topologie

initiale pour l'injection canonique F — E.

Lemme 1.6.3. Soit F un foncteur d’une catégorie discrete I dans la catégorie des espaces topo-
logiques Top, et P = T;cop(r) F (i) le produit muni de la topologie produit.
Si (S, ) est un cone au-dessus de F, alors il existe une unique application continue f de S
dans P telle que
Vieob(I), priof =i (L7)

Démonstration. L'ensemble P étant le produit des F(i) dans la catégorie des ensembles
Ens, I'existence et I'unicité d'une application f : S — P satisfaisant 1’équation (I.7) sont
claires. On déduit de la Proposition 1.6.1 que l'application f ainsi définie est continue.

O
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Corollaire 1.6.4. L’espace topologique, constitué par le produit ensembliste P muni de la topo-

logie produit, est un produit dans la catégorie Top.

Soient A, B deux objets de la catégorie Top, c’est-a-dire deux espaces topologiques,
et soient f, g : A — B deux applications continues. On note

E={xed, fx)=g(x)} (L8)
I'égaliseur de f et ¢ dans la catégorie des ensembles, eti : E — A l'injection canonique.

Lemme 1.6.5. On munit E de la topologie induite par celle de A. Pour tout espace topologique
X, et pour toute application continue ¢ : X — A satisfaisant f o ¢ = g o @, il existe une unique
application continue ¢ : X — E telle que ¢ =io .

Démonstration. Puisque f o ¢ = g o ¢, 'application ¢ prend ses valeurs dans E, d’ou
'existence et 1'unicité de I'application ¢ : X — E telle que ¢ = i o ¢. L'application ¢ est

de plus continue en vertu de la Proposition L.6.1. O

Corollaire 1.6.6. L’espace topologique, constitué par I'égaliseur ensembliste E muni de la topo-
logie induite sur E par la topologie de A, est un égaliseur de f et de g dans la catégorie Top.

Corollaire 1.6.7. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie Top des espaces topo-
logiques. Plus précisément, soit (I, F) un systeme projectif dans la catégorie Top. Alors, si

P= T[] FG)

icob(I)

la limite projective lim  F s’identifie au sous-espace de P formé par les x = (xi)icon(r) Vérifiant

V(Fi— ) € FID),  xi = F(F)(x).

Plus particulierement, si I est un ensemble muni d"une relation de préordre notée <,
ceci devient
V(i,j) € I2, si i<j, alors x; = fij(x)).
ol f;; est I'image par le systéme projectif de la fleche (i, j) € FI(I).

La remarque suivante est une propriété particuliere des limites projectives d’espaces

topologiques séparés (au sens de Hausdorff).



Section I.6. Limite projective d’espaces topologiques 31

Remarque 1.6.8. On suppose que, pour tout objet i de I, I'espace topologique F(i) est séparé.
Alors le sous-espace L de P = TTjcop(r) F (i) formé par les x = (X;)icop(r) vérifiant

V(f:i—j) e FI(I), xi=F(f)(x)),

qui, comme on vient de le voir, s'identifie a la limite projective de F, est un fermé de P.

Démonstration. Soita € P\ L, montrons l’existence d’un voisinage de a qui ne rencontre
pas L.

En effet, puisque par hypothese a ¢ L, il existe dans la catégorie I une fleche f : i —
telle que

pri(a) # F(f)(pri(a)) .

Les éléments pr;(a) et F(f)(prj(a)) de I'espace F(i) étant ainsi distincts, il résulte de

notre hypothese qu'il existe deux ouverts U; et V; de I'espace topologique F(i) tels que
pri(a) € U;, F(f)(pri(a)) €V;, et UiNV;=0.

Puisque les applications pr; : P — F(i), prj : P — F(j) et F(f) : F(j) — F(i) sont conti-
nues, les ensembles pr; ! (U;) et prj’l (F(f)~%(V;)) sont des ouverts de P. Par conséquent,
I’ensemble

Q= pri_l(ui) N P”j_l(F(f)_l(Vi))

est un ouvert de P qui contient évidemment a. S'il existait un élément x = (x;);cop(n)

dans () N L, alors on aurait

xi=pri(x) eU; et x;=F(f)(x;) = (F(f) oprj)(x) €V,

ce qui contredit le fait que les ouverts U; et V; sont disjoints. Par conséquent, on a bien
ONL=go. L

Remarque 1.6.9. Si (L = lim_F, 7t) est une limite projective d’espaces topologiques, la topolo-
—1
gie sur L est la topologie initiale pour les projections 7t; : L — F(i)

Démonstration. D’apres notre corollaire 1.6.7, on peut identifier L & un sous-espace du
produit P = [Tic,p(r) F(i) ; dans cette identification, il est essentiel d’observer que, pour
tout objet i de I, la projection 7t; correspond a la restriction a L de la projection pr; : P —
F(i). Il est alors immédiat de vérifier que la topologie induite sur L par la topologie

produit sur P, est exactement la topologie initiale pour les restrictions des pr;a L. [
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Limite projective de groupes et d’anneaux

Dans ce paragraphe, on note par Grp la catégorie des groupes. Les objets de la ca-
tégorie Grp sont les groupes et ses fleches sont les homomorphismes de groupes. On
note en outre Ann la catégorie des anneaux : les objets de la catégorie Ann sont les
anneaux associatifs uniféres, (pour abréger, ces objets seront désignés dans la suite par
le seul vocable d’anneau), et les fleches sont les homomorphismes d’anneaux (par défi-
nition, on exige qu'un homomorphisme d’anneaux envoie 1'élément unité de la source
sur I’élément unité de la cible).

On rappelle la définition du groupe produit d’une famille (G;);c; de groupes : il
s’agit du produit ensembliste [ ;c; G; des ensembles sous-jacents, muni de 1'opération
produit définie par

(ai)ier - (bi)ier = (aibj)icr -

Il est facile de vérifier que cette opération satisfait les axiomes des groupes.

De méme, I'anneau produit d’une famille (R;);c; d’anneaux est le produit ensem-
bliste de leurs ensembles muni des deux opérations produits fabriquées a I’aide des ad-
ditions et des multiplications des facteurs R; : il estimmédiat de vérifier que les axiomes

des anneaux sont satisfaits par ces opérations.

Lemme 1.7.1. Soit F un foncteur d’une catégorie discrete I dans la catégorie des groupes Grp
(resp. dans la catégorie des anneaux Ann), et P = TTicop(r) F(i) le groupe produit (resp. I'an-
neau produit). On note pr; : P — F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pr; est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Si (S,y) est un cone au-dessus de F dans la catégorie Grp (resp. Ann), alors il existe une
unique fleche f de la catégorie Grp (resp. Ann) de domaine S et de codomaine P telle que

Vi e Ob(I), pri Of = %i. (1.9)

Démonstration. Comme 'ensemble sous-jacent a P est le produit ensembliste des F(i),
il existe une unique application f : S — P satisfaisant les relations voulues; il suffit de

vérifier que cette application
fs = (7i(s))ier

est un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux), ce qui est immédiat. O

Corollaire 1.7.2. Le groupe produit (resp. anneau produit) des F(i) est un produit dans la
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catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Soient maintenant A et B deux groupes (resp. deux anneaux), et f et ¢ deux homo-
morphismes de groupes (resp. d’anneaux) de A vers B. On note

E={xcA, [flx)=g(x)}

'égaliseur ensembliste de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un sous-groupe
(resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp. d’anneau)
induite par celle de A. Soit alors i : E — A l'injection canonique : c’est donc un homo-
morphisme de groupes (resp. d’anneaux).

Lemme 1.7.3. Pour tout groupe (resp. anneau) X et pour tout homomorphisme de groupes (resp.
d’anneaux) ¢ : X — A tel que f o ¢ = g o ¢, il existe un unique homomorphisme de groupes
(resp. d’anneaux) P : X — E tel que ¢ =io .

Démonstration. En effet, la condition f o ¢ = g o ¢ signifie que, pour tout élément x de
X, 1’élément ¢(x) de A appartient a E, ce qui permet de définir une unique application
¢ : X — E telle que ¢ = i o 1. Il est alors facile de vérifier que cette application i est un
homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux). O

Corollaire 1.7.4. L’égaliseur ensembliste E, muni de la structure induite par celle de A est un
égaliseur de f et de g dans la catégorie des groupes (resp. des anneaux).

Corollaire 1.7.5. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux).

Plus précisément, étant donné (1, F) un systeme projectif dans la catégorie des groupes (resp.
des anneaux), la limite projective de ce systeme s’identifie au sous-groupe (resp. sous-anneau)
du groupe produit (resp. de I'anneau produit)

P= [] FG)

icob(I)

constitué par les familles (x;);cy telles que

V(fri—j)eFI(I),  xi=F(f)(x).

Démonstration. Ultiliser le Corollaire 1.5.10. La version plus précise se déduit de notre

proposition 1.5.9. O



1.8

34 Chapitre I. Mise au point sur la limite projective

Puisque le produit d'une famille de groupes abéliens est un groupe abélien, et qu'un
sous-groupe d’un groupe abélien est un groupe abélien, la description des limites pro-
jectives de groupes donnée par le corollaire I.7.5 donne immédiatement le résultat sui-

vant.

Remarque 1.7.6. Une limite projective de groupes abéliens est un groupe abélien.

Limite projective de groupes topologiques et d’anneaux to-
pologiques

Comme dans les sections précédentes, nous montrons maintenant 1’existence des li-
mites projectives dans certaines catégories. Nous nous intéressons a une sous catégorie
de la catégorie des groupes Grp (resp. une sous catégorie de la catégorie des anneaux
Ann). En effet, il s’agit de TopGrp la catégorie des groupes topologiques, dont les ob-
jets sont des groupes topologiques et les fleches sont les homomorphismes continus.
Rappelons qu'un groupe topologique est un groupe G muni d'une topologie telle que
I'opération du groupe est une application continue de G x G (muni de la topologie
produit des topologies des deux facteurs G)dans G, et telle que de plus l'application in-
verse x — x| est une application continue de G dans G. Nous traiterons également le
cas de la catégorie TopAnn des anneaux topologiques, dont les objets sont les anneaux
uniferes muni d"une topologie compatible avec la structure d’anneau et les les fleches
sont les homomorphismes continus d’anneaux. Une topologie sur un anneau R est dite
compatible avec la structure d’anneau lorsqu’elle fait du groupe additif de I'anneau un
groupe topologique au sens précédent, si de plus la multiplication de I’anneau définit
une application continue de R x R dans R.

Soit (G;)ie; une famille de groupes topologiques, d’apres la section 1.7 le groupe
produit G = [];¢; G; existe ; de plus, on vérifie aisément que, muni de la topologie pro-
duit, c’est un groupe topologique. De méme, R "anneau produit d’une famille (R;);¢;
d’anneaux topologiques est un anneau topologique lorsqu’on le munit de la topologie
produit.

Lemme 1.8.1. Soit F un foncteur d'une catégorie discréte I dans la catégorie des groupes
topologiques TopGrp (resp. dans la catégorie des anneaux topologiques TopAnn), et P =
[Ticon(r) F(i) le groupe produit (resp. I'anneau produit) muni de la topologie produit. On note
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pri : P — F(i) la projection sur le facteur F(i). Alors pr; est un homomorphisme continu de
groupes (resp. d’anneaux).

Si (S,7y) est un cone au-dessus de F dans la catégorie TopGrp (resp. TopAnn), alors il
existe une unique fleche f de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn) de domaine S et de codo-
maine P telle que

Vieob(I), priof =" (L.10)

Démonstration. Comme le groupe topologique (resp. anneau topologique) sous-jacent
a P est le produit des F(i), d’apres le lemme 1.7.1 il existe un unique morphisme de
groupes (resp. d’anneaux) f : S — P satisfaisant les relations voulues, de sorte que

fis= (7i(s))ier -

De la propriété 1.6.1, comme pr; (le produit est muni de la topologie initiale pour les pr;)
sont continues alors le morphisme f est une application continue, et d’apres le lemme

1.6.3 cette application est unique. O

Corollaire 1.8.2. Le groupe topologique produit (resp. I'anneau topologique produit) des F(i)
est un produit dans la catégorie des groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

On se donne maintenant A et B deux groupes topologiques (resp. deux anneaux
topologiques), et f et ¢ deux homomorphismes continus de groupes (resp. d’anneaux)

de A vers B. On note
E={xeA, f(x)=g(x)}

le groupe (resp. anneau ) égaliseur de f et g. Il est immédiat de vérifier que E est un
sous-groupe (resp. un sous-anneau) de A. On le munit de la structure de groupe (resp.
d’anneau) induite par celle de A. Soit alors i : E — A l'injection canonique : ¢’est donc
un homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux). On munit E de la topologie induite
par celle de A : autrement dit, la topologie initiale pour "application i, de sorte que

I'injection 7 est continue, et donc est une fleche de la catégorie TopGrp (resp. TopAnn).

Lemme 1.8.3. Le groupe (resp. anneau) topologique, constitué par I'égaliseur E muni de la
topologie induite par celle de la topologie de A, est un égaliseur de f et g dans la catégorie des

groupes topologiques (resp. anneaux topologiques).

Démonstration. Ceci découle immédiatement des corollaires 1.6.6 et 1.7.5. ]
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Corollaire 1.8.4. Toutes les limites projectives existent dans la catégorie des groupes (resp. des
anneaux) topologiques.

Plus précisément, étant donné (I,F) un systéme projectif dans la catégorie des
groupes (resp. des anneaux) topologiques, la limite projective de ce systeme s’identifie

au sous-groupe (resp. sous-anneau) topologique du groupe produit (resp. de 'anneau

P= T FG@)

icob(I)

produit)

constitué par les familles (x;);c; telles que

V(fri—j)eFI(I),  xi=F(f)(x).

Démonstration. La preuve se déduit de notre proposition 1.5.9. O

D’apres la remarque 1.6.8, on peut d’ailleurs ajouter que le sous-groupe (resp. sous-

anneau) topologique du groupe produit (resp. de I’anneau produit)

P= T] F@)

icob(I)

constitué par les familles (x;);c; telles que

V(f:i—j)eFI(I),  xi=F(f)(x)

est fermé dans P, si les groupes (resp. anneaux) topologiques F(i) sont des espaces to-
pologiques séparés.

Exemple 1.8.5. L'anneau des entiers p-adiques
On définit une famille d’homomorphismes surjectifs
Vn,m e N, telsquem <n  @um : Z/p"Z — Z/p"Z

Zy={(xn+p"2)/ xy € Z; x,=xy,modp", m<n}
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Espaces topologiques profinis

Définition 1.9.1. Un espace topologique est dit profini s’il est limite projective d’espaces finis
discrets.

Proposition 1.9.2. Un espace profini est compact.

Démonstration. D’aprés notre remarque 1.6.8, un espace profini s’identifie a un fermé
d"un produit d’espaces finis discrets. Or un tel produit est un espace compact d’apres le
théoreme de Tychonoff [34, Chap. 5]. H

Rappelons quun espace topologique X est dit totalement discontinu lorsque ses seules

parties connexes non vides sont les singletons {x}, avec x € X.

Lemme 1.9.3. Dans un espace topologique compact X, étant donné un point a € X, l'intersec-
tion D de toutes les parties G de X a la fois ouvertes et fermées telles que a € G est connexe pour
la topologie induite.

Démonstration. Notons F 1’ensemble de toutes les parties G de X a la fois ouvertes et
fermées telles que a € G. On a toujours X € F,etdonc F # &.Ona D = NgerG. Il est
clair que a € D, et que D est un fermé de X comme intersection de fermés de X.
Supposons que D n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés K et L de X tels
que D = KUL,KNL = g,K # @ # L,a € K. On utilise ensuite le fait que l'espace
topologique X est normal, puisque compact [34, Theorem 9, page 141]. Donc il existe
deux ouverts U et V de X telsque K C U, L C VetUNV = . Alors le fermé
F = X\ (UUV) ne rencontre pas D = Nge#G. Or, 'ensemble F étant compact pour
la topologie induite, on en déduit qu’il existe des éléments Gy, ..., G, de F en nombre
fini tels que FN (G N...NG;) = @. On peut prendre r = 1 puisque G; N ... G, est
un élément de F. On trouve ainsi un élément G; de F qui est contenu dans U U V.
On considere l'intersection G; N U qui est un ouvert de X comme intersection de deux
ouverts de X, montrons que c’est aussi un fermé de X. Soit x un point adhérenta G; N U ;
puisque Gj est fermé, ona x € Gi,donc x € UU V. D’autre part, le point x est adhérent a
U. Il ne peut donc appartenir a I'ouvert V qui est disjoint de U. Donc x € U. Finalement,
tout point adhérent a G; N U est élément de G; N U, ce qui montre que Gy N U € F et
doncque D C GiNU,dou L C DNV C G NUNV = &, ce qui contredit 1’assertion
L # @. O
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Lemme 1.9.4. Dans un espace topologique compact et totalement discontinu, tout point admet
un systéme fondamental de voisinages dont les éléments sont des ouverts fermés.

Démonstration. Soit X un espace topologique compact et totalement discontinu, et a €
X, et N un voisinage ouvert de a. On considere l'intersection D de toutes les parties
ouvertes fermées G de 'espace X telles que a € G. D’apres le lemme 1.9.3, on sait que
D est connexe. Comme on a évidemment a € D, il résulte de I'hypothése de totale

disconnexité de X que D = {a}. On a par conséquent
(X\N)NNgerG =2,

ou F désigne, comme précédemment, I’ensemble des parties ouvertes fermées G de
I'espace X telles que a € G. Par hypotheése de compacité de X, on en déduit qu’il existe
des éléments Gy, ..., G, de F en nombre fini tels que

(X\N)NGiN...NG, = &,

ce qui équivaut a dire que G; N... NG, € N. Or, la partie G; N ... N G, est un ouvert

fermé dont a est élément. ]

Proposition 1.9.5. Toute limite projective d’espaces topologiques totalement discontinus est un
espace topologique totalement discontinu.

Démonstration. On suppose que (L, 7r) est limite projective dans la catégorie Top d'un
systeme projectif (I, F), ot I est une catégorie d’indices et F : I — C est un foncteur
contravariant tel que, pour tout objet i de la catégorie I, I'espace topologique F(i) est
totalement discontinu.

Soit C une partie connexe non vide de L, et i un objet quelconque de la catégorie
I. Puisque 7t; : L — F(i) est une application continue, I’ensemble 77;(C) est une partie
connexe non vide de F(i). Comme l'espace topologique F(i) est totalement discontinu,
il existe un unique élément ¢; € F(i) tel que :

mi(C) = {&i}-

Considérons deux éléments a et b de la partie C et montrons que a = b, ce qui
prouvera que C est un singleton et donc que L est totalement discontinu. On introduit

l'espace topologique S = {0} (nécessairement muni de la topologie discrete) et les deux
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applications u : S — Letv: S — L telles que u(0) = a et v(0) = b. Les applications u et
v sont continues, et d’apres ce qui vient d’étre montré, on a :

Vi € ob(I), miou(0) =¢& = mowv(0).

On a donc 7j 0 u = 71; 0 v pour tout objet i de la catégorie I. Comme (L, 77) est limite
projective de (I, F), la propriété universelle de la limite projective entraine que u = v, et
donc que a = u(0) = v(0) = b. O
Corollaire 1.9.6. Si A est un espace topologique profini, alors il est totalement discontinu.

Théoréme 1.9.7. Un espace topologique est profini si et seulement si il est a la fois compact et
totalement discontinu.

Démonstration. Si l'espace topologique X est profini, alors il est compact (proposition
1.9.2) et totalement discontinu (proposition 1.9.5). Il reste a montrer la réciproque.

Soit donc X un espace topologique compact et totalement discontinu. On se limite au
cas ol X est non vide, car I'espace vide est limite projective du systéme projectif (I, F)
donné par :

- la catégorie I a deux objets

1#2

ayant, en dehors des identités, deux fleches paralleles f et g;
- le foncteur F tel que F(1) = {0,1}, F(2) = {0} (ces deux espaces étant munis de la
topologie discrete), F(f) : {0} — {0,1} tel que F(f)(0) =0et F(g){0} — {0,1} tel que
F(g)(0) = 1. Par conséquent, I’espace vide est bien profini.

Notons O l'ensemble des ouverts de X. Considérons alors 'ensemble I dont les élé-
ments sont les parties finies P C O telles que :

) VweP, w#J,

ii)Vw e P,Yow' €P, w#w =wnNuw' =a;

i) Vx € X,dJw € P, x € w.

On peut remarquer que I est non vide, car {X} € I.

On met sur [ une relation < en convenant que P; < P, équivaut a

sz € Pz,ﬂa)l & Pl, wy C wq .

On remarque d’ailleurs que, si P; < P,, étant donné wy, € P,, I'élément w; de P tel

que wy C wy est unique d’apres la condition ii). On convient de le noter fp, p,(wy). On
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vérifie aisément que cette relation < est une relation d’ordre partiel sur 'ensemble I :
en particulier, I est un ensemble préordonné et donc aussi une catégorie.

Soit alors F : I — Top le foncteur contravariant tel que
VP eI, F(P) = P avec sa topologie discrete

V(P,Q) € I?, avec P < Q,F((P,Q)) = fpro-

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de I'observation suivante : si on a
trois éléments P, Q, R de I tels que P < Q < R, alors fpr = fp,o © for-

Pour P € I, on définit aussi une application 77p : X — P en convenant que
Vx € X,Vw € P, mp(x) =wS xEcw.

En effet, si on se donne I'élément x de X, la relation x € w est satisfaite par un élément w
de P en vertu de la condition iii) ci-dessus ; de plus, cet w est unique d’aprés la condition
ii). De plus cette application 7rp est localement constante (car tous les éléments de P sont
des ouverts), et donc continue.

On vérifie alors que (X, 7r) est un cone au-dessus de F : cela revient a dire que, si on
se donne deux éléments P et Q de I tels que P < Q, alors mp = fp g o 7o, ce qui est
clair.

Il reste a vérifier que, sous I'hypothése que X est compact et totalement discontinu,
ce cone (X, 7r) satisfait la propriété universelle qui caractérise la limite projective. Soit
donc (Y,p) un cone au-dessus de F, donné par un espace topologique Y et par une
famille (pp)pes d’applications continues pp : Y — P telle que

V(P,Q)€I?, P<Q=pp=froopg-

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que 'intersection des parties pp(y) de
I'espace X, quand P décrit I'ensemble I, est exactement un singleton de X. On procede
en deux temps, en montrant d’abord que cette intersection est non vide, puis en mon-
trant qu’elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si P € I, tout élément w de P est complémentaire de
la réunion des ouverts w’ € P\ {w}, donc est aussi un fermé de X. Par compacité de X,
l'intersection des fermés pp(y), pour P décrivant I, est non vide si et seulement si toute

intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier que, si1'on se donne un
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nombre fini Py, P, ..., P, d’éléments de I, alors l'intersection

ep () N Npp,(v) (I.11)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que 1’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un Q € I tel qu’on a simultanémentP; < Q,..., P < Q.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas o1 r = 2. Soit donc
P; et P, deux éléments de I. On définit Q comme l’ensemble des intersections non vides
de la forme w; Nwy, ot wy € P et wy € P,. On vérifie alors facilement que Q € I, que
P < QetqueP, < Q.

Soit donc a montrer que l'intersection (I.11) est non vide. On sait qu’il existe Q € I
tel que P; < Q pour tout indice j € {1,...,7}. Alors on sait que pp,(y) = fr,0(po(y))
pour tout indice j € {1,...,r}. Par définition des applications fp,q, ceci entraine que
po(y) € pp(y). Par conséquent l'intersection (1.11) contient I'ouvert non vide pg(y),
et donc est elle-méme non vide. L'argument de compacité de 'espace topologique X
acheve de montrer que 'intersection Npejpp(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a # b de
X. L'espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel quea € N et
b ¢ N.D’apres le lemme 1.9.4, il existe une partie U C X a la fois ouverte et fermée telle
quea € U C N,etdoncb ¢ U. Soit Py = {U, X \ U}. Puisque la partie U est a la fois
ouverte et fermée, non vide, et non égale a X, on voit que Py € I. Donc a et b sont tous
deux éléments de pp, () qui est soit U, soit X \ U, ce qui contredit le fait que a € U et
b ¢ U. Ceci montre que l'intersection de tous les pp(y), quand P décrit I, est réduite a
un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans X en associantay € Y
I'unique élément u(y) € X de l'intersection de tous les pp(y). On a donc I'équivalence

V(x,y) € X XY, u(y)=x< (VPelx € pp(y)) .

Soitv : Y — X une application continue telle que 71p o v = pp pour tout P € I. L'appli-
cation 7tp ayant été définie comme l'application de X vers P qui a tout élément x € X
associe l'unique élément w de P tel que x € w, la définition entraine que v(y) € pp(y)
pour tout P € I. Donc v = u, ce qui prouve l'unicité de v. Pour vérifier ensuite son
existence, il suffit de montrer que u est continue en tout point yo € Y. Soit donc N un

voisinage ouvert de u(yp); par le lemme 1.9.4, on sait qu’il existe une partie U C X,
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a la fois ouverte et fermée, telle que u(yp) € U C N. Reprenant la notation P; pour
I’élément {U, X \ U} de I, on voit que pp,(yo) = U. Comme I'application pp, : Y — Py
est continue, il existe un voisinage ouvert W de yo dans N tel que pp,(y) = U pour tout
y € W. Alors u(y) € U C N pour tout y € W. Par conséquent, 'image réciproque de N
par u est un voisinage de vy, ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que l'application v existe et est unique : ceci veut dire que (X, 77)
est limite projective dans Top du systeme projectif (I, F). Ainsi tout espace topologique
compact et totalement discontinu est limite projective d’espaces topologiques finis dis-

crets. ]

Groupes et anneaux profinis

Définition 1.10.1. Un groupe (resp. anneau) topologique est dit profini s'il est limite projective
de groupes (resp. anneaux) finis discrets.

En particulier, un groupe (resp. anneau) profini s’identifie a une partie bien déter-
minée du produit cartésien des F(i), et est donc limite projective dans la catégorie Top

d’espaces finis discrets : c’est donc un espace topologique profini. On en déduit :
Proposition 1.10.2. Tout groupe (resp. anneau) profini est compact et totalement discontinu.

Démonstration. C’est une propriété des espaces profinis, comme on I’a démontré précé-
demment. [23, Chap. I]. O

Lemme 1.10.3. Dans un groupe topologique compact totalement discontinu, tout voisinage de
I'élément neutre contient un sous-groupe distingué ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage de1’élément neutre 1 du groupe topologique G com-
pact et totalement discontinu, noté multiplicativement. On veut montrer que N contient
un sous-groupe distingué ouvert. En vertu du lemme 1.9.4, on peut supposer que N est a
la fois ouvert et fermé. Soit F I'ensemble des éléments de G de la forme xy (x € N,y € N)
qui n’appartiennent pas a N. L'ensemble F est fermé dans le compact G, donc est un
compact. Soit x € N. Comme x ¢ F, par continuité de la multiplication de G, il existe
des voisinages ouverts Vy de x et W, de 1 tels que

(aeVy,beW,)=abgF.



Section 1.10. Groupes et anneaux profinis 43

Les ouverts Vy, pour x décrivant N, forment un recouvrement ouvert du compact N,
donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini, de sorte qu’il existe des éléments
x1,...,Xr de N en nombre fini tels que

NCV,U---UVy, .

On pose alors W' = Wy, M-+~ N Wy, NN : c’est un voisinage ouvert de 1. On en déduit
un voisinage ouvert symétrique W = W' N W’/~1. Le produit d’un élément de N et d'un
élément de W n’appartient jamais a F; puisque W C N, c’est donc un élément de N.
Comme W est en outre symétrique, on en déduit que le sous-groupe H engendré par
W est contenu dans N. Le sous-groupe H contenant W, c’est en outre un voisinage de
1, donc il est ouvert. L'intersection Hp des conjugués de H est donc un sous-groupe
fermé de G qui contient 1. D’autre part, c’est le noyau de ’homomorphisme de G dans
le groupe symétrique de I'ensemble G/H des classes a gauche modulo H défini par
I'action naturelle de G sur G/ H. Comme G/ H est fini, le groupe symétrique en question
I'est également, de sorte que Hy est d'indice fini, donc est un sous-groupe ouvert de G

contenu dans N, ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 1.10.4. Dans un anneau topologique compact et totalement discontinu, tout voisinage
de I'élément neutre du groupe additif contient un idéal bilatere ouvert.

Démonstration. Soit N un voisinage ouvert de I'élément neutre 0 du groupe additif de
I’anneau topologique R compact. On veut montrer que N contient un idéal bilatere ou-
vert. D’apres le lemme 1.10.3, on peut supposer que N est un sous-groupe ouvert du
groupe additif de I’anneau R.

Soit (a,b) € R2. L’application de R® dans R qui envoie (x,t,y) sur le produit xty
étant continue en (4,0, b), il existe un voisinage ouvert U, , de 4, un voisinage ouvert
V,» de 0 et un voisinage W, ;, de b tels que

(xeUyp,t € Vop,y € Wyp) = xty € N

Le carré cartésien R? étant compact, il existe des couples (a1,b1),...,(ar b,) de R? en
nombre fini tels que
R? = Uizt U, b, X Wa,, -

Posons alors V = N/_; V. ;. N N. En tant qu’intersection finie de voisinages ouverts de

0, c’est un voisinage ouvert de 0. Soit I 'idéal bilatere de R engendré par V. Puisqu’il
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contient V, c’est un voisinage de 0. Puisque ce voisinage de 0 est aussi un sous-groupe
du groupe additif de R, c’est aussi un ouvert de R. D’autre part, tout élément de I est
de la forme

h
ijtjyj (I’lGN*,XjGR,t]'EV,y]’GR).
=1

Or,six € R,t € V,y € R, il existe unindicei € {1,...,r} tel que (x,y) € Uy, p. X W, .-
Commet € V C V, ;,onatoujours xty € N. Comme N est un sous-groupe du groupe
additif, on en déduit que I est contenu dans N. Finalement, on a bien trouvé un idéal

bilatere ouvert contenu dans N. [
La réciproque de la proposition 1.10.2 est vraie.

Théoréme 1.10.5. Un groupe (resp. anneau) topologique est profini si et seulement si il est i la

fois compact et totalement discontinu.

Démonstration. Soit G (resp. R) un groupe noté multiplicativement (resp. un anneau)
topologique compact et totalement discontinu.

Considérons alors 'ensemble I des sous-groupes distingués ouverts (resp. idéaux
bilateres ouverts) de G (resp. de R) d’indice fini dans G (resp. R).

On peut remarquer que [ est non vide, car G € I (resp. R € I).

On met sur I la relation < réciproque de l'inclusion, c’est-a-dire qu’étant donnés
deux éléments A et B de I, on écrit A < B pour A O B. Ainsi I est un ensemble pré-
ordonné, et donc une catégorie. Lorsque les deux éléments A et B de I sont tels que
A < B, on définit 'homomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) f4p : G/B — G/A
(resp. fap: R/B — R/Apar fop(xB) = xA (resp. fa p(x + B) = x + A). On peut aussi
observer que f4 p([x]) D [x] pour tout élément [x| de G/B (resp. R/B).

Soit alors F : I — TopGrp (resp. F : I — TopAnn) le foncteur contravariant tel que

VA eI, F(P)=G/A(resp. R/A) avec sa topologie discrete

V(A,B) € I?, avec A < B,F((A,B)) = fas.

Le fait que F soit un foncteur contravariant se déduit de I’observation suivante : si on a
trois éléments A, B, C de I tels que A < B < C, alors fac = fap©o fBc-

Pour A € I,onnote t4 : G — G/ A (resp. 4 : R — R/ A) la surjection canonique,
qui est un homomorphisme continu du moment que le sous-groupe (resp. idéal) A est

ouvert.
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On vérifie alors que (G, 7r) (resp. (R, 1)) est un cone au-dessus de F : cela revient a
dire que, si on se donne deux éléments A et B de I tels que A < B, alors t4 = fa po 7,
ce qui est clair.

Il reste a montrer que, sous que I’hypothése que G (resp. R) est compact et totalement
discontinu, ce cone (G, i) (resp. (R, 7)) satisfait la propriété universelle qui caractérise
la limite projective. Soit donc (Y, p) un cone au-dessus de F, donné par un groupe (resp.
anneau) topologique Y et par une famille (p4)ac; d’homomorphismes continus p4 :
Y — G/A (resp. pa : Y — R/ A) telle que

V(A,B)Elz, A<B:>pA:fA,BopB.

Soit maintenant un point y de Y. Montrons que l'intersection des classes p4(y)du
groupe G (resp. de I'anneau R), quand A décrit 'ensemble I, est exactement un single-
ton de G (resp. R). On procede en deux temps, en montrant d’abord que cette intersec-
tion est non vide, puis en montrant elle ne peut jamais contenir deux points distincts.

Tout d’abord, on remarque que, si A € I, alors il est fermé dans G (resp. R). Par com-
pacité de G (resp; R), I'intersection des fermés p4(y), pour A décrivant I, est non vide
si et seulement si toute intersection finie extraite est non vide. Il s’agit donc de vérifier

que, sil’on se donne un nombre fini Ay, A, ..., A, d’éléments de I, alors l'intersection

A (y) N Npa,(y) (112)

n’est jamais vide. Pour cela, on utilisera le fait que I’ensemble ordonné I est filtrant, ce
qui signifie qu’il existe toujours un B € I tel qu’on a simultanément Ay < B, ..., A, < B.

Pour vérifier cette propriété, il suffit évidemment de traiter le cas ot1 r = 2. Soit donc
Aj et Ay deux éléments de I. On définit B comme l'intersection A; N A,. On vérifie que
B € I, car il existe un homomorphisme injectif G/B — G/A; x G/ A; (resp. R/B —
R/A; x R/ Aj), etil est évident que A; < B et que Ay < B.

Soit donc a montrer que 'intersection (1.12) est non vide. On sait qu’il existe B € I tel
que A; < B pour tout indice j € {1,...,r}.Alors l'intersection (I.12) contient I'ensemble
non vide pg(y), et donc est elle-méme non vide. L'argument de compacité de 'espace
topologique X achéve de montrer que l'intersection Npejpp(y) est non vide.

Supposons maintenant que cette intersection contient deux points distincts a # b de
X. L'espace X étant compact est séparé, donc il existe un ouvert N de X tel quea € N

etb ¢ N. D’apres le lemme 1.10.3 (resp. lemme 1.10.4), il existe un sous-groupe ouvert
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(resp. idéal bilatere ouvert) A de G (resp. R) telquea+ A C N, etdoncb —a ¢ A. Mais
a et b sont tous deux éléments de p 4 (i) qui est une classe modulo A, d’ott contradiction.
Ceci montre que l'intersection de tous les p4 (y), quand A décrit I, est réduite a un point.

Ceci étant établi, on définit une application u de Y dans G (resp. R) en associant a

y € Y l'unique élément u(y) de l'intersection de tous les p 4 (y). On a donc I'équivalence
V(x,y) € G x Y(resp. R x Y), uly) =xe (VAeLxepa(y)) .

Soitv : Y — G (resp. v : Y — R) un homomorphisme continu tel que m4 0v = py
pour tout A € I. La définition de 1’application 714 entraine que v(y) € p4(y) pour tout
A € 1. Donc v = u, ce qui prouve l'unicité de v. Pour vérifier ensuite son existence,
il suffit de montrer que u est un homomorphisme continu. Pour vérifier est un homo-
morphisme, il suffit d’observer que les p 4 sont des homomorphismes, donc u(yy’) (resp.
u(y+vy'),u(yy’) )estbien u(y)u(y') (resp. u(y) +u(y’), u(y)u(y’)). Compte tenu de cette
premiere propriété, pour montrer que u est continu, il suffit de montrer qu’il est continu
en 1 (resp. 0). Soit donc un voisinage ouvert N de 1 dans G (resp. de 0 dans R); par
le lemme 1.10.3 (resp. lemme 1.10.4), on sait qu’il contient un sous-groupe ouvert (resp.
idéal bilatere ouvert) A. Puisque p4 est un homomorphisme, on a p4(1) = A (resp.
pa(0) = A). Comme p4 est continu, il existe un voisinage ouvert W de 1 (resp. de 0)
dans Y tel que p4(y) = A pour tout y € W. Par conséquent, u(y) appartient a A, et
donc a N, des que y € W. Ce qui montre la continuité de u.

Finalement, on voit que ’homomorphisme continu v existe et est unique : ceci veut
dire que (X, 7r) est limite projective dans TopGrp (resp. TopAnn) du systeme projectif
(I, F). Ainsi tout groupe (resp. anneau) topologique compact et totalement discontinu

est limite projective de groupes (resp. anneaux) topologiques finis discrets. O



Filtration factorielle

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous munissons tout groupe abélien d'une filtration tres simple,
que nous appelons la filtration factorielle. Bien que cette filtration ait été déja utilisée dans
un grand nombre de cas particuliers, elle na, a notre connaissance, jamais été étudiée
dans cette généralité. En particulier, nous construisons le complété factoriel d’un groupe

abélien.

Dans ce chapitre, on suppose sauf mention du contraire que tous les groupes sont

abéliens.
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Filtration factorielle d’un groupe abélien

Définition et propriétés
La filtration factorielle

Soit A un groupe. Puisque pour d > 0 entier naturel, la suite des sous-groupes (d +
1)!A est décroissante, elle constitue une filtration (décroissante) au sens de [22]. Ces
filtrations peuvent aussi étre caractérisées par l'application appelée « fonction d’ordre »
dans la terminologie de [22]. Cependant a la suite de [21] nous emploierons le nom de
filtration pour cette fonction d’ordre.

Définition I1.2.1. La filtration factorielle sur le groupe abélien A est l'application ¢ 4 de A vers
IN U {oo} telle que

Va € A, pa(a) =sup{d € N; ac (d+1)!A}.

La filtration factorielle sur le groupe abélien A jouit évidemment des propriétés sui-

vantes.
Proposition I1.2.2 (Propriétés de la filtration factorielle). Soient a,b € A. Ona:
pala—b) > min(ga(a), ¢a(b));

¢a(=a) = pala);

pa(a) = 400 <= a € Ny>1nlA.

Proposition I1.2.3. Soit A un groupe abélien sans torsion. Pour tout a de A, et pour tout entier
naturelm > 1, ona

pa(ma) < @a(a) +m.

Démonstration. Si d est un entier tel que d > m et ma € (d + 1)!A, alors, comme on
sait que (d + 1)! est un multiple de m(d — m + 1)!, on en déduit que ma est élément de
m(d —m + 1)!A. Puisque A est supposé sans torsion, il en résulte que a appartient a
(d —m+1)!A, 'est-a-dire que @4 (a) > d — m. D’ot1 le résultat. O
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La topologie factorielle

Sur tout groupe abélien A, la filtration factorielle ¢ 4 nous permet de définir une
topologie en spécifiant une notion de boule ouverte de la facon suivante : une boule
ouverte de centre a € A est une partie de A de la forme {x € A; p4(x —a) > k} pour
un certain entier k € IN, c’est la classe a + (k + 2)!A. Il est immédiat par la proposition
I1.2.2 que la structure du groupe A est compatible avec la topologie ainsi définie, que
nous appellerons la topologie factorielle de A. Par conséquent, cette topologie confere a A
une structure de groupe topologique. De plus, la topologie factorielle de A est toujours
pseudo-métrisable [34, page 119], puisqu’elle est engendrée par 1'écart

272400 i @,(a—b) # +oo

0 sinon

(a,b) — d(a,b) = (IL1)

Proposition I1.2.4. Un groupe abélien A est discret pour sa topologie factorielle si et seulement
si il est d’exposant fini.

Démonstration. Si A est supposé discret pour sa topologie factorielle, alors {0} est un
ouvert, donc il existe un entier naturel k tel que la boule {x € A; p(x) > k} est réduite
a {0}, ce qui montre que (k +2)!A = 0, et par conséquent A est d’exposant fini divisant
(k+2)!.

Réciproquement, si A a un exposant fini e € IN*, alors e! A = 0, et donc, pour tout a
dans A, le singleton {a} est la boule ouverte {x € A; ¢4(x —a) > max(e —2,0)}. O

Proposition I1.2.5. La topologie factorielle du groupe abélien A est la topologie grossiere de A
si et seulement si le groupe A est divisible.

Démonstration. En effet, si la topologie factorielle de A est grossiere, comme n!A est
pour tout entier n > 1 un ouvert de la topologie grossiere, évidemment non vide, on a
n!A = A pour tout entier n > 1.

Réciproquement, si A est divisible, on a n!A = A pour tout entier n > 1, ce qui
montre que A est la seule boule ouverte de la topologie factorielle de A, et donc le seul
ouvert non vide dans cette topologie. [

Proposition I1.2.6. Pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A — B,ona:

Ve A, ¢p(f(x) = @alx),
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de sorte que I'application f est toujours continue pour les topologies factorielles.

Démonstration. En effet f(d!A) = d!f(A) C d!B pour tout entier naturel d > 1, ce qui
donne bien l'inégalité ¢p(f(x)) = @(x). Cette inégalité montre immédiatement que f
est continue en 0. Puisque f est un homomorphisme de groupes abéliens, il en résulte
que f est continue en tout point. O

D’aprés la proposition 11.2.4, la topologie factorielle du groupe quotient A/mA est
la topologie discrete. Il résulte de la proposition précédente

Corollaire I1.2.7. Soit A un groupe muni de la topologie factorielle. Pour tout entier naturel
m > 1, on munit le groupe quotient A/mA de la topologie discrete. Alors la projection naturelle
de A sur A/mA est une application continue.

On voit en outre que

Proposition I1.2.8. Pour tout entier naturel m > 1 et pour tout a € A, la classe de congruence

a + mA est un ouvert fermé de A (pour sa topologie factorielle).

Démonstration. La classe de congruence a + mA est la réunion des classes b + m!A pour
b = amod mA. Or une classe b + m!A est I'’ensemble des éléments z € A tels que
¢(z — b) > max(m — 2,0), c’est-a-dire une boule ouverte, et donc un ouvert. Comme
toute réunion d’ouverts est un ouvert, toute classe a + mA est donc ouverte, et donc
toute réunion de telles classes est un ouvert. En particulier le complémentaire de a + mA
étant la réunion des classes b + mA pour b # a mod mA, on en déduit que la classe
a 4+ mA est également fermée. O

Proposition I1.2.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur A pour
les projections naturelles p,, o : A — A/m!A (out A/m!A est muni de la topologie discrete )
coincide avec la topologie factorielle de A.

Démonstration. 1l s’agit de comparer les deux topologies définies sur le groupe A. Par
définition [23] la topologie initiale est la topologie la moins fine qui rende continues
toutes les applications p,, 4, avec m > 1, de A dans A/m!A. La topologie factorielle
rendant continues toutes ces applications, par le corollaire I1.2.7, il en résulte qu’elle est
moins fine que la topologie factorielle de A. Réciproquement, toute boule ouverte pour
I'écart (IL.1) est une classe a +d!A,d > 1; or cette classe est image réciproque de l'ou-
vert {ps 4(a)} par I'application continue p; 4 de A, muni de la topologie initiale, dans
A/d!'A, muni de la topologie discréte ; ainsi tout ouvert pour la topologie factorielle est

un ouvert pour la topologie initiale. O
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Le théoreme suivant montre que la topologie d"un groupe profini « pas trop gros »
est certainement sa topologie factorielle.

Théoreme 11.2.10. Si A est un groupe profini (compact totalement discontinu) de type fini
(c’est-a-dire admettant pour ensemble de générateurs topologiques une partie finie), alors sa to-
pologie est nécessairement sa topologie factorielle.

Démonstration. Soit X = {x1,...,x5} (d € IN), une partie finie du groupe abélien A
qui l’engendre topologiquement. Fixons un entier naturel n > 1 et montrons que A/n!A
est un groupe fini. Pour cela, soit F;, € A l'’ensemble des combinaisons r;x1 + - - - 4+ r4xg4,
ot rj € NN [0,n![ pour tout indice j € {1,...,d}. La partie F, est finie, donc c’est une
partie fermée de I'espace topologique séparé A. Etant donné un quelconque élément a
de A, il suffit de montrer qu’il existe f € F, tel que a = f mod n!. Puisque le groupe
engendré par X est dense dans A, pour tout voisinage V de a dans A, il existe un élément
(my(V),- - ,mg(V)) de Z% tel que I'élément a(V) = my(V)xy + - - - +my(V)xy € V. Par
division euclidienne, il existe, pour tout voisinage V de a dans A et pour tout indice j €
{1,...,d},desentiers g;(V) € Zetr;(V) € NNI[0,n![tels que m;(V) = nlq;(V) +r;(V).
Posons alors b(V) = q1(V)x1 + - -+ q4(V)xget f(V) =r(V)x1 4+ - - - +1r3(V)x4. De la
suite généralisée (b(V))y . indexée par I'ensemble filtrant A" des voisinages de a dans
’espace compact A, on peut extraire une sous-suite généralisée (b(V}))seT convergente
vers b € A. Alors la suite f(V;) = a(V;) — n!b(V;) est une suite de points de F, qui
converge vers a — n!b. Comme F, est fermé, sa limite f = a — n!b € F,, et on a bien la
congruence 4 = f mod n!.

Comme n!A est fermé dans A, puisque c’est I'image du compact A par l'application
continue x — n!x, on voit maintenant que c’est un sous-groupe fermé de A d’indice fini,
donc un sous-groupe ouvert de A. Ceci prouve que la topologie factorielle du groupe
A est moins fine que la topologie de A. En particulier, I'identité Id4 de A est continue
quand on munit son espace de départ de la topologie donnée de A et son espace d’arri-
vée de la topologie factorielle.

D’autre part, soit D = N,,>1n!A. La partie D est l'intersection de sous-groupes fermés
de A, donc c’est un sous-groupe fermé de A, donc elle est compacte. Vérifions que le

groupe D est divisible. En effet, soit d € D. Pour tout n > 1, il existe un élément a;,

n—+m
n

la suite (z;;)men de points de ’espace compact A, on peut extraire une suite (zy, )keN

de A tel que d = nlay,. Pour un entier m € IN, on pose alors z,, = m!("” "™)ay4m. De

convergeant vers z,, € A. On peut supposer que my; > k pour tout k € IN, de sorte

que z,;, € m!A pour tout entier k > m. Comme m!A est fermé dans A, on en déduit
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que Zo est élément de m!A pour tout m € IN, ce qui prouve que z, est élément de
D. D’autre part, on a n!zee = limy_e 1!z, = limy_ (1 + my) 0y, = d. Ainsi tout
élément de D appartient a n!D pour tout entier n > 1, c’est-a-dire que le groupe abélien
D est divisible.

Comme tout groupe divisible compact est connexe [33, page 385], mais que A est
supposé totalement discontinu, on voit que D = {0}. Par conséquent la topologie facto-
rielle de A est séparée. L'image d'un fermé de A par I'application continue Id 4 est donc
un compact de la topologie factorielle de A. Ainsi tout fermé de A est un fermé de la
topologie factorielle de A, et on en conclut que la topologie factorielle de A est plus fine
que la topologie de A. O

Le complété factoriel

Définition et premieres propriétés

L’ensemble IN* des entiers naturels non nuls est un ensemble ordonné pour la rela-
tion de divisibilité. Nous pouvons donc le voir comme une catégorie. Etant donné un
groupe abélien A, nous définissons le systeme projectif naturel de A en associant a tout
objet n de IN* le quotient A/nA et associant a toute fleche m — n de IN* (c’est-a-dire
que l'entier naturel non nul m est un diviseur de I’entier naturel non nul 7) '’homomor-

phisme naturel f,,, 4 : A/nA — A/mA tel que
Va € A, fmnala+nA)=a+mA.

Définition I1.3.1. Etant donné un groupe abélien A, son complété factoriel A est la limite
projective du systeme projectif naturel des groupes abéliens A/nA, ot n € IN*.

D’apres la remarque 1.7.6, on voit que le complété factoriel A du groupe abélien A
est aussi un groupe abélien.

Pour travailler dans A, on a souvent intérét a utiliser le théoreme d’invariance des
limites projectives en remplacant le systéme projectif naturel de A par le systeme projectif
factoriel de A :il s’agit du systeme projectif indexé par les entiers naturels non nuls, mais
cette fois-ci muni de 1’ordre usuel, o1 I'on associe a tout objet n de IN* le groupe A/n!A,
et a toute fleche m < n de IN* 'homomorphisme f,;1 .1 4. Comme les applications

G:IN* — IN*,Vn e N*,G(n) =n! et H:N*—N*VnelN*"H(n) =n
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sont isotones pour les relations de préordre que nous avons considérées (I'isotonie de G
signifie que, lorsque m < n, alors m! est un diviseur de n!; I'isotonie de H que, lorsque m
est un diviseur de 1, alors m < n), et que de plus n divise G(H(n)) et que n < H(G(n))
pour tout entier naturel 7, la proposition 5.4 montre que A est aussi la limite projective
du systeme projectif factoriel de A.

Pour manipuler les éléments de cette limite projective, on peut utiliser la description
de la limite projective (proposition 1.5.9) : ses éléments s’identifient a des suites éléments
de T, ene <mAA> satisfaisant certaines conditions.

Ainsi, en notant, pour tout entier n > 1, par p, 4 la projection naturelle du groupe A
sur A/n!A, nous pouvons considérer son complété factoriel A comme 1’ensemble des

suites (P, A(an))n>1 de classes résiduelles modulo n!A d’éléments a, € A telles que
Ym>n2>1, am — a, € n'A. (I1.2)

Notre premier résultat consiste a caractériser les éléments de A comme des combinai-

sons A-linéaires de factorielles. Ce point de vue est souvent utile pour travailler dans

-~

A.

Lemme I1.3.2. Soit & = (pp,a(an))n>1 un élément du groupe produit [,~1 A/n'A. La suite
a est élément de A si et seulement s'il existe une suite (c,)pen d'éléments de A telle qu’on ait

n—1
ay = 2 jlej
j=0

pour tout entier naturel n > 1.

Démonstration. La condition (II.2) qui caractérise les suites (p;, 4(ax))n>1 éléments de A
entraine en effet I’existence, pour tout entier naturel n, d'un élément c, de A tel que
a; = cg pour n = 0 eta, 1 —a, = nlc, pour tout entier naturel n > 1. La relation
ay = Z’.Z:*Ol jl¢j s’en déduit par récurrence sur l’entier naturel n > 1.

]

Réciproquement, I’écriture a,, = 2}1;01 jl¢j entraine que, si on a deux entiers naturels
metn vérifiantm >n > 1,onaay, —a, = Z;-”:_nl jl¢j. Comme j! est divisible par n! pour

tout entier naturel j > n, on obtient bien la condition (II.2). O

Lemme I1.3.3. Soit A un groupe abélien. On se donne & = (py, a(an))n>1 un élément de A,
un entier naturel d > 1, et un entier naturel m divisant d!. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.
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(i) ay est élément de mA ;
(ii) 4 est élément de mA.

Démonstration. Supposons d’abord que @ = (py, 4(a4))n>1 est élément de mA. 1l existe
dans A un b = (pya(bn))ns1 tel que & = mb, d’ott & = (pya(mby))u>1, donc ag =
mby mod d!A. Puisque d! € mZ par hypothese, on voit que a,; est bien élément de mA.
On suppose réciproquement que a; est élément de mA, c’est-a-dire qu'il existe un
élément by de A tel que a; = mby. Puisque m est supposé diviseur de d!, il existe m’ entier
naturel tel que d! = mm’. On utilise le lemme I1.3.2 qui nous assure de 'existence d'une
suite (¢; ) en d’éléments de A telle qu’on ait 1’égalité a,, = 2;7:_01 jl¢j pour tout entier na-
turel n > 1. On pose alors, pour tout entier naturel n > 1, b,, = by + 27:_01 m'j! (j Zd)c]grd.
Par récurrence, on vérifie immédiatement que mb, = a,,4 pour tout entier naturel
n. D’autre part, la suite (by,),>1 vérifie évidemment la propriété (IL.2), de sorte que
b= (ppa(by))us1estélémentde A.Onaalors mb = (pya(mby))ps1 = (Pu,a(@nrd) Jus1-
Or, d’apres la condition (I.2), on a p,, o(a,+4) = Pn,a(an). Finalement, on obtient que

4 = mb est bien un élément de mA. ]

Proposition I1.3.4. Si le groupe abélien A est sans torsion, alors son complété factoriel A est
sans torsion.

Démonstration. Soit @ = (py,(an))n>1 un élément de torsion de A il existe un entier
q > 1tel que ga = 0. Soit n > 1 un entier quelconque. Puisque 47 appartient a qn!g, et
que gn! est un diviseur de (g + 1)!, le lemme I1.3.3 montre que ga, 4 appartient a gn!A.
Puisque A est supposé sans torsion, on en déduit que 4,14 appartient a n!A. Utilisant la
condition (IL.2), on conclut que n! divise a,. Ceci étant vrai quel que soit I'entier naturel
n > 1, on obtient 7 = 0. O

Le morphisme canonique x4 et sa propriété universelle

Il est intéressant d’étudier le morphisme x4 de A dans A tel que x(a) =
(pn,a(a))u=1 pour tout élément a de A. On remarque que, comme tout morphisme, x4
est continu quand on munit son domaine A et son codomaine A des topologies facto-
rielles (proposition I1.2.6). Il est clair que le noyau du morphisme x4 est égal a l'inter-
section N,>1n!A.

Lemme I1.3.5. Pour tout groupe abélien A, et pour tout élément a de A, on a I'égalité

pala) = @z(ra(a)) .
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Démonstration. Conséquence directe du lemme 11.3.3. O
Proposition I1.3.6. L'image de x 5 est dense dans A.

Démonstration. Soit une boule ouverte B(4) = {£ € A; ¢pa(%—a) >k} de Aonde A
et k € IN. Alors le centre 4 de cette boule s’écrit @ = (pj, 4(an))n>1. Par le lemme 11.3.3,
puisque ay o — aro = 0 est élément de (k + 2)!A, la différence x4 (ay o) — @ est élément
de (k+2)!A. Mais, par définition de la filtration factorielle ¢ 4 ceci signifie que x4 (ax42)
appartient a la boule By(4). O

Proposition I1.3.7. Si A est séparé et complet pour sa topologie factorielle, alors I'application

K A est un isomorphisme de A sur A.

Démonstration. La topologie factorielle étant engendrée par 1'écart d, elle est séparée si
et seulement si d est une distance, c’est-a-dire si et seulement si x4 est injective. D’autre
part, en vertu du lemme I1.3.5, une suite (x4 (ay,))nen est de Cauchy dans x4(A) si et
seulement si la suite (ay,),en est de Cauchy dans A. Donc x4 (A) est complet, et par
conséquent fermé dans A.La proposition I1.3.6 montre alors que x4 est surjective. [

Proposition I1.3.8. Pour tout groupe abélien A, et pour tout entier naturel n > 1, I’homomor-
phisme x 5 induit un isomorphisme entre A/n!A et A/ n!A.

Démonstration. Composant x4 avec la surjection canonique de A sur A/n!A, on obtient
un homomorphisme de groupes abéliens, surjectif d’apres la proposition I1.3.6, et de

noyau n!A par le lemme I1.3.3. ]

Corollaire I1.3.9. Soit A un groupe, m > 1 un entier naturel. La topologie initiale sur A pour
les projections naturelles A — A/m!A (oit A/m!A est muni de la topologie discrete) coincide

avec la topologie factorielle de A.

Démonstration. Par la proposition I1.2.9, nous savons que la topologie factorielle de A
coincide avec la topologie initiale pour les surjections canoniques A — A/n!A. Mais

nous venons de voir que
a+nA—sxa(a)+nlA  (acA)

est une bijection de A/n!A sur K/n!g. O

Le morphisme x4 : A — A jouit d'une propriété universelle, qu’on peut énoncer

comme suit.



I1.3.3

56 Chapitre II. Filtration factorielle

Proposition I1.3.10. Soit A un groupe abélien et B un groupe abélien qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle. Etant donné un homomorphisme f : A — B de groupes abéliens, il

existe un unique homomorphisme g de A dans B tel que f = g ok 4.

Démonstration. Puisque, d’apres la proposition 11.2.6) tout homomorphisme de groupes
est continu pour les topologies factorielles, 1'unicité de I’nomomorphisme ¢ de A dans

B tel que f = g o k4 résulte directement de la proposition I1.3.6.

Pour montrer I'existence de '’homomorphisme g, on se donne @ = (p, a(an))n>1
un quelconque élément de A. Alors, par la condition IL.2, on a a,, —a, € n!A pour
tous les entiers m et n tels que m > n > 1. Il en résulte que f(ay) — f(a,) € n!B
des que m > n > 1. Par conséquent, la suite (f(a,)),>1 est de Cauchy dans l’espace
séparé complet B. Elle admet donc une unique limite. Si d’autre part, on représente le
méme élément @ sous la forme @ = (p, a(a},)),>1 pour d’autres éléments a), de A, on
aa, —a), € nlA, etdonc f(a,) — f(a),) € n!B pour tout entier n > 1. Par conséquent,
la suite (f(a,) — f(a),))u>1 converge vers 0 dans I’espace séparé B. On en déduit que la
limite de la suite (f(a,)),>1 ne dépend que de I'élément @ de A. On peut donc définir

une application g : A — B par
Vi = (Pua(an)u=1 € A, g(a) = lim f(an) .

En particulier, puisque x4 (a) = (py,4(a))u>1 pour tout a de A, on voit que g(xa(a)) =
f(a), etonabien g oxy = f. Il reste seulement a vérifier que g est un homomorphisme
de groupes, ce qui résulte immédiatement de sa définition et du fait que f est un homo-

morphisme. O

Le foncteur de complétion

Soit f : A — B un homomorphisme de groupes abéliens. Alors «p o f est un ho-
momorphisme du groupe abélien dans le groupe abélien B qui est complet et séparé
pour sa topologie factorielle (corollaire I1.4.5). Par la proposition 11.3.10, il existe donc
un unique homomorphisme j?de A dans B tel que kg o f = fo k4. Le diagramme sui-

vant est commutatif



I1.4

Section II.4. Limites projectives de groupes abéliens séparés et complets 57

<~

KB

L
Dy <—

o)

f

Il est clair que la donnée pour tout groupe abélien A de son complété factoriel A,
conjointement a la donnée pour tout homomorphisme de groupes abéliens f : A — B
de I'homomorphisme f: A — B constitue un foncteur de la catégorie AB des groupes
abéliens dans la sous-catégorie pleine ABCIF des groupes abéliens qui sont complets
et séparés pour leur topologie factorielle. Les morphismes x4 forment une transfor-
mation naturelle du foncteur identité de la catégorie AB vers le composé du foncteur
de complétion de la catégorie AB dans la catégorie ABCF avec le foncteur d’oubli
ABCF — AB.

Limites projectives de groupes abéliens séparés et com-

plets

Proposition I1.4.1. Si (A;);c; est une famille de groupes abéliens qui sont séparés et complets
pour la topologie factorielle, alors leur produit A = [1;c; A; est aussi séparé et complet pour la
topologie factorielle.

Démonstration. La démonstration repose sur 1’observation que, pour tout entier naturel
n > 1, un élément a = (a;);c; du produit A = [];c; A; est un élément de n!A si et
seulement si a; € n!A; pour tout indice i de I.

Montrons d’abord que A est séparé, c’est-a-dire que l'intersection des sous-groupes
n!A est réduite a zéro. Si a = (a;);c; est dans cette intersection, alors d’apres notre
observation préalable, a; € n!A; pour tout indice i € I et pour tout entier naturel n > 1.
Puisque les groupes A; sont supposés étre séparés pour leur topologie factorielle, on en
déduit que a; = 0 pour tout i € I. Ainsi a est nécessairement nul, ce qui montre que A
est séparé.

Pour vérifier que le groupe A est complet, et puisqu’on sait que sa topologie est
pseudo-métrisable, il suffit [34, théoréme 24, page 193], de vérifier que toute suite de
Cauchy (aj,)pen d’éléments de A est convergente dans A. Ecrivons, pour tout entier

h € N, I'élément a;, de A sous la forme a;, = (a;,(i) );c; pour des éléments a;,(i) de A;.
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Puisque la suite (aj,),en est de Cauchy, on sait que, pour tout entier naturel n > 1,
il existe un entier hp(n) € IN tel que, pour tout couple d’entiers (r,s) satisfaisant les
inégalités r > ho(n) ets > ho(n), on ait la congruence a, = a; mod n!A. En traduisant

cette derniére congruence grace a notre observation préalable, on voit que

Vn > 1,3ho(n) € N,V(r,s) € N2, Vi € I,min(r,s) = ho(n) = a,(i) = as(i) mod n!A; .
(IL.3)
Cette relation (II.3) entraine que, pour tout indice i de I, la suite (ay,(7) ), est de Cauchy
dans le groupe A;. Puisque le groupe A; est supposé complet, nous en déduisons que
cette suite converge dans A;. Soit ¢; € A; sa limite.
Puisque n!A; est fermé dans A; (proposition 11.2.8), il résulte de (I1.3) que

Vn>1,3hg(n) e N,Vs e N,Viec I, s> ho(n)={; =as(i) mod n!A,. (I1.4)

Définissons 1’élément ¢ de A en posant ¢ = ({;);c;. Alors de (I1.4) et de notre obser-

vation préalable, on tire
Vn>1,3hy(n) € N,Vs € N, s = ho(n) = ¢ =as; mod n!A. (IL.5)

Par conséquent, la suite (a;,),cn converge dans A vers £. O

Proposition I1.4.2. Si A est un groupe abélien qui est séparé et complet pour sa topologie
factorielle, et si B est un sous-groupe de A qui est fermé au sens de la topologie factorielle de A,
alors B est séparé et complet pour sa propre topologie factorielle.

Démonstration. Comme A est séparé, l'intersection des sous-groupes n!A de A est ré-
duite a {0}. A fortiori, l'intersection des sous-groupes n!B de B est réduite a {0}, c’est-
a-dire que B est séparé.

Pour vérifier que le groupe B est complet, et puisqu’on sait que sa topologie fac-
torielle est pseudo-métrisable, il suffit [34, théoréeme 24, page 193], de vérifier que
toute suite (by,)yen d’éléments de B qui est de Cauchy au sens de la topologie facto-
rielle de B converge nécessairement dans B pour cette topologie. On remarque que,
puisque n!B C n!A pour tout entier naturel n > 1, la suite (by,),cn est aussi de Cau-
chy au sens de la topologie factorielle de A. Puisque A est complet, la suite (by,)nen
converge au sens de la topologie factorielle de A vers une limite / € A. Puisque par
hypothese, B est un fermé de la topologie factorielle de A, la limite ¢ est élément de

B. Posons alors b = b, — (. La suite (b} ),cn est une suite d’éléments de B qui est
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de Cauchy au sens de la topologie factorielle de B et qui converge vers 0 au sens
de la topologie factorielle de A. On a donc, en posant, pour tout entier naturel ,

q(h) = min ({@a(0},)} U {9p(b), — b)), k € N}) :

hhm g(h) = +oo.
En particulier, si n est un entier naturel quelconque, il existe un entier naturel 1 (n) tel
qu’on ait I'implication
h=h(n) = q(h) >n—1.

On pose alors H(n) = max{h(j) : 0 < j < n} + n. La suite (H(n)), o est une suite
strictement croissante d’entiers naturels, de sorte que la suite (b}, H(n) )nGIN est une suite
extraite de la suite (b} ),en. De plus on a H(n) > h(n) et donc q(H(n)) > n — 1. Par

conséquent (pA(bH(n)) > n —1etde méme goB(bH( - b}{(n)) >n—1.

n+1)

I suffit maintenant de montrer que cette suite extraite (b, (n) JneN converge vers 0 au
sens de la topologie factorielle de B. Il est en effet bien connu qu'une suite de Cauchy
dont on peut extraire une suite convergente est elle-méme convergente. Posons b;, =

by, H(n)- On @ simultanément oa(by) = n—1etp(b! ,—1b)) > n—1. Dong, pour tout

n+1
entier natuel 7, il existe un élément «,, de A et un élément B, de B tels que b}, = nla, et
by, .1 — by, = n!B,. On considere alors la suite (4),en d’éléments de A définie par

Vn € N, Y= Mm+Day,11—an—Pn.
On constate que
nlyy, = (n+ 1)y — nlay —nlBy = by — by, — (b — by) =

ce qui signifie que 7, est élément du sous-groupe A[n!] défini comme le noyau de 1'en-
domorphisme x — n!x de A. Comme cet endomorphisme est continu pour la topologie
factorielle de A (proposition I1.2.6), et que A est séparé par hypotheése pour cette topo-

logie, ce sous-groupe A[n!] est fermé au sens de la topologie factorielle de A.

Pour un entier n donné, on considere les deux suites (S;(1))g>n et (T;(n))g=n d'é1é-

ments de A définies par :

o0 ==X (1)g et Tm = G-m (1)
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Ces deux suites sont évidemment de Cauchy pour la topologie factorielle de A, donc
elles convergent dans A vers des limites que nous notons S (1) et Teo(1). D’autre part,
pour tout entier g > n, la somme S, (1) appartient au sous-groupe B et la somme T; (1)
appartient au sous-groupe A[n!]. Comme ces deux sous-groupes sont fermés dans A,
on voit que S (1) € B et que T (n) € A[n!]. Or

q—1 . g—1 .
Syn)+ ) = L0 =m0t () =5 = 1) = TG =mt(D) = G+ D)

h n ;
J=n J=n

Comme (j + 1)(7]1) =(+1- n)(]'j;l), on en tire :

Sy(n) + Ty(n) = E(j—n)!(i)txj—qi:l(j—i—l—n)!(jj;l)txjﬂ - (q—n)!(Z)ocq .

j=n j=n

En passant a la limite au sens de la topologie factorielle de A pour g tendant vers l'infini,
on obtient
Soo(n) + Too(n) =0y,

d’ot, puisque Tw(n) est élément de A[n!], 'égalité n!Se(n) = nla, = bj. Comme
Se(n) € B, on a montré que b), est élément de n!B. Ainsi la suite (b))),cN converge
vers 0 au sens de la topologie factorielle de B, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 11.4.3. Cette derniére proposition n’était nullement évidente, car la topologie facto-
rielle de B n’est pas en général la topologie induite sur B par la topologie factorielle de A.

Par exemple, si on prend A = [],,>,Z/m!Z, qui est bien un groupe complet et
séparé d’apres la proposition II.4.1, et si on considere le sous-groupe B = A[2] des
éléments x € A tels que 2x = 0, on obtient un sous-groupe fermé, dont la topologie
factorielle est la topologie discrete. Pourtant, il existe dans B une suite convergente pour
la topologie factorielle de A et qui n’est pas stationnaire. En effet, il suffit de considérer

la suite (a,),enN telle que a, = (pm,z(a(n, m)))y>2 ott on a posé

0 sim<n
a(n,m) =

| . :
5 sim>n

On vérifie facilement que a, € (n — 1)!A. Ainsi la suite (a,),cN est une suite de points

de A[2] qui converge vers 0 au sens de la topologie factorielle de A, mais qui n’est pas
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stationnaire.

Corollaire 11.4.4. Toute limite projective de groupes séparés et complets pour leurs topologies
factorielles est un groupe séparé et complet pour sa topologie factorielle.

Démonstration. En effet, soit I une catégorie, et F : I — ABCF un foncteur contrava-
riant, de sorte que (I, F) est un systéme projectif de groupes abéliens séparés et com-

plets pour leurs topologies factorielles. La limite projective lim F se réalise comme le
il

I
sous-groupe L du produit A = [];c.p() Ai déterminé par la condition

0= (a)ier € L= (Vf :i — j € FI(D),F(f) (@) = ;) .

D’apres la proposition I1.4.1, on sait que A est un groupe séparé et complet. Comme les
projections pr; : A — A; sont des homomorphismes de groupes, elle sont continues
pour les topologies factorielles (proposition I1.2.6), donc L est, en tant qu’intersection
des images réciproques des diagonales {(a;,a;);a; € A;} par les applications continues
(fijopr; pr]-), pour j < i, un sous-groupe de A fermé pour la topologie factorielle de A.
Par la proposition I1.4.2, on en conclut que la limite projective L est un groupe complet
et séparé pour sa propre topologie factorielle. O

Corollaire I1.4.5. Pour tout groupe abélien A, le groupe A est séparé et complet pour la topo-

logie factorielle.

Démonstration. C’est un cas particulier du corollaire 11.4.4, o1 'on considere le systeme
projectif des groupes quotients A/n!A, avec les morphismes naturels de A/m!A dans
A/n!A pour m > n. En effet, la topologie factorielle d'un groupe A/n!A est la topologie
discréte, donc ce groupe est bien séparé et complet pour sa topologie factorielle. O

Filtration factorielle sur un anneau

Soit R un anneau unifere (non nécessairement commutatif). Le groupe additif de R
est un groupe abélien, donc on peut définir sa filtration factorielle. Mais cette filtration
ne donne pas a R la structure d’anneau filtré au sens défini par exemple dans Bourbaki
[22]. En effet, le produit d'un élément de m!R par un élément de n!R n’appartient pas

en général a (m + n)!R.
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Cependant, les sous-groupes n!R qui définissent la filtration factorielle de R sont
aussi des idéaux bilatéres. Ceci indique une certaine compatibilité entre la structure
d’anneau et la filtration factorielle. Les propriétés suivantes précisent ce lien.

On note R* le groupe multiplicatif de R, dont les éléments sont les inversibles de R.

Proposition IL1.5.1. (Propriétés multiplicatives de la multiplication factorielle). Soit ¢ la fil-
tration factorielle sur le groupe additif de 'anneau R, au sens de la définition 11.2.1. Outre les
propriétés de la proposition 11.2.2, cette application @r vérifie les propriétés :

Va,b € R, @r(ab) > max(¢gr(a), r(b)) (I.6)
Va € R,¥n € N, pr(a"™) > @r(a") (IL7)
pr(1) =sup{k € N;Vj € [1,k+1],j-1 € R*}. (I1.8)

Démonstration. Pour justifier 'équation (I1.6), il suffit de remarquer que si I'un des fac-
teurs a ou b est élément de n!R, alors il en est de méme de leur produit ab.
L’équation (IL.7) se déduit de (IL.6). On a en effet a"*! = a"a, donc @g(a"*!) >
pr(a").
Enfin, I'équation (IL.8) s’obtient en remarquant que 1 € n!R équivaut a dire que
I'élément d - 1 est inversible pour tout entier d € N N [1, n].
O]

Lorsqu’on munit R de la topologie factorielle et R? de la topologie produit, 'équation
(IL.6) montre que l'application multiplication (a,b) — ab est continue en (0,0). Comme
cette application est bi-additive, on en déduit facilement qu’elle est continue en tout

point. Ceci montre le résultat suivant.

Remarque II.5.2. La topologie factorielle d'un anneau est compatible avec sa multiplication, et

confere donc a cet anneau la structure d'un anneau topologique.

En outre, puisque n!R est toujours un idéal bilatere de R, nous pouvons munir le
quotient R/n!R d'une structure d’anneau, et donc aussi le produit P = [],>4 (%)
Alors le complété factoriel R s’identifie a la partie L de P constituée par les éléments
(pn.r(an))n>1 satisfaisant la condition (IL.2). Il est clair que cette partie L est en fait un
sous-anneau de P, et que c’est d’ailleurs une limite projective des anneaux R/n!R. Par
conséquent le complété factoriel R peut aussi étre considéré comme la limite projective

du systeme projectif factoriel de R dans la catégorie Ann des anneaux. En particulier, il
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est naturellement muni d"une structure d’anneau, et le morphisme canonique xg : R —
R est un morphisme d’anneaux. On vérifie d’ailleurs facilement 1’énoncé suivant, qui
est ’analogue de notre proposition I1.3.10.

Proposition I1.5.3. Soit R un anneau et S un anneau qui est complet et séparé pour sa topo-
logie factorielle. Etant donné un homomorphisme f : R — S d’anneaux, il existe un unique
homomorphisme d’anneaux ¢ de R dans S tel que f = g o kg.

On peut ainsi définir un foncteur de complétion d’anneaux, de maniere analogue a
ce qui a été fait dans les groupes abéliens, de sorte que les kg forment une transforma-

tion naturelle du foncteur identité de la catégorie Ann dans le foncteur de complétion.

L'anneau des entiers polyadiques

’anneau Z et sa filtration factorielle

Dants le cas particulier de 'anneau Z, tout ce qui précede s’applique. Pour simplifier,
on note dans cette section p,, pour un entier naturel n > 1, la projection canonique de
Z sur Z/n'Z. A la suite de Novoselov [43], nous appelons entier polyadique (ou entier
profini [37], ou nombre idéal au sens de Priifer [46], ou encore nombre universel [51]) une
suite (pn(xy))n>1 de classes résiduelles modulo n! d’entiers relatifs x, assujettie a la
condition :

Vn>1, Xpy1— Xy € N'Z, (I1.9)

VYm=>=n2=>1, Xm — Xp € n\Z . (II.10)

Autrement dit, I'anneau Z des nombres polyadiques est la limite projective des an-
neaux Z/n!Z pour les projections naturelles. Nous considérerons le morphisme cano-
nique Kz : Z — 7 comme une inclusion, en identifiant un entier x € Z a la suite
(P n(x) )n>1 .

Muni de sa topologie factorielle, Z est un anneau topologique. On sait (proposition
I1.3.9) que cette topologie factorielle coincide avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles de Z dans Z/n!Z. Mais cette topologie initiale peut aussi s'interpréter

comme la topologie de la limite projective du systeme projectif factoriel de Z, vu comme
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systéme projectif d’anneaux topologiques discrets. Ainsi I’anneau topologique Z est un

anneau topologique profini, donc compact et totalement discontinu.

Proposition IL.6.1. Soit un élément x = (py(xy))n>1 de Z. Alors la suite (xy,) =1 converge
vers x dans Z.

Démonstration. Identifiant la topologie de Z avec la topologie initiale pour les applica-
tions naturelles Z — Z/ n!Z, ceci revient a montrer que, pour tout n > 1 fixé, la suite

(Pn(xm))m>1 stationne en py,(x) pour m assez grand : en fait m > n sulffit. O

En particulier, on retrouve ainsi le fait que Z est une partie dense de Z (proposition
I1.3.6). D’apres le lemme 11.3.2, tout élément x de 1'anneau des entiers polyadiques Z,

s’écrit sous la forme d"une série convergente

x=)Y a- k! (ax € Z).
k>1

L’anneau topologique Z est aussi complet d’apres notre corollaire I1.4.5. La topologie
de Z étant sa topologie factorielle, on peut la caractériser par la fonction « filtration
factorielle », ¢’est-a-dire I'application ¢ : Z — N U {+co} telle que :

Vx = (pn(xn))n>1 € Z, ¢p(x) =sup{d e N; x € (d +1)'Z} .
D’apres le lemme 11.3.3, ceci équivaut a
Vx = (pu(xn))nz1 € Z, p(x) =sup{d € N; x4, =0mod (d+1)!} . (IL.11)

L’existence de cette filtration ¢ et de la distance qui s’en déduit comme ci-dessus

(formule (I1.1)) montre en particulier que la topologie de Z est métrisable.

Le groupe additif des entiers polyadiques

Nous allons citer quelques propriétés utiles du groupe topologique additif sous-
jacent a Z, que nous utiliserons dans la suite.

Proposition I1.6.2. Le groupe additif de Z est sans torsion.

Démonstration. Cas particulier de la proposition II.3.4. O
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Corollaire I1.6.3. Pour tout x de Z et pour tout entier naturel m > 1, on a
p(mx) < p(x) +m.

Démonstration. Posons d = ¢(mx). Sid < m, il n’y a rien & montrer; supposons donc
d > m. Par définition de ¢, il suffit de montrer que x € (d —m + 1)!Z. Or, du fait que
mx € (d+1)!Z, et que (d +1)! = (dzl)m!(d —m+1)!, on voit que mx € m(d —m +
1)!Z. Par la proposition I1.3.4 précédente, on conclut en effet que x € (d —m +1)!1Z. [

Pour tout entier rationnel 2 # 0, on a une espece de « division euclidienne par a »

dans Z, comme l'exprime 1’énoncé suivant.

Proposition I1.6.4. Soit x € Z et a € Z \ {0}. Il existe un unique entier rationnel r tel qu’on

ait simultanément 0 < r < |a| et x = r mod aZ.

Démonstration. On écrit x = (pn(xn)),>1, ol les entiers rationnels x,, satisfont la condi-
tion (IL.9). Par division euclidienne dans Z, on sait qu'il existe un unique entier rationnel
rtelque0 < r < |a| et x, = ¥ mod aZ. Comme x, — 1 € aZ, le lemme I1.3.3 montre que
X — 1 € aZ, ce qui prouve l'existence de 7.

Si ' est un autre entier rationnel tel que 0 < #' < |a| et x = ' mod aZ, alors r — 1’
est un entier de valeur absolue strictement moindre que celle de a et qui appartient a
aZ. Donc il existe y = (pn(yn))u>1 € Z tel que r — 1 = ay, en particulier r — r' =
ay, mod a!Z, ce qui entraine que r — ¢’ € aZ. Comme |r — 1’| < |a|, on en déduit r =
r. O

Proposition I1.6.5. Soit G un groupe profini et a un élément de G. 1l existe un unique homo-
morphisme continu f de Z. dans G tel que f(1) = a.

Démonstration. Soit (I, F) le systeme projectif de groupes finis dont G est limite, de sorte
que I est une catégorie d’indices et F est un foncteur contravariant de I dans la catégorie
des groupes topologiques tel que, pour tout objet i de I, le groupe F(i) est fini discret.
Pour chaque objet i de la catégorie I, le groupe G se trouve muni d’'un homomorphisme
continu de groupes topologiques J; : G — F(i); on demande de plus que, pour toute
fleche f : i — j dans la catégorie I, on ait F(f) o §; = ;. On rappelle que la topologie de
G est la topologie initiale pour les applications é;, i € ob(I). Nous convenons de noter
multiplicativement les groupes G et F(i), i € ob(I).

Justifions d’abord l'unicité de I’homomorphisme continu f de Z dans G tel que

f(1) = a.Si f et g sont deux tels homomorphismes, on a forcément f(x) = a* = g(x)
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pour tout entier x € Z. Comme on I'a observé ci-dessus, Z est dense dans Z ; puisque
f et g sont continues, on a donc f = g.

Pour montrer l'existence de ’homomorphisme continu f, on observe que si x =
(pn(xn))n>1 alors, pour tout objet i de la catégorie I, comme le groupe F(i) est par hy-
pothese fini, I'ordre de &;(a) dans F(i) est un entier d; > 1, de sorte qu’on a &;(a)% = 1.
Par conséquent, d’apres la condition (I1.9), la suite (J;(a)*"),>1 est stationnaire a partir
de n = d;, donc est convergente dans le groupe discret F(7). La topologie de G étant la
topologie initiale pour les applications é;(i € ob(I)), on en déduit que la suite (a*"),>1
converge dans le groupe profini G. De plus, si x est représenté sous une autre forme
(pn(x},))n>1, on a alors x, = x, mod n!Z pour tout entier naturel n > 1, donc pour tout
i€ I,onad(a) = &(a) pour n > d;, donc la limite dans F(i) de la suite (6;(a*)),>1
est égale a la limite de la suite (6;(a*)),>1, ce qui prouve que la limite dans G de la suite
(a*"),>1 est indépendante de la représentation choisie pour x € Z. On a ainsi établi que
la formule f(x) = lim,_, 1 a* définit sans ambiguité une application f de Z dans G.
C’est un homomorphisme : en effet si x = (pu(x4))n>1 et v = (Pn(yn))n>1 sont deux
éléments de Z, ona x +y = (pu(xn + yn))us1 et a¥nt¥n = g*g¥ pour tout entier natu-
rel n > 1, d’ot la relation f(x +vy) = f(x)f(y). Reste a justifier la continuité de f. Par
une propriété connue de la topologie initiale, la continuité de f équivaut a la continuité
de toutes les applications &; o f, i € ob(I) de Z dans F(i). Or la topologie de Z est sa
topologie factorielle, et la topologie de F(i) est sa topologie discréte, qui coincide avec
sa topologie factorielle dans le cas d"un groupe fini, car tout groupe fini est d’exposant
fini. Donc ’homomorphisme de groupes 8; o f : Z — F(i) est continu. Ceci acheve de
montrer que f est continue. O

L'image f(x) d'un entier polyadique x par ’homomorphisme continu f tel que
f(1) = a, dont l'existence et 'unicité sont assurées par la proposition I1.3.10, est ha-
bituellement notée a*.

Corollaire I1.6.6. Soit G un groupe profini abélien. La loi externe (x,a) — a* de Z. x G dans
G définit sur le groupe abélien G une structure de Z-module.

Démonstration. La définition de a* permet de vérifier facilement les identités a*™¥ =
a*a¥, a® = 1, (ab)* = a*b* et a¥ = (a*)¥ pour tous a,b dans G et pour tous x,y dans

A~

Z. O
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Propriétés des idéaux de Z
Nous donnons ensuite des propriétés utiles des idéaux de I’anneau Z.

Proposition 11.6.7. L'anneau Z. est de Bézout au sens que tout idéal de type fini de Z. est
principal.

Démonstration. Il suffit évidemment de montrer que l'idéal engendré par deux éléments
X = (pn(xn)),>1 ety = (Pn(yn)),>; de Z est un idéal principal. Soit, pour tout entier
naturel n > 1, d;, le plus grand commun diviseur des entiers rationnels x;, et y7,,. Comme
Z. est compact, on peut extraire de la suite (d,),>1 une suite (diny ) gepy qui converge dans
Z. vers un entier polyadique d. Pour tout entier naturel k, il existe des entiers rationnels
uy et vy tels que x,,, = wydy, et de méme y,, = vidy,. On peut extraire des suites (uy)ren
et (v)ken des suites convergentes dans Z, ce qui permet de montrer en passant a la
limite que x € dZ ety € dZ, de sorte que I'idéal de Z engendré par x et y est contenu
dans dZ. Réciproquement, on sait que pour tout entier naturel k, il existe des entiers
rationnels a; et by tels que d,, = axx,, + byyy, ; on peut également extraire des suites
(ax)ken et (bx)ken des suites qui convergent dans Z. vers des limites respectives a et b,
de sorte que par passage a la limite on obtient la relation d = ax + by qui montre que
dZ. est contenu dans I'idéal engendré par x et y. On conclut donc que ce dernier idéal
est I'idéal principal dZ. O

Lemme I1.6.8. Tout idéal fermé de Z. est topologiquement engendré par une partie dénombrable.

Démonstration. Comme Z. est métrisable et compact, toute partie fermée peut étre réali-
sée comme adhérence d'une partie dénombrable [50]. Soit donc I un idéal fermé de Z et
D une partie dense de I qui est dénombrable. Alors I est I'adhérence de 1'idéal engendré
par D. O

Le résultat suivant est dt a van Dantzig [51].
Proposition 11.6.9. Tout idéal fermé de Z est principal.

Démonstration. D’apres le lemme 11.6.8, I'idéal fermé I est topologiquement engendré
par une partie dénombrable D. Comme D est dénombrable, on sait qu’il existe une
suite (xy)ren d’éléments de I telle que I'ensemble des valeurs prises par cette suite
est exactement 'ensemble D. D’apres la proposition 11.6.7, il existe une suite (yi)ren

a valeurs dans Z telle que, pour tout entier naturel k, 'idéal de Z engendré par les
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éléments xo, x1, ..., x; est Iidéal y,Z. La partie D' = {y;, k € N} engendre alors le
méme idéal I. De la suite (yi)ren, on peut extraire une suite (yy,) reN qui converge
dans Z vers une limite z. Comme I est fermé, on sait que z est élément de I. D’autre
part, fixons un entier naturel k, il existe un entier naturel m tel que k;, > k; on sait que,

puisque la suite d’idéaux (ykZ) est croissante, I'élément y; est, pour tout entier

keN
naturel 7, un multiple de y;,, ., de sorte qu’il existe un élément a, € Z tel que y; =

arY,.,,- De la suite (a,),en, on peut alors extraire une suite (ay, ), p qui converge dans
Z. vers une limite a, ce qui par passage a la limite pour s tendant vers I'infini, fait voir
que y; € zZ. Comme I est topologiquement engendré par I’ensemble D’, on en déduit
que I = 2Z. O

Arithmétique factorielle dans IN

Représentation factorielle

Comme tout élément x = (p,,(x))n>1 de Z estla limite de la suite (x,), et comme on
peut évidemment imposer aux entiers x,, € Z d’étre positifs (sinon ajouter un multiple
convenable de 1!), il s’ensuit que I’ensemble des entiers naturels est dense dans Z. Donc
on peut considérer Z comme le complété de IN pour la restriction de la distance facto-
rielle. La représentation des éléments de N comme somme finie de factorielles donnée
par le lemme suivant apparait donc comme la raison profonde du développement des
éléments de Z en série de factorielles qui est un cas particulier du lemme I1.3.2.

Lemme I1.6.10. Tout entier naturel non nul n peut s’écrire d’une maniére unique sous la forme
n= Zﬁle n; - i, pour des entiers naturels n; vérifiant 0 < n; < iet ny # 0.

Démonstration. Commencons d’abord par montrer I'existence d'une telle écriture. On
I’établit par récurrence sur n € IN*.

Pourn =1,onprend k = 1etn; = 1.

Soit un entier fixé n > 1. On suppose que 1’écriture considérée est vraie pour tout
entier plus petit que n. Soit k le plus petit entier naturel tel que (k+1)! > n. On a
bien stir k > 1. Posons ny le quotient dans la division euclidienne de 7 par k!. Comme
n > k! par définition de k, on a certainement 1, # 0. D’autre part, puisque n < (k+1)!,
on a n; < k. Le reste r dans la division euclidienne de n par k! est un entier vérifiant
r < k! < n. Deux cas sont possibles.

Sir =0, alors n = nik! est ’écriture cherchée.
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Sir > 0, alors on lui applique 'hypothése de récurrence et on écrit r = Zi'(/:1 ni - il.

On a alors
k=1
r> ) 0-il+npk't > K1
i=1
On en déduit I'encadrement k'! < r < k!. La suite des factorielles (i!);>1 étant stricte-
ment croissante, alors , on a k < k. Quitte a poser n; = 0 pour k' < i < k, on peut donc
écrire

k
n=mnkl+r=1Yy nl
i=1

ce qui acheve la démonstration de I'existence de la décomposition cherchée.

Pour montrer l'unicité, il suffit de remarquer que l'entier k étant fixé, le nombre
de décompositions 25-;1 n;i!, compte tenu des conditions 0 < n; < ietne # 0
est exactement kk(k —1)---2 = (k+ 1)! — k! qui est le nombre d’entiers n tels que
kl<n < (k+1). O

On écrit aussi

n=ng,..., )

les n; sont appelés « Chiffres Factoriels », Iécriture de n en fonction des chiffres factoriels
est appelée « Représentation Factorielle » ou encore un « Développement factoriel ».

On prolonge le lemme précédent sur ’anneau des entiers polyadiques

Lemme IL.6.11. Pour tout entier polyadique x € Z, il existe une unique suite (n;); tel que

x = Y i>q1 nyil avec 0 < n; <.

Remarque I1.6.12. Pour tout entier n € IN, Nous notons par t(n) 'unique entier k de sorte
quek! <n < (k+ 1)L

Nous donnons deux procédures, que nous avons testé sur Maple 13.
La premiere, détermine la valeur k = t(n).

detk := proc(n);

localk :=1;

whilek* (k—1)!<ndo k:=k+1o0d;

return k —1;

end;
Et la seconde, nous donne les « chiffres factoriels » (digits) n; de I’entier n.

lesni := proc(n);
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global tab;

localk, r, i, temp, n1, S; S :=0;
k := detk(n);

tab = array(1..1,1..k);

nl := n;

forifrom kby —1toldo;
r:=irem(nl,i!);
tab[l, k—i+1] :=
nl :=r; od;
print(eval(tab));
end;

(nl"—r) .



Interpolation polyadique de suites

récurrentes linéaires

II1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les propriétés des suites récurrentes linéaires et en
particulier de la suite de Fibonacci. Nous nous intéressons au calcul de la période mo-
dulo un entier naturel m de cette derniére suite. En effet 1'existence pour tout m d’une
période modulo m est directement liée a la possibilité de prolonger cette suite en une
fonction continue sur Z. C’est ce que montre notre critére d’interpolation polyadique

pour les suites récurrentes linéaires (théoreme II1.3.2).

Nous nous référons a la these de Necer [41] pour les définitions et les propriétés des
suites récurrentes linéaires sur un anneau a valeurs dans un module. A ce jour, il y a
des algorithmes qui recherche la période de la suite de Fibonacci, nous nous référons
a Wall [55] pour les propriétés de périodicité de la suite de Fibonacci, et a [47] pour
rappeler certaines de ses identités.
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Suites récurrentes linéaires

Soit R un anneau unifére (non nécessairement commutatif), M un R-module a

gauche et # : N — M une suite d’éléments de M.

Définition I11.2.1. Soit h € IN*. On dit que u est une suite récurrente linéaire de longueur h
sur R, sil existe ay, . . ., ay, des éléments de R tels que

VneN, un+h)=aun+h—1)+---+ay,u(n) (IT1.1)

Notons par Srig (M) 'ensemble des suites récurrentes linéaires sur R & valeurs dans
le R-module M. Et par SrI(R) = Srlgr(R) I'ensemble des suites récurrentes linéaires sur

R a valeurs dans R.

Définition III.2.2. Le polynome caractéristique de la relation de récurrence (111.1) de longueur
h € IN* est le polynome de degré h

Exemple I11.2.3. Soit a € R, my € M, la suite « géométrique » u(n) = a"my est suite
récurrente linéaire de longueur 1.

Proposition II1.2.4. Soit My, My deux R-modules a gauche, u € Srlgr(M;), f une application
R-linéaire a gauche de My dans M,. Alors f ou € Srlgr(My).

Interprétation Matricielle

Afin de simplifier les calculs, dans ce paragraphe, on montre que toute suite récur-
rente linéaire de longueur 1 > 1, peut se ramener a une suite récurrente linéaire de
longueur 1, c’est-a-dire une suite géométrique, quitte a modifier I’anneau de base.

Soit i un entier strictement positif. On note par Mat;, (R) I'anneau des matrices car-
rées d’ordre I a coefficients dans 'anneau R. On convient de noter les éléments du
R-module a gauche M" par des vecteurs colonnes, ce qui permet de voir M" comme un

M;j,(R)-module a gauche. Soit u € Srlgx(M) une suite récurrente linéaire de longueur h
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vérifiant la relation (II1.1). Soit v la suite des vecteurs colonnes dans M"

u(n)
Vn € N, v(n) = :
un+h—-1)

Soit la matrice carrée d’ordre h, a coefficients dans R

0 1 ... 0
Y I (II1.3)
o 0 ... 1
ay, ay—1 ... d1

La matrice A est appelée « la matrice compagnon » du polyndme caractéristique donné
dans la définition II1.2.2 . On a alors

Vn >0, v(in+1) = Av(n) (I11.4)
— AnJrlv(O)

de sorte que la suite v : N — M" est une suite géométrique sur 'anneau Mat,(R),
a valeurs dans le Maty,(R)-module a gauche M". Cette écriture est aussi appelée une
représentation matricielle de la suite u. En effet, on peut écrire la suite u en fonction de sa
matrice compagnon, il suffit d’introduire un vecteur ligne w = (1,0,...,0) € Maty ;(R)

(avec Mat; ;,(R) I'ensemble des matrices a une ligne et & colonnes). On a

Vn >0, u(n) = wo(n)
= wA"v(0) (I11.5)

La périodicité des suites récurrentes linéaires

Dans ce paragraphe nous donnons les propriétés liées a la période des suites récur-
rentes linéaires définies sur un anneau unitaire commutatif fini. On essaye de générali-

ser la périodicité sur des R-modules (finis ) ou de type fini.

Définition II1.2.5. Soit M un R-module, soit u : IN — M une suite d’éléments de M. On dit
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qu’elle est ultimement périodique si
dng € N, JdeN*, Vn>=ny, umn+t)=un)

L'entier t > 0 est appelé « période » de u. Plus précisément, on dira que t est une période de u a
partir du rang ng. Si ng = 0, alors cette suite est dite purement périodique.

Quand la suite est ultimement périodique, on dit aussi qu’elle est périodique.

Remarque II1.2.6. Toute suite périodique est récurrente linéaire. Si t est une période a partir
du rang ny € IN, la suite est récurrente linéaire de longueur ng + t.

Lemme II1.2.7. Soit h un entier non nul, et u une suite récurrente linéaire de longueur h sur
le R-module M. Les deux assertions suivantes sont équivalentes

i) L'image u(IN) est une partie finie de M.

ii) La suite u est périodique.

Démonstration. L'implication (ii)=- (i) est évidente. Reste a montrer (i)=- (ii).
La partie u(IN) est fini se traduit par, la suite récurrente u € Srigx(M) de longueur
h > 1 prend un nombre fini de valeurs, disons s ott s € IN*.

Posons pour tout entier naturel 1, le vecteur colonne

u(n)

o(n) = u(n.—i—l)

u(n +.h -1)

Le terme général de la suite géométrique v (cf. (I11.4)) prend au plus s" valeurs. Alors il

existe au moins deux termes de la suite qui sont égaux

Jng € N, It <s"—1, v(ng) = v(t+ np)

En vertu de la formule (I11.4), on en déduit
Jng e N, 3t <s"—1,Yn>ny, v(n)=ov(t+n).
Et d’apres la section II1.2.1, ou plus précisément la relation (III.5) on a

Vn>ng, u(n)=u(n+t)
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]

Le cas particulier et intéréssant ot1 I’anneau R est fini (par exemple R = Z/mZ, avec

m € IN*) est donné par le résultat suivant.

Proposition II1.2.8. Soit R un anneau fini, et M un R-module. Alors toute suite u de Srlg (M)

est périodique.

Démonstration. Soit u € Srlg(M) une suite récurrente linéaire de longueur 1 € IN*.
Le sous-module M’ de M engendré par les valeurs u(0), u(1),...,u(h — 1) est de type
fini sur I'anneau fini R, donc n’a qu'un nombre fini d’éléments. D’apres la relation de
récurrence (IIl.1), ona u(n) € M’ pour tout n € IN. Donc I'ensemble u(IN) C M’ est fini.
Et d’aprés le lemme I11.2.7, la suite u est périodique. O

Proposition I11.2.9. Soit u une suite récurrente linéaire vérifiant (I11.1), de longueur h sur un
anneau fini R. Si ay, € R* alors la suite u est purement périodique.

Démonstration. L'anneau R est fini, donc le groupe GL(h, R) des matrices carrées inver-
sibles d’ordre h est fini. Or I'hypothese a;, € R* revient a dire que la matrice compagnon
A du polyndme caractéristique de la récurrence satisfaite par u est élément de GL(h, R).

En effet, un calcul facile montre que
det(A) = +ay, .

L’ordre multiplicatif t de A dans ce groupe est un entier naturel non nul, divisant 1’ordre
du groupe GL(h, R). Par conséquent, la suite géométrique v associée a u dans la section

I11.2.1, est purement périodique de période t. Il en est donc de méme de u. O

Fixons u une suite périodique a valeurs dans un R-module M. Sa plus petite période
> 0 est notée T (u).

Remarque II1.2.10. Tout multiple d'une période de u est une période de u.

Proposition III.2.11. Soit R un anneau unifere, M un R-module, et u : IN — M une suite

périodique. Sa plus petite période > 0, T (u) divise toute autre période.

Démonstration. Soit k une période de la suite u. Comme T(u) est la plus petite période,
ona T(u) < k. Effectuons la division euclidienne de k par T (u)

k=qT(u)+r, avec 0 <r < T(u).
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On suppose que r # 0, comme k est une période

Vn =0, Unt+k = UnyqT(u)+r = Un-

D’autre part T(u) est une période

V?’l 2 0, un(u)—i—n—i—r — un+r.

Ceci implique que r est une période plus petite que T(u). Contradiction, doncr = 0. [

Corollaire II1.2.12. Soit m un entier strictement positif. Soit A un groupe abélien d’exposant
m, et (u,) une suite récurrente linéaire de longueur h sur l'anneau Z./ mZ, a valeurs u, € A.
On suppose que la récurrence (111.1) satisfaite par cette suite est de la forme :

VneN, u(n+h)=aun+h—1)+---tu(n). (I1L.6)

Alors, la suite (uy) est purement périodigue.
Démonstration. Cas particulier de la proposition IIL.2.9. O
Le théoréme suivant est une conséquence de ce qui précede.

Théoréme I11.2.13. Soit m > 1 un entier naturel non nul. Toute suite récurrente linéaire sur
Z./ mZ. est périodique.

Démonstration. En effet Z/mZ est un anneau fini. Il suffit donc d’utiliser la proposition
I1.2.8. O]

On rappelle (chapitre II) que, pour tout entier naturel m > 1 et pour tout groupe
abélien A, la notation p,, o désigne la surjection canonique de A sur A/mA.

On peut aussi appliquer les résultats de périodicité précédents a une suite récurrente
linéaire a valeurs dans un groupe abélien quelconque, si la relation de récurrence (II1.1)
qu’elle satisfait est a coefficients dans un anneau R sur lequel A est un module a gauche,
a condition que, pour tout entier naturel m > 1, I'anneau quotient R/mR soit fini. Ceci
s’appliquera en particulier si R est 'anneau des entiers d"un corps de nombres. Soit M
un module a gauche sur un tel anneau R, m > 1 un entier naturel, et u € Srlg(M). Alors
Pmm © u est un élément de Srlg /g (M/mM) qui satisfait la relation de récurrence

Vn € N, x(n+h)=pur(a)x(n+h—1)+- -+ ppr(ay)x(n).
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D’apres la proposition II1.2.8, cette suite p,, p © u est périodique, on notera sa période
T(m,u) ou plus simplement T(m) si le contexte permet de bien identifier u. De plus,
si le coefficient a;, est inversible dans R, cette suite p,, »; o u est purement périodique
d’apres la proposition II1.2.9.

Cas de la suite de Fibonacci

La célebre suite de Fibonacci est 'une des plus anciennes suites récurrentes linéaires.
Elle est de longueur 2, définie sur IN par la donnée de ses premiers termes Fy = 0, F; =1

et la relation de récurrence
¥n >0, Fyip=Fyi1+F,. (I1L.7)
Onl'étend a I'ensemble Z des entiers rationnels par la formule
Vn>0, F,=F p0—F 1= (—1)""'F,.
Son polyndme caractéristique (voir définition II1.2.2 ) est le polynome
P(X)=X*-X-1

Il admet deux racines réelles,

1++/5

n = 5 (lenombred’or)et f=1—«
vérifiant
VneZ a"=aF,+F, 1. (IT1.8)
Et on a la formule
At — ‘Bn
VneZ, F,= . (IIL.9)
v—p

En plus des propriétés de périodicité des suites récurrentes linéaires sur certains mo-
dules, vues ci-dessus (section II1.2.2), on détaillera dans ce paragraphe certaines identi-
tés concernant la suite de Fibonacci.

Propriété 111.2.14. Soit m € IN*. Comme le terme constant du polynome caractéristique de la
suite de Fibonacci (Fy,) est égal @ —1, la suite de Fibonacci est purement périodique modulo m,
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on a donc
Vn=20, F, 7@ =F modm (II1.10)

avec T(m) la période de la suite.

Représentation matricielle de la suite de Fibonacci

On représente la suite de Fibonacci (III.7) sous une forme matricielle. Posons pour

tout entier n € IN vecteur colonne

F,
vn 2 0, vn — " .
Fn—H

La suite géométrique v de terme général le vecteur v,

Yn>0, v,.1=Av,= A"y

01
A= < - ) . (II.11)

On vérifie facilement que la puissance de la matrice compagnon de la suite de Fibonacci

avec la matrice compagnon

est donnée par

Yn>0 A"= Fa1r B .
Fy Fn+1

Identités de la suite de Fibonacci

Proposition I11.2.15. Pour tout entier rationnel la suite de Fibonacci vérifie l'identité
Fyp1Fo1 — Fy = (—1)" (II112)

Démonstration. On a pour tout n dans Z, det(A") = (det(A))". O

Proposition II1.2.16. Pour tout entier rationnel, deux termes consécutifs de la suite de Fibo-

nacci sont premiers entre eux.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'identité (II1.12) qui est l'identité ana-

logue a celle de Bézout. O
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Proposition I11.2.17. Pour tout couple (n,m) € Z?, la suite de Fibonacci vérifie l'identité
Foym = Fy—1Fn + FuFpy1 -
Démonstration. On obtient le résultat, par identification des deux matrices
V (n,m) € Z2, A" = A"A™,
O

Proposition I11.2.18. Soit n un entier naturel non nul, pour tout k > 2. Alors F, divise Fy.

Démonstration. On l'établit par récurrence sur k. Pour k=2
Foy = Fyyn = Fy—1Fy + FyFyp1 = Fo(Fy—1 4 Fip)
On suppose que la proposition est vraie jusqu’a l'ordre s = k — 1, c’est a dire
Fy | Fus

Posons le vecteur

On a d’apres sa représentation matricielle

Unk = AnkUO

= Ansvn(k—s) .

Par identification vectorielle, en remplagant s par k — 1, on obtient la relation
Fok = Fy(k-1)—1Fn + Fye—1)Fn

D’apreés la relation (II1.13) et I'hypothese de récurrence on a le résultat.

Remarque II1.2.19. On peut montrer directement les égalités dans Z

akn _ ‘Bkn alt — ‘Bn

x—p oc—ﬁp

(IT1.13)

]
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avec p un entier qui vaut, p = (a"*~D 4 ... 4 grk=1)y,

Lemme I11.2.20. Pour tout entier n naturel non nul, on a l'identité

N " m\ n 23t (-1
w3 () () e (i) )

Démonstration. Voir la thése de M. Renault ( [47], page 15). O

Remarque II1.2.21. Posons, pourn > 1,

n  sin estimpair
u(n) = . .
n—1 sin estpair

on a alors,

(—1)" 1

un+1)=m+1)+ 5

Calcul de la période de F, modulo m

Dans ce paragraphe, nous donnons les propriétés de la période T(m)de la suite de
Fibonacci modulo m selon 'entier m > 1.
Soit m = []j_; p;' sa décomposition en facteurs premiers. D’apres le théoreme chi-

nois des restes, on a immédiatement l'identité

T(m) = ppem(T(p]')).

Soit p un nombre premier, et ¢ € IN*. Nous étudions la periodicité de la suite de Fi-
bonacci modulo p°. Soit G = GL(2,Z/p°Z) le groupe des matrices carrées d’ordre 2
inversibles a coefficients dans 1’anneau fini Z/ p°Z. Rappelons que 1'ordre k du groupe
G est donné par

k=p(p° = 1)*(p" +1).
Ce nombre k, comme nous le montrons ci-dessous, est une majoration grossiere de la
période de (F,) modulo p°.
Propriété II1.2.22. Soit e € IN*. Soit p un nombre premier. Alors
1. T(p®) est pair, sauf T(2);
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2. T(p®) | po(p° = 1)*(p° + 1),

Démonstration.
1.Comme 1 = —1 mod 2, un calcul direct donne T(2) = 3.
Maintenant vérifions la parité de la période T(p°). Soit A la matrice compagnon de la

suite de Fibonacci (F;),. On a

AT — [ Freo—1 Froe) ) 2 (1 ) mod ¢,
Frpy Frpe) 01
donc det(AT(P)) = (=1)T(¥) = 4-1. Et par suite T(p®) est pair.

2. La matrice compagnon A est un élément d'un groupe fini. L'ordre de A est la période

T(p?) modulo p? divise I'ordre du groupe. O

Le résultat suivant permet de calculer, pour e entier naturel, la période de la suite
(F,) modulo p° quand on connait la période modulo p. On trouvera une démonstration
de cette proposition dans [47].

Proposition I11.2.23. Soit, pour e > 1, T(p®) la période de la suite (F,) modulo p°. Si t est le
plus grand entier tel que T(p') = T(p), alors

Vext, T(p')=p"'T(p).

Une conjecture stipulant que ¢ = 1 et datant de 1960 (voir [55]) résiste toujours. A notre
connaissance, il n y a ni preuve ni contre exemple. Dans sa these, Renault [47] a vérifié
que la conjecture T(p?) # T(p) est vraie pour tous les premiers p tels que : p < 10000.

Dans la suite, nous aurons besoin de la proposition suivante qui donne la période de la

suite de Fibonacci modulo une puissance de 5.

Prolongement polyadique d’une suite récurrente linéaire

Le but dans ce paragraphe, est de vérifier dans quels cas une suite récurrente li-
néaire est prolongeable par continuité sur I’anneau des entiers polyadiques Z. D’apres
un théoréme classique de prolongement (cf. Schwartz [50] ), une fonction uniformément
continue d’une partie dense d"un espace métrique dans un espace métrique complet est

prolongeable en une unique fonction uniformément continue sur l’espace de départ. On
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applique ce résultat a I'espace métrique Z avec sa partie dense IN. La question est donc
de savoir quand est-ce qu'une suite récurrente linéaire u : N — A, ot A est un groupe
abélien quelconque, est uniformément continue.

Comme au chapitre I, pour n > 1 un entier naturel, et pour A un groupe abélien, on
note p, 4 : A — A/nA la surjection canonique.

Proposition II1.3.1. Soit u : IN — A une suite d’éléments d’un groupe abélien A. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(1) L’'application u est uniformément continue pour les distances factorielles.

(2) Pour tout entier naturel d > 1, la suite (pg o(Un))neN des valeurs de u modulo d est

purement périodique.

Démonstration. Soit ¢ la filtration factorielle de Z D NN, et ¢4 celle du groupe abélien
A. Par définition de l'uniforme continuité d’une application entre espaces métriques,

I'assertion (1) équivaut a
Vd € N,Jk € N,V(m,n) € N?, o(m —n) >k = @a(u(m) —u(n)) >d.
Par définition de ¢, ceci équivaut a

Vd € N, 3k € N,V(m,n) € N?>,m = nmod (k+1)! = u(m) = u(n) mod (d+1)'A .

(I11.14)

Si ces implications sont vérifiées, alors on voit que pour d € N, les valeurs de u

modulo (d + 1)!A admettent la période (k + 1)!. Comme d est un diviseur de (d +1)!,
on en déduit que la suite des valeurs de © modulo 4 est purement périodique.

Réciproquement, si (2) est vérifiée, alors fixons d € IN. La suite des valeurs de 1 mo-

dulo (d + 1)!A est purement périodique par hypothese, soit t > 0 1'une de ses périodes.

Alors (II1.14) est vérifiée avec k = t. [

Théoreéme I11.3.2. Soit R un anneau unifere tel que, pour tout entier naturel d > 1, 'anneau
quotient R/dR est fini, et M un R-module a gauche. On note R (resp. M) le complété factoriel
de R (resp. de M). Soit u : N — M une suite récurrente linéaire satisfaisant la relation de
récurrence (I11.1). La suite u est prolongeable en une unique fonction continue f : Z. — M si le
coefficient ay, est inversible dans R.

Démonstration. Soit d > 1 un entier naturel. Comme on sait que R/dR ~ R/dR, on voit

que p;r(ay) appartient au groupe des éléments inversibles de I'anneau R/dR. Donc
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la proposition I11.2.9 montre que, pour tout entier naturel d > 1, la suite (pg p © 1 est
purement périodique. L'application u : IN — M est donc uniformément continue pour
les distances factorielles d’apres la proposition II1.3.1 précédente, ce qui permet d’appli-
quer le résultat de prolongement donné par [50]. O

Exemple de la suite de Fibonacci

Le polyndme caractéristique X> — X — 1 de la suite de Fibonacci ayant un coefficient
constant inversible dans Z C Z, le théoreme I11.3.2 assure "existence et 'unicité d’une
fonction continue f : Z — Z telle qu’on ait

Vn € N, f(n) =F,.

Cette fonction a été étudiée par Lenstra [37] qui a pu en particulier en déterminer les

points fixes.






Base de van der Put

IV.1 Introduction

L'objet de cette étude est 'anneau % des fonctions continues de Z dans Z. L'instru-
ment fondamental dans cette analyse est la filtration factorielle du groupe (ou de 1’an-
neau) Z de la définition I1.2.1 : c’est I'application ¢ = @5 de Z dans N U {+oo} définie
par

Vx € Z, ¢(x) = max {delN;xe (d+1)!2} six #0 et ¢(0) = +oo.
L’anneau Z, muni de la distance d : Z x Z — [0,1] définie par
d(x,y) =270V six £y et d(x,y)=0six=y, (IV.1)

est un espace métrique compact. Mais nous n’utiliserons jamais cette distance, dont
la définition recele une part d’arbitraire, et nous aurons recours systématiquement a la

filtration ¢. De fagon analogue, la topologie de la convergence uniforme sur la Z-algebre



IV.2

86 Chapitre IV. Base de van der Put

% sera manipulée a travers la filtration ® : ¥ — IN U {+o0} telle que

Ve, @(f) = min{qo(f(x));x S Z}.

En effet, nous observons que la distance uniforme de deux éléments f # g de € n’est
autre que 2~ ®(f~8). L'espace topologique % est donc complet pour cette filtration. On

remarque qu’on a

®(af) = max(g(a), (f))

pour tout a € Z et tout f € %.

Soit un ensemble [ et un anneau filtré R (i,e. c’est un anneau muni d’une filtration
¢r). Notre objectif est de comparer le R-module topologique € (Z, R) au R-module to-
pologique co(I, R) constitué des suites (a;);c; d’éléments de R indexées par I qui tendent
vers 0 selon le filtre des complémentaires de parties finies de I. Pour cela, nous mon-
trons que les développements de van der Put des fonctions continues sur Z,, présentés
par Diarra [27], ont des analogues pour des fonctions continues sur Z.

Si

¢r: R — NU{+oo}

est la filtration de R, nous définissons la topologie du R-module cy(I, R) par la filtration
D :co(l,R) = RU {400} telle que

Va = (a;);c; € co(I,R), P r(a) = inf {@gr(a;);i € I}.

Soit R un anneau filtré séparé et complet. Par définition, une base orthonormale de
% (Z,R) est une partie {¢;;i € I} de € (Z,R) telle que I'application de co(I,R) dans
€ (Z, R) qui envoie (a;);c; sur Y_;c; a;e; est une bijection isométrique. On remarque que,
lorsque I’anneau R est supposé complet, la famille des (a;e;);c; est sommable dés que la
famille (a;),.; est élément de co(I, Z).

Les coefficients de van der Put d’une fonction

A toutentier n > 1 nous associons I'entier t(1n) > 1 défini comme le plus grand entier
tel que t(n)! < n. Cet entier a déja été présenté dans la chapitre II voir remarque 11.6.12,
ott nous avons donné un algorithme de calcul de cet entier. On a donc t(1) = 1,#(2) =
H3) = H4) = +(5) = 2,£(6) = t(7) = - - = +(23) = 3,4(34) = 4,£(999) = 6,.. .. Nous
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convenons en outre de poser t(0) = 0. Pour un entier n > 1, la notation n~ désigne le
reste dans la division euclidienne de n par ¢(n)!.

Pour toute fonction f définie sur un ensemble E O IN et a valeurs dans un groupe
abélien A, nous définissons la suite des coefficients de van der Put de f comme la suite
(an(f))en d’éléments de A donnée par les formules :

ao(f) = f(0) et Vn=1, ay(f) = f(n) = f(n").

Proposition IV.2.1. Si A est un groupe topologique séparé abélien, et si f est une application
continue de Z. dans A, alors la suite des coefficients de van der Put de f tend vers 0 dans A.

Démonstration. Puisque Z est un espace métrique compact, l’application f est unifor-
mément continue sur Z. Cela signifie qu’étant donné un quelconque voisinage U de 0

dans A, il existe un entier Ny € IN tel que

~ o~

V(x,y) € ZxZ, ¢(x—y)=Nu= f(x)—-f(y)el.

On remarque par ailleurs que, pour tout n > 1, onan = n~ (mod t(n)!), c’est-
a-dire ¢(n —n—) > t(n) — 1. Par conséquent, pour tout n > (1 + Ny7)!, comme on a
alors t(n) —1 > Ny, on voit que ¢(n —n~) > Ny, de sorte quon a f(n) — f(n~) =
an(f) € U, c’est-a-dire que la suite (a,(f))nenN tend vers 0 dans A, comme on voulait
I’établir. O

Parties initiales d’un entier polyadique

Etant donné un entier n > 0, et un élément x de Z, nous dirons que n est une partie

initiale de x lorsqu’on a la congruence

x=n (mod (t(n)+1)!),
ce qui équivaut aussi a 'inégalité ¢(x —n) > t(n).
Lemme IV.3.1. La relation binaire a < b définie sur N C Z. par

V(a,b) € N?, a<b < aest une partie initiale de b
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est une relation d’ordre partiel, pour laquelle O est élément minimal de IN. De plus on a l'impli-
cationa<b = a <b.

Démonstration. Sia > b,alors0 < a—b < a,desorteque0 < t(a—b) < t(a) < t(a) +1,
donc (t(a) +1)! > a—b > 1, d’ou résulte que (t(a) + 1)! ne peut étre diviseur de a — b,
et donc que ¢(b —a) = ¢(a —b) < t(a), c’est-a-dire que a ne peut étre partie initiale de
b.

Ceci prouve en particulier que la relation < est antisymétrique. Elle est d’autre part
réflexive, car, pour touta € IN, ona ¢(a —a) = 400 > t(a). Reste a justifier qu’elle est
transitive.

Donnons-nous trois entiers naturels 4, b, c tels que (b —a) > t(a) et ¢(c — b) > t(b).
On a montré qu’on a forcément alors a < b, donc t(a) < t(b). Par 'inégalité ultramé-
trique, on en déduit que ¢(c —a) > min(¢(c —b), ¢(b —a)) > t(a), c’est-a-dire que a
est partie initiale de c.

Enfin, le fait que 0 est élément minimal de IN pour la relation < est immédiat. O

Lemme IV.3.2. Soit x un entier naturel, et E(x) I'ensemble des entiers naturels qui sont parties
initiales de x. Alors 'ensemble E(x) est fini. De plus, l'application n +— n~ détermine une
bijection de 'ensemble E(x) \ {0} sur I'ensemble E(x) \ {x}.

Démonstration. D’apres le lemme IV.3.1, I'ensemble E(x) est contenu dans 1’ensemble
fini IN N [0, x], donc il est lui-méme fini.

Sin € E(x)\ {0}, alorsona ¢(x —n) > t(n)etn = jt(n)!l+n,oun" € NN
[0, £(n)! — 1] ; on a nécessairement j > 0, sinon n = n~ serait moindre que ((n))!, ce qui
contredit la définition de #(n) ; de méme, on a j < t(n) sinon au auraitn > (t(n) +1)!,
ce qui contredirait aussi la définition de f(n). Donc ¢(n —n~) = @(j(t(n))!) = t(n) — 1.
Par conséquent, le caractere ultramétrique de ¢ montre que ¢(x —n~) = t(n) — 1. Or
'inégalité n~ < t(n)! montre que t(n~) < t(n) — 1. Ainsi on a montré que ¢(x —n~) >
t(n~), c’est-a- dire que n~ <x. D’autre part n~ < n < x, donc n~ est différent de x. Nous
avons ainsi montré que n — n~ détermine une application de 1’ensemble E(x) \ {0}
dans ’ensemble E(x) \ {x}. Reste a montrer qu’elle est bijective.

Pour cela, on peut observer que 0 € E(x) et x € E(x), donc les deux ensembles finis
E(x)\ {0} et E(x) \ {x} ont le méme nombre d’éléments, de sorte qu’il suffit en fait de
montrer la surjectivité de notre application pour établir que c’est une bijection. Soit donc
m une partie initiale de x, et supposons que m # x. Alors d = ¢(x — m) est un entier
naturel, et on sait que d > t(m), donc (d +1)! > m.Onadonc x = m (mod (d + 1)!),
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et il existe donc un entier y tel que x = m+ (d +1)!y. Onay > 0 du fait que x > m
d’apres le lemme IV.3.1. Mais de plus, comme on a exactement d = ¢(x — m), on est
certain que (d + 2)! ne divise pas x —m = (d + 1)!y, c’est-a-dire que d + 2 ne divise
pas y. On peut donc écrire par division euclidienne y = (d + 2)z + r, ol z est entier
naturel et ¥ € NN [1,d + 1]. Alors posons n = m +r(d 4+ 1)!; nous avons ¢(x —n) =
p(zd+2)) zd+let(d+1)!<@+Dlr<n<(@+1D)!+@d+1)(d+ 1) = (d+2),
d’ou l'on tire t(n) = d +1 < ¢(x — n), de sorte que n est une partie initiale de x. On
a forcément n > 0 et n~ = m résulte alors de n = m +r(d +1)!, avec t(n) = d+1,
m< (d+1)etr >0. O

La formule d’interpolation de van der Put

Soit A un groupe abélien. La n-iéme fonction de van der Put e, est I'application de
Z dans Z telle que e,(x) = 1 si n est une partie initiale de x, et e,(x) = 0 sinon. Par
conséquent, ey est la fonction constante égale a 1'unité, e; est la fonction indicatrice des
entiers polyadiques impairs, e, la fonction indicatrice des entiers polyadiques congrus
a 2 modulo 6, etc.

Proposition IV.4.1. Soit f : N — A une suite d’éléments du groupe abélien A. Pour tout

entier naturel x, 'ensemble des entiers n tels que e, (x) 7 0 est fini, et on a

f(x) = io a(Fen(x),

ol cette derniere série converge dans le groupe discret A.

Démonstration. L'ensemble des entiers n tels que e, (x) # 0 est 'ensemble E(x) des par-

ties initiales de x, donc est fini par le lemme IV.3.2.

On en déduit que la série Yy a,(f)en(x) converge dans le groupe discret A, et que,

puisque 0 € E(x), sa somme est :

o]

Yoan(flen(x) =}, an(f)=ao(f)+ ) alf)=f0)+ Y} fn)—f(n"),

n=0 n€E(x) neE(x)\{0} neE(x)\{0}
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d’ot, par le lemme IV.3.2 :

iﬁmwamz Y ofm - Y ) =f).

Le théoréme de van der Put

Soit R un anneau. On modifie la définition précédente des fonctions de van der Put
ey en considérant dorénavant que e, est a valeurs dans R, et non plus dans Z. Cela

revient a remplacer e, : Z — Z par sa composée avec le morphisme canonique Z — R.

Théoreme IV.5.1. Soit R un anneau filtré séparé et complet. L'ensemble {e,;n € IN} est une
base orthonormale du R-module topologique € (Z, R).

Démonstration. Nous allons montrer que 'application f — (a,(f))nen définie par les

formules

ao(f) =f(0) et Vn=1, ax(f) = f(n) = f(n")

est une isométrie de 4(Z, R) sur co(N, R).

Soit f € €(Z,R), et posons a = (a,(f))nen € RN pour désigner la suite de ses
coefficients de van der Put.

L’'anneau R est muni d"une filtration ¢ qui est une application de R dans IN U {400}
telle que

V(a,b) € R*,  @r(a+b) > min(gr(a), pr(D))
Va € R\{0},  gr(a) # +oo
Pr(0) = +oo.
On munit € (Z, R) de la filtration ® telle que

Vfe€(Z,R), @) = min{goR(f(x));x € 2}.

Quant a cg(IN, R), on le munit de la filtration

Vb = (bn)nelNr CDN,R(b) = min{q)R(bn);n € N}
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On désire montrer I'égalité ®(f) = ®nr(a). Or, six € N, par la proposition IV.4.1,
ona

fx)="3 au(f)

ne€E(x)

d’ou
er(f(x)) = min{gr(anx(f));n € E(x)} > min{gr(an(f));n € N} = P r(a) -

Maintenant, si x est élément de Z, il est limite d’une suite d’entiers naturels (X ) keN-
On a alors f(x) = lim f(x) par continuité de f € %(Z,R), et donc ¢g(f(x)) =
lim g (f(xx)) = ®pn r(a). Cette inégalité étant vérifiée pour tout x € Z, on en déduit
que

O(f) = Pnr(a) -

Pour établir I'inégalité en sens contraire, considérons le plus petit entier np € IN tel

que PN r(a) = @r(an,(f)). Alors, d’apres la proposition IV.4.1, on a

f(no) = Z an(f) -

neE(ngp)

Mais, par définition de 19, on sait que ¢r(a,(f)) > @r(ax,(f)) pour tout entier naturel
n < ng. Il résulte de la propriété ultramétrique de ¢r qu’on a donc

@r(f(n0)) = @r(an,(f)) = P r(a) -

Dot ©(f) < ¢r(f(no)) = ®nr(a) . Ceci achéve démontrer que la transformation de
van der Put qui a f € %(Z,R) associe la suite de ses coefficients de van der Put est
bien une isométrie. On va maintenant montrer que cette transformation est bijective.
L'injectivité est évidente, puisque c’est une isométrie et que les filtrations ® et dp r
sont séparées. Soit (b, ),en un élément de co(IN, R). Alors la série de fonctions de terme
général bye;, : Z — R est uniformément convergente sur Z, de sorte que sa somme est
une fonction continue de Z dans R, dont les coefficients de van der Put sont les b,,. On
a ainsi montré que la transformation de van der Put est bijective, et que sa réciproque
est I'application qui a la suite (b,),eNn € co(IN, R) associe la somme Y, o brnen, ce qui
acheve la démonstration. O






La fonction logarithme

V.1 Introduction

Pour illustrer l'intérét de ’analyse sur les nombres polyadiques, ce chapitre va se
concentrer sur la construction et 1’étude des propriétés d"une fonction logarithme poly-
adique, définie sur le groupe des éléments inversibles de 'anneau Z des nombres po-
lyadiques. Le logarithme doit étre évidemment un homomorphisme continu du groupe
multiplicatif Z* dans le groupe additif Z. Nous obtenons un tel homomorphisme
comme limite uniforme d’une suite de fonctions (A, ),cn a valeurs dans Z définie par
l'identité

Vn € N,Va € Z*, At =1+ nlAn(a) .

La possibilité de définir une telle fonction A, est liée a son tour a des propriétés
intéressantes de la fonction arithmétique de Carmichael, qui s’expriment a l'aide des
factorielles.

Nous montrons également que cette définition du logarithme ne peut étre comprise
dans la notion de dérivée au sens de Novoselov de la fonction exponentielle. Par contre

nous sommes en mesure de montrer que cette fonction logarithme est dérivable au sens
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de Novoselov, avec bien stir pour dérivée la fonction inverse.

Nous étudions ensuite le radical de Jacobson | de I'anneau Z et nous le munissons
d’une structure d’idéal a puissances divisées, ce qui permet de construire une fonction
exponentielle de 2] dans 1 +2] C Z* qui est une section de la fonction logarithme. Pour
établir cette derniere propriété, nous utilisons une espece de lemme de Hensel pour les
séries de Hurwitz. Ce lemme de Hensel, comme il se doit, est démontré par la méthode
itérative de Newton.

Définition du logarithme

Propriétés de la fonction de Carmichael

Rappelons que la fonction de Carmichael, que nous noterons A, est la fonction de IN*
dans IN* telle que, pour tout entier naturel n > 1, le nombre A(n) est défini comme
étant 1'exposant du groupe multiplicatif de 'anneau Z/nZ, c’est-a-dire le plus petit
entier m > 0 tel que, pour tout entier naturel a premier a n, on a 4 = 1 mod n. La

propriété suivante est fondamentale pour notre construction.

Proposition V.2.1. Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel n > p — 1, le
nombre A(n!p) est un diviseur de n!.

Démonstration. L'ensemble des entiers m € Z tels que a™ = 1 mod n!p pour tout entier
naturel a premier a n! étant un sous-groupe de Z, doit nécessairement étre I’ensemble
des multiples de A(n!p). De ce fait, il suffit d’établir que, sia € IN est premier a n!p, alors
a™ =1 mod n!p. Soit P(n) I'ensemble des nombres premiers non supérieurs a n et, pour
tout g € P(n) U {p}, soit k(q,n) > 1 la valuation g-adique de n!p. D’apres le théoreme
chinois, il suffit de montrer que a” = 1 mod ¢(9"") pour tout premier g € P(n) U {p}.
Or un théoréme d’Euler assure que, puisque k(q,n) > 1 pour tout g € P(n) U{p}, on
a a7 " 1a-1) = 1 mod 7<) des que a est premier a g, en particulier pour a premier
a n!p. Or, lorsque g € P(n) U{p}, onag < n+1, donc g — 1 est un diviseur de n!;
d’autre part, pour g € P(n)\ {p}, puisque g59")~1 est évidemment un diviseur de
79" qui divise n!, on voit que €7~ est un diviseur de n!, alors que, pour g = p, le
fait que p*(P") divise n!p suffit 2 montrer que p¥(P)=1 est un diviseur de n!. Puisque,
pour tout nombre premier 4 € P(n) U {p}, les nombres g — 1 et gk(4")=1 sont premiers
entre eux, on voit que leur produit g€(9")~1(g — 1) est un diviseur de !, et donc on a

bien la congruence a™ = 1 mod ¢*(%"") pour tout g € P(n) U {p}. O
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Corollaire V.2.2. Pour tout entier naturel n > 1, le nombre A(n!) est un diviseur de n!.
Démonstration. 1l suffit de remarquer que A(n!) est un diviseur de A(2 - n!). O
Dans le cas n = p — 1, on a un résultat qu’il est utile d’énoncer a part.

Corollaire V.2.3. Pour tout entier naturel premier p > 2, le nombre A(p!) est un diviseur de
(p =1L

Définition de la suite A,

Proposition V.2.4. Si a est un élément inversible de I'anneau 2, et sin = 1 est un entier

naturel, alors a™ — 1 est élément de n'Z.

Démonstration. Puisque a € Z, il existe une suite (a,),>; d’entiers relatifs satisfaisant
la condition (I1.9) telle que a = (pu(an))n>1. Puisque de plus, a est supposé inversible,
on sait que py(a,) est inversible dans 'anneau Z/n!Z, c’est-a-dire que l'entier a, est
premier a n!. Par le corollaire V.2.2, on voit que 2 = 1 mod n!, c’est-a-dire que al' — 1

est élément de n!Z, ce qui équivaut au résultat cherché d’apres le lemme 11.3.3. O

Cette proposition montre 'existence, pour tout élément inversible a2 de ’anneau Z

et pour tout entier naturel n > 1, d’un entier polyadique A, (a) tel que
a" —1=nlA(a). (V.1)

De plus, la proposition I1.3.4 prouve qu’'un tel entier polyadique A, (a) est unique.
Notons Z* le groupe des éléments inversibles de Z. On a ainsi construit une suite
(An)n>1 de fonctions de Z* dans Z. Nous allons dans la suite étudier la limite de cette
suite. Pour étudier la continuité de la limite, il sera intéressant d’avoir montré la conti-
nuité de la fonction A, pour tout entier n > 1. Ceci résulte en effet de la proposition

suivante.

Proposition V.2.5. Soit X un espace topologique, f une fonction de X dans Z et o un élément de
Z. qui n’est pas diviseur de zéro. Alors 'application f est continue si et seulement si 'application
g de X dans Z définie par g(x) = af (x) pour tout x de X est continue.

Démonstration. En effet, 'application continue y — n'y de Z dans aZ est bijective. Par

conséquent, puisque Z est compact, elle est fermée et donc bicontinue. O
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D’apres cette proposition, et puisque n! n’est pas diviseur de zéro d’apres la pro-
position 11.3.4, la continuité de la fonction A, sur 7 équivaut a celle de la fonction
a+— a™ —1; or il s’agit 14 d"une fonction polynomiale, donc continue.

Nous aurons besoin de la remarque suivante. De la méme maniere que pour la pro-
position V.2.4 précédente que nous avons déduite du corollaire V.2.2, on peut a partir du
corollaire V.2.3 montrer que, si a est un élément inversible de 7 etsi p = 2 estun nombre
premier, alors a(P~D! — 1 est élément de p!Z. Comme aP~1' —1 = (p — 1)!A, 1(a) et

que Z est sans torsion (proposition I1.3.4), nous avons le résultat suivant.

Lemme V.2.6. Pour tout a € Z*, et pour tout nombre premier p > 2, 'entier polyadique
Ap_1(a) est élément de pZ.

Comme A(4!) = 2 est aussi un diviseur de 3! = 6, le méme raisonnement montre

aussi le fait suivant.

Lemme V.2.7. Pour tout a € Z*, l'entier polyadique Az(a) est élément de 47.

Convergence de la suite A,

Lemme V.2.8. Soient deux entiers naturels n et k tels que 2 < k < n. Alors 'entier naturel
("Ihynik est divisible par (n +1)!(n — 2)1.

Démonstration. On part de la relation entre coefficients binomiaux

(n+1—k)<n—£1) :(n+1)(Z).

Multipliant les deux membres de cette relation par l’entier n!¥, on trouve

(n+1—k) (”:1);& =(n+1)! (n—2)n(n —1)n!k—2<’;) .

Comme n+1—kdivisen —1sik = 2 et n!* 2 si k > 2, on obtient le résultat voulu. [

Lemme V.2.9. Soit n > 2 un entier naturel et a € Z*. Alors la somme Yt ("ntk A, (a)k
est élément de (n +1)!(n — 2)!Z.

Démonstration. Tous les termes de la somme autres que le dernier sont dans (n+1)!(n —

2)1Z d’apres le lemme V2.8. Il n’y a donc plus qu’a montrer que le dernier terme
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n!" 1A, (a)"+! est lui aussi élément de (1 4 1)!(n — 2)!Z. Pour cela, nous examinons
successivement trois cas.

Tout d’abord, si n = 3, le lemme V.2.7 assure que As(a) est élément de 47, donc
3!A3(a) est élément de 4!Z, et donc a plus forte raison, il en est de méme de 3!4A3(a)*.

Dans le cas ot 7 4- 1 est un nombre premier > 3, le lemme V.2.6 assure de méme que
An(a) € (n+1)Z, donc n!A,(a) est élément de (1 4 1)!Z. Comme d’autre part n!" est
divisible par (n — 2)!, la conclusion s’ensuit.

Reste a examiner le cas ou n + 1 est un nombre composé différent de 4. Si n + 1
admet une factorisation en deux nombres distincts, ces deux entiers sont < n, donc
n + 1 est un diviseur de n!. Si ce n’est pas le cas, c’est que 1 + 1 est le carré d’un nombre
premier g > 3, auquel cas g et 29 sont deux entiers distincts < 7, donc leur produit est
1a aussi diviseur de 1!, et donc pareillement 7 + 1 est diviseur de n!. Alors n!"*1 est un
multiple de (n + 1)n!" qui, puisque n > 2, est lui-méme multiple de (n + 1)n!(n —2)! =
(n+1)!1(n —2)L. 0
Proposition V.2.10. La suite de fonctions (Ay)nen est de Cauchy uniformément sur Z.*.

Démonstration. Ona (n+1)!1A,1(a) = a1V —1 = (@)1 —1 = (14+n!A,(a))" 1 —
1, d’ou par la formule du binéme

(n+ 1)1 Apsr(a) = Ié (” : 1)n!kAn(a) (1 + 1)1 An(a +Tf (” T 1)n!kAn(a)k.

D’apres le lemme V.2.9, on sait que, si n > 2, il existe un entier polyadique C(#n,a) tel
que Y15 (”H)n'kA (a)k = (n+1)!(n —2)!C(n,a), on obtient donc :

(n+1)1A,41(a) = (n+ DA (a) + (n+1)!(n —2)!C(n,a),
d’ot par la proposition I1.3.4 :
Api1(a) — Ay(a) = (n —2)!C(n,a),
et donc d’apres le lemme I1.3.3
Va € Z7, ¢(Apt1(a) —An(a)) 2n—3.

Donc la suite de fonctions (A, +1 — An)n>1 converge vers 0 uniformément sur Z*, c’est-

a-dire que la suite (A,),>1 est de Cauchy uniformément sur Z*. O
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Le logarithme

Puisque Z est complet, la proposition V.2.10 implique que la suite (A,),>1 converge
uniformément sur Z*.

Définition V.2.11. Pour tout élément inversible a de Z, la limite de la suite (A, (a)),>1 est
appelée logarithme de a. Elle est notée log a.

Proposition V.2.12. La fonction log de Z* dans Z. est continue.

Démonstration. La fonction log est la limite uniforme de la suite de fonctions (Ay);>1.
Comme on a remarqué comme conséquence de la proposition V.2.5 que chaque fonction

A, est continue sur Z*, le résultat s’en déduit. O
Proposition V.2.13. La fonction log est une forme linéaire sur le Z-module Z.*.

Démonstration. Remarquons que le groupe Z* est la limite projective de la suite des
groupes (Z/n!Z)*) des éléments inversibles des anneaux finis Z/n!Z, et est donc un
groupe profini, et par conséquent, d’apres le corollaire 11.6.6, un Z-module. I s’agit

simplement de vérifier les deux identités
log(ab) = loga + logb et log(a*) = xloga

pour tous les éléments a,b de Z*etxdeZ.la premiére identité s’obtient en passant a
la limite dans la relation A, (ab) = A,(a) + Au(b) +n!Ay,(a)A,(b). Puisque Z est dense
dans Z, 1a deuxiéme se justifie en remarquant que ses deux membres sont des fonctions

continues de x € Z qui ont les mémes valeurs en tout x € Z. O

Non dérivabilité de la fonction exponentielle de base a

Nous avons obtenu le logarithme d’un élément a inversible dans Z comme limite de
Ap(a) qui est en quelque sorte un taux d’accroissement de la fonction x — a* exponen-
tielle de base a. On peut se demander si cette derniére fonction ne serait pas dérivable
en 0, ce qui permettrait de définir aussi le logarithme de 2 comme le nombre dérivé en 0
de cette fonction exponentielle de base a. Pour interpréter cette question, nous pouvons
avoir recours a la définition des fonctions dérivables proposée par Novoselov [43] : une
fonction f : Z — Z est dite dérivable en 0 avec le nombre dérivé A € Z s'il existe un
voisinage V(0) de 0 et une fonction ¢ : V(0) — Z tels que f(x) — f(0) = xg(x) pour
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tout x € V(0) et lim,_,0 g(x) = A. Evidemment, si a = —1, cette définition est satisfaite
en prenant V(0) = 2Z et g(x) = 0. Nous allons voir qu’il n’en est pas de méme en géné-
ral, c’est-a-dire qu’il existe au moins un élément a inversible dans Z tel que la fonction
exponentielle de base a n’est pas dérivable en 0 au sens de Novoselov.

Etant donné un nombre premier g, on sait qu'il existe une racine primitive gq modulo
g, c’est-a-dire tel que gg = 1 mod g si et seulement si 'entier d est un multiple de g — 1.
Construisons par récurrence une suite (a,),>1 d’entiers naturels en posant a; = 1 eten
définissant a,,,1 comme égal a a, si n + 1 n’est pas premier et en choisissant, lorsque n +
1 est premier, un entier naturel 4,1 tel que 4,41 = a, mod n!eta,; = gy,41 mod n+1,
ce qui est possible en vertu du théoréme chinois puisque n + 1 est alors premier a n!.
Comme la condition (II.9) est alors vraie pour tout entier naturel n > 1, on voit que
a = (pn(ay))p>1 est un élément de Z. Puisqu'il est immédiat de vérifier par récurrence
que a, est toujours premier a n!, c’est aussi un élément de 7. Supposons maintenant
que la fonction exponentielle de base a soit dérivable au sens de Novoselov. Alors il
existe un entier d > 1 et une fonction g : d!Z — Z telle que a* — 1 = xg(x) pour tout
x € d!Z. Choisissons un nombre premier 7 > d; d’apres le théoréme de la progression
arithmétique de Dirichlet, il existe un entier naturel ¢ tel que le nombre g4 = ¢r + 1 soit
également premier. En vertu du théoreme chinois des restes, il existe un entier x € Z tel
que x soit divisible par d!q et x = 1 mod r. Puisque x est divisible par d!, on peut écrire
a* —1 = xg(x). Ceci implique en particulier que a; — 1 = xc; mod ¢! pour un certain

q

> — 1 doit étre divisible par 4. Mais comme, par définition, nous

q
avons a; = g mod q et donc g; = 1mod g; puisque g, est supposé étre une racine

entier ¢; € Z, donc a

primitive modulo g, ceci entraine que x est un multiple de g — 1 = ¢r, et donc aussi du
nombre 7, ce qui n’est pas le cas par construction de x. Cette contradiction acheve de

montrer que la fonction exponentielle de base a n’est pas dérivable.

Dérivabilité du logarithme

Nous allons étudier la dérivabilité du logarithme sur Z* en étendant la définition de

Novoselov de la maniére suivante.

Définition V.3.1. Etant donnés une fonction f : Z* — Z. et un point ag € Z*, on dit que f
est dérivable (au sens de Novoselov) en agy de nombre dérivé f'(ay) s'il existe un voisinage V (ag)
de ag dans Z* et une fonction g : V(ag) — Z telle que f(a) — f(ag) = (a — ag)g(a) pour tout
élément a € V(ag), avec limy—,q, g(a) = f'(ag).
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Nous montrerons dans la proposition V.4.8 que le nombre dérivé f'(ag), s'il existe,
est unique. Dans cette section, nous établissons que, au sens de Novoselov, la fonction

inverse a — a~! est la dérivée sur Z* de la fonction log.

Une propriété arithmétique

Introduisons, pour tout entier naturel n > 1 et tout entier x € Z, la somme S, (x) =

ZZ;& x/ des n premiers termes de la série géométrique de raison x.

Lemme V.3.2. Soient m > 1 et n > 1 deux entiers naturels. Alors on a, pour tout entier
xed:
Sin(x) = Sy (x)S, (x™) = Sy (x™) Sy (x) .

Démonstration. On peut considérer les expressions Sy, Su, Syn comme des éléments de
I’anneau integre Z x| et utiliser la formule ™ — 1 = (x — 1)S,,(x) et ses analogues, d’out
(x=1)Spn(x) =x™ -1 = (2" —1)S,(x™) = (x = 1)Sp(x) S, (x™) = (x" —1)S,,,(x™) =
(x —1)S(x")Sy(x). O

L'énoncé qui suit caractérise le cas ol S, (x) est divisible par n.

Proposition V.3.3. Soient un entier naturel n > 1 et un entier x € Z. Alors n divise S,(x) si
et seulement si x" =1 mod n.

Démonstration. D’un coté, l'identité x* — 1 = (x — 1)S,(x) montre que si S, (x) est divi-
sible par n, alors x" — 1 'est aussi.

Réciproquement, soit E I'ensemble des nombres entiers naturels n > 1 tels que, pour
tout x € Z tel que x" = 1 mod n, on ait S,(x) = 0 mod n. Montrons par récurrence sur
I'entier v que, pour tout nombre premier g, I’entier 4" € E. On remarque que 1 = ¢° € E;
d’autre part, si x7 = 1 mod g, le petit théoreme de Fermat montre que x = 1 mod g et
alors S4(x) = 22;(1) 1 =g mod g, donc g € E. Si donc on suppose que v > 2 est un entier
naturel tel que g"~! € E, alors soit x € Z tel que x7 = 1 mod g"; alors x est premier a g
et le théoreme d’Euler montre que x4~ = 1 mod ¢*, doncona x7 ' = 1 mod ¢", &
plus forte raison 2" =1mod g'~!, de sorte que I'hypothése de récurrence montre que
Sg-1(x) est divisible par g"~!. D’autre part, comme (¥ )4 = 1 mod ¢ par hypothese,
le fait déja observé que g est élément de E montre que Sq(xqvfl) est divisible par 4. Or,
par le lemme V.3.2, ona Sgv (x) = Spu (Jc)Sq(xq%1 ), de sorte que Sy (x) est bien divisible

par g".



V.3.2

Section V.3. Dérivabilité du logarithme 101

Montrons ensuite que, si m et n sont deux éléments de E premiers entre eux, alors
leur produit mn est aussi élément de E; en effet, soit x € Z tel que x""" = 1 mod mn.
Alors (x™)" = 1 mod n, donc I'hypothese que n € E entraine que S,(x™) est divisible
par n; or, le lemme V.3.2 montre que S, (x™) est un diviseur de S, (x) ; par conséquent,
nous avons montré que 7 est un diviseur de S, (x). Mais ’hypothése que m € E en-
traine de méme que m est un diviseur de S, (x). Les entiers m et n étant premiers entre
eux, on a bien que mn divise Sy, (x), ce qui montre que mn est élément de E, comme on
voulait le montrer.

Finalement, si n > 1 est un entier naturel, le théoréeme fondamental de 1’arithmé-
tique assure que 7 est un produit de puissances de nombres premiers, donc un produit
d’éléments de E qui sont deux a deux premiers entre eux; il résulte de ce qui précede

que n est élément de E, ce qui achéve la démonstration. O

Divisibilité de A, par a — 1 dans ’anneau des fonctions continues sur
7

Proposition V.3.4. Soit n > 1 un entier naturel. Il existe une fonction continue B, : Z* — Z.
telle que A,(a) = (a — 1)By(a) pour tout élément a de Z*. On peut choisir B, de sorte qu'elle
satisfasse identité n!By (a) = Y/ ' a* pour tout a € zZ".

Démonstration. Soit a = (py(ay))n>1 un élément inversible de Z*. Pour tout entier na-
turel n > 1, I'élément p,(a,) est inversible dans 'anneau Z/n!Z, c’est-a-dire que a,
est premier a n!, et le corollaire V.2.2 montre que aZ! = 1 mod n!, ce qui d’apres la pro-
position V.3.3 équivaut a dire que n! divise Sy(a,), ce qui signifie par le lemme 11.3.3
que ZZ!:_Ol a* est élément de n!Z. 1l existe donc un entier polyadique By, (a), unique par
la proposition I1.3.4, tel que Y/ )! a* = n!B, (a). Multipliant les deux membres de cette
égalité par a — 1, on trouve a™ — 1 = n!(a — 1)B,(a). Comme ona a™ — 1 = n!A,(a), on
déduit par la proposition 11.3.4 que A,(a) = (a — 1)B,(a). La fonction B, est continue
sur Z* par application de la proposition V.2.5. O

Nous allons maintenant donner des formules de récurrence qui expriment B, 1(a)
en fonction de A, (a) et B,(a).

Proposition V.3.5. Si n + 1 est un nombre composé différent de 4, il existe un entier naturel
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dy tel que n! = d,(n+ 1), et on a alors

By+1(a) = By(a) + <Z> (n—2)nBy(a)An(a) + dyBy(a) an:z <Z ::: i) n* 1A, (a)k .

Démonstration. On a vu que n + 1 divise n! dans la démonstration du lemme V.2.9. On

a par définition de B,

(n+1)!-1 nl—1 n ) n .
(n+1)!Byiq(a) = ) ak = (Z ak> (Z a”!]> = n!By(a) (Z a””) :
k=0 k=0 j=0 j=0

Soit Sy,11(x) le polynéme Sy.41(x) = L x/ de degré n. On écrit la formule de Taylor

n

Sus1(x) = Y (x = 1)Fs) (1),

k=0
ou S ,[lkJ]rl (x) est la dérivée k-ieme divisée par k!, qui se calcule facilement :
i (1) ik
st =1 (1)
=k
d’out SLlel(l) =Y. (,]() = (Zﬂ) Par conséquent, on obtient :

! =n!B,(a a™) = n!B,(a - (nt] at —
(114 1)1By1(a) = 1By (a)Syes (a™) 'B”()k—zo<k+1)( 1

Comme a™ — 1 = n!A,(a), on obtient

(11 +1)!Byy1(a) = n!By(a) i <Z i Dn;kAn(a)k , (V.2)
k=0

Le terme k = 0 dans cette derniére sommation est simplement (n + 1)!B,(a). Le terme
de rang k = 1 est n!>("}1)By(a)Au(a) = (n+1)!(3)(n — 2)!nBy(a) Au(a). Le terme de
rang k > 2 est,en posantd, = n!/(n+1),égala (n+ 1)!Bn(u)(’,Zﬂ)n!k_ldnAn(a)k. D’ou
I'expression cherchée d’apres la proposition 11.3.4. O

Proposition V.3.6. Si n + 1 est premier ou égal a 4, il existe un élément D, (a) € Z tel que
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An(a) = (n+1)Dy(a), et on a alors

v (L e a)k-
Byi1(a) = By(a) —|—n.Bn(a)Dn(a)kg;l (k—i—l)n'k LA, (a)c1

Démonstration. L'existence de D, (a) résulte des lemmes V.2.6 et V.2.7. Le calcul est iden-
tique a celui utilisé pour la démonstration de la proposition V.3.5 jusqu’a la formule
(V.2). Ensuite on remplace A,(a)¥, avec k > 1, par A, (a)*"'D,(a)(n + 1), faisant appa-
raitre un (1 + 1)! en facteur dans le membre de droite, d’oi1 le résultat par utilisation de

la proposition 11.3.4. O

Convergence de la suite B,
Proposition V.3.7. La suite de fonctions (By)nen est de Cauchy uniformément sur Z.*.

Démonstration. D’apres les propositions V.3.5 et V.3.6, pour tout a € Z* et pour tout
entier naturel n > 2, on peut affirmer que B, 41(a) — By(a) est élément de (n — 2)!Z;
donc, par le lemme I1.3.3, on a ¢(B,,;1(a) — By(a)) > n — 3 uniformément sur Z*.  [J

On déduit de la proposition V.3.7 que la suite de fonctions (By,),cN converge unifor-
mément sur Z* vers une limite . Comme chaque B, est continue sur Z* (proposition

V.3.4), on voit que i : Z* — Z est une fonction continue.

Proposition V.3.8. Pour tout couple (a,aq) d’éléments inversibles de Z,ona

loga —logag = (a — ag)ay '¢(aay ') .

Démonstration. D’apres les propriétés de la fonction logarithme (proposition V.2.13), on
sait que loga — logag = log(aay*). Or

log(aay') = lim Ay(aay') = lim (aay' —1)B,(aay') = (aay* — 1)p(aay'),

n—oo n—oo
ce qui acheve la démonstration. O

Proposition V.3.9. La fonction log : Z* — Z. est dérivable au sens de Novoselov en tout point

ag de Z.*, de dérivée aal.

Démonstration. En effet, par la proposition V.3.8, on peut écrire loga — logag = (a —

a9)g(a) avec g(a) = ay 'p(aay ). Or, puisque nous avons remarqué que la fonction ¢ est
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continue, nous avons lim,_.q, 4y 'p(aay ') = ay ' (1). Puisque B, (1) = 1, le résultat est
démontré. O

Exponentielle

Quelques lemmes

Rappelons d’abord la définition [1] du coefficient de Faa di Bruno attaché a un couple

(n, k) d’entiers naturels
(kn)!
n'kk! -

On sait [24] que ce coefficient s’exprime aussi sous la forme

Faa(k,n) =

k .
n—1
Faa(k,n) = J
& =11(0 "))
j=1
qui fait voir que ce coefficient a pour valeur un entier naturel. De plus, cette expression

rend apparent le fait que, si g est un nombre premier, alors le coefficient Faa(k,q) est

premier a g quelque soit la valeur de I'entier naturel k.

Lemme V.4.1. Pour tout entier naturel r > 1, soit P(r) l'ensemble des nombres premiers < r
et @ la filtration factorielle. Soit n un nombre entier naturel, on note m la partie entiére de % et
e=n—2me€{0,1};onaalors:

m

) 2m+e H q
geP(n+1)

WV
S

Démonstration. Soit n la plus petite valeur possible ne vérifiant pas cette assertion. On
a alors n > 1 car 'assertion est visiblement satisfaite pour n = 0 (avec P(1) vide) ou
n = 1 (avec P(2) = {2}). Par définition de ¢, on a donc (n + 1)! qui ne divise pas
le nombre entier x = 2"*¢ (qu P(n+1) q)m. Comme les diviseurs premiers de (n + 1)!
sont exactement les éléments de P(n + 1), ceci signifie qu’il existe un couple (q,v) €
P(n+1)x IN tel que g¥ divise (n + 1)! mais pas x. On fait alors la division euclidienne
den +1parg, écrivantn +1 =ag+r,ou0 < r < 4. On a alors

(n+1)! = (” j 1) (ag)!r! = (“q:r r) Faa(a, q)q!"alr! .
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Puisque a — 1 < n, on sait que notré énoncé est vérifié pour l'entier 2 — 1, de sorte
que a! est un diviseur de y = 20+ (qu P(a) q) , ou b est la partie entiere de % et
N =a—1-—2b. Comme q! = g(q —1)!, ot la factorielle (§ — 1)! est un entier premier
a g, que le coefficient de Faa di Bruno Faa(a,q) est premier a g et que le coefficient du
binoéme (“17") I'est aussi, ainsi que r!, nous concluons que g” doit diviser g%y. Sig = 2,
desortequen =2a+r—1 2> 2a—1,ceci montrequev < a+b+n+b=2a—-1;or
2201 divise 2" = 22" +€ qui divise x, ce qui contredit la définition de . D’un autre coté,
si g est un nombre premier impair, alorsonan =gqga+r—-1>qa—letv <a+b =

3a—1— _ -1 . . ...
2 5 T < 3“2 1 < qa2 < 5,donconav < m, alors que g™ divise x, et cette contradiction

achéve la démonstration. 0

Lemme V.4.2. Pour tout entier naturel n, (2")! est un multiple de 22" 1,

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n en utilisant la formule
(2""1)! = Faa(2",2) 22" (2")!.

]

Lemme V.4.3. Soit my,my, ..., my une suite finie d’entiers rationnels deux a deux premiers

entre eux et A un anneau commutatif unifere. Alors

d

d
j=1

j=1

Démonstration. Soit x € ﬂ;-i:lmjA. I existe, pour tout entier j,1 < j < d, des élé-
ments y; € A tels que x = m;y;. Montrons par récurrence sur j que x est élément de
(H{(:l mk> A.Sij = 1,il n'y a rien a montrer. Si on suppose que x est élément de
(H{(:l mk> A, il existe z € A tel que x = <]_[;{:1 mk) z; on sait qu’il existe des en-
tiers u,v € Z tels que mj 1u + <H;(:1 mk) v=1doncz = umj1z+v (H{(:l mk> z=

mjquz +vx = mj 1(uz +vyj1) € mj 1A, et donc on a bien x € (H{::l mk> A. ]

Soit A un anneau commutatif unifere. On rappelle que le radical de Jacobson de
I'anneau A est 'intersection de tous les idéaux maximaux de A. Par un résultat connu
d’algeébre commutative [28], cet idéal | est 'ensemble des éléments a € A tels que 1 + ab
est inversible dans A pour tout élément b € A. La caractérisation suivante du radical de

Jacobson nous sera utile.



V4.2

106 Chapitre V. La fonction logarithme

Lemme V.4.4. Le radical de Jacobson | d'un anneau unifere A est le plus grand idéal I de A tel

quel 41 C A*, oit A* est le groupe des éléments inversibles de A.

Démonstration. D’une part, pour tout élément a de J, I'élément 1 +a = 1+ a-1 est
élément de A* en vertu de la caractérisation connue du radical de Jacobson citée ci-
dessus. Onadonc1+] C A*.

D’autre part, si [ est unidéal tel que 1 +1 C A*, alors, pour touta € I ettoutb € A,
le produit ab est élément de I, de sorte que 1 + ab € A*; ceci signifie bien que a € |, on
a donc l'inclusion I C J. O

Lemme V.4.5. Si A et B sont deux anneaux commutatifs uniferes, si @ : A — B est un
morphisme d’anneaux surjectif, et si a est un élément du radical de Jacobson de A, alors (a)
appartient au radical de Jacobson de B.

Démonstration. Soit b € B; puisque par hypothese @ est une surjection, il existe a’ € A
tel que @(a’) = b. Alors, puisque a est supposé appartenir au radical de Jacobson de
A, T'élément 1 + aa’ est inversible dans A et donc @(1 + aa’) = 1+ @(a)b est inversible
dans B. Ceci montre que @(a) est bien élément du radical de Jacobson de B. O

Le radical de Jacobson de I’anneau des entiers polyadiques

Soit J le radical de Jacobson de 'anneau Z et T le plus grand idéal de Z ou I’on peut

définir un systeme de puissances divisées pour I', c’est-a-dire :
I'={x¢ Z,Nn>1,x" € n!Z} )
Nous avons la caractérisation suivante du radical de Jacobson J.

Proposition V.4.6. Soit x un entier polyadique. Les quatre assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) Pour tout nombre premier q, x € qZ.;

(ii) x € T';

(iii) x est topologiquement nilpotent, c’est-a-dire que lim,_, ;o x" = 0;

(iv) x € J.

Démonstration. Montrons successivement le cycle d'implications (i) = (ii) = (iii) =

(iv) = (i).
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Commengons par supposer que x est élément de qZ pour tout nombre premier g,
et soit n un entier > 1. Alors x € N,¢ P(n)qz, c’est-a-dire d’apres le lemme V.4.3 que

x € (qup(n) q) Z, de sorte que x" € (qup(n) q)n Z. Or le lemme V.4.1 montre que

(qu P(n) q)n Z est contenu dans n!Z. Ceci étant vrai pour tout entier naturel n > 1
prouve que x € I'.

Supposons que x € I, alors par le lemme I1.3.3, on a pour tout entier naturel n > 1
l'inégalité ¢(x™) > n — 1, d’ott la convergence vers 0 de la suite (x"),eN-

Supposons que x est topologiquement nilpotent. Alors soit y & Z; la suite x"y"
converge vers 0 car ¢(x"y") > max(¢(x"), ¢(y")). Donc la série Y /% (—1)"x"y"
converge dans l'espace complet Z. Comme le produit de la somme partielle
YN o(=1)"x"y" par 1+ xy est 1 — (—1)NFT1LeNF1yN+1 on voit par passage a la limite
que la somme de cette série est un inverse dans Z de 1 + xy. Puisqu’on a ainsi montré
que 1 + xy était inversible pour tout y de Z, il en résulte que x € J.

Supposons que x = (pn(xn))n>1 € J, et soit g un nombre premier. On considere le
morphisme d’anneaux @ : Z — Z./qZ. obtenu en composant la projection Z — Z/q!Z,
avec l'application naturelle de Z/g!Z sur Z/qZ ; autrement dit, siy = (pn(Yn))n>1, On
a@(y) = yg +qZ. Comme @ est surjective, le lemme V.4.5 assure que @(x) est élément
du radical de Jacobson de I’'anneau Z/gZ. Or, puisque ce dernier anneau est un corps,
son radical de Jacobson est trivial. Ceci établit qu’on a nécessairement x, € gZ, et donc,
en utilisant le lemme 11.3.3, on conclut que x € gZ. O

Nous avons donc montré que

NgZ=]=T. (V.3)
Il en résulte que | est un idéal fermé, donc principal d’aprés la proposition 11.6.9.
Proposition V.4.7. Un élément w tel que | = wZ. n’est pas diviseur de zéro dans Z.

Démonstration. 1l suffit de trouver dans | un élément qui n’est pas diviseur de zéro.
Soit pour tout nombre premier g I'ensemble E; = U;cz\ gz (uq + (29) !2) . Par division
euclidienne (proposition II.6.4), on voit que I’'ensemble E, est en fait la réunion finie des
classes fermées (proposition I1.2.8) ag + (29)!Z, pour a décrivant I’ensemble des entiers
premiers a g qui appartiennent a l'intervalle [1, (29)![, de sorte que E; est une partie
fermée de Z. On observe que toute intersection finie MNgerEq, ot F est un ensemble

fini de nombres premiers, est non vide, puisqu’il contient en effet le produit [],cr g.



108 Chapitre V. La fonction logarithme

Puisque Z est compact, il en résulte que I'intersection de tous les E4 est non vide, soit a
un élément de cette intersection.

Alors, comme on a E; C qZ pour tout nombre premier g, on peut affirmer que a
est élément de | = NygZ. Ecrivons & sous la forme a = (pn(an))n>1, ot les a;, sont
des entiers rationnels satisfaisant la condition (I1.9). Comme ¢ est un diviseur de (24)!
pour tout entier premier g, on voit par le lemme I1.3.3 que &> n’est pas élément de 7*Z.
Puisque qz > 2q, en vertu des congruences (II.10), on en déduit que Aog ¢ qZZ. Fixons
un nombre premier 4. Pour r un entier premier tel que r < g, les congruences (I11.10)
montrent que ap, ¢ r*Z. En ayant recours a la décomposition multiplicative de ay, en
facteurs premiers, nous en déduisons que ay; est produit d’un entier d sans facteurs
carrés dont tous les diviseurs premiers sont au plus égaux a g et d'un entier ¢ dont tous
les diviseurs premiers sont supérieurs a .

Montrons que a n’est pas diviseur de zéro. En effet, soit z = (pn(zx))n>1 un élément
de Z tel que za = 0. On a alors z,x, = 0 mod n! pour tout entier n > 1. En particulier,
si g est un nombre premier, on a zo,02; = 0 mod (29)!. Or, puisque (2g)! = (zqq)qlz, on
en déduit que zpgap; = 0 mod ¢!%. D’apres la relation ay; = de, avec d diviseur de g! et
e premier a g!, on voit que zz; = 0 mod q!. D’aprés les congruences (I1.10), on en déduit
zg = 0 mod ¢! pour tout nombre premier 4. Si 1 est un entier naturel tel que n > 1, on
peut trouver un nombre premier g tel que g > n, donc les congruences (11.10) montrent

que z;, = 0 mod n!, ce qui prouve que z = 0. [

Proposition V.4.8. Soit f : 7% — 7 une fonction, ag € Z*. Si f est dérivable en ay, son

nombre dérivé en ay est unique.

Démonstration. 1l suffit pour cela de montrer que si une fonction g définie dans un voi-
sinage V(ag) de ap dans Z* vérifiant une identité (a — a9)g(a) = 0 pour tout a € V(ag)
admet une limite au point 4, alors cette limite est nulle. On peut se restreindre au cas
ot V(ag) est de la forme V(ag) = (a9 + d!Z) N Z*. Soit w un générateur du radical de
Jacobson de Z, qui n’est pas diviseur de zéro en vertu de la proposition V.4.7. Alors,
pour tout n > 0, I'élément x, = ag + (d + n)lw = ap(1 + (d + n)!waal) est inversible
dans Z, et appartient donc a V' (ag). Par conséquent, la suite (¢(x,)),en converge vers
la limite de g au point ag. Or par hypothese nous avons pour tout entier naturel 7 la re-
lation (d + n)!wg(x,) = 0, d’ott wg(x,) = 0 par la proposition I1.3.4, et puis g(x,) = 0
du fait que w n’est pas diviseur de zéro. Donc la limite de g au point a¢ est nulle, comme

on voulait le montrer. O
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Puissances divisées sur le radical de Jacobson

Nous munissons 1'idéal | = T de la suite d’applications 7, (1 € IN) de ] vers Z en
posant, pour tout x € J, x" = nly,(x).

Lemme V.4.9. Pour tout x € | et pour tout entier naturel n > 1, la puissance divisée 7y,(x)
est élément de |.

Démonstration. D’aprés la proposition V.4.6, il suffit de montrer que la suite
(70 (x)¥), .5y converge vers zéro. Or nous avons nlfy, (x)f = ¥ = (kn)ly,(x) =
n'kk!Faa(k, 1)y, (x). En utilisant la proposition I1.3.4, nous en déduisons que 7, (x)* =
k!Faa(k, 1)y, (x) € k!Z, donc par le lemme I1.3.3, nous avons, quelque soit les entiers
naturels k et n > 1, I'inégalité ¢(y,(x)¥) > k — 1, ce qui prouve le résultat voulu. O

Il est immédiat de vérifier a partir de 1a que les applications v, : | — ] (n > 1)
définissent sur le radical de Jacobson | une structure d’idéal a puissances divisées [20].

Lemme V.4.10. Soit x € 2] et n # 0 un entier naturel. On note m la partie entiere de n/2, et
€ =n—2m € {0,1} . Alors 7, (x) est élément de 2m+€]"+1,

Démonstration. 1l existe un élément y de | tel que x = 2y. Par 'égalité (V.3), pour tout

nombre premier q < 1, on sait que y est élément de qz. En vertu de la proposition V.4.3,

on en déduit 'existence de z € Z tel que y = (qu P(n) q) z, ou P(n) est 'ensemble

des nombres premiers non supérieurs a n. Par le lemme V.4.1, on sait qu’il existe un
my

entier naturel 7, tel que 2"11¢1 (qu P(n) q) = nlry, ot my est la partie entiere de %51

ete; = n — 1 — 2m est le reste dans la division euclidienne de n — 1 par 2.

On voit que
n n—m
=2yt =20 [ q) =2 T g nlryz",
q€P(n) qeP(n)
qu’on peut aussi écrire
n—mq
nlyy(x) = x" = nlp,2" "4 H q z".

qeP(n)



110 Chapitre V. La fonction logarithme

Par la proposition I1.3.4, on en déduit que

n—ni

a(x) =2"""" T g raz'. (V.4)
q€P(n)

Or, comme 1 et n — 1 sont deux entiers consécutifs, 1'un est pair et I’autre est impair,
par conséquent € +€; = letm+my =n—1,doun—m =m+letn—m —e =
m + €. L'expression (V.4) montre donc bien que 7, (x) € 2"+€]m+l, O

Proposition V.4.11. Soit h, j, m des entiers naturels > 1 et € € {0,1}. Pour tout x € 2"Ji, la
puissance divisée Ypy.4¢(x) est élément de I'idéal 2 (2h=1)+eh pm(2j—1)+e(j=1)+1,

Démonstration. Comme | est un idéal fermé, il est principal en vertu de la proposition

11.6.9, soit w un générateur de J. Il existe un y € J tel que x = 2"~1w/~ly. Comme on a

YVomre (x) _ Z(h—l) (2m+e)w(jfl)(2m+e),)/2m+e (y)

et qu’on sait par le lemme V.4.10 que Y2+ (y) € 2"+€]"H, le résultat s’en déduit. [

Proposition V.4.12. Soient x et y deux éléments de 2] et j > 1 un entier naturel tels que soit
vérifiée la congruence
x = y mod 2]/ (V.5)

Alors, pour tout entier naturel n, on a la congruence
Yu(x) = va(y) mod 2J/7, (V.6)
ot m est la partie entiere de n /2.

Démonstration. Il n’y a rien a montrer si n = 0, par conséquent on se restreint au cas oul
n > 1. On utilise 'identité suivante, otiz = x — v :

Yn(x) = yn(y +2) = Z’Yk Z)Yn—k(Y +Z’Yk Z)Yn—k(Y

Il suffit donc de vérifier que, pour tout entier naturel k vérifiant 1 < k < n, le produit
Yi(2)Yn— k(y) est élément de 2]/, Notons un tel entier k étant fixé, par ¢ la partie
entiere de et par /' la partie entiere de "%, et posons € = k — 2¢. D’apres la proposition
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V.4.11, on sait que 7 (z) € 2J/@D+e(-D+1 et que 7, _x(y) € J* ! pour 1 < k < 1. On
voit que,sil <k <n,ona

(@) i (y) € 21 @ DHe(=1)+l+2

Or, par définition de ’'entier m,onam < £+ ¢ +1,donc ¢(2j — 1) +e(j—1)+ ¢ +2 >
m+20(j—1)+e(j—1)+1>m+k(j—1)+1 > m+ j, donc le produit v, (z)y,_«(y)
est bien élément de 2J5" . Reste a traiter le cas ot k = n. Dans ce cas, on a a considérer
vn(z) qui par la proposition V.4.11 est élément de 2]"(%~1+€(i=1+1 o1 on a encore posé
€ = n —2m. On vérifie alors qu’iciencore m(2j — 1) +e(j—1)+1=m+j+(n—1)(j—
1) >m+j. O

La série exponentielle

Nous commengons par compatrer la topologie J-adique  la topologie de Z.

Proposition V.4.13. La topologie J-adique est plus fine que la topologie de limite projective de
Z.

Démonstration. Comme les deux topologies a comparer sont toutes deux compatibles
avec la structure d’anneau de Z, il suffit de montrer qu’une suite ()N qui converge
vers zéro pour la topologie [-adique converge également vers 0 pour la topologie de
limite projective de Z. Soit w un générateur de l'idéal J. Si une suite (ay,),cN converge
vers zéro pour la topologie J-adique, alors on a a;, = whkn Bu, avec k, € N, B, € 7
et lim, 1ok, = +oo. Comme la suite (w")icn tend vers 0 ainsi qu'il résulte de la
proposition V.4.6, nous voyons bien que la suite (a,),en converge vers 0 dans Z. 0O

Corollaire V.4.14. Soit (fi)ren une suite d'applications d'un ensemble E dans Z.. Si la suite
(fi)kew converge uniformément vers une fonction f : E — Z pour la topologie J-adique, alors
elle converge aussi uniformément pour la topologie de limite projective de Z.

Remarque V.4.15. On peut observer que la topologie J-adique n’est pas équivalente a la
topologie de limite projective de Z. Par exemple, la suite (k!) reN converge vers 0 au sens
de la topologie de limite projective de Z, mais n’est pas de Cauchy au sens J-adique.

Nous étudions ensuite la convergence de la série exponentielle, c’est-a-dire de la série

de terme général v, (x), pour x € J.
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Proposition V.4.16. Soit x un élément de J. La série exponentielle Y y,(x) converge si et

seulement si x appartient a l'idéal 2].

Démonstration. D"une part, supposons que x appartient a 2J. D’apres la proposition
V.4.11, on voit que la suite (7,(x)),cpn converge vers 0 au sens [-adique, donc aussi
au sens de la topologie de Z d’aprés la proposition V.4.13. Ainsi le terme général de la
série exponentielle tend vers 0, ce qui, puisque Z est un espace ultramétrique complet,
entraine la convergence de la série exponentielle.

Réciproquement, supposons que la série ) v, (x) est convergente. Ceci entraine que
la suite (7,(x)),cp converge vers zéro. Puisque, par hypothese, x est élément de J,
il résulte de (V.3) qu'il existe y € Z tel que x = 2y. Nous allons montrer que y ap-
partient a J. Pour cela, d’apres la proposition V.4.6, il suffit de montrer que la suite
(y")nen converge vers 0 dans Z, ou encore, de facon équivalente, que la suite des
filtrations (¢(y"))yen tend vers +oo. Or, il résulte de la proposition I1.2.2 que cette
suite (¢(y"))neN est croissante, de sorte qu’il suffit de montrer qu'une suite extraite
tend vers +oco. Nous sommes ainsi réduits a montrer que la suite <y2n>n€N converge
vers 0. Ecrivons donc 22'y?" = (2")!y,:(x). D’aprés la proposition 11.3.4 et le lemme
V4.2, nous en tirons que 2y%" est élément de 71 (x)Z, donc converge vers zéro, de

sorte que la suite (go <2y2n>> N tend vers +co. Or le corollaire I1.2.3 montre que
ne

o (v) =9 (2%) -2 O

Pour tout x € 2], nous définissons l'exponentielle exp(x) de x comme la somme de la

série exponentielle :

—+o0
exp(x) = ZO%«(X) :

Proposition V.4.17. Pour tous les éléments x et y de 2], on a exp(x +y) = exp(x) exp(y).
En particulier, exp(x) € Z* pour tout x € 2.

Démonstration. Pour tout élément z de 2], notons E,(z) la somme partielle de rang n de
la série exponentielle de z. En vertu de la formule du bindme et de la proposition 11.3.4,
nous avons pour tout entier naturel n I'identité v, (x +y) = Y o 7j(x)7u—;(y). Il en

résulte que

En(x)En(y) = <i)')’j(x)> (éw(ﬁ) = En(x+y)+ Y. ¥i(xX)ve(y) -
= -

jH>n,j<nl<n
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Par la proposition V.4.11, on sait que, pour tout couple (j, ¢) d’entiers naturels tel que j +
{>nj<netl <nona 'yj(x)'yg(y) € ]'!6!2 C N!Z, ot N est le plus petit entier > 7.
La filtration factorielle de 7;(x)7,(y) vérifie donc ¢ (7j(x)y¢(y)) > N—1> 5 — 1. Par
conséquent, on a limy,—, o En(x)En(y) — Ex(x +y) = 0. Comme E,(x),E,(y), Ex(x + v)
convergent respectivement vers exp(x), exp(y),exp(x + y), le résultat s’en déduit. En
particulier, lorsque y = —x, on obtient exp(x) exp(—x) = 1. O

Proposition V.4.18. Pour tout x € 2], on alog(exp(x)) = x.

Démonstration. Par définition, log(exp(x)) estla limite de la suite (A, (exp(x))),,~ défi-
nie par les égalités (exp(x))™ — 1 = n!A,(exp(x)). Par la proposition V.4.17, on sait que
n!An(exp(x)) = exp(nlx) =1 = L7 v;(nlx) = 9 nyj(x) = n! I nl=1yi(x).
Par la proposition I1.3.4, on en tire 1'égalité A,(exp(x)) = Z*‘”n” i vi(x) = x+
nys nl~2v;(x). On a donc

¢ (An(exp(x)) —x) =2 n -1,

ce qui montre bien que la limite de la suite (A, (exp(x))), est égale a x. O

La fonction exponentielle

La fonction exponentielle est I'application exp de 2] dans Z qui a tout x € 2] asso-
cie exp(x) € Z. Cette application est injective d’apres la proposition V.4.18. Puisque
la convergence de la suite y, vers 0 est uniforme au sens J-adique, le corollaire V.4.14
montre que la convergence de la série de fonctions qui définit la fonction exponentielle
est uniforme. Comme de plus les applications 7, : 2] — Z sont continues d’apres la
proposition V.2.5, la fonction exponentielle est continue. Nous allons maintenant déter-
miner I'image de cette fonction en démontrant d’abord une espéce de lemme de Hensel

pour les séries de Hurwitz.

Proposition V.4.19. Soit (a,)nen une suite d'éléments de Z. et f : 2] — Z lapplication
définie par

+o0
vxe2],  f(x) =Y am(x)
i=0

On suppose que ag € 2] et a; € Z*. Alors il existe un élément x de 2] tel que f(x) = 0.
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Démonstration. La série de fonctions f(x) converge pour tout x € 2] puisqu’on a vu
que, pour de tels x la suite (’y]-(x))]. o converge vers zéro. D'autre part, la somme f(x)
est élément de 2] car tous les 7j(x) € 2] et ag € 2]. Avec cette série nous considérons la
dérivée formelle f'(x) = Z;;OT a;vj-1(x) qui converge pour une raison analogue, avec
cette fois, puisque a; € Z*, la propriété que

—+o00

a ' f(x) =1+ Y ajyja(x) €1+2] C Z
j=2

donc f'(x) € Z* pour tout x € 2]. Observons que les fonctions f : 2] — 2] C Z et
f': 2] — Z* C Z sont continues; en effet, les séries de fonctions qui les définissent
convergent uniformément au sens J-adique d’apres le lemme V.4.10, donc également
uniformément au sens de la topologie de limite projective de Z.

Définissons une application ¢ : 2] — 2] en posant g(x) = x — f'(x) "' f(x). Nous
remarquons que f'(x)g(x) = E]J;"S(] = 1)a]~'y]-(x) = —ap + 2]*:";(] — 1)aj'yj(x), ce qui

implique en vertu de la proposition V.4.12 que la congruence x = y (mod 2J¥) en-

traine que f/(x)g(x) = F/(y)g(y) (mod 2/71) et f/(y) — F/(x) = TF%ay(r1(x) —
’)/];1(]/)) € 2J. Or nous avons aussi

flx)(g(x) = 8(y) = f(x)g(x) = f(y)g(y) + (f (v) — f(x))8(v),

ce qui, puisque g(y) € 2], entraine que f'(x)(g(x) — g(y)) est alors élément de 2J%+1.
Puisque f'(x) est inversible, on a montré que la congruence x = y (mod 2J¥) entraine
que g(x) = g(y) (mod 2J5*1).

Soit maintenant la suite (x)ren d’éléments de 2] définie par récurrence en po-
sant xo = 0 et x;1; = g(x;) pour tout entier naturel k. Comme x; = —aj 'ap véri-
fie la congruence x; = xp (mod 2]), on a par une récurrence immédiate x;,q = xj
(mod 2J%*1). La suite (x4,1 — X¢)ren tend ainsi vers 0 au sens J-adique et, par la propo-
sition V.4.13, on en tire que la suite (x)ren est une suite de Cauchy pour la topologie de
limite projective de Z. Donc elle converge vers une limite xo, qui, puisque g est continue,
est un point fixe de g : 2] — 2] et donc un zéro de la fonction f. O

Proposition V.4.20. Un élément y de Z. est I'image d'un élément x de 2] par 'application exp

si et seulement si y — 1 est élément de 2].

Démonstration. Soit x € 2] tel que y = exp(x). Du lemme V.4.10, résulte le fait que
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Tn(x) € 2] pour tout entier naturel n > 1. Comme 2] est un idéal fermé, on voit donc
que y — 1 = exp(x) — 7o(x) = L% vu(x) appartient a 2].

Réciproquement, soit y tel que y — 1 € 2]. On considere la série de Hurwitz f(x) =
1-y+ Z]J;Oi’ 7;(x). La proposition V.4.19 montre I’existence d"un zéro de cette série, c’est

donc un élément x de 2] tel que exp(x) = y. O
Proposition V.4.21. Pout tout élément a de 1+ 2], on a exp(log(a)) = a.

Démonstration. On sait par la proposition V.4.20 qu’il existe un élément x de 2] tel que
exp(x) = a. On en déduit par utilisation de la proposition V.4.18 :

exp(log(a)) = exp(log(exp(x))) = exp(x) = a.






Solutions rationnelles d’équations

linéaires aux différences

VI.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de la recherche des solutions ration-
nelles d’équations linéaires aux différences a coefficients polynomiaux. Les solutions
rationnelles peuvent étre fondamentales pour la construction d’autres types de solu-
tions, plus généralement, de tels algorithmes peuvent faire partie de divers algorithmes
de calcul formel ( voir Abramov, van Hoeij, Levy, Petkovsek [45; 11; 12; 53], etc.). L'ex-
ploration de nouvelles fagons pour construire de telles solutions est tres bénéfique pour
le calcul formel.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Nous considérons le systeme linéaire suivant
Y(x+1) = A(x)Y(x), (VL1)

avec Y(x) = (Y1(x), Ya(x),- -+, Yu(x))7, la matrice A(x) = (a;(x)) € Mat, (k(x)) carrée
d’ordre 1 a coefficients dans k(x) est supposée inversible, notons par A~ (x) = (;j(x))
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élément de Mat, (k(x)) son inverse. Si nous avons un systéme non homogene écrit sous
la forme Y(x+1) = A(x)Y(x) + G(x) avec A(x) € Mat,(k(x)) inversible et le vecteur
G(x) dans (k(x))", on peut le transformer en un systétme homogeéne en ajoutant une
(n + 1)ieme ligne de valeur 1 au vecteur Y(x). On obtient ainsi un systétme homogene
de matrice inversible notée B(x) € Mat, 1 (k(x)) (cf, [52, Sect. 2.2]). Dans la suite on

peut se restreindre au cas des équations homogenes.

De méme, pour tout n > 1, on considere 1'équation scalaire suivante
Y(x+ 1)+t (y(x+n— 1)+ o (@y(x + 1) +ap(x)y(x) = 9(x),  (V12)

avec ¢(x),ar(x), -+ ,a,_1(x) € k(x),a0(x) € k(x)\ {0}. Une telle équation est dite

non-homogene, si la fraction rationnelle ¢ est non nulle.

Par élimination du dénominateur de 1'équation ( VI.2), on obtient I’équation
bu(x)y(x + 1) + by ()y(x +n—=1) +- -+ b1 (x)y(x +1) +bo(x)y(x) = ¢(x), (VL3)

avec P(x),b1(x), -+ ,by_1(x) € k[x], bo(x), by (x) € k[x] \ {0}. De facon équivalente, les
équations ( V1.2) et ( VL.3) peuvent étre représentées a l’aide d"un opérateur L, qui s’écrit
comme polyndme en ¢ (avec ¢ 'opérateur de translation) & coefficients dans k[x|. Par

exemple ( V1.3) s’écrit sous forme L(y) = ¢(x) ot 'opérateur

L= by(x)¢" + -+ by(x)p+bo(x), p(y(x)) = y(x +1), (VI4)

Du point de vue algorithmique, actuellement il existe quelques algorithmes qui
trouvent des solutions rationnelles (i,e fractions rationnelles) des équations scalaires
( VI.2), ( VL.3) et du systéme ( VI.1). L'algorithme d a Abramov et Barkatou [4; 6; 18]
commence d’abord par construire le « dénominateur universel », c’est-a-dire un poly-
ndme U (x) de sorte qu'une solution rationnelle y(x) € k(x) del’équation ( V1.2) ou celle
de ( VI.3) s’écrit sous la forme

yx) = 2 (V15)

avec z(x) dans k[x]| (autrement dit, si par exemple 1’équation (VI.2) a une solution ra-

tionnelle qui s’écrit sous la forme % alors g(x)|U(x)).

Dans le cas du systeme linéaire qui s’écrit sous la forme (VI.1), chaque composante
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du vecteur solution est de la forme

Yi(x) =252 i=1,2,...,n, (VL6)

ou Z1(x),Zy(x),..., Zu(x) € k[x].

Dans la section VI.4.3, nous décrivons l'algorithme [52], appliqué sur le corps des
nombres complexes (k = C) pour résoudre le systeme (VI.1). Il trouve n solutions ra-
tionnelles Ry (x), Ra(x), ..., Ry(x) € C(x) appelées « bornes a dénominateur » (denomi-
nator bounds ) de sorte que, pour toute solution rationnelle du systeme (VI.1) on a

Yi(x) = Zi(x)Ri(x), i=1,2,...,n, (VL7)

avec Z1(x), Zy(x),...,Zn(x) € Clx|, pour touti = 1,2,...,n, le numérateur de R;(x)
est un facteur du numérateur de la iéme entrée Y;(x) de la solution Y(x). La substitu-
tion (VL7) est utilisée au lieu de (VL5) et (V1.6). Dans la section VL5, nous proposons
une version améliorée a cet algorithme (algorithme Ap ) appliquée dans un corps de

caractéristique nulle, et sur des équations scalaires de la forme (V1.2) et (V1.3).

Préliminaires

Du fait, qu’on utilise les polynomes et les fractions rationnelles sur un corps k, nous
indiquerons que les deux polynémes f(x), g(x) € k[x], sont étrangers (co-premiers) par
'écriture f(x)Lg(x).Si F(x) est une fraction rationnelle & coefficients dans k, alors son

dénominateur den F(x) est un polyndme unitaire a coefficients dans le corps k tels que

__f)
Fx) = den F(x)
pour tout f(x) € k[x], f(x)L den F(x). Dans ce cas, le numérateur de F(x) est noté par
num F(x).
L'ensemble des polynomes irréductibles de k[x] est noté par Irr(k[x]). Soit p(x) un
polynome dans Irr(k[x]), alors I'application val,, : k[x] — IN U {co} qui associe & un
polynéme f(x) dans k[x] la valeur

valyy) f(x) =max{m € N, p"(x)|f(x)}, et val,,)0=oco,
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est appelée la valuation en p(x) de f(x). Si F(x) € k(x)
val, ) F(x) = val,(,)(num F(x)) — val,(,)(den F(x)).

Soit p(x) € Irr(k[x]) et f(x) un polyndome non nul a coefficients dans k, soit ’ensemble
fini

Ny (f(x)) ={m € Z : p(x+m)|f(x)}. (VL8)
Remarque V1.2.1. Si l'ensemble N, (f(x)) est vide, alors

max N, ) (f(x)) = =00 et min N, (f(x)) = oo.

Soit A(x) la matrice carrée d’ordre n, définie comme dans le systeme (VI.1), alors
son dénominateur

den A(x) = ppem;_;ppemy’; dena;(x),

et celui de sa matrice inverse
den A7l (x) = ppem;_;ppem;; dendjj(x).
Si F(x) = (Fi(x),F(x),..., Fa(x))T € k(x)", alors

den F(x) = ppem_; den Fj(x), et val,,)F(x) = 1r£iiéln(valp(x)lfi(x)).

Si F(x) = (Fi(x), Fx(x),...,Fu(x))T € k(x)" est une vecteur solution du systeme (VL.1),
( F(x) € k(x) une solution d'une des équations scalaires (VI.2) ou (V1.3) respectivement)
est une solution rationnelle. Alors si de plus den F(x) # 1, on dit que cette solution est
non-polynomiale, elle est polynomiale ailleurs.

Le premier algorithme de calcul formel qui recherche les solutions rationnelles a
coefficients dans un corps k, de I'équation (VL.3) est dt a Abramov [3]. En utilisant
I'ensemble (VI.8), on peut reformuler quelques propriétés prouvées dans [3] comme

suit.

Proposition VI.2.2. ([3]) Soit F(x) une solution rationnelle de I'équation (V1.3), soit p(x) un
polynéme irréductible dans Irr(k[x]), tel que p(x)|den F(x) (c’est-a-dire O est un élément de
N,y(x)(den F(x))). Posons

I = max N, (denF(x)), et m=minN,)(denF(x)).
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Alors p(x +1)|by(x — n) et p(x + m)|bo(x).

Par conséquent, sil’équation (VI.3) a une solution rationnelle non-polynomiale, alors

pour tout entier d € IN
degpged(bo(x +d), by(x —n)) > 0.

En effet, soit p(x) le polynéme définit par la proposition VI1.2.2. Posons d = [ — m, alors
p(x+1) =p(x+m+d). Doncona p(x + m)|by(x) et p(x +m+d)|b,(x — n).
Dans [6], ceci a été généralisé pour les systemes (VL.1).

Proposition VI.2.3. ([6]) Soit F(x) = (F(x), F2(x),..., Fi(x))T € k(x)" le vecteur solution
du systeme (V1.1), soit p(x) un polynéme irréductible dans Irr(k[x]), tel que p(x)|den F(x).
Posons

| = max N,y (denF(x)), m = minN,(denF(x)),

up(x) = den A1 (x), ui(x) =denA(x).
Alors p(x +1)|uyp(x — 1) et p(x + m)|up(x).

Par conséquent, si le systeme (VI.1) a une solution rationnelle non-polynomiale,

alors pour toutd € IN,
degpged(ui(x — 1), up(x+d)) > 0.

Concernant les dénominateurs, 1’algorithme [6] appliqué sur les systemes est une géné-

ralisation de l'algorithme [4] appliqué sur le cas scalaire.

Les ensembles M, S, Sy, et D

L’ensemble M

On pose M 1’ensemble fini, constitué des polynomes irréductibles p(x) € Irr(k|[x])
de sorte, que si une équation scalaire, ou un systeme donné a une solution rationnelle
non-polynomiale, le polyndme p(x) divise le dénominateur de la solution. L'ensemble

M dépend de I'équation ou du systeme d’origine.
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Commengons, par traiter le cas d"un systeme représenté par la formule (VI.1). Posons
up(x) =den A~(x), et wuy(x)=denA(x).
Soit la donnée de I'ensemble fini (avecs > 1)

Q=1{q1(x),92(x), .., 45(x) }, (VL9)

constitué de tous les polynémes de Irr(k[x]) vérifiant, pour toutt =1,2,...,s
min N, () (uo(x)) =0, max N (u1(x —1)) > 0. (VL10)

Pour toutt =1,2,...,s, et tout polynéome g;(x) € Q, on consideére ’ensemble

Mqt(x) ={q:(x),qe(x+1),...,q:(x +ds)}, (VL11)
avec
de = max Ny, () (u1(x — 1)). (VI1.12)
On définit I'ensemble M par
S
M= Mgy (VL13)
t=1

Proposition VI.3.1. Soit F(x) € k(x)" un vecteur solution du systeme (V1.1), soit p(x) dans
Irr(k[x]) de sorte que p(x)| den F(x). Alors p(x) € M.

Démonstration. De la proposition VI.2.3, on déduit que les deux ensembles ne sont pas
vide

Ny (o(x)) # D # Ny (u1(x = 1)).

Avec | = max N, (u1(x—1)) et m=min N, (uo(x)).
Evidemment, I'entier m est négatif et I'entier [ est positif. En effet, posons le polynome

g(x) = p(x + m), et I'entier rationnel d = I — m. Alors
min./\/q(x)(uo(x)) =0, max/\/q(x)(ul(x —-1))=d, p(x)=q(x—m)

etaussi0 < —m < d. O
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Les ensembles S et S

L’algorithme de van Hoeij [52] commence par la construction de I'ensemble S consti-
tué des éléments c € C de sorte que c est soit un pdle de la matrice A, soit une racine du
déterminant de la matrice A c’est-a-dire det A(c) = 0. Comme il est prouvé dans [52],

I’ensemble fini
S={ceC:3; es, c—c1—1€N, c —c €N} (VL.14)

vérifie que si une solution rationnelle du systéeme a un péleenc € C alorsc € S.

Pour avoir une analogie avec l'algorithme [52], et en particulier avec la formule
(V1.14) donnée ci-dessus, on définit I'ensemble S, des polynémes p(x) € Irr(k[x])
tels que p(x)| den A(x) ou bien p(x)| num(det A(x)) et ’ensemble analogue a S

S = {p € Trr(k[x]) = 3p, presyy, tmen p(x +141) = p1(x), px —m) = pa(x)}

On remarque quesik = CetS = {c1,¢z,...} alors S¢py) = {x —c1,x —c,.. .}

De la méme maniere que [52], on prouve que si F(x) € k(x)" est une solution du sys-
teme (VL1) et p(x) € Irr(k[x]) tel que p(x)| den F(x) alors p(x) € Sk, Maintenant on
compare les ensembles Sy, et M.

Proposition V1.3.2. M C Sy,

Démonstration. Soit 1’ensemble Mqt(x) donné par la formule (VL.11) est 'un des en-

sembles donnés dans la partie droite de 'ensemble (VI.13). Il suffit de montrer que
gr(x),qe(x+1),...,q:(x +dy) € Sk[x}. (VL15)
De la formule (VI.10) et (VI.12), nous avons
7:(x)| den A7 (x), (VL.16)

et
qt(x +di+1)|den A(x). (VI.17)

La relation (VI.17) implique que g¢(x + d; + 1) € Syfy-
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On considere la relation (VI.16), on sait que

1

A7) = det A(x)

-CT(x),

ott C(x) est la matrice des cofacteurs. Chaque cofacteur a un déterminant d’ordre n — 1,
dont ses composantes sont les mémes que quelques composantes de la matrice A(x).
Donc le dénominateur de chaque cofacteur divise (den A(x))" 1. Ceci implique que le
dénominateur de chaque entrée de A~!(x) divise le produit

(numdet A(x)) - (den A(x))" 1.
Comme g;(x) est irréductible, de (VI.16) on déduit qu’au moins une des relations
gt(x)| num(det A(x)), g¢(x)|den A(x)

est vérifiée (dans le cas ott n = 1 la premiére relation est vraie). Ceci donne g¢(x) € Sy
Donc g¢(x), q¢(x +di + 1) € Sy, et par suite (VL.15) est prouvée. O

Cependant M et S, ne coincide pas dans certains cas.
Exemple VI.3.3. Soit m un entier positif, k = C et la matrice

xX+m O
Alx) = ( X%—m) o )

x(x—m)

Dans ce cas, son inverse est

. x(x—m) 0
AT =1 T em |

0 x+m
p . _ (x+m)? _ . -1 _
Le calcul des déterminants det A(x) = 2aom)? denA(x) = x(x —m), denA~*(x) =

X -+ m et aussi

S={-m0m}, S={-m+1,-m+2,...,0,1,...,m},
Skjx] = {x+m,x,x —m}, Skjx] = {x+m—-1,x+m—-2,...,x,x—1,...,x —m}.

Mais M = & et par la proposition V1.3.1 le systéme a une solution rationnelle non-polynomiale.
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Nous n’avons pas besoin de faire la substitution définie par (V1.7).

Dans le cas scalaire, on prend by(x), b, (x — n) au lieu de ug(x), u1(x — 1), 'ensemble
M peut étre construit de la méme maniére.

L'ensemble de dispersion D

Pour tous polyndmes (non nuls) f(x) et g(x) a coefficients dans k, on définit leur
ensemble de dispersion

ds(f(x),8(x)) ={d € N : degpged(f(x),g(x+d)) > 0}

et leur dispersion :

dis(f(x), g(x)) = max(ds(f(x), g(x)) U {—eo}).

La dispersion vaut —oo, si et seulement si, pour tout entier d € IN on a
degpged(f(x),g(x +d)) = 0. L'ensemble ds(f(x), g(x)) peut étre vu (obtenu) comme
I'ensemble de toutes les racines entieres non nulles du polynome

Resy(f(x),g(x+d)) € k[d].

Cependant on peut avoir rapidement cet ensemble, si on fait recourt a I'approche de
Man et Wright [40] basée sur la décomposition irréductible (factorisation polynomiale)

de f(x) et g(x).

Remarque VI1.3.4. Si une solution rationnelle non-polynomiale existe alors ds(V (x), W(x))
est non vide. (voir Propositions V1.2.2, V1.2.3)

Algorithmes de construction du dénominateur universel

et des bornes a dénominateur

Dans les sections VI1.4.1, VI.4.2, V1.6.1, V1.6.2, on revoit les algorithmes de construc-
tion du polyndme universel [4; 6; 18]. Nous considérons 1’algorithme de construction
des bornes a dénominateur [52] dans la section VI.4.3. Dorénavant, nous utiliserons les

notations suivantes :
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V(x) = ba(x —n), W(x) = bo(x)

pour I'équation (VI.3). Et les notations
V(x) = u(x=1), W(x)=uo(x),

ot 1 (x) = den A(x), ug(x) = den A~!(x), pour le systéeme (VL1).

L’algorithme de Abramov

L’algorithme [4; 6] est comme suit :

Find D = ds(V(x), W(x)). If D = @ alors 'algorithme se termine et le résultat est
U(x) = 1. (ci-dessous, nous supposerons que 1’ensemble D a s éléments et s’écrit sous
la forme D = {dy,dy,...,ds} sous la condition d; > dp > --- > d, pour touts > 1.)
Poser U(x) = 1 puis exécuter successivement pour m = 1,2,...,s les commandes sui-
vantes :

P(x) = ged(V(x), W(x +dm))
V(x) = V(x)/P(x)

W(x) = W(x)/P(x - dn)

U(x) = U(x) T P(x — ).

La valeur finale (sortie) U(x) est le dénominateur universel des équations (VI1.2),(VL.3)
ou respectivement du systéeme (VI.1). Nous nous référerons a cet algorithme par A p.
Ce dernier est exploité dans les versions actuelles de Maple [44] :

LREtools[ratpolysols], LinearFunctionSystems[UniversalDenominator].

L’algorithme de Barkatou

Dans Barkatou [18] le probleme le plus général de recherche des solutions ration-
nelles du systéeme (VI.1) a été résolu. Cependant, l'algorithme de [18, Prop. 3] peut
étre utilisé pour calculer le dénominateur universel #(x) du systéeme (VIL.1). En utilisant
notre notation (la mise en plus d = dis(V(x), W(x))) cet algorithme peut étre représenté
comme suit.

On considere la suite des polynomes {(V;(x), W;(x), P;(x))} définie par :

Vo(x) = V(x), Wo(x) =W(x), Py(x)=pged(V(x), W(x+4d)),
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pour toutj=1,2,...,4d,
Vi(x) = Vj_1(x)/Pj-1(x),
Wi(x) = Wj_1(x)/Pi1(x —d+j—1),
Py(x) = pged (V;(x), W(x +d — ).
Alors u(x) = [T TT{g Pi(x — i).

Nous nous référerons a cet algorithme par Ag.

L'algorithme de van Hoeij

Dans le cas d’un systeme, suite a 1’algorithme de van Hoeij [52], on définit pour tout

entier naturel N
An(x) =A(x—1)A(x—2)...A(x — N). (VL.18)

Alors chaque solution Y (x) du systeme (VI.1) vérifie
Y(x) = An(x)Y(x — N). (VL.19)

Comme nous 'avons déja mentionné dans la section V1.1, si k = C I’algorithme de [52]
s’applique au systéme (VL.1). Soit I'ensemble S défini par la formule (VI.14), pour tout
élément c de S, l'algorithme prend une valeur N € N de sorte quec — N ¢ S.

On suppose que Y(x) = (Yi(x),Ya(x),...,Yu(x))T est une solution rationnelle du
systeme (VI.1), alors, pour touti =1,2,...,n,onaval,_.Y;(x — N) > 0. Les valuations

en x — ¢ des entrées (composantes) de An(x), donne des bornes (bornes a gauche)
i=1,2,...,n, val_.Y;(x). (VL.20)

Cette fois-ci, on prend N de sorte que c + N ¢ S. Puisque la matrice A est inversible,

nous avons
Y(x) = A _N(x)Y(x+ N), (VL.21)

avec
An=AT1 A x+1)... A (x+ N -1). (V1.22)

Ceci aussi donne des bornes, il s’agit des bornes (a droite ) de (V1.20). Pour tout i I’algo-

rithme prend le maximum.
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Versions modifiées de l'algorithme de construction des

bornes a dénominateur (algorithm Ap)

Dans ce paragraphe, nous décrivons une généralisation de 1’algorithme de [52] dans
un corps de caractéristique nulle. Nous utiliserons aussi 1’'ensemble M au lieu de
S /Sk[x}'

Soit p(x) € Irr(k[x]), N un entier positif, 1 < i < n. On définit B(p(x), N,i) par
le minimum des valuations en p(x) des composantes (entrées) de la i-eme ligne de la
matrice Ay(x). Alors val,,)Y;(x — N) > 0, pouri =1,2,...,n, implique

Valp(x)Yi(x) > B(p(x),N,i), i=1,2,...,n. (VL.23)

De la méme maniere, on peut utiliser la matrice de la forme A_ N (x) (voir (V1.21)). Pour
un entier naturel N, la valeur B(p(x), —N, i) est définie par le minimum des valuations
en p(x) des composantes de la i-eme ligne de la matrice A_x(x). Si 'entier N est de
sorte que Valp(x)Yi(x +N)>0,pouri=1,2,...,nalors

val, ) Yi(x) = B(p(x), —N,i), i=12,...,n (VL.24)

De la méme maniére que [52], les bornes (VI.23) sont des bornes a gauche, alors que
celles de (V1.24) sont des des bornes a droite.

Maintenant, soit I'ensemble Q défini par (VL9) et M, (,) défini par (VL11), t =
1,2,...,s.Soit
d = max{dy,dy,...,ds} = dis(V(x), W(x)). (VL.25)

L'algorithme est défini comme suit. En calculant successivement les matrices An(x),
pour N = 1,2,...,d + 1, on trouve pour tout f telsque 1 < t < setd; > N —1, les
valeurs

B(qi(x+di—N+1),N,i), i=1,2,...,n,

Ceci nous donne une borne & gauche de val, (x4 4,_n+1)Yi(x), pouri =1,2,...,n.

De méme, en calculant successivement les matrices A_n(x), pour N =1,2,...,d+1,
on trouve pour tout f telsque 1 <t <setd; > N — 1, les valeurs

B(gi(x+N—1),—N,i), i=1,2,...,n,
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Ceci nous donne une borne a droite de val,, ., n—1)Yi(x), i = 1,2,...,n. Ainsi toutes les
valuations Valqt(xﬂ-)Yi(x), pourtouti =1,2,...,n,t=1,2,...,setj=0,1,...,d; sont

bornées. Notons par «; j ; leurs maximum. Les fractions rationnelles suivantes

Ri(x) = H q?i’j’t(x +j), i=12,...,n,

1<t<s
0<j<d;

sont utilisées dans la substitution (V1.7).

L’algorithme [52] est décrit que dans le cas d"un systéme (VI.1). Le cas des équations
scalaires, homogenes (VL.2) et (VI.3) ont été considéré ( [52, Sect. 3]) par leurs inter-
prétations matricielles, c’est-a-dire un systéme ot A(x) est la matrice compagnon de
I’équation scalaire. Mais le produit matricielle est une opération coftiteuse. En outre, il
n’est pas difficile de donner une version scalaire de 1’algorithme ; nous décrivons cette
version sur un corps quelconque de caractéristique nulle. Montrons d’abord, qu’on peut

construire, pour tout entier positif N, 'équation
y(x) =on po1(X)y(x = N) + - +ono(x)y(x = N—n+1)+oy _1(x)  (VL26)

ooy —1(x),on0(x),...,oN n-1(x) € k(x), qui admet comme solutions toutes les solu-

tions rationnelles de (V1.2) et (V1.3). En effet, on procede par récurrence.
Pour N = 11’équation suivante
y(x) = —apa(x —n)y(x = 1) — - —ap(x —n)y(x —n) + ¢(x —n), (V1.27)

est une conséquence de (VI.2).
Il suffit de prendre v1, _1(x) = @(x —n) etvy;(x) = —a;(x —n),i =0,1,...,n—1.On
suppose que 1’'équation( VI.27) est construite pour tout entier N > 1, nous montrons

qu’on peut en construire une pour N + 1. En utilisant I'égalité

y(x—N) = —a,_1(x—N-n)yx—N—-1)—... (VI.28)
oo —ap(x = N—-n)y(x =N —n)+ ¢(x — N —n)

pour éliminer y(x — N) de (V1.26).
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Pour tout N, de la méme maniere que (VI.26), on construit une équation
y(x) =wn p1(0)y(x+N)+---+wn o(x)y(x + N+n—1) +wy —1(x) (VL.29)

avec wy, —1(x), wn 0(x),..., wNn n—1(x) € k(x), de sorte qu’elle soit satisfaite par toutes
les solutions rationnelles de (VI.2) et (V1.3). Si le coefficients ag(x) de ’équation (VI.2)

est non nul, on peut 1’écrire sous la forme suivante
y(x) =c(x)y(x+1) +c(x)y(x +2) + - - -+ cn(X)y(x + 1) + x(x),

avec ¢1(x),ca(x),...,cn(x), x(x) € k(x).
Donc pour N = 1, on pose wy, _1(x) = x(x) et wy;(x) = ¢,—i(x),i =0,1,...,n— 1.
On suppose que I'équation (VI.29) est construite pour un certain entier N > 1. alors on

peut obtenir 1’équation correspondante a N + 1 en utilisant I’égalité suivante
Yyx+N)=c(x+N)y(x+N+1)+---+ci(x+ N)y(x + N+n) 4+ x(x + N)

par elimination de y(x + N) dans (VI1.29). Les équations (VI.26), (VI1.29) sont équiva-
lentes aux équations (VI.19), (VI.21). Soit p(x) € Irr(k[x]), soit N un entier positif. On
note le minimum des valuations des coefficients vy, _1(x),vn 0(%),...,UN n—1(x) en
p(x) de I'équation (V1.26) par B(p(x), N). Et par B(p(x), —N), le minimum des valua-
tions des coefficients wy _1(x), wn, 0(X), ..., wN n—1(x) en p(x) de I'équation (VI.29).

Nous considérons I'ensemble M donné par la formule (VI.13) pour I'équation (VI1.2).
Les égalités (VI.9), (VI.11) et (VI.25) sont vraies. L'algorithme dans le cas scalaire est
comme suit.
Une construction successive, pour tout N = 1,2,...,d 4 1, des équations (V1.26) donne
tout t vérifiant 1 < t < setd; > N —1 la valeur B(q:(x +d¢ — N+ 1),N); ce qui
nous donne une borne a gauche de la valuation valy, 4, _n41)¥(x). De méme, pour
tout N =1,2,...,d + 1, par la construction successive des équations (V1.29), on calcule
pour tout ¢ vérifiant 1 <t <setd; > N —1lavaleur B(q:(x + N — 1), —N), ce qui nous
donne un borne a droite de la valuation val,, (., ny_1)y(x).

Ainsi, pour toutt =1,2,...,s,j =0,1,...,d, la valuation Valqt(xﬂ-)y(x) est bornée,

il suffit de prendre le maximum de chaque, qu’on notera ;. La fraction rationnelle

R(x) = [T ¢ (x+j) (VL30)

1<t<s
0<j<dy



V1.6

VI.6.1

Section VI.6. Nouveaux algorithmes de construction de dénominateur universel 131

serait utilisée pour la substitution y(x) = z(x)R(x) dans (VL.2).

Nous nous référons a cette modification (dans les deux cas : systeme et scalaire)
de l'algorithme [52] par Ag. En le comparant cet algorithme avec [52], la nouveauté
consiste a considérer les polynémes irréductibles sur un corps de caractéristique nulle

au lieu des nombres complexes, et de 'ensemble M au lieu de S, (.

Nouveaux algorithmes de construction de dénominateur

universel

L’algorithme Ay,

Les algorithmes [4; 6; 18] de construction du dénominateur universel utilisent le
calcul du pgcd au lieu de la décomposition irréductible de polyndmes, mais ils utilisent
le calcul de dispersion de polynémes polynomial dispersion computation ; nous avons déja
mentionné dans la section VI.2 que la version récente de Maple utilise la factorisation
polynomiale pour le calcul de dispersion. L'algorithme que nous présentons dans la
suite a le méme style que 1’algorithme Ap.

Théoréme VI.6.1. Soit une équation donnée par la formule (V1.3), on pose V(x) = by (x — n),
W(x) = by(x). Dans le cas d'un systeme (VI1.1), nous posons V(x) = uj(x — 1), W(x) =
uo(x) avec uy(x) = den A(x), up(x) = den A~1(x). Soit F(x) une solution rationnelle de
I'équation (V1.3) ou du systeme (V1.1). Alors pour tout polyndme irréductible p(x) € Irr(k[x])
nous avons

val, ) F(x) = —v (VL.31)

p(x)

Vp( mm{ ) val, ) V(x), Y. Valp(x_l)W(x)} . (VL.32)

le N leIN

Démonstration. Posons d = dis(V(x),W(x)) et N = d + 1 dans (VL.19) et (VL21).
Les deux polynomes den A;,1(x) et denA_; 1(x)) (voir (VL18), (VI1.22)) sont des
dénominateurs universels pour le systtme (VI.1). En effet den Ay 1(x)| W(x)W (x +
1)..W(x+d)etdenA_; 1(x)|V(x)V(x—1)...V(x —d). Donc den F(x)|V (x)V(x —
1)...V(x —d) etden F(x)|W(x)W(x +1)...W(x +d). (Dans le cas scalaire, on obtient
des relations similaires, il suffira de prendre A(x) la matrice compagnon pour obtenir

un systeme de type Y(x +1) = A(x)Y(x).) Reste & montrer 'inégalité (VL.31), cette
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derniere provient des égalités suivantes

d
Valp(x) H V(x — 1) = Z Valp(x)V(X — i),
i=0 ieIN
d
val, () HW(x +i) = Z val, o W(x +1).
i=0 ieIN
O
Si pour tout g:(x + j) € M (section VI.3.2), nous calculons la valeur
')'j,t = min { Z Valqt(x+j+i)V(x), Z Valqt(x+ji)w(x)}
icIN iceIN
ceci nous permet d’avoir le dénominateur universel
IT 0/ (x+/). (VL33)

1<t<s

0<j<dy
Nous nus référons a cet algorithme par l'algorithme Ay;. En comparant cet algorithme
avec [4; 6; 18] , la nouveauté est de considérer I'ensemble M et la valuation en ses
éléments au lieu de la dispersion et les pged.

Remarque V1.6.2. Soit la matrice A(x), pour tout i = 1,2,...,n, notons par a;(x) la ieme
ligne de la matrice A(x). Posons h;(x) = dena;(x). Soit

D(x) = diag(hy(x), ha(x), ..., hu(x)). (VL.34)

Pour la construction du dénominateur universel (cas d’'un systeme (VI1.1)), les polynomes
det D(x) et det(D(x)A(x)) sont utilisés dans Ag au lieu des dénominateurs den A(x)
et den A~1(x). Soit vg(x) = det(D(x)A(x)) et v1(x) = detD(x), avec D(x) est
défini par la formule(V1.34). 1l a été démontré dans l'article de Barkatou [18] que le
pged (th:o vo(x — 1), [Ty o1 (x + z)) est le dénominateur universel. Ceci peut étre utilisé
pour une deuxieme preuve du théoreme VI1.6.1. De méme, le cas scalaire du théoréeme V1.6.1
résulte de [4, Th. 2].

Dans [18] les deux cas suivant sont prouvés
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1. Si I'équation (V1.3) a une solution rationnelle F(x) € k(x), soit 'entier m € N tel que
by(x —n)Lbo(x + 1) pour tout entier I > m. Alors den F(x)| [Ty bn(x — n — 1) et aussi
den F(x)| T bo(x +1).

2. Si le systeme (V1.1) a une solution rationnelle F(x) € k(x)", vg(x) = det(D(x)A(x)),
v1(x) = detD(x), ot la matrice D(x) est définie par la formule (V1.34), soit m un entier
naturel, de sorte que v1(x — 1 —1) Lovg(x) pour tout entier | > m. Alors den F(x)| T, v1(x —
1—i)etdenF(x)|TT" o vo(x +i).

Proposition V1.6.3. On suppose que le systeme (VI1.1) a une solution rationnelle F(x) € k(x)".
Soit up(x) = den A~'(x) et ui(x) = den A(x), soit m un entier naturel de sorte que
up(x — 1) Lug(x + 1) pour tout entier | > m. Alors on a denF(x)|[T/"Lyui(x —1 —1) et
den F(x)|TT" o uo(x +1).

Démonstration. Résulte du théoréme VI.6.1. O

Dans le cas d’un systéme différentiel Y'(x) = A(x)Y(x) avec A(x) € Mat,(k(x)).
Si le systeme admet une solution rationnelle F(x), alors on sait que pour tout m entier
assez grand on a den F(x)|(den A(x))™. La proposition V1.6.3 donne une analogie.

1l est facile de montrer que den A(x)| det D(x) et que den A~!(x)|det(D(x)A(x))
avec la matrice D(x) définie par (V1.34). Dans certain cas, les inégalités deg(den A(x)) <
deg(det D(x)), deg(den A~!(x)) < deg(det(D(x)A(x))) sont vraies, car le déterminant
det D(x) = hy(x)ha(x) ... hy(x) et det A(x) = ppem(hy(x), ha(x), ... ha(x)).

Si par exemple, A(x) la matrice carrée d’ordre n est donné par

(V1.35)

e x(x+1) x(x+1) x(x+1)
Alx) = diag ((x+3)(x+4)' i3t d) ’(x+3)(x+4))’

alors
D(x) = diag((x +3)(x+4), (x+3)(x+4),..., (x+3)(x+4)),

detD(x) = (x+3)"(x+4)", et denA(x) = (x+3)(x+4);

de méme det(D(x)A(x)) = x"*(x +1)" avec den A~'(x) = x(x + 1). Soit le systéme
Y(x+1) = A(x)Y(x) ot la matrice A(x) est donnée par la formule (VI.35). En utilisant
l'algorithme [6] et Ay;, on obtient le dénominateur universel x(x + 1)2(x + 2)?(x + 3).
Cependant, par Ag on a le dénominateur universel x"(x + 1)?"(x + 2)?"(x + 3)". Une
modification de A permettra d’éviter cet exces.
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Une version améliorée de I’algorithme A (I’algorithme A}))

Comme il a été décrit précédemment, I’algorithme Ay a deux étapes. La construction
de l’ensemble M, puis pour tout polynoéme p(x) € M le calcul de la valeur 7y, donnée
par la formule (V1.32) qui résulte dans le dénominateur universel. La formule (VI.32)
contient des sommes sur [ € IN. En dépit, du fait que I’ensemble des entiers naturels IN
ne soit pas fini, les sommes sont finies. En effet, les termes de la somme correspondent
aux facteurs irréductibles des polynomes V(x) et W(x) (la valuation correspondante
est égale a I'exposant de chaque facteur de la décomposition en produits de polyndmes
irréductibles des V(x) et W(x)). Le calcul de 7,y (V1.32) avec p(x) = g;(x +j) € M, ()
('ensemble M, ) est donné par la formule (V1.11)), la valeur correspondante 7y, )
eut étre étre la méme valeur pour plusieurs entiers successifs j. En effet, si par exemple
on calcule 7, (), puis pour tout j de 1 a d;, on calcule 7, ), alors la valeur peut étre
changée seulement que pour certains j de sorte g;(x + j) est un facteur irréductible de
V(x) ou W(x) (tels points critiques peuvent étre calculés en méme temps que 1’ensemble
M). Comme le lecteur peut le constater, le point clé ici est basé sur la correction de
l’algorithme Ay;. Nous nous référons a cette version par Aj;.

Analyse des algorithmes Ap, Ag, Ay and A},

Equivalence des résultats

Théoréme V1.7.1. Les dénominateurs universels calculés par les algorithmes Ap, Ag décrits
dans la section V1.4.2 coincident pour tout V(x) et W(x). Les polyndmes intermédiaires calculés
par Ap sont exactement les mémes calculés par Ag.

Démonstration. Tout d’abord, on commence par montrer que l’algorithme Ag donne le
méme résultat et calcule les mémes polynémes intermédiaires que Ap. En effet, on rem-
place D par

D={dd-1,...,0},

d =d; = dis(V(x), W(x)). Cette extension de D ne va pas changer le résultat (de plus,
les pged seraient égaux a 1). En énumérant aussi les valeurs V(x), W(x), P(x), U(x) dans
Ap.

On fixe Up(x) = 1, Vp(x) = V(x), Wo(x) = W(x), pour tout j = 0,1,...,d — 1, nous

exécutons successivement les relations suivantes
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Pj11(x) = pged(V, ( ), W(x+d—j))
Vis1(x) = Vj(x)/ Py (x)
Wi (x) = Wi(x )/ +1(x—d+])
Ujp1(x) = Uj(x) IT; 7]P+1(x— i).
On constate pour tout t = 0,1,...d que les triplets (V;(x), Wi(x), P:(x)) coincident
pour les deux algorithmes et u(x) = Uy(x).
Il a été démontré dans [18] que si d = dis(V (x), W(x)) alors

d d
u(x) = pged (HV(x—z W +i >

i=0 i=0

Donc, pour tout p(x) € Irr(k[x]) la valeur val,,u(x) est égale a 7, de (V1.32). Ceci
implique que les résultats (sorties) Ag et Ay coincident. Dong, les sorties de Ap et, resp
Ay coincident aussi bien. Par conséquent il est évident que les sorties de Ay et Ay,

coincident aussi. i

Notons bien que le résultat similaire au Théoréeme VI1.7.1 a été présenté dans [25].

Comparaison de complexité de Ap et A},

Soit I = max{deg V(x),degW(x)} etd = dis(V(x), W(x)) et Tgeq(l) la complexité
du calcul de pged de deux polynémes (de degré au plus vaut [). On compare les com-
plexités Ta, (I,d) et Tay, (I,d) des deux algorithmes Ap et A}, respectivement. Dans ce
contexte, la complexité est le nombre d’opération sur un corps k dans le pire cas . Le
lecteur peut observer qu’il en résulte du Théoreme VI.7.1 que Ta, (I, d) < Ta. (I, d).

Les deux algorithmes effectuent la multiplication polynomiale pour obtenir le déno-
minateur universel U(x). On ne spécifie pas l'utilisation de I’algorithme de multiplica-
tion polynomiale, mais on supposera que le pire des cas est quand il est nécessaire de
multiplier un nombre tres grand (il s’agit de deg U (x)) de polyndmes de premier degré.

Les deux algorithmes trouvent la décomposition en produit d’irréductibles (factori-
sation polynomiale complete) de V(x) et W(x) et calculent leur ensemble de dispersion
en méme temps. De plus, Aj; construit I’ensemble Q (cf. (V1.9)), I'ensemble des valeurs
ds (voir (VI.12)), 'ensemble des points critiques et 'ensemble des valuations correspon-
dantes. Le cotit de ce calcul (au pire des cas) vaut O(1), plus le cotit de sortie des points
critiques. Ceci donne le cotit total O(/log!). D’autre part, Ap calcule les pged; sid > I,

alors au pire des cas le cott de ce calcul est Y!_ Toeq (! — i) avec Tgeq(1) la complexité



136 Chapitre VI. Solutions rationnelles d’équations linéaires aux différences

de calcul du pged de deux polyndmes (de degré ne dépassant pas [). Si0 < d < [ alors
le cotit au pire des cas est Y4, Tgeqa(! — 7). Evidemment, Y Toa(I —1i) = Y, Toea(i),
>, Toea(l — 1) = Y Tgeq (7). Il en résulte la proposition suivante

Proposition VI.7.2. Si Ty4(1)/(I1ogl) — oo alors pour tout 1,d € N\ {0}, la différence
Tp(l,d) — Ty(l,d) est positive. Et on a

Yi o Teea(i) + O(llogl),  sid>1,
TD(lrd) - TU(l/d) = (VL36)
Y g Taeali) +O(llogl), sid <1,

Dans le théoreme suivant, on utilise la notation () qui est souvent la méme en théo-
rie de complexité ( [36]). Contrairement a la notation O qui est utilisé pour décrire une
borne asymptotique supérieure, la notation () est utilisé pour écrire une borne asymp-

totique inférieure.

Théoréme VL.7.3. Soit Tyq(l) = Q(I7), T > 1. Alors pour presque tout I,d € IN '\ {0} la
différence Tp(1,d) — Ty (1, d) est positive et vaut Q(R(1,d)), avec

™ sid >,
R(l,d) =
dit, sid <.

Démonstration. Sid > 1, le résultat provient de la formule (VI.36) et du fait que T > 1.
Dans 'autre cas, c’est a dire si d < | on peut utiliser 'inégalité suivante

I
- 1T(l—m)
T -
)i > (V1.37)

i=m
qui est vérifié pour tout entier 0 < m < [ et tout réel T > 1. Posons m = [ — d ainsi on
obtient ce qui a été demandé. Maintenant reste a prouver 1'inégalité (V1.37), pour tout
réels x > O et T > 1 la fonction x* est croissante. Ceci donne pour m < [ (lecasm = [

est trivial)

l

Y it > Z > Z/ X dx—/ledx:Tl:rll (1—<Z)T+1).

i=m i=m+1 i=m+1

Comme dans notre cas 1 — (%)TJrl >1—1,d’ou le résultat. O
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Alors I'algorithme Ag et les algorithmes Ap, Aj;donne le méme dénominateur uni-
versel, bien que parmi les trois Aj; a la complexité la plus basse.

Actuellement, selon la connaissance de I'auteur Tyq(l) = Q(I7), T > 1, de l'utilisa-
tion des algorithmes qui calculent les pged.

L’algorithme d’Euclide rapide (fast Euclidean algorithm; FEA) [29, Ch. 11] a une
complexité qui vaut O(I log®! loglog!) si le transformée de Fourier rapide ( Fast Fou-
rier Transform, FFT) est utilisé pour la multiplication polynomiale. Mais, comme il y a
un trés grand nombre caché dans O; il n’est pas possible, sur le plan pratique, d’utili-
ser cette version d’algorithme d’Euclide rapide. Néanmoins, si on suppose que FEA (
fast Euclidean algorithm) est utilisé, alors 1'estimation de la complexité pour cet algo-
rithme est Q(I log? loglog!) (ou encore Q)(I log?1)). Alors suite a la Proposition VI.7.2
la valeur Tp(l,d) — Ty(l,d) est positive (i.e., Ty(I,d) < Tp(l,d)) pour presque tout
I,d e N\ {0}.

Complexité de (Ap) et (A;)

Le schéma RS

Il est possible de montrer que la complexité de Ap est plus grande que celle de Ay,
et par suite plus grande que la complexité de Aj;. Cependant 1’algorithme Ap donne
une bonne minoration. Une combinaison d’algorithmes Aj;, Ag (I'un avec I'autre) pour
trouver toutes les solutions polynomiales donne les algorithmes de construction des
solutions rationnelles (A[;), (Ag). dans la suite on compare leurs complexités.

On considére le cas scalaire. Dans la suite, on donne le schéma, des algorithmes
décrits dans la Section VI.1 qui trouvent les solutions rationnelles des équations aux
différences linéaires scalaires. Ce Schéma est appelé RS

RS1 : Construction d’'unefraction rationnelle R(x) de sorte que toute solution ration-
nelle de ’équation d’origine peut étre représentée sous la forme R(x)f(x) ot f(x)
est un polynome.

RS2 : Transformer l’équation d’origine en une équation qui admet f(x) comme solu-
tion polynomiale si et seulement si R(x)f(x) est une solution de I'équation d’ori-
gine.

RS3 : Construire toutes les solutions polynomiales de la nouvelle équation (I'équa-

tion transformée)
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Certaines hypotheses de l'utilisation de l'algorithme décrit (qui trouve toutes les
solutions polynomiales) dans 1’étape RS3, permettront de montrer que la complexité
de (A];) est plus faible que celle de (Ag) (selon la Section VI.7.2 la complexité est le
nombre d’opérations sur le corps k au pire des cas).

Pour cet investissement, dans la suite, on a besoin des notions suivantes, a savoir
I'équation indicielle (indicial equation) et aussi la hauteur d'une équation aux diffé-

rences donnée par la formule (V1.3).

Equation indicielle a l'infini

Soit L un opérateur de la forme (VI1.4), alors on peut construire I’équation indicielle a
l'infini (une équation algébrique) notée I; (A) = 0. L'entier u est appelé l'incrément de
I'opérateur L. L). On rappelle, qu’on obtient I’équation I (1) et ’entier y, en écrivant la
formule (VI.4) en fonction de l'opérateur A = ¢ — 1 au lieu de I'opérateur de translation
¢, c’estadire L = ¢, (x)A" + - - 4+ c1(x)A + co(x). Alors

p=max(degci—j), IL(A)= )Y le(c)A(A—1)...(A—j+1).
OS]STI 0<j<n
dega]-—j:y

Toute solution polynomiale de I'équation L(y) = ¢(x) de la forme (VI.4) a un degré ne
dépassant pas la hauteur de L(y) = 9(x) :

h = max{degy — u, A}, (VL38)

A=max({A € N : [;(A) =0} U{—o0}). (VL.39)

Les algorithmes connus utilisent 1’équation indicielle a l'infini pour trouver une
borne des degrés des solutions polynomiales de L(y) = ¢ et trouvent toutes les so-
lutions en utilisant la valeur / ( [2], [7], [45], [17] etc). Cependant I'équation indicielle
donne plusieurs informations sur 1’opérateur L alors que pour les solutions polyno-

miales donne juste une borne de degré. Le fait que si l’équation L(y) = 0 a une solution
_ s1(x)

= 5’1 (x),s2(x) € k[x], alors I’entier rationnel

rationnelle S(x)

valeS(x) = degsi(x) — degsy(x)
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(la valuation de S(x) & l'infini) est la racine de I’équation indicielle. Le cas d"une équation
différentielle a été fait dans [19, Lemma 1]. Cependant, malgré notre tentative nous n
avons pas trouvé une référence dans le cas d'une équation aux différence, Il est possible
qu'une analogie a ce cas soit bien connu. C’est la raison pour laquelle, nous donnons
dans la Section VI.8.3 une preuve de cette propriété dans le cas aux différences. Dans le
concept de notre investissement il s’agit d'une propriété principale de I'équation indi-
cielle. En effet, si f(x) est une solution polynomiale de 1’équation L(y) = 0 alors d’apres
cette propriété dés que vale f(x) = deg f(x) on a deg f(x) est une racine de 1’équation
indicielle. De plus, cette propriété nous permettra d’améliorer (dans la section VI.10.1) le
schéma traditionnel RS donné dans la Section VI.8.1. Dans la Section VI.10.2 on propose
quelques changements de ce schéma.

Notons aussi que si on multiplie 'opérateur par un polynéme non nul u(x), ceci
augmente l'incrément de cet opérateur par le degré du polyndome u(x). Alors que la

hauteur de I’équation reste inchangée.

Certaines propriétés de I’équation indicielle a I'infini
On suppose que l'opérateur s’écrit sous la forme

Tu(x)A" + -+ 1 (x)A +1o(x), (VL.40)

avecry(x),...,r—1(x) € k(x), ro(x),ra(x) € k(x) \ {0} et A(y(x)) =y(x+1) —y(x).Si

une fraction rationnelle F(x) € k(x)

Fx) = ¢ L) (VA1)

avec ¢ € ket f(x),g(x) sont des polynémes unitaires, alors on écrit ¢ = lc F(x).

Proposition V1.8.1. Soit I'opérateur L de la forme (V1.40). Soit le nombre u et le polyndome

IL(A)
U= Ongjag);(valoorj —7), IA) = Oén le(rj)AL (V1.42)
valoorj—j:y

(A= AA—=1)...(A—j+1)), Alors valoL(F) < valeF(x) 4 1 pour tout F(x) € k(x) \
{0}, on a l'inégalité stricte si et seulement si I(valeoF(x)) = 0.

Démonstration. Soit la fraction rationnelle F(x) donné par (V1.41) et deg f = u,
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deg ¢ = v, m = u — v. Par induction sur j on a que

ml xutile=1) 4 ml xutno—j

N(F(x)) =c ¢)glx+1)...g(x+)) ‘ g(x)g(x+1)...9(x+n)’

pour tout j = 0,1,... (in the numerators hide lower terms). On suppose que tout les
rj(x) sont des polyndomes. Pour tout j = 0,1,...,n onaalors:

1C( )m] u+nv+degrj—j+

NEX) = = e T I g )

ol (m)xttotE 4L
;(x)

) o) O w(x) et tous les

Le numérateur de 1'expression correspondante a L(F(x)) es
Ceci prouve le cas des coefficients polynomiaux. Soit r;(x

i;j(x) sont polyndmes, w(x) est un polyndme unitaire, L = &, (x)A" + - - - + a1 (x)A +
do(x) avec fi, [(A) correspondent a 'opérateur L. La propriété est vraie pour L, i, [(A).

Comme

valeL(F(x)) = valoL(F(x)) — degw(x) < valoF(x) + fi — degw(x) = valoF(x) + u

etaussi I (A) = I(A), reste vraie aussi pour L, i, I (A). O

Soit la fraction rationnelle S(x) € k(x). Alors S(x) est non nulle si et seulement si
valeS(x) € Z (par convention vale,0 = —o0). Donc L(F(x)) = 0 si et seulement si
valewL(F(x)) ¢ Z. 1l en résulte de la proposition précedente

Proposition VI.8.2. Soit I'opérateur L donné par la formule (V1.40), F(x) une fraction ration-
nelle non nulle a coefficients dans le corps k et L(F(x)) = 0. Soit I; (A) = 0 l'équation indicielle
a Uinfini de I'opérateur L. Alors on a I(valeF) = 0.

Remarque VI.8.3. Soit K = LF, avec F une fraction rationnelle non nulle et Ip(A) =

0, Ix(A) = 0 sont les équations indicielles des deux opérateurs L et K. Alors on peut prouver
qu’il existe un coefficient (autre que le coefficient constant ) non nul,

Ip (A + valoF(x)) = Ix(A). (VL.43)

La preuve découle de la loi de Leibniz ( [38, Ch.1, §6]) et I'égalité (A + 3) = YL ()AL 5=,
Evidemment L(F) = 0 si et seulement si K(1) = 0. Si L(F) = 0 alors I'équation K(y) = 0a
une solution polynomiale de degré zéro, donc Ix(0) = 0. D’apres (VI1.43) on a I (valeoF(x)) =
0. Ceci est une autre preuve de la Proposition V1.8.2.
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Exemple VI.8.4. Soit L = (x +2)¢ —x. Ona I (A) = A+ 2. Si L a une solution y(x)
rationnelle non nulle alors valey(x) = —2. Ceci donne que toute fraction rationnelle ﬁ
(C est une constante) est une solution de L. Comme ord L = 1 cet opérateur n’a pas de solution

rationnelle.

Comparaison de complexité

On suppose que les solutions polynomiales sont obtenues par un algorithme. En
utilisant les algorithmes (A(;) et (Ap) qui calculent en premier la hauteur (V1.38), puis
calculent les solutions polynomiales (en utilisant la hauteur comme borne supérieur de
leurs degré).

Soit I’équation L(y) = i (x) écrite sous la forme (VI.3), on fixe

| = max{degby(x),degb;(x),...,degb,(x)},

d = dis(b,(x — n),by(x)),

n=ordL,

h = la hauteur de 1’équation.

Le quadruplet (I,d,n, h) The quadruple (I,d, n, h) est la taille ( combined size ) de I'équa-
tion L(y) = ¢(x). Notons par T<A'u> (Ld,n,h), Tia, (1, d,n,h) les complexités des algo-
rithmes (A[;) and (Ap) respectivement.

En utilisant 1’algorithme A{; (respectivement., Ag), Apres avoir fait la substitution
et I’élimination des dénominateurs on obtient une équation a coefficients polynomiaux
Dans la premiére étape, I'utilisation de I'algorithme A}, (respectivement., Ag) pour 1’éli-
mination du dénominateur apres substitution correspondante on obtient une équation
a coefficients polynomiaux. Cette équation sera appelée U-image (respectivement. B-
image) de I'équation d’origine.

Le lemme suivant est une conséquence de la remarque VI.8.3

Lemme VI.8.5. Soit F(x) € k(x) \ {0}. Soit K(z) = x(x) est I'équation obtenue la substitu-
tion y(x) = z(x)F(x) et I'élimination des dénominateurs de I'équation originale L(y) = ¢(x).
Soit Iy (A) = 0 et Ix(A) = 0 est I'équation indicielle de L(y) = (x) et respectivement pour
K(z) = x(x). Alors Ig(A) = I (A 4+ degnum F(x) — deg den F(x)).

Soit (I,d,n, h) la taille de 1’équation d’origine. On note par (Iy, dy, ny, hy ) la taille de
I'équation U-image (on n a ny; = n). De plus, on note par r; le degré du polynéme du

membre de droite de I’équation U-image.
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Lemme VI.8.6. Soit I"équation L(y) = (x) de taille (1,d, n, h). Alors

(i) I'ensemble M de cette équation contient au plus 1(d + 1) éléments (polyndmes irréduc-
tibles) et

lu<I(n—1), huy <h+1d+1), rg <h+1(d+n);

(ii) la hauteur de I'équation

fx+n+dy(x+n)+x+D)yx+n—1)+... (VL.44)
o (DY D)+ foy (o) = (r+ DM

oil l
1
f(x) _E(x+H—1)'
est égal a h (donc la taille de cette équation est (1,d,n, h)), et 'ensemble M a 1(d + 1) éléments,

I'algorithme Aj; donne le dénominateur universel de cette équation de degré 1(d + 1), et
hy=h+1(d+1), ruy=h+1(d+n)

le degré de chaque polyndme du membre de droite de I'équation U-image de L(y) = 4 est égal
al(n —1) (dapres (i) pour les équations de taille (1,d,n, h) ces valeurs sont les plus grandes
possible).

Démonstration. (i) D’apres la structure (VI.13) 'ensemble M a au plus I(d + 1) éléments.
Soit le polynome G(x) le plus petit commun multiple des coefficients de 'opérateur L
tel que L est sous la forme (VI.3). Soit

s = min{degpgcd(U(x),bo(x)), degpged(U(x),bn(x —n))}.

Alors,

S

0253 < degU(x) —s, degden % <degU(x) —s

etdegU(x) < s(d+1). Donc, deg G(x) < degU(x) +ns—2s <s(d+n—1) <I(d+
n—1), et on obtient Ij; < I+ deg G(x) —degU(x) <I(n—1).

degden

(S
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Ceci peut se déduire de la définition de la hauteur de I"équation L(y) = (x) que
degp(x) <h+u<h+1 (V1.45)

De cette inégalité et deg G(x) < I(d + n — 1), ceci implique que ry < h +1(d + n).

Apres élimination du dénominateur dans 1’équation (Lﬁ) (y) = ¥(x), on peut
commencer par multiplier les deux types de cette équation par G(x). Ceci donne 1'équa-
tion L'(y) = ¢'(x), deg ¢’ (x) = deg(x) + deg G(x). L'incrément ' de 1'opérateur L’
est égal a y + deg G(x) — deg U(x). D’apres le lemme VI.8.5 le polynome I'(A) construit
par l'opérateur L’ coincide a un facteur (scalaire) non nul avec I(A + Valwﬁ) , 1.e.,
avec I(A — deg U(x)). Donc,

W' =p+degG(x) —degU(x), degy'(x)=degy(x)+degG(x),

A = A +degU(x),

avec A’ = max({d € N : I'(d) = 0} U {—o0}). La hauteur de I'équation L' (y) = ¢'(x)
est égale a
max{degy’(x) — ¢/, '} = h+degU(x)

et, donc ne peut pas dépasser la valeur 1 + [(d + 1). Notons que ’équation L' (y) = ¢’ (x)
peut différer de I'équation U-image de L(y) = ¢(x) par des facteurs polynomiaux non
nul. Comme on l'a déja évoqué, a la fin de la Section ??, la multiplication par un tel
facteur ne change pas valeur de la hauteur de I'équation. Donc, diy < h+1(d + 1).

(i) Il est évident de voir, que pour I'équation (V1.44), I'ensemble M a I(d + 1) élé-
ments, et le degré du dénominateur universel U (x) obtenu par l’algorithme Aj; est égal

al(d+1). On peut vérifier directement les assertions de la partie qui reste. O

Dans la suite, on considere la complexité des algorithmes (Ag), (A};) comme le
nombre des opérations dans le corps k effectué au pire cas. Il est facile de voir que si
on supprime /1 des composantes de la taille (combined size ) (en gardant que /,d et
n), alors la complexité de chaque algorithme serait égale a l'infini, dés qu'on donne
les valeurs /,d et n, I’équation peut avoir une hauteur arbitraire, donc aboutisse a des
grosses dépenses arbitraires par I'étape RS3. La présence de la composante h exclue cette
possibilité. Nous remarquons aussi que le membre de droite ¢(x) satisfait (VI.45). Donc
si la taille de I'équation d’origine est fixée, les dépenses nécessaires pour la construction

de chaque équation de la forme (V1.26) ainsi que (VI.29) sont délimitées (bornées).
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Notons par 7; 4, , 'ensemble des équations de taille (size) (I,d,n,h) et par U 4,1
le sous-ensemble de 7; ;4 , ; constitué des équations de sorte que le cotit de trouver des
solutions polynomiales de toutes les équations de U-image est maximal parmi toutes

les équations de 7; 4, ,. L'ensemble U 4, , peut contenir plus d"une équation.

Théoréme VI.8.7. Soit une équation de la forme (V1.44) appartenant a I'ensemble U 4 ,, j, pour
tout 1,d,n, h. Soit I'algorithme utilisé pour trouver les solutions polynomiales de telles équa-
tio(ns. 1;llors onaTia,(l,dnh) > T<A,u> (Ld,n,h), et Tip,(L,d,nh) — T<A,u> (I,d,n,h) =
Q(dln).

Avant de prouver le théoreme, on rappelle que I'hypothese sur I'équation est tout a
fait naturel. Cette hypothese, veut dire aussi, que 1’exécution de l'étape RS3 de 1'algo-
rithme (AJ;) appliqué a cette équation nécessite des dépenses maximales. On n’utilise
pas ( on ne le fait pas) pour l'algorithme spécifique qui trouve les solutions polyno-
miales, mais on suppose que l'algorithme utilise la taille de I’équation afin de borner les
degrés des solutions polynomiales. Par le lemme VI.8.6 la taille de U-image de 1'équa-
tion (V1.44) est maximale, et 'équation U-image (elle méme) est un maximum (comber-

some) parme toutes les U-images des équations de 'ensemble 7; ;4 ,, j,.

Démonstration. L'ensemble M de I'équation de la forme (VI1.44) a le plus grand nombre
possible d’éléments. Le cardinal de ’ensemble M est un diviseur de V(x) et W(x), il est
égal a 2] ; autrement dit, il atteint également la plus grande valeur possible. Par consé-
quent, les dépenses (expenditures) de 1’algorithme a I'étape RS1 appliqué sur I'équation
(V1.44), atteint aussi la plus grande valeur possible. On déduit, de cette propriété del’en-
semble M et de 'hypothese sur I’équation (V1.44) considérée(c’est a dire elle appartient
a l'ensemble U ; , ;) que I'entrée de 1’algorithme correspond au pire des cas.

La différence Ty, (1, d, 1, h) — T< AL) (1,d,n, h) n’est pas inférieure a la différence des
dépenses (expenditures ) nécessaires pour la construction de toutes les solutions ration-
nelles de I'équation (V1.44) par les algorithmes (Ag) et (A};). L'application de Ap sur
I'équation (V1.44) donne R(x) = ;, ott U(x) est le dénominateur universel obtenu par
l’algorithme Aj;. Ceci, en effet du fait que

(x —n— N +2)+2
flx+d—N+1)

’UN, _1(x) =
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dans (V1.26) et aussi de la relation pour tout p(x) € M

valy(x4d-N11)ON, —1(x) = 1.

Par conséquent, les dépenses des deux algorithme a l'étape RS3 appliqués a l'équa-
tion (VI.44) sont les mémes. On considére que la construction du polynéme U(x) par
le moyen (A[;) et la fraction rationnelle ﬁ via (Ap). Dans le but de simplifier, on
suppose que les dépenses requis pour le calcul des 7y;; dans (V1.33) coincident avec les
dépenses requis pour le calcul des §;; dans (VL.30), aussi (VI.26), (VL.29) requis pour
l'algorithme (Ap) ont déja été construites (pour la démonstration [8], les dépenses de
'algorithme pour le calcul des exposants sont tres petites). En écrivant I’équation (V1.44)
sous la forme de (VI1.2) tous les r;(x) et ¢(x) ont des numérateurs et les dénominateurs
de degré [. Pour tout 1 < N < d + 1, on trouve que si par exemple (V1.26). En construi-
sant une équation semblable (similaire) pour tout1 < N <d + 1.

Seulement, le changement actuel de ( VI.2) exigera ()(nl) des opérations sur le corps
k.Pour N =1,2,...,d + 1, l'algorithme Ap construit de telles équations, qui prouve le

théoréme. O

Remarque V1.8.8. La démonstration du théoreme ci-dessus sur la différence Tiag) (I,d,n,h)—
T Al (1,d,n,h), peut probablement étre considérablement renforcée. Lors de I'estimation de
Tiay) (1, d,n,h), nous n’avons pas pris en compte des coefficients “Welling” d'équations (V1.26),
(V1.29) lorsque N croit. En effet, pour un entier fixé n et | avec 'entier d qui augmente. La dif-
férence Ty (1,d,n,h) — T<Ab> (1,d,n,h) augmente plus rapidement que d. Notre but était
seulement de montrer que la différence Tiap) (I,d,n,h)— T< AL) (1,d,n, h) est positive et qu’elle
croit en fonction de la croissance des composantes n, | et d la taille de I’échantillon.

Dans le cas d'un systéme, 1’algorithme (Ap) nécessite la construction de la matrice

AN, ce qui est encore plus cotiteux que de construire 1’équation (VI1.26).

Expérimentations

L’algorithme Ap a été implémenté et est disponible sur Maple, sous forme de procé-
dure interne du package LREtools. L'algorithme A}, est implémenté pour réaliser I'ex-
périmentation de comparaison. ! On rappelle que A/, est basé sur la factorisation com-

plete (décomposition en produit de polynomes irréductibles ) des polyndomes donnés

1. L’algorithme a été implémenté par D.Khmelnov.
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V(x) et W(x). L'implémentation utilise le résultat de la factorisation polynomiale (dé-
composition en produit d’irréductibles)non seulement pour construire I’ensemble des
polynomes irréductibles M, mais I'utilise aussi pour calculer la valeur (VI.32). Ce n’est
pas le cas pour 'implémentation de Ap sur Maple. En effet, elle utilise la procédure
LREtools[dispersion] pour calculer la dispersion de polyndmes qui I'implémentent [40],
c’est-a-dire elle utilise la décomposition en produit d’irréductibles. Mais, les étapes sui-
vantes sont implémentées comme dans la section VI.4.1 sans exploiter le résultat de la

décomposition en produit d’'irréductibles de 1'étape précédente.

Nous avons aussi réalisé des expériences de comparaison pour (A[;) et (Ap).
L'algorithme (A[;) est implémenté en combinant I'implémentation de A[; et LRE-
tools[polysols] de Maple ( cas scalaire) et LinearFunctionalSystems[PolynomialSolu-
tion] ( cas systéme) pour la recherche de toutes les solutions polynomiales.

Nous avons aussi implémenté Ap (dans les deux cas scalaire et systeme); (Ag) a
été implémenté en combinant I'implémentation de Ap et LREtools[polysols] de Maple
(dans le cas scalaire) et LinearFunctionalSystems[PolynomialSolution] ( cas systéme)
pour la recherche de toutes les solutions polynomiales.

Comparaison de A}, avec Ap
u

Nous avons réalisé plusieurs expérimentation pour comparer entre Aj; et Ap. Le

résultat de I'expérimentation est présenté ci-dessous.

Les deux algorithmes ont été appliqués a 1'ensemble des données suivantes (et en-
trées)

l
V(x) =W(x) =[](x+m+i+1/i)(x —m—i+1/i)
i=1
pour m = 20,100,500,2500, I = 1,15,30,45,60. Les dénominateurs universels corres-
m+i

pondants trouvés sont : Hle I1 i i(x —j+41/1i). Les résultats pour I'ensemble d’en-

trées est donné en secondes :
L'ensemble des données est proche au pire des cas pour les deux algorithmes AJ; et
Ap, et al’avantage de A, est évident.

Les résultats d’autres expérimentations pour comparer Aj; et Ap sont présentés dans

[8]. Toutes les expérimentations ont été a I’avantage d’appliquer l’algorithme Aj.
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m=20 m=100 m=500 m=2500

Al T Ap | A, | Ap | A, | Ap | A, | Ap
0.016 | 0.015 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.016 || 0.031 | 0.031
0.078 | 0.375 || 0.109 | 0422 |[0.172 | 0.531 | 0.578 | 1.032
0.359 | 2.890 | 0.407 | 3.063 | 0.531 | 3.484 || 1.266 | 5.344
5 0.860 | 10.641 | 0.796 | 11.547 || 1.516 | 13.234 | 3.078 | 17.656
0 |[2.406 | 31.187 | 2.719 | 33.484 | 2.657 | 37.125 | 4.766 | 44.797

V1.9.2 Comparaison de (A};) avec (Ap) (cas scalaire)

Nous avons réalisé plusieurs expérimentations pour comparer entre (Aj;) et (Ag).

Le résultat d'une expérimentations est présenté ci-dessous.

Les deux algorithmes (A{;) and (Ag) ont été appliqués sur 27 équations (V1.44) du
lemme VI.8.6 : h = 6 pour chacun d’entre eux, n = 3,6,9, = 2,4,6,d = 5,10,15. La

différence du temps qui en résulte pour (Ag) et (A};) en secondes :

d=5 d=10 d=15
0.546-0.141 =0.405 | 1.438-0.125=1.313 2.796 - 0.203 = 2.593
1.359-0.235=1.124 | 4.188-0.375=3.813 9.594 - 0.812 = 8.782
2.703-0.375=2.328 | 10.172-0.969 =9.203 | 24.937 -1.734 = 23.203
0.813-0.234=0.579 | 2.015-0.328 = 1.687 4.625-0.453 =4.172
2313-0.672=1.641 | 7.515-1.063 =6.452 | 17.235-2.140 = 15.095
5.094 -1.547 = 3.547 | 18.484 - 3.156 = 15.328 | 45.656 - 6.094 = 39.562
1.047 - 0.563 = 0.484 | 3.062-0.671 = 2.391 6.610 - 1.063 = 5.547
3.687-1.328 =2.359 | 11.063 -2.516 =8.547 | 25.484 - 4.265 = 21.219
8.281 -3.172 =5.109 | 28.453 - 6.875 = 21.578 | 69.672 - 13.328 = 56.344

OO O OO\ W W W B
QN =[N O\ = N O x| N —

Les résultats correspondent a la proposition VI.8.7, en outre, pour n,[ fixé, la diffé-
rence croit plus vite que d.

Rappelons, que si i ne figure pas dans le tableau : i = 6 pour toutes les équations.
Des expérimentations supplémentaires pour & = 2,4, montrent que les résultats sont
quasiment indépendants de la valeur de h. La croissance de 1 en 3 fois de 2 a 6 provoque
le changement de la différence de temps plus petit a 3% pour [, d et n fixés.

Les résultats d’autres expérimentations de comparaison entre (Aj;) et (Ag) sont pré-

sentés dans [10]. tous les résultats des expériences correspondent a la proposition VI.8.7.
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Comparaison de (A};) avec (Ap) (cas d’un systeme)

Dans I'expérimentation de comparaison entre (AJ;) et (Ap) ont été appliqués sur 3
ensembles d’entrées. Chaque ensemble contient 20 équations d’ordre n = 2,3, 4. Chaque
systeme possede un systeme fondamental de solutions formé des fonctions rationnelles
qui I'engendrent de facon aléatoire. Notons que, ces données en entrées ont été plus
commode pour (Ag). PuisqueAp construit des bornes exactes (sans la possibilité de
réduction )de ces données en conformité avec [52, Theorem 1].

Résultats de I'expérimentions :

n | degU(x) | degdenR;(x) | Time Time
Ay Ap (Ay) | (Ap)
2 7-39 2-8 7.216 22.922
3 18-49 3-21 38.859 | 169.906
4 36-74 5-28 176.829 | 836.172

Chaque ligne du tableau correspond a I'ensemble d’entrées de parameétre n. Les
autres colonnes présentent une gamme de degrés des dénominateurs trouvés par Aj;
et Ap pour les systémes de I’ensemble de données correspondant, ainsi que le temps
total pour la recherche des solutions rationnelles de les systéemes sur 1’ensemble de don-
nées correspondant pris par (A};) et (Ag).

Le temps de (Ap) était supérieur a celui de (A];) pour tout les données en entrée,
malgré les bornes exactes trouvées par Ag ( on note que Aj; a trouvé moins de bornes

exactes comme on le voit dans la gamme de degrés des dominateurs sur le tableau).

Equations scalaires homogenes

De nombreuses équations n’ont pas de solutions rationnelles (non nulles ). Cepen-
dant, si I'ont utilise des algorithmes tel que l’algorithme (A/;) ou bien (Ap), I’absence
de telles solutions ne sera reconnu que dans la derniere étape du calcul, lorsque U-
image, respectivement. B-image de 1’équation d’origine est construite. Dans le cas d'une
équation scalaire homogene L(y) = 0, nous supposons quelques changements dans les
schémas RS (voir section VI.8.1 ). Ces changements n’augmentent pas le cotit de cal-
cul, mais permettent assez souvent de prévoir, par exemple, 'absence d"une solution

rationnelle non nulle dans une premiere étape de calcul.



VI.10.1

Section VI.10. Equations scalaires homogenes 149

Un nouveau Schéma

L’étape RS2 résulte dans 1'équation avec I'opérateur M = LR (le produit de L et de
l'opérateur d’ordre zéro R). A I'étape RS3, les solutions polynomiales de M devraient
étre trouvées. Comme déja mentionné, cette recherche est donnée dans comme suit.
D’abord, en premier lieu, un majorant d > 0 des degrés de toutes les solutions poly-
nomiales, doit étre trouvés en utilisant 1’équation indicielle de M. En second lieu, on
trouve toutes les solutions polynomiales a I'aide de cette borne.

Dans la suite, nous noterons les équations indicielles a l'infinides opérateurs L et
M = LR par I (A) = 0 et Ip(A) = 0, respectivement.

Proposition VI.10.1. Si I'"équation I (A) = 0 n’a pas de solutions entieres, alors M n’a
pas de solutions polynomiales, L n’a pas de solutions rationnelles. Si cette équation indicielle
a des racines entieres et Ay est supposé le maximum de ses racines entieres, alors 1'inéga-
lité deg f(x) < Ag — valeoR(x) est vérifiée pour toute solution polynomiale f(x) de M (si
Ao — valeR(x) < 0, alors il ny pas de solutions polynomiales ).

Démonstration. Si I1 (A) = 0 n’a pas de solutions entieres, alors d’apres la propriété de
I’équation indicielle, M n’a pas de solutions rationnelles et par suite pas de solutions
polynomiales. On suppose que y(x) est une solution rationnelle de L. Alors, il résulte
de RS1 et de RS2 que y(x) = R(x) f(x) pour certains polyndmes f(x), et aussi

M(f(x)) = (LR)(f(x)) = L(R(x)f(x)) = L(y(x)) = 0.

Mais M n’ a pas de solutions polynomiales, une contradiction. On déduit que L n a pas
de solutions rationnelles.

Montrons a présent la seconde partie. Si f(x) n’est pas une solution polynomiale de
M, alors R(x)f(x) est une solution de L. Donc

deg f(x) + valowR(x) = valeo f(x) + valeeR(x) = valeo(R(x)f(x)) < Ap.

D’ot I'énégalité deg f(x) < Ag — valoR(x) . O

Cette proposition rend possible une amélioration du schéma RS donné dans la sec-
tion VL8.1. on peut commencé par la construire 1’équation indicielle I; (A1) = 0 de 1'opé-
rateur d’origine L. On obtient le schéma RS’ :

RS0 : Construire 1’équation I} (A) = 0; si elle n a pas de racine entiere, alors STOP,

sinon, posons Ag sa plus grande racine entiere.
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RS'1: Construire une fraction rationnelle R(x) de telle sorte que toute solution ra-
tionnelle de L peut étre représentée sous la forme f(x)R(x) avec f(x) un poly-
ndme; posons & = Ay — valeR(x);sid < 0, alors STOP.

RS'2: Construire M = LR.

RS'3: Construire toutes les solutions polynomiales de M en prenant en considéra-
tion que le degré de chacun d’entre eux est inférieur ou égal a é.

On note qu’a I'étape RS1 du schéma RS, certains algorithmes liés au cas d"une équa-
tion différentielle a coefficients polynomiaux L = a,(x) 45 + - + a1 (x) 4 + ag(x) per-
mettent de savoir que 1’équation n’a pas de solutions rationnelles, en raison des racines
entieres de 1'équation indicielle de L, c’est-a-dire, I'équation indicielle en un facteur ir-
réductible du coefficient a,(x) ( [19]). Ceci peut étre combiné avec 1'étape RS'1( par
exemple les équations indicielles en ces facteurs irréductibles peuvent étre examinées
dans un ordre aléatoire).

Cependant a I'étape RS1, les algorithmes connus dans le cas des équations aux dif-
térences donnent toujours une fraction rationnelle.

Dans la section suivante, nous vous proposons une astuce supplémentaire pour les
équations différentielles.

Critere d’arrét supplémentaire

Maintenant, on revient a 1'étape RS'1. Dans le cas aux différences, la conclusion que
I'opérateur L n’admet pas de solution rationnelle peut se faire au début de la construc-
tion d"une solution rationnelle R(x). Soit I'opérateur L de la forme (V1.40), soit |'opéra-
teur A = ¢ — 1. L'opérateur L peut étre transformé sous la forme

ay(x)p" + - -+ ay(x)p +ai(x), aj(x),...,a,_1(x) € k(x), ap(x),a,,(x) € k(x) \ {0}.

En multipliant a gauche par un polynéme convenable I'opérateur L, on obtient un
opérateur a coefficients polynomiaux

bu(x)¢" + -+ b1(x)p +bo(x), P(y(x)) =y(x+1).

De nombreux algorithmes ( [3], [4], [17] etc) a I’étape préliminaire de la construction
de R(x) calculent la dispersion dis(b,(x — 1), by(x)) des polynomes b, (x — n) et by(x),
c’est-a-dire, le plus grand entier non-négatif d de sorte que b,(x — n) et by(x + d) ne
soient pas étrangers. Si de tels entiers non-négatifs n’existent pas, alors posons d = —co.

Sid = —oo, alors l'opérateur L n’a pas de solution dans k(x) \ k[x] (on peut remplacé
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R(x) par 1 dans RS'3). Autrement dit, il est possible de construire R(x) sous la forme
ﬁ avec U(x) le dénominateur universel (mais dans certains cas, on peut considérer

un autre type de fonction).

Théoreme VI.10.2. Soit d = dis(b,(x — n),bo(x)) = 0, et soit Ag l'entier donné dans la
proposition V1.10.1. Dans ce cas, si on a l'inégalité

Ao+ (d+1) min{degbo(x),degb,(x)} <O, (V1.46)

alors L n’a pas de solutions rationnelles.

Démonstration. En considérant, par exemple, 1'algorithme Ap (section VI.4.1) il est fa-
cile de voir que cet algorithme conduit au dénominateur universel U(x) de sorte que
degU(x) < (d + 1) min{degby(x),degb,(x)}. On suppose que l'algorithme [4] a cal-
culé R(x). Mais, néanmoins la fraction rationnelle R(x) = ﬁ peut étre utilisée a
I’étape RS'2. Par la proposition VI.10.1 l'inégalité (V1.46) est vraie, si L a une solution

rationnelle. O

Par conséquent, dans le cas aux différences 1’étape

RS'1 peut étre utilisée comme ci-dessous :

RS'1: Exécuter l'étape préliminaire de construction de R(x) qui consiste par le cal-
cul de la dispersion d = dis(b,(x —n),bp(x)); sid = —oo et Ay > 0 alors posons
M = L,d = A et on va directement a 1'étape RS'3; sid = —co et Ag < 0 alors
STOP; si (V1.46) n’est pas vraie, alors STOP ; terminer la construction de R(x) ; on
pose & = Ag — valewR(x);sié < 0 alors STOP.

Exemple VI.10.3. Pour L = 2(x +2)¢ + (2x + 3), I'"équation indicielle 2A +1 = 0 n a pas
de racine entiere. Alors L n’a pas de solution rationnelle.

Pour L = (x + 1)(x? +1)¢ — x(x*> — 4x + 1), I'équation indicielle est A +5 = 0. On a
Ao = —5,d = 0. L'inégalité (V1.46) n’est pas vraie. Donc L n’a pas de solution rationnelle.

Pour L = (x +2)¢ — x (le méme opérateur que dans l'exemple V1.8.4), ona A +2 = 0,

A = —2,d = 1. L'inégalité (V1.46) est vraie. Si I'algorithme de [4] est utilisé, on obtient
R(x) = ﬁ On a —2 —valoR(x) = 0. Donc 0 est une borne supérieure du degré du

1

polyndme solution de LR = XLH(P - =7

Toutes les constantes sont solutions polynomiales de
cet opérateur.
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