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                                                                                                                                                                                             Résumé 

RESUME  
_________________________________________________________________________ 

 Le travail de thèse consiste à développer un modèle permettant d’analyser les problèmes de 
fissuration dans les matériaux en vue de prévoir leur intégrité et durabilité structurale. Dans ce 
modèle, deux techniques sont couplées pour exploiter l'observation expérimentale et la 
modélisation numérique par éléments finis afin de déterminer l'état mécanique et les 
propriétés de rupture en pointe de fissure. 

 Une première partie de ce travail est consacrée à l’analyse expérimentale utilisant la 
technique de corrélation d’images numériques pour calculer, dans le voisinage du front de la 
fissure, les champs cinématiques de déformations. Le bruit expérimental inhérent aux données 
expérimentales et l’incertitude de localisation du front de fissure nécessite de développer un 
traitement d'optimisation des champs de déplacement expérimentaux. Cette optimisation 
consiste à trouver une bonne corrélation entre les données expérimentales et la solution 
analytique asymptotique de Williams en utilisant une procédure itérative de Newton-Raphson 
basée sur les moindres carrés non linéaires. La conséquence de cette corrélation a permis de 
déterminer à la fois la position précise du front de la fissure et le champ cinématique de 
déplacement des lèvres de la fissure le plus proche de la réalité. L’analyse cinématique permet 
alors de caractériser la cinétique de fissuration via les facteurs d’intensité d’ouverture de 
fissure.  

 Une seconde partie est dédiée au développement d’un algorithme numérique utilisé dans la 
caractérisation mécanique et énergétique sous le code de calculs par éléments finis Castem. 
Dans le cas d'une fissure stationnaire, le modèle numérique est sollicité par une force 
imposée, contrairement au travail expérimental ou le chargement se fait en déplacement 
imposé.  

Cette approche que nous avons qualifiée de statique montre que l’amplitude de la singularité, 
caractérisée par le facteur d’intensité des contraintes déterminé à partir du formalisme des 
invariants intégraux, est indépendante de la loi de comportement matérielle et est 
proportionnelle à l'amplitude en effort du chargement. 

 Enfin, une dernière étape permet de reconstruire la totalité des propriétés de fissuration, 
tant cinématique, statique qu'énergétique. Cette reconstruction passe par le rapprochement des 
propriétés cinématiques fournies par l'analyse d'images et les propriétés en contrainte 
calculées par l'approche éléments finis. Ainsi, l'ensemble du protocole fait abstraction de la loi 
de comportement. De plus, le couplage cinématique et statique permet de déduire le taux de 
restitution d'énergie. Ce couplage permet au final de caractériser les propriétés élastiques 
locales qui peuvent, à termes, être employées pour alimenter une loi de propagation de fissure 
ou pour remonter aux propriétés globales d'élasticité du matériau employé. L'ensemble du 
travail est accompagné d'applications expérimentales et numériques pour des matériaux 
isotropes (PVC) et orthotrope (Douglas), les échantillons étant sollicités en modes d’ouverture 
(I) et mixte (I+II). 

Mots clefs : PVC, Bois, Fissuration, Corrélation d’images numériques, Eléments finis   



                                                                                                                                                                                            Abstract 

ABSTRACT 
_________________________________________________________________________ 

     The thesis work consists in developing a model allowing analyzing crack problems in 
materials in order to predict their integrity and structural durability. In this model, two 
techniques are coupled to exploit the experimental observation and numerical modeling by 
finite elements in order to determine the mechanical state and the fracture properties into 
crack tip vicinity. 

 A first part is dedicated to the experimental analysis using Digital Images Correlation to 
calculate, in the crack tip vicinity, the kinematics fields of deformations. The experimental 
noise inherent to the experimental data and the uncertainty of the crack tip localization require 
developing a procedure for measurements fields’ optimization. This optimization consists in 
finding a good correlation between the experimental data and the Williams’ asymptotic 
analytical solution based on the development of mathematical series of weighting coefficients, 
by using Newton-Raphson iterative procedure based on nonlinear least squares. The 
consequence of this correlation allowed determining at the same time, the crack tip position 
and kinematics field of crack lips displacement nearest to reality. The kinematic analysis then 
allows characterizing the kinetics of cracking via the crack opening intensity factors. 

 One second part deals with the development, into the computer finite elements code 
Castem, of a specific numerical algorithm to the mechanical and energy characterization. In 
the case of a stationary crack, although the experimental tests are monitoring under machine 
displacement (correlated with the crack opening), the numerical model is defined by imposing 
a load given by synchronization between the testing machine and the images acquisition. This 
approach, that we described as statics (piloting in force or stress), shows that the amplitude of 
the singularity, characterized by the stress intensity factor which is determined from the 
integral invariants formalism, is not only independent of the material behavior law, but also 
proportional to the loading amplitude.   

    Lastly, a last stage allows rebuilding the totality of the cracking properties, as well as   
kinematic, static and energetic. This rebuilding passes by the bringing together of kinematics 
properties provided by images analysis and stress properties calculated by finite elements 
approach. Thus, the whole of the protocol disregards law of behavior. Moreover, the 
kinematic and static coupling allows deducing the energy release rate. This coupling allows 
finally characterizing the local elastic properties which can, at terms, being employed to feed 
a crack propagation law or to go back to the global elasticity properties of the employed 
material. The whole of work is accompanied by experimental and numerical applications for 
isotropic (PVC) and orthotropic (Douglas) materials, the samples being subjected to tension in 
opening (I) and mixed (I+II) modes loading. 

Key Words: Identification, PVC, Wood, Fracture Mechanics, Digital images correlation and 
Finite elements    



                    
 

 

  

 

 

 

 

 

 

80% des informations intéressantes sont disponibles gratuitement, il faut 

simplement" aller les chercher". Un bon renseignement peut faire gagner la 

bataille ! 

 

 

« En cette ère de la  globalisation, de la mondialisation de l’économie, de l’intensification 

de la course aux marchés, de la concurrence féroce et agressive, la compétitivité apparaît 

comme étant la clé de la réussite voire même de la survie de l’entreprise. 

Mais qui dit compétitivité, dit qualité et coût de production. Ainsi, le bois, matière 

ligneuse et compacte, est le matériau sain et esthétique par excellence. Produit de la 

nature, il ne nécessite pour sa mise en œuvre que fort peu d'énergie et offre une richesse 

d'aspect inégalée ». 
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NOMENCLATURE 
 
 
µ  :  Module de cisaillement 
E  :   Module d’Young  
ν  :   Coefficient de Poisson 
κ  :   Constante de Kolossov 
α  :  Modes de rupture avec { }; ;I II IIIα ∈  

( )K σ
α  :   Facteurs d'intensité de contrainte en modes I, II et III désigné par α  
( )K ε
α  :  Facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure en modes I, II et III désigné par α  

ijσ  :  Tenseur de contraintes, (i=1,2,3 et j=1,2,3) 

ijε  :  Tenseur de déformations, (i=1,2,3 et j=1,2,3) 

iu  :  Vecteur déplacement, (i=1,2,3) 

r  :  Coordonnées polaire 
θ  :  Coordonnées polaire 
M  :  Point quelconque de l’espace 

ix  :  Coordonnées cartésiennes d’un point quelconque de l’espace, (i=1,2,3)  

Cα  :  Complaisances élastiques réduites en modes I, II et III désigné par α  

jρ  :  Fonction complexe avec { }1;2j ∈  

js :  Racines de l’équation caractéristique polynômiale 

ija  :  Composantes du tenseur de complaisance élastique, (i=1,2,3 et j=1,2,3) 

L  :  Axe de coordonnée dans la direction des fibres longitudinales ( )xL =  

R  :  Axe de coordonnée dans la direction des fibres radiales ( )R y=    

 T :  Axe de coordonnée dans la direction des fibres transversales ( )T z=   

LE  : Module d’élasticité orthotrope dans la direction des fibres longitudinales ( )xL =  

RE  :  Module d’élasticité orthotrope dans la direction des fibres radiales ( )R y=  

TE  :  Module d’élasticité orthotrope dans la direction des fibres transversales ( )T z=  

LTG  :  Module de cisaillement orthotrope associé au système d’axe (L, T) 

,LR RLν ν :  Coefficients de poissons orthotrope correspondant au système d’axe (L,R) 

,LT TLν ν  : Coefficient de poissons orthotrope correspondant au système d’axe (L, T) 

,RT TRν ν  : Coefficient de poissons orthotrope correspondant au système d’axe (R, T) 

eℜ  :  Partie réelle d’une fonction complexe 
( )
ICK σ  :  Ténacité en mode d’ouverture 
( )
IICK σ  :  Ténacité en mode de cisaillement 

λ  :   Coefficient de couplage entre les modes de fissuration 
dA  :  Accroissement d’une fissure à la variation d’aire  
γ  :  Energie surfacique de rupture  

fisdW  : Variation d’énergie 

iE  :  Energie interne  
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cE  :  Energie cinétique 

extP  :   Travail des efforts extérieurs 

Q  :  Taux de chaleur reçu 
t :  Temps 

t

∂
∂

 :  Dérivée partielle par rapport au temps 

W  :  Energie de déformation élastique  
σ  :  Tenseur des contraintes de Cauchy  
D  :   Tenseur taux de déformation 

extF  :  Efforts extérieurs surfaciques  

u  :  Champ de déplacement  
G  :  Taux de restitution d’énergie 

IG  :  Taux de restitution d’énergie en mode I 

IIG  :  Taux de restitution d’énergie en mode II 

J  :  Intégrale invariante de Rice 

iT  :  Force de traction surfacique   

Ω  :  Domaine délimitant la surface de la région occupée par le solide 
R  :  Région occupée par le solide 
a  :  Longueur de fissure initiale 

aδ  :  Croissance infinitésimale de la fissure 

jn  :  Vecteur normal unitaire sortant de la surface  

u~δ  :  Variation des déplacements selon une configuration arbitraire 
0
ix  :  Position initiale d’une particule 
t
ix  :  Position actuelle d’une particule 

L  :  Lagrangien 
b  :  Largeur  
ds  :  Infinitésimal curviligne (1D)  
dS  :  Infinitésimal surfacique (2D) 
dV  :   Infinitésimal volumique (3D) 
S  :  Surface   

S∂  :  Contour fermé 
Lδ  :  Variation du Lagrangien 

Γ , 'Γ  : Contours ouverts  
AB , ''BA  : Segments appartenant aux lèvres de la fissure 

jQ  :  Intégrale 

ijτ  :  Composantes du tenseur de rotation non symétrique et non nul de petite déformation 

( )aΠ  : Energie potentielle 

uΓ  :  Contour d’intégration curviligne à déplacement imposé 

tΓ  :  Contour d’intégration curviligne à effort de traction appliqué 

1 2,X X  : Coordonnées cartésiennes en pointe de fissure 

θG  :  Intégrale de domaine surfacique 
→
θ  :  Champ de vecteur arbitraire et continuellement différentiable 
V  :  Couronne surfacique  
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M  :  Intégrale invariante en mode mixte 
λ , µ  :  Coefficients de Lamé 

iu  :  Champs de déplacements réels (i=1,2,3) 

iv  :  Champs de déplacements auxiliaires (i=1,2,3) 
u
ijσ  :  Champs des contraintes réels (i=1,2,3 et j=1,2,3) 
v
ijσ  :  Champs des contraintes auxiliaires (i=1,2,3 et j=1,2,3) 

Mθ  :  Intégrale invariante de domaine surfacique en mode mixte 
( )uK σ
α  :  Facteurs d’intensité des contraintes réels 
( )vK σ
α  :  Facteurs d’intensité des contraintes auxiliaires 

U  :  Approximation classique des champs de déplacements (méthode des éléments finis) 

{ }i i
N

∈N
 : Fonctions de formes  

N  :  Ensemble des nœuds support des fonctions de formes { }i i
N

∈N
  

( )iu t  :  Vecteur des degrés de libertés nodaux au temps t  

( )e
cut tN  : Ensemble des nœuds qui ont eu leur support entièrement coupé par la fissure 

H  :  Fonctions sauts  

( )e
ia t  : Degrés de libertés nodaux correspondant aux fonctions sauts H  

( )e
tip tN  : Ensemble des nœuds qui contiennent le front de fissure dans leur support 
e
jB  :  Fonctions singulières  

( )e
ijb t  : Degrés de libertés nodaux correspondant aux fonctions singulières e

jB  

( )1 2x ,xf  : Fonctions discrètes représentant le niveau de gris d’un pattern sur l’image initiale  

( )* *
1 2x ,xf ∗  : Fonctions discrètes représentant le niveau de gris d’un pattern sur l’image déformée 

( )1 2x ,x  : Coordonnées du centre d’un pattern de l’image initiale 

( )* *
1 2x ,x  : Coordonnées du centre d’un pattern de l’image déformée 

( )1 2,U U  : Champ de déplacement (mesures en Corrélation d’Images Numériques) 

{ }jl  : Fonction de la base bilinéaire choisie 

c  : Coefficient de corrélation croisé 

PS  : Surface du pattern de l’image de référence  

, ,A B C , D  : Carrés centrés représentant un pattern 
m  : Centre de sommet du pattern 
η  : Amplitude du bruit expérimental engendré par l’acquisition de l’image 

( )0 0
1 2x ,x  : Coordonnées du front de fissure 

K  : Critère de discontinuité  
K  : Moyenne arithmétique du critère de discontinuité K  sur l’ensemble de l’image 
β  : Coefficient modifiable par l’utilisateur dont la valeur est prise égale à 2 par défaut 

TK  : Valeur seuil du critère de discontinuité K  
intI  : Intégrale d’interaction 

( ),if κ θ  : Fonctions polaires des champs de déplacements 

( ),ig κ θ  : Fonctions polaires des champs de déplacements 



                                                                                                                                        Nomenclature 

 j

( ),il κ θ  : Fonctions polaires des champs de déplacements 

( ),iz κ θ  : Fonctions polaires des champs de déplacements 

k : kième pattern dont le déplacement correspond aux composantes 1
ku  et 2

ku  

1T  : Mouvements de corps rigide de translations horizontales suivant les directions 1x  

2T  :  Mouvements de corps rigide de translations verticales suivant les directions 2x  

R  : Mouvements de corps rigide de rotation dans le plan ( )1 2x Ox   

( )1 2,k kx x  : Coordonnées cartésiennes, propres au kième pattern 

0ω  : Angle de défaut d'alignement de la fissure par rapport à l'orientation 1x  de la fissure 

ou défaut de cadrage de la caméra CCD 
i
IA  : Coefficient de pondération de la série de Williams en mode I 
i
IIA  : Coefficient de pondération de la série de Williams en mode II 

N : Nombre de coefficients de la série de William 
a  : Matrice des fonctions polaires 
X  : Vecteur des coefficients inconnus 
h  : Fonction résidu correspondant à la différence entre les champs de déplacement 

asymptotiques et expérimentaux 
i
IA∆  : Termes correctifs des coefficients i

IA  
i
IIA∆  : Termes correctifs des coefficients i

IIA   

1T∆  : Termes correctifs des coefficients 1T  

2T∆  : Termes correctifs des coefficients 2T   

R∆  : Termes correctifs des coefficients R  

1
ox∆  : Termes correctifs des coefficients 0

1x  

2
ox∆  : Termes correctifs des coefficients 0

2x  

oω∆  : Termes correctifs des coefficients 0ω   

κ∆  : Termes correctifs des coefficients κ  
n : Itération 

n∆∆∆∆  : Termes correctifs 

ξ  : Moyenne des écarts 

F
r

 : Vecteur force 
λL, λG : Rapport d’orthotropie 
'~' : Symbole de typographie pour le paramètre définis par les propriétés d’élasticité 

arbitraires 
df  : Force de cohésion 
aZI : Longueur de la fissure dans la zone d’intérêt 
VZI : Longueur verticale de la zone d’intérêt 
HZI : Longueur horizontale de la zone d’intérêt 
β  :  Taux de mixité 
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Introduction générale 
 
 
 
 La mécanique de la rupture est une science assez récente et qui a vu la plupart de ses 
développements théoriques au cours du 20ème siècle [GRIFFITH 1921, 1924 ; IRWIN 1957]. 
Les mécanismes de fissuration sont caractérisés par de fortes singularités des champs 
mécaniques compliquant ainsi leur étude en employant des outils classiques de la mécanique. 
La conception des structures dans le domaine de la mécanique et du Génie Civil demande 
d'intégrer les risques de rupture par fissuration sous l'effet de chargements mécaniques 
statiques ou de fatigue et de prévenir les désordres en limitant, d'une part, les points singuliers 
et, d'autre part, en proposant des formes stabilisant d'éventuelles propagations de fissures 
préexistantes dans les matériaux comme le bois et les matériaux composites fortement 
hétérogènes. 

La mécanique de la rupture a permis, jusqu'à aujourd'hui, de développer des outils analytiques 
comme, par exemple, les distributions asymptotiques des champs mécaniques au voisinage de 
la fissure, des caractérisations expérimentales à travers des paramètres intrinsèques comme la 
ténacité ou le taux de restitution d'énergie critique et des approches numériques basées sur des 
considérations locales et énergétiques. Dans le domaine de la mécanique, nous trouvons dans 
la littérature un grand nombre de travaux traitant de ce sujet avec des généralisations à des 
comportements élastiques anisotropes, élastoplastiques et viscoélastiques pour des 
sollicitations statiques, de fatigue ou en dynamique. 

Un des points importants que nous pouvons mettre en exergue aujourd'hui est la démarche 
généralement employée dans la littérature; à savoir, le développement de modèles numériques 
afin de reproduire par simulations l'observation expérimentale. Or, nous constatons que la 
mécanique de la rupture est une discipline suffisamment complexe pour éviter de confronter 
systématiquement les approches expérimentales et numériques dans un but de caractériser 
l'aptitude des matériaux à fissurer ou d'optimiser leur forme en étape de conception. A l'heure 
où les outils de caractérisations se sont complétés par l'apport de l'analyse d'images, nous 
pensons que l’étape de calcul numérique ne doit plus systématiquement être comparée ou 
confrontée aux approches expérimentales. Bien au contraire, la richesse de ces nouveaux 
outils de développement et les puissances de calcul actuelles doivent être regardées non plus 
comme des approches concurrentes mais complémentaires. Ce constat, nous ne sommes pas 
les premiers à le faire. Cependant, ce mémoire de thèse a pour objectifs de développer  notre 
approche présentant un couplage optimisé entre l'analyse d'images, étape expérimentale 
employant la corrélation d'images numériques et la modélisation par éléments finis. Ce 
premier travail thématique se limite à l'étude de fissures statiques sans propagation pour des 
matériaux isotropes et orthotropes. Nous avons limité notre étude à des éléments plans sous 
l'hypothèse des contraintes planes. Enfin, seule l'élasticité linéaire est abordée. Nous nous 
plaçons donc dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture fragile en négligeant ainsi 



                                                                                                                                                                      Introduction générale 

 

2 

tout phénomène de plasticité, d'endommagement localisé ou de comportement non linéaire 
pouvant caractériser, par exemple, une process zone. 

 L’approche expérimentale repose sur l’utilisation de la corrélation d’images numériques. 
Cette technique expérimentale, récemment mise en œuvre par Sutton et al. [SUTTON 1983, 
1986], a montré sa capacité à mesurer des champs cinématiques globaux (calculs des champs 
de déplacements et de déformations en tout point de la surface du corps d'épreuve), allant du 
nano aux observations macroscopiques. Ce nouveau moyen de mesure, de par sa grande 
richesse en informations qualitatives et quantitatives qu’il délivre, renouvelle de très 
nombreux aspects de la mécanique expérimentale et permet au chercheur de supplanter la 
limite des systèmes classiques de mesure locale standard que sont les extensomètres, les 
jauges de déformation et les capteurs de déplacement. Dans notre travail, la technique de 
corrélation d’images numériques va permettre la caractérisation des cinétiques d’ouverture et 
de cisaillement de fissure à travers la détermination des facteurs d’intensité d’ouverture de 
fissure. Les mesures de champs au voisinage des lèvres de fissure étant entachées de bruits, le 
champ des déplacements expérimentaux sera remplacé par un champ théorique asymptotique 
dont les propriétés seront optimisées via un algorithme de minimisation d'erreur basé sur la 
méthode de Newton-Raphson. La procédure d’optimisation est également développée afin de 
déterminer avec précision les coordonnées exactes du front de fissure; les champs singuliers 
étant définis dans un repère dont l'origine est située à la pointe de fissure. Une dernière 
correction permet de prendre en compte l'incertitude d'alignement de la fissure ainsi que les 
déplacements de corps rigide (translation et rotation) enregistrés durant les essais.   

 L'approche numérique repose sur la méthode des éléments finis. Elle a pour but de 
caractériser le champ de contraintes via les facteurs d'intensité de contrainte. Les approches 
classiques consistent à déterminer ces facteurs soit en estimant l'ouverture de fissure (méthode 
locale) soit en calculant le taux de restitution d'énergie (méthode globale ou énergétique) via 
les invariants intégraux. Ces deux approches permettent théoriquement d’estimer les facteurs 
d'intensité de contrainte. Cependant, l'approche par les déplacements ou par les énergies 
suppose la connaissance de la loi de comportement. Si pour des matériaux modèles, ces 
approches sont satisfaisantes et pertinentes, elles perdent de leur attrait et de leur efficacité 
dans la modélisation de matériaux hétérogènes dont les propriétés d'élasticité peuvent être très 
dispersées. Il est donc nécessaire de développer une stratégie faisant abstraction de la loi de 
comportement. Or, en modélisation des états fissurés sous chargement en force imposée, nous 
montrons que les facteurs d'intensité de contrainte peuvent être dissociés des propriétés du 
matériau. En ce sens, les calculs seront menés en considérant un matériau virtuel dont les 
propriétés d'élasticité seront choisies de façon arbitraire. 

 Le point d'orgue de ce travail de thèse réside dans le couplage entre l'approche 
expérimentale et numérique. Ce couplage résulte de la combinaison des informations 
cinématiques provenant de la corrélation d'images (facteurs d’intensité d’ouverture de fissure) 
et de l'état de contrainte fourni par la méthode des éléments finis (Facteurs d'intensité de 
contrainte). Le regroupement "cinématique" et "statique" permet de déterminer le taux de 
restitution d'énergie. Même si l'approche permet de contourner la loi de comportement, elle 
apporte cependant des informations complémentaires sur cette loi à travers la détermination 
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des complaisances élastiques réduites qui sont une représentation locale des propriétés 
d'élasticité du milieu. Les applications reposent sur des essais de mécanique de la rupture 
employant des éprouvettes pré-fissurées en polychlorure de vinyle (PVC) et douglas (bois 
résineux) de dimensions 200x150x10mm3 et sollicitées en mode d'ouverture ou en mode mixte 
avec, dans ce dernier cas, un découplage des différents modes, rendu nécessaire vis-à-vis des 
critères d'amorçage de propagation de fissure.  

- Le premier chapitre présente un état de l’art sur la mécanique linéaire de la rupture  
d’un point de vue théorique, numérique et expérimentale. Il y est rappelé les 
différentes propriétés caractérisant l'état mécanique au voisinage de la pointe de 
fissure en termes de facteurs d'intensité de contrainte, de taux de restitution d'énergie. 
Afin d'adapter les outils à l'analyse de champs, les facteurs d'intensité d'ouverture de 
fissure sont présentés. Enfin, l'ensemble des lois de comportement locales est rappelé 
afin de préciser les liens entre les différents paramètres de fissuration.   

- Le deuxième chapitre présente les moyens expérimentaux, analytiques et numériques 
mis en place pour analyser les paramètres de fissuration. Sont décrits les différents 
types de géométrie de fissuration employés en mécanique de la rupture, les techniques 
développées pour, à la fois, optimiser les champs expérimentaux et localiser 
exactement la pointe de fissure ainsi que les formulations développées pour le calcul 
des facteurs d’intensité d’ouverture et les facteurs d’intensité de la singularité durant 
un essai de fissuration. Le calcul du taux de restitution d’énergie peut s’effectuer à 
travers la complémentarité entre les approches expérimentale et numérique. Un 
algorithme de caractérisation des propriétés mécaniques est mis en œuvre moyennant 
cette complémentarité.  

- Le troisième chapitre présente plusieurs applications en vue d’une validation des 
différents algorithmes développés. Pour se faire, sont menés les essais de fissuration 
en modes d’ouverture (mode I) et mixte (modes I et II) sur des éprouvettes fissurées en 
PVC et en Douglas. Les résultats expérimentaux et numériques sont présentés et 
discutés. 
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Chapitre 1   

 

Etudes préliminaires  
 

___________________________________________________________________________ 

Ce premier chapitre présente un état de l’art sur l’étude des propriétés de 
fissuration en mécanique de la rupture d’un point de vue théorique, numérique 
et expérimentale. La caractérisation des propriétés de fissuration, primordiale à 
l’intégrité structurale, suscite beaucoup d’attention. Le besoin de développer 
des méthodes robustes et fiables permet de fixer le cadre d’étude de ce travail. 

___________________________________________________________________________ 
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Introduction 

     Ce premier chapitre présente les fondements de la théorie de la mécanique de la rupture 
appliqués au cas de la fissuration dans les structures sous sollicitations monotones. Nous 
présentons, dans un premier temps, les concepts de facteurs d’intensité des contraintes et 
d’ouverture des fissures, caractérisant respectivement l’état mécanique en contrainte et 
cinématique dans le voisinage de la pointe de fissure. Du fait de la singularité en pointe de 
fissure où les contraintes sont difficilement accessibles car singulières, une vision énergétique 
du problème permet de donner un sens à la variation du domaine formulé dans le problème de 
référence. Ainsi, on définit un paramètre énergétique qui pilote le processus de fissuration. Il 
s'agit du taux de restitution d’énergie. Cette approche permet aussi d'écrire ce taux de 
restitution d'énergie sous la forme d'une intégrale le long d'un contour entourant la pointe de 
fissure. En introduisant les développements asymptotiques, on peut alors relier le taux de 
restitution d'énergie aux facteurs d'intensité d'ouverture de fissure et de contrainte. L’analyse 
présente le cas de chargement en modes d’ouverture (mode I) et mixte (mode I+II), et ce, pour 
des problèmes plans. 

     Enfin, les méthodes numériques, généralement employées pour la simulation des 
phénomènes de fissuration, sont présentées suivies de l’étude expérimentale de la rupture à 
travers la méthode optique de corrélation d’images numériques.  

1.1 Mécanique de la rupture fragile en statique 

1.1.1 Généralités en élasticité linéaire 

     Localement, la rupture est caractérisée par la séparation irréversible d’un milieu continu 

( )Ω  en deux parties distinctes. On définit alors une fissure comme étant la surface 

géométrique (S) de séparation (Figure 1.1). Elle représente une surface de discontinuité du 

champ de déplacements� �i i iu u u+ −= − .   

front

Lèvre supérieure

Lèvre inférieure

( )Ω

( )s

 

Figure 1.1 : Fissure dans un milieu continu 
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     D’un point de vue purement cinématique, la forme de la discontinuité du champ de 
déplacement, à travers cette surface, définit alors le mode de rupture (Figure 1.2) :  

Mode I : ouverture : le déplacement est perpendiculaire au plan de la fissure. 

Mode II : glissement plan : le déplacement est parallèle au plan de la fissure et normal au 
front.  

Mode III : glissement anti-plan : le déplacement est parallèle au plan de la fissure et au front. 

� �

� �

� �

1

2

3

0

0

0

u

u

u

 =


≠
 =

� �

� �

� �

1

2

3

0

0

0

u

u

u

 ≠


=
 =

� �

� �

� �

1

2

3

0

0

0

u

u

u

 =


=
 ≠

Mode I Mode II Mode III

 
 

Figure 1.2 : Différents modes de rupture 
 
     Le cas réel est une superposition de ces modes. On parle alors de mode mixte. On 
supposera par ailleurs que le mode I d’ouverture est toujours présent. On considérera donc les 
lèvres de la fissure comme étant libres de pression.  

1.1.2 Analyse asymptotique isotrope 

     On considère un matériau homogène et isotrope dont le comportement est élastique 

linéaire. Conformément à la figure 1.3, on se place dans le plan( ), x1,x2O , plan de symétrie 

de la fissure. L’axe ( ), x1O  est tangent au plan de la fissure et normal au front. L’axe ( ), x2O  

est perpendiculaire au plan de la fissure. Les repères locaux cartésiens ( )x1, x2  et polaires 

( )r,θ ont leur origine en pointe de fissure, Figure 1.3. Si M  est un point de coordonnées 

( )x1, x2  dans le plan( ), x1,x2O , nous avons : ( )x1 cosr θ= ⋅  et ( )x2 sinr θ= ⋅ . 
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x1

x2

x3

x1

x2

o

r

θ

o

 

Figure 1.3 : Définition du repère local au voisinage du front de la fissure 

    Au voisinage immédiat du front de fissure, les contraintes présentent une singularité en 

1 r , singularité caractérisée par les facteurs d’intensité des contraintes ( ) ( )( ),I IIK Kσ σ  

introduits par Irwin [IRWIN 1957].  

     En élasticité plane, l’approche de Westergaard [WESTERGAARD 1939], Williams 
[WILLIAMS 1957], Irwin [IRWIN 1957] et Eshelby [ESHELBY 1968], reprise dans les 
ouvrages de Tada et al. [TADA 1973] et Bui [BUI 1978], permet d’obtenir, à l’aide des 
fonctions d’Airy, les déplacements et les contraintes au voisinage du front de fissure.  

1.1.2.1 Champs de contraintes  

     Le tenseur des contraintes, au voisinage de la pointe de fissure, est caractérisé par les 
facteurs d’intensité de contraintes d’Irwin [IRWIN 1957]. L’amplitude de cette singularité est 
décrite par les composantes du tenseur de contrainte [ANDERSON 1995] : 

( )

( )

I
11

II

K 3
1 sin sin cos

2 2 22 r

K 3
2 cos cos sin

2 2 22 r

σ

σ

θ θ θσ
π

θ θ θ
π

 ⋅      = ⋅ − ⋅ ⋅      ⋅ ⋅       

 ⋅      + ⋅ + ⋅ ⋅      ⋅ ⋅       

 

( )

( )

I
22

II

K 3
1 sin sin cos

2 2 22 r

K 3
cos cos sin

2 2 22 r

σ

σ

θ θ θσ
π

θ θ θ
π

 ⋅      = ⋅ + ⋅ ⋅      ⋅ ⋅       

⋅     − ⋅ ⋅ ⋅     ⋅ ⋅      

 

 

( )

( )

I
12

II

K 3
cos cos sin

2 2 22 r

K 3
1 sin sin cos

2 2 22 r

σ

σ

θ θ θσ
π

θ θ θ
π

⋅     = ⋅ ⋅ ⋅     ⋅ ⋅      

 ⋅      − ⋅ − ⋅ ⋅      ⋅ ⋅       

 (1.1) 
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( )
III

13
K

sin
22 r

σ θσ
π

 = −  ⋅ ⋅  
 

 
( )
III

23
K

cos
22 r

σ θσ
π

 =  ⋅ ⋅  
          

1.1.2.2 Champs de déplacements 

     Dans le voisinage immédiat de la pointe de fissure, le champ des déplacements est défini 
par :  

( )
( )

( )
( )

I
1

II

K r 3
u 2 1 cos cos

4 2 2 2

K r 3
2 3 sin sin

4 2 2 2

σ

σ

θ θκ
µ π

θ θκ
µ π

    
    

    

    
    

    

⋅= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ −
⋅ ⋅

⋅− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
⋅ ⋅

 

 

( )
( )

( )
( )

I
2

II

K r 3
u 2 1 sin sin

4 2 2 2

K r 3
2 3 cos cos

4 2 2 2

σ

σ

θ θκ
µ π

θ θκ
µ π

    
    

    

    
    

    

⋅= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ −
⋅ ⋅

⋅+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +
⋅ ⋅

 (1.2) 

( )
3 III

2 r
u K sin

2 2
σ θ

µ π
 
 
 

= ⋅ ⋅ ⋅
⋅

 

µ  représente le module de cisaillement défini par :  

 ( )2 1
Eµ

ν
=

⋅ +
                        (1.3) 

E  et ν  désignent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau 
élastique isotrope. Appropriée pour des problèmes plans, κ  est la constante de Kolossov 
définie par :  

 
3 4 en déformation plane

3
en contrainte plane

1

ν
κ ν

ν

− ⋅
= −
 +

              (1.4) 

     En effectuant une analyse locale des solutions en déplacement et en contrainte en pointe de 
fissure, une solution non triviale en élasticité linéaire montre que les contraintes sont infinies 
en pointe de fissure (1.1). Sous une sollicitation statique ou quasi-statique, une mesure de 
l’intensité de la singularité de ces contraintes est quantifiée par les facteurs d'intensité de 
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contrainte ( )K σ
α  avec { }; ;I II IIIα ∈  caractérisant l’état mécanique au voisinage du front de 

fissure pour les modes d’ouverture, de cisaillement plan et anti-plan respectifs : 

( ) ( ) ( )22 20 0

2
lim 2 0 lim

1I
r r

K r u
r

σ µ ππ σ θ θ π
κ→ →

⋅= ⋅ ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ =
+

� �
� �  

 ( ) ( ) ( )12 10 0

2
lim 2 0 lim

1II
r r

K r u
r

σ µ ππ σ θ θ π
κ→ →

⋅= ⋅ ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ =
+

� �
� �  (1.5) 

( ) ( ) ( )23 30 0

2
lim 2 0 lim

4III
r r

K r u
r

σ µ ππ σ θ θ π
→ →

⋅= ⋅ ⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ =� �
� � 

( ) ( ) ( )i i iu u uθ π θ π θ π= = = + − = −� �
� �  est le saut de déplacement au passage de la 

discontinuité. Ce passage à la limite est aujourd'hui employé pour déterminer, par la méthode 
des éléments finis, les facteurs d'intensité de contrainte. Cette méthode, appelée méthode 
statique, est principalement justifiée dans des formulations en contrainte ne nécessitant pas 
d’interpolations aux nœuds du maillage. 

     Le saut de déplacement au passage de la discontinuité, symbolisé par les lèvres de la 
fissure, représente une image de l’état cinématique de l’ouverture des lèvres de la fissure. Il se 
définit par le déplacement relatif de deux points situés en opposition sur les lèvres supérieure 
et inférieure de la fissure. D’après la figure 1.4, l’ouverture de fissure est définie par : 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( )infsupu M u r u M u M= = −r r r r
               (1.6) 

Dans le repère polaire associé à la figure 1.4, l’équation (1.6) s’exprime par : 

 [ ]( ) ( ) ( ), ,u r u r u rθ π θ π= = + − = −r r r
                   (1.7) 

     A partir de la définition de l’ouverture de la fissure introduite dans l’équation (1.7), la 

notion de facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure ( )K ε
α  a été introduite pour les modes 

d’ouverture et de cisaillement plan par Dubois et al. [DUBOIS 1996] : 

 [ ] ( )
II1

r
u K

2
ε

π
 = ⋅ ⋅ 

, [ ] ( )
I2

r
u K

2
ε

π
 = ⋅ ⋅ 

 et [ ] ( )
III3

r
u K

2
ε

π
 = ⋅ ⋅ 

 (1.8) 

     Cette formulation est indirectement employée dans les approches par éléments finis pour 
calculer les facteurs d'intensité de contrainte via les relations (1.2) dans des formulations en 
déplacement. La méthode est justement appelée méthode cinématique ou méthode d'ouverture 
de fissure (méthode COD). 
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Lèvre supérieure

Lèvre inférieure

M
r

θ
( )u Msup

r

( )u Minf
r

 

Figure 1.4 : Ouverture des lèvres de la fissure 

1.1.2.3 Loi de comportement élastique locale 

     Le facteur d’intensité de contraintes ( )K σ
α  définit l’état de contrainte dans le voisinage de la 

pointe de fissure, tandis que le facteur d’intensité d’ouverture de la fissure ( )K ε
α  représente 

l’état cinématique de l’ouverture de la fissure. Ces deux paramètres de fissuration 
caractérisent l’état mécanique en termes de contraintes et de déplacements dans la zone 
englobant le front de la fissure. Puisque les contraintes et déformations sont liées par une loi 
de comportement matérielle [HOOKE 1663], par analogie, les facteurs d’intensité de 
contraintes et d’ouverture de la fissure sont également liés par une loi de comportement locale 

moyennant les complaisances élastiques réduites Cα  du matériau [DUBOIS 1997] :   

 ( ) ( )K C Kε σ
α α α= ⋅            (1.9) 

     En considérant le champ des déplacements (1.2) et la définition des facteurs d'intensité 
d'ouverture de fissure (1.8), il est alors possible d'écrire les liens entre complaisances 
élastiques réduites et propriétés d'élasticité du matériau :  

 
1

Cα
κ

µ
+=      { };I IIα ∈  et  

4
IIIC

µ
=  (1.10) 

     Une généralisation des notions de facteurs d’intensité de contraintes et d’ouverture de la 
fissure à une symétrie orthotrope est effectuée dans la section suivante. 

 1.1.3 Analyse asymptotique orthotrope 

     Considérons un repère en pointe de fissure orienté suivant les directions principales 
d’orthotropie. Du fait du fort rapport d’orthotropie entre la direction longitudinale et les deux 
autres directions, la fissure se développe, généralement, parallèlement aux fibres. Pour 
simplifier les développements, nous nous restreindrons, dans la suite de notre étude, à une 
fissuration en mode I et II en laissant de côté le mode III. 
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1.1.3.1 Champs de contraintes 

     Dans une plaque anisotrope infinie contenant une fissure, la dérivation des fonctions d'Airy 
a été entreprise par Sih, Paris et Irwin [SIH 1965]. La solution proposée par ces auteurs est 
une généralisation des solutions de Westergaard [WESTERGAAD 1939]. Ainsi, l’expression 
des champs de contraintes en pointe de fissure est donnée ci-dessous : 

 

( )

( )

I 1 2 2 1
11 0,5 0,5

1 2 2 1

2 2
II 2 1

0,5 0,5
1 2 2 1

s s s sK
e

s s2 r

s sK 1e
s s2 r

σ

σ

σ
π ρ ρ

π ρ ρ

  
  

    

  
  

    

⋅= ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

+ ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

 

 

( )

( )

I 1 2
22 0,5 0,5

1 2 2 1

II
0,5 0,5

1 2 2 1

s sK 1e
s s2 r

K 1 1 1e
s s2 r

σ

σ

σ
π ρ ρ

π ρ ρ

  
  

    

  
  

    

= ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

+ ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

 (1.11) 

( )

( )

II 1 2
12 0,5 0,5

1 2 1 2

II 1 2
0,5 0,5

1 2 1 2

s sK 1 1e
s s2 r

s sK 1e
s s2 r

σ

σ

σ
π ρ ρ

π ρ ρ

  
  

    

  
  

    

⋅= ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

+ ⋅ℜ ⋅ −
−⋅ ⋅

 

    jρ  ( { }1;2j ∈ ) sont des fonctions complexes définies par : 

 j jcos( ) i s sin( )ρ θ θ= + ⋅ ⋅              (1.12) 

js  sont les racines de l’équation caractéristique polynômiale suivante : 

 ( )4 2
j j11 12 33 22a s 2 a a s a 0⋅ + ⋅ + ⋅ + =            (1.13) 

jp  et  jq  sont donnés par : 

 
( )2

11 12

22
12

j j

j j
j

p a s a

a
q a s

s







= ⋅ +

= + ⋅
                  (1.14) 
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11a , 12a , 22a , et 33a  sont les composantes du tenseur de complaisance élastique pour une 

symétrie orthotrope. En considérant les directions principales d’orthotropie ( ), ,L R T , les 

composantes du tenseur de complaisance élastique sont directement liées aux caractéristiques 

élastiques orthotropes pour une sollicitation en mode d’ouverture dans le plan ( ),R L  avec 

une fissure orientée dans la direction L  des fibres : 

11 22 33 12

contrainte plane :
1 1 1

; ; ; RL LR

L R LR R L

a a a a
E E G E E

ν ν
→

− −= = = = =  

  (1.15) 

( )
11 22 33 12

déformation plane :

1 1 1
; ; ; RL TL RTLT TL RT TR

L R LR R

a a a a
E R G E

ν ν νν ν ν ν
→

− + ⋅− ⋅ − ⋅= = = =
 

     L’équation (1.11) montre que le champ de contraintes singulier est dépendant des 
caractéristiques matérielles contrairement au cas d’un matériau isotrope. 

1.1.3.2 Champs de déplacements 

     Le champ de déplacement singulier, défini au voisinage du front de fissure dans un milieu 
élastique orthotrope fissuré, s’exprime par : 

( ) ( )
( ) ( )

0,5 0,5
1 2 1 2 1 2 1I

1 2

0,5 0,5
2 2 1 1II

1 2

r 1u 2 K p s p s      
2 s s

r 12 K p p
2 s s

σ

σ

ρ ρπ

ρ ρπ

 
 
  

 
 
  

= ⋅ ⋅ ⋅ℜ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ −

+ ⋅ ⋅ ⋅ℜ ⋅ ⋅ − ⋅
⋅ −

 

  (1.16) 

( ) ( )
( ) ( )

0,5 0,5
2 2 1 2 1 2 1I

1 2

0,5 0,5
2 2 1 1II

1 2

r 1u 2 K q s q s
2 s s

r 1     2 K q q
2 s s

σ

σ

ρ ρπ

ρ ρπ

 
 
  

 
 
  

= ⋅ ⋅ ⋅ℜ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ −

+ ⋅ ⋅ ⋅ℜ ⋅ ⋅ − ⋅
⋅ −

 

 

     Dans le cas d’un comportement élastique orthotrope, l’ouverture de la fissure peut 
s’exprimer en intégrant le champ de déplacement singulier orthotrope (1.16), dans l’équation 
(1.7), de la façon suivante : 
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 ( ) ( )
II I1 2II I

r r
u K C x K C x

2 2
σ σ

π π
   = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ⋅
r r r

             (1.17) 

Les composantes du vecteur déplacement de l’ouverture de la fissure (1.17) sont définies par : 

( )2 1
1

1 2
4

2II
p p r

u e i K
s s

σ

π
 

    
 

−= ⋅ℜ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅

 

  (1.18) 

( )2 1 1 2
2

1 2
4

2I
q s q s r

u e i K
s s

σ

π
 

    
 

⋅ − ⋅= ⋅ℜ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅

 

     La définition des facteurs d'intensité d’ouverture de fissure, équation (1.8), permet d'écrire 
la loi de comportement locale. Par conséquent, les équations (1.18) conduisent à établir les 
expressions des facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure comme suit : 

( ) ( )2 1 1 2

1 2
4I I

q s q s
K e i K

s s
ε σ 

 
 

⋅ − ⋅= ⋅ℜ ⋅ ⋅
−

 

  (1.19) 

( ) ( )2 1

1 2
4II II

p p
K e i K

s s
ε σ 

 
 

−= ⋅ℜ ⋅ ⋅
−

 

     Comparativement à l’équation (1.9), on démontre que les facteurs d’intensité de 

contraintes ( )K σ
α  et les facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure ( )K ε

α  sont liés via les 

complaisances élastiques réduites IC  et IIC  [DUBOIS 1996] :  

 ( ) ( )
II IK C Kε σ= ⋅  et ( ) ( )

IIII IIK C Kε σ= ⋅  (1.20) 

avec : 

 2 1 1 2

1 2
4I

q s q s
C e i

s s

 
 
 

⋅ − ⋅= ⋅ℜ ⋅
−

 et 2 1

1 2
4II

p p
C e i

s s

 
 
 

−= ⋅ℜ ⋅
−

  (1.21) 

IC  et IIC  représentent les complaisances élastiques réduites généralisées à un comportement 

orthotrope [ALMEIDA 1984 ; VALENTIN 1984 ; GUYON 1987 ; LARRICQ 1992]. 

 

1.1.4 Critère de rupture  

     Le facteur d’intensité de contraintes ( )K σ
α  caractérise la singularité de contrainte qui 

apparait en pointe de fissure pour chaque mode de chargement α  (modes I, II et III). Le mode 
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I étant souvent présent dans la plupart des structures [BOYANCE, 1999], il suscite beaucoup 
d’attention dans la littérature car étant considéré comme le plus critique pour la stabilité de la 
fissure. Ainsi, parce qu’il définit l’intensité de contrainte en pointe de fissure, le facteur 

d’intensité de contrainte ( )
IK σ  peut être considéré comme un paramètre de rupture dont la 

valeur critique ( )
ICK σ  est appelée ténacité. Autrement dit, une fissure se propage dans le 

matériau lorsque ( )
IK σ  atteint une valeur critique ( )

ICK σ  : 

 ( ) ( )
I ICK Kσ σ=     (1.22) 

( )
ICK σ  est considéré comme intrinsèque au matériau et définit la résistance de celui-ci à la 

progression de la fissure. En d’autres termes, la ténacité est interprétée comme étant le seuil 
en dessous duquel l’énergie élastique n’est pas suffisante pour propager la fissure car 
inférieure à celle nécessaire à la création de deux nouvelles surfaces libres dans le matériau. 
Dans des cas plus complexes de fissuration en mode mixte, le critère de fissuration (1.22) peut 
s'écrire sous la forme d'une fonction de charge telle que : 

 
( )

( )

( )

( ) 1I II

IC IIC

K K
f

K K

σ σ

σ σλ+ ⋅ ≤=   (1.23) 

( )
ICK σ  et ( )

IICK σ  représentent les ténacités respectives en ouverture et cisaillement. Le coefficient 

λ  représente dans ce cas un couplage entre les modes de fissuration. 

     Par ailleurs, puisque la notion de facteur d’intensité de contrainte est définie au voisinage 
immédiat de la pointe de fissure, une estimation de ce paramètre à caractère local est 
difficilement accessible. Cet inconvénient réside dans le calcul des champs mécaniques en 

termes de contraintes infinies en pointe de fissure. Cette difficulté entraine le facteur ( )K σ
α  à 

ne pas être la solution complète du champ mécanique dans une structure fissurée, mais une 
solution approximative du champ de contraintes lorsque l’on s’approche de la pointe de la 

fissure. Cela signifie que ( )K σ
α  dépend de la position exacte de la pointe de fissure 

difficilement observable expérimentalement. Une alternative à cette méthode locale est la 
méthode globale qui utilise les formulations énergétiques ayant pour avantage d’effectuer un 
calcul en intégrant des champs mécaniques éloignés de la pointe de fissure.  

 

1.1.5 Approche énergétique 

1.1.5.1 Concept de l’équilibre énergétique de GRIFFITH 

     Les premiers travaux en mécanique de la rupture sont généralement attribués à Griffith 
[GRIFFITH 1921, 1924]. Son analyse fondamentale est la possibilité de formuler un critère de 
rupture dérivant du principe de la thermodynamique reliant la variation d’énergie nécessaire à 
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l’accroissement d’une fissure à la variation d’aire dA ainsi créée et à une énergie surfacique 
de rupture γ , propriété supposée intrinsèque au matériau : 

 2 γfisdW dA= ⋅ ⋅                   (1.24) 

     En introduisant cette hypothèse dans le premier principe de la thermodynamique écrit sur 
le domaine défini par la figure 1.5, il advient [LEMAITRE 1996]: 

 2 γi c
ext

E E A
P Q

t t t
∂ ∂ ∂+ = + − ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂

          (1.25) 

iE  est l’énergie interne, cE  l’énergie cinétique, extP  le travail des efforts extérieurs et Q  le 

taux de chaleur reçu. t désigne le temps. 
t

∂
∂

 représente ici la dérivée partielle par rapport au 

temps.  

du u=
1∂ Ω

Ω
Γ

+Γ

−Γ

2∂ Ω

dF

 

Figure 1.5 : Milieu élastique fissuré sous chargement statique 

 

     La variation d’énergie interne peut s’exprimer de la façon suivante : 

 avec :iE W W
Q d

t t t
σ

Ω

∂ ∂ ∂= + = ⋅ Ω
∂ ∂ ∂ ∫ D            (1.26) 

où W  représente l’énergie élastique, σ  le tenseur des contraintes de Cauchy et D le tenseur 
taux de déformation. En absence des forces volumiques, le travail des efforts extérieurs peut 
s’écrire : 

 
2

ext ext
u

P F dS
t∂Ω

∂= ⋅ ⋅
∂∫            (1.26) 
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extF  représente les efforts extérieurs surfaciques et u  le champ de déplacement correspondant. 

Le premier principe thermodynamique de Griffith [GRIFFITH 1924] s’écrit alors : 

 
2

2 γc
ext

EW u A
F dS

t t t t∂Ω

∂∂ ∂ ∂+ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂∫                          (1.27) 

     La condition de stationnarité du processus de fissuration impose le non accroissement de 

l’énergie cinétique 0cE

t

∂ ≈ ∂ 
. On obtient donc : 

 
2

2 γ 0ext
u W A

F dS
t t t∂Ω

∂ ∂ ∂⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ≤
∂ ∂ ∂∫           (1.28) 

     Si on considère A  comme étant la seule variable du bilan (1.28), il se réécrit sous la forme 
suivante : 

 
2

2 γ 0ext
u W A

F dS
A A t∂Ω

 
 
 
 

∂ ∂ ∂⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ≤
∂ ∂ ∂∫        (1.29) 

     Le phénomène de propagation étant irréversible, l’énergie mécanique contribue à 
l’extension de la fissure tandis que l’énergie surfacique s’y oppose. Il advient : 

 0
A

t

∂ ≥
∂

           (1.30) 

On en déduit finalement l’inégalité suivante : 

 
2

2 γext
u W

F dS
A A∂Ω

∂ ∂⋅ ⋅ − ≤ ⋅
∂ ∂∫          (1.31) 

Le taux de restitution d’énergie G  est alors défini par l’expression suivante : 

 ext
u W

G F dS
A A∂Ω

∂ ∂= ⋅ ⋅ −
∂ ∂∫            (1.32) 

L’équation (1.31) est à l’origine du critère de propagation de fissure énoncé par Griffith : 

 

2 γ absence de propagation
2 γ initiation ou propagation .
2 γ propagation .

G

G stable

G instable







< ⋅ →
= ⋅ →
> ⋅ →

             (1.33) 

     Par ailleurs, dans le but de relier taux de restitution d’énergie et facteurs d’intensité des 
contraintes [IRWIN 1957], nous allons réécrire G  sous la forme d’une intégrale de contour 
indépendante du domaine d’intégration, appelée intégrale invariante J  de Rice [RICE 1968].     
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1.1.5.2 Intégrale indépendante J  de Rice 

- Les lois de conservations en fissuration stationnaire 

     Considérons un corps solide élastique, homogène, dans un état d'équilibre statique sous 

l'action d'un système de force de traction surfacique iT  appliquée sur la partie TS  du solide, et 

des déplacements iu  imposés sur la partie uS  (figure 1.6). Sur le domaine Ω  délimitant la 

surface de la région R  occupée par le solide, on considère le système d’axe de coordonnées 

cartésiennes fixe ( )1 2 3, , ,O x x x . Le corps solide est pré-fissuré avec une longueur de fissure 

initiale a . Cette fissure subit une croissance infinitésimale aδ . Pour simplifier l’analyse, 

nous supposons l'hypothèse des petites déformations. Ainsi, le tenseur de contrainte est 
obtenu à partir de l’énergie de déformation élastique W  tel que : 

 ,ij ji
ij

Wσ σ
ε

∂= =
∂

   ( )0 0W = ⋅     (1.34) 

ijε  est le tenseur de déformation. La densité d’énergie de déformation est considérée 

continuellement différentiable en fonction de la déformation. Pour un comportement 
élastique, l’équation (1.34) devient : 

 
0

ij

ij ijW d
ε

σ ε= ⋅∫     (1.35) 

En absence des forces de volume, les équations d’équilibre s’expriment par : 

 , 0ij
ij j

jx

σ
σ

∂
= =

∂
    (1.36) 

Le vecteur traction jT , appliqué sur la surface TS , est donné par : 

 j ij jT nσ= ⋅     (1.37) 

avec jn  le vecteur normal unitaire sortant de la surface TS .  

Le tenseur de déformation est dérivé du champ de déplacement par : 

 ( ), ,
1
2ij ji i j j iu uε ε= = + ⋅     (1.38) 

     Nous rappelons que pour alléger les différentes expressions employées dans la suite de ce 
chapitre, nous allons parfois avoir recours à des notations de dérivation sous la forme 
suivante :   

 ,1
1x

ϕϕ ∂=
∂

                                (1.39) 
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     Le problème ainsi posé, nous nous intéressons à l’identification des paramètres de 
fissuration en utilisant les invariants intégraux. 

a

x2

x1

uS

TS

iT

iu

 

Figure 1.6 : Milieu élastique fissuré soumis aux chargements appliqués et aux déplacements 
                     imposés. 

- Les référentiels 

     Considérons une transformation continue infinitésimale des coordonnées ix  vers ix~  

( ii xx ~→ ) et des déplacements iu  vers iu~  ( ii uu ~→ ). On définit une variation des 

déplacements u~δ  selon une configuration arbitraire telle que : 

 iii xxx δ+=~            (1.40) 

 ( ) ( ) ( )jijiji xuxuxu δ+=~~             (1.41) 

Dans le cas général, nous pouvons définir trois représentations, figure 1.7 : 

- Description Lagrangienne 

     Les variables de Lagrange sont la position initiale ‘ 0
ix ’ de la particule et la date ‘t ’. Le 

point de vue de Lagrange est d’identifier une particule et d’en suivre le mouvement. C’est le 
point de vue essentiel en mécanique des solides. Un système de référence de Lagrange est lié 
au milieu continu, il se déforme donc avec lui. Le repère est construit sur la position initiale à 

la date 0tt = . La description Lagrangienne est schématisée par un domaine ( )0Ω  qui suit le 

mouvement ( ii uu δδ =~ ).  

Cette description est adoptée à l'étude du processus d'amorçage de fissure mais dans le cadre 
d'une fissure stationnaire non propageante. 
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- Description Eulérienne 

     Les variables d’Euler sont la position actuelle ‘ t
ix ’ et le temps ‘t ’. Le point de vue d’Euler 

est de se placer en un point et d’observer quelles sont les particules qui passent en ce point. 
C’est le point de vue essentiel en mécanique des fluides. Un système de référence d’Euler est 
fixé en un point et ne se déforme pas. Dans une description Eulérienne, un repère est construit 
à une date quelconque. On note alors, en un point de l’espace, les vitesses, et éventuellement 
les accélérations, des particules qui passent en ce point de l’espace à une date donnée. Quel 
que soit la date, le point d’observation est le même. Nous schématisons la description 

Eulérienne par un repère et un domaine ( )Ω  qui restent fixe ( 0~ =iuδ ).  

Cette description peut être retenue pour identifier la vitesse de propagation de la pointe de 
fissure par rapport à un repère fixe. 

- Description Lagrangienne – Eulérienne – Arbitraire 

     En description Lagrangienne – Eulérienne – Arbitraire (LEA), le repère et le domaine ( )Ω~  

subissent une variation virtuelle arbitraire iu~δ . La description LEA a été développée à 

l’origine pour des problèmes d’interaction fluides – structures. Cette formulation a été 
introduite pour pallier les inconvénients des deux descriptions classiques à savoir la 
description Lagrangienne et la description Eulérienne. Ces deux descriptions ne permettent 
pas de décrire convenablement les problèmes qui font intervenir des localisations de 
déformations ou de contraintes. La description LEA est présentée ici pour montrer la 
possibilité d’étendre (en perspective) les formulations développées dans ce travail à des 
problèmes plus généraux qui nécessitent une description Lagrangienne – Eulérienne – 
Arbitraire.  

 

Figure 1.7 : Différentes descriptions spatiales. 

 

Cette description peut être employée lorsque nous souhaitons imposer une propagation de 
fissure virtuelle de fissure afin d'appliquer le principe des travaux virtuels. 
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A partir de la figure 1.7, nous pouvons écrire que : 

 ∗+= iii uuu δδδ ~               (1.42) 

où iuδ  désigne le déplacement virtuel des points matériels alors que iu~δ  représente le 

déplacement arbitraire du référentiel. 

- Principe variationnel de Noether 

     Pour un volume homogène isotrope V , on définit le Lagrangien L  donné par l’énergie 
totale W  disponible dans le système par l’expression suivante :  

 
t V

L W dV dt= ⋅ ⋅∫ ∫       (1.43) 

     Le théorème de Noether [NOETHER 1918] stipule que la variation de ce Lagrangien doit 
être nulle dans une simple translation des coordonnées et des déplacements liés aux variations 
des mêmes paramètres de base. La seule condition est de maintenir la quantité ‘W dV⋅ ’ 
constante durant la translation. La variation de ce Lagrangien est donc nulle. 

     Ainsi, pour une variation cinématiquement admissible uδ , nulle aux extrémités de 

l’intervalle de temps [ 21,tt ] choisi arbitrairement, la variation du Lagrangien est nulle : 

 0
t V

L W dV dtδ δ= ⋅ ⋅ =∫ ∫           (1.44) 

     Le Lagrangien de l’équation (1.43) devient, avec les notations précédentes et dans le cas 
général d’une configuration quelconque Lagrangienne – Eulérienne – Arbitraire : 

 , ,
, ,

i j i t
i j i tt V

W W
L u u dV dt

u u
δ δ δ

 ∂ ∂= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ 
∫ ∫ % %                  (1.45) 

Substituons l’équation (1.42) dans l’équation (1.45) : 

 , , , ,
, , , ,

i j i t i j i t
i j i t i j i tt V

W W W W
L u u u u dV dt

u u u u
δ δ δ δ δ∗ ∗

 ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫     (1.46) 

     Rappelons l’hypothèse fixée dans le présent travail : on considère une fissure plane ayant 
un front rectiligne ; le problème étant bidimensionnel (2D). Le passage d’une formulation 3D 
à une formulation 2D est obtenu en considérant un problème de largeur b  tel que dSbdV ⋅= . 

L’équation (1.46) s’écrit alors : 

 , , , ,
, , , ,

i j i t i j i t
i j i t i j i tt S

W W W W
L u u u u b dS dt

u u u u
δ δ δ δ δ∗ ∗

 ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫    (1.47) 



                                                                                                                                                    Chapitre 1. Etudes préliminaires 

 

23 

Avec : 

ds : infinitésimal curviligne (1D), 

dS : infinitésimal surfacique (2D), 

dV  : infinitésimal volumique (3D). 

    Pour une extension de la fissure de aδ  selon l’axe 1x , le gradient de déplacement virtuel 

peut s’écrire : 

 a
x

u
u ji

ji δδ ⋅
∂

∂
=

1

,
,              (1.48) 

 a
x

u
u ti

ti δδ ⋅
∂

∂
=

1

,
,               (1.49) 

Les équations (1.48) et (1.49), insérées dans l’équation (1.47), nous donnent : 

 , ,
, ,

, 1 , 1 , ,

i j i t
i j i t

i j i t i j i tt S

u uW W W W
L a a u u b dS dt

u x u x u u
δ δ δ δ δ∗ ∗ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫    (1.50) 

Après simplification de l’équation (1.50), nous obtenons : 

 , ,
1 , ,

i j i t
i j i tt S t S

W W W
L a b dS dt u u b dS dt

x u u
δ δ δ δ∗ ∗ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫             (1.51) 

Puisque : 

 

( )

( )

,
, , ,, ,

,
, , ,, ,

i i i j
i j i j i jj j

i i i t
i t i t i tt t

W W W
u u u

u u u

W W W
u u u

u u u

δ δ δ

δ δ δ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

   ∂ ∂ ∂⋅ = + ⋅      ∂ ∂ ∂   



   ∂ ∂ ∂ ⋅ = + ⋅       ∂ ∂ ∂   

                   (1.52)   

 ⇒

( )

( )

,
, , ,, ,

,
, , ,, ,

i i ij
i j i j i jj j

i i it
i t i t i tt t

W W W
u u u

u u u

W W W
u u u

u u u

δ δ δ

δ δ δ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

    ∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ −       ∂ ∂ ∂    




   ∂ ∂ ∂ ⋅ = ⋅ −      ∂ ∂ ∂   

             (1.53) 
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     Par substitution de l’équation (1.53) dans l’équation (1.51) et en utilisant le théorème de 
Gauss – Ostrogradsky, pour passer d’une intégrale de surface S  à une intégrale sur le contour 

S∂  entourant la surface S  (figure 1.8), nous avons : 

 

1
, , ,,

, , ,,

i i
i j i tt S t S tj

i i
i j i tt S tj

W W
L W n a b ds dt u u b dS dt

u u

W W
u u b dS dt

u u

δ δ δ δ

δ δ

∗ ∗

∂

∗ ∗

    ∂ ∂
 = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     ∂ ∂    

    ∂ ∂
 − + ⋅ ⋅ ⋅     ∂ ∂    

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

       (1.54) 

'A

A

'B

B

x2

x1

( )s

1 0θ =

1 1θ =

Ω

Γ

'Γ

 

Figure 1.8 : Domaine et contour d’intégration. 

     Dans cette approche, nous considérons une vision Eulérienne ( 0~ =iuδ ). Ainsi, la variation 

du champ de déplacement est donnée par : 

 a
x

u
u i

i δδ ⋅
∂
∂

−=∗

1

                        (1.55)      

     Reportons l’équation (1.55) dans l’équation (1.54) et utilisons à nouveau le théorème de 
Gauss – Ostrogradsky : 

 

1 ,1 ,1
, ,

,1
, , ,,

i j i
i j i tt S S

i
i j i tt S tj

W W
L W n u n a b ds dt u a b dS

u u

W W
u a b dS dt

u u

δ δ δ

δ

∂

 ∂ ∂= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ 

    ∂ ∂
 + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     ∂ ∂    

∫ ∫ ∫

∫ ∫

   (1.56) 
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L’énergie totale disponible dans le système est donnée par l’énergie de déformation élastique : 

 ,

1

2ij ij ij i jW uσ ε σ= ⋅ = ⋅ ⋅                                   (1.57) 

En remplaçant l’équation (1.57) dans l’équation (1.56), nous obtenons : 

( ) ∫ ∫∫ ∫ ⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅=
∂ t S

ijij

t S

jiij dtdSbaudtdsbanunWL δσδσδ 1,,1,1                 (1.58) 

     Les équations d’équilibre permettent d’éliminer la dernière intégrale de l’équation (1.58), 
avec l’hypothèse d’absence de forces volumiques (1.36). Le théorème de Gauss – 
Ostrogradsky, appliqué à l’équation (1.58), permet d’écrire : 

 [ ]∫ ∫ ⋅⋅⋅⋅⋅−⋅
∂
∂=

t S

iijj
j

dtdSbauW
x

L δσδδ 1,1                 (1.59) 

Appliquons à nouveau le théorème de Gauss – Ostrogradsky en intégrant le fait que le 
Lagrangien est stationnaire quelle que soit la variation infinitésimale aδ . On obtient : 

 [ ]∫ ∫
∂

=⋅⋅⋅⋅−⋅
t S

jiij dtdsnunW 01,1 σ                (1.60) 

 ⇒  ( ) 01,1 =⋅⋅⋅−⋅∫
∂

dsnunW
S

jiijσ                    (1.61) 

où S∂  est un contour fermé constitué par deux contours ouverts Γ , 'Γ  et deux segments 

AB ''BA  appartenant aux lèvres de la fissure (figure 1.8) : 

 BABAS +Γ−+Γ=∂ '''                        (1.62) 

- Indépendance du chemin d’intégration 

    Considérons les intégrales : 

 ( )∫
∂

⋅=⋅⋅−⋅=
S

jkkjj kjdsuTnWQ 3,2,1,,,      (1.64) 

La région S  est supposée être libre de singularités. L’équation (1.64) peut se mettre sous la 
forme : 

 ( ),δ σ
∂

= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅∫j jl lk k j l
S

Q W u n ds     (1.65) 

Le théorème de divergence de Gauss – Ostrogradsky appliqué à l’équation (1.65) donne : 

 ( )∫ ⋅⋅⋅−⋅=
S

ljklkjlj dSuWQ
,,σδ      (1.66) 
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En introduisant les équations (1.34), (1.36) et (1.38), l’expression, dans l’intégrale (1.66), 
prend alors la forme suivante : 

 

( )
( )

( ) ( )
0,

,,,,

,,,,

,,,,,,

=⋅−=

−⋅=−⋅=

−⋅=⋅−⋅
∂
∂=

−⋅−=⋅−⋅

jlklk

jlkkllkjlkklkl

jlkjkllkjlklkjkl
kl

jlkkljklkljljkkljl

uu

uu
W

uuWuW

τσ

εσεσ

εσσε
ε

σσσδ

      (1.67) 

ijτ  représente les composantes du tenseur de rotation non symétrique et non nul pour de petite 

déformation donnée par : 

 ( ).
2

1
,, ijjijiij uu −⋅=−= ττ      (1.68) 

Pour tout contour fermé, nous avons donc : 

 ⋅= 0jQ      (1.69) 

     D’une manière similaire, nous pouvons montrer que l’équation (1.69) s’obtient lorsque la 
densité d’énergie de déformation élastique dans l’équation (1.64) est remplacée par la densité 

d’énergie de déformation élastique complémentaire ∗W  donnée par : 

 ∫ ⋅=∗
kl

ijij dW
σ

σε
0

      (1.70) 

Or, nous avons : 

 ( ) ( ),ijijijij WW εεσσ −⋅=∗   ( ) ⋅=∗ 00W      (1.71) 

L’intégrale (1.70) est indépendante du chemin d’intégration dans l’espace des contraintes. La 

déformation est obtenue, à partir de ∗W , par : 

 
ij

ij

W

σ
ε

∂
∂=

∗

        (1.72) 

     Ayant mis en évidence l’indépendance du chemin de contour d’intégration ( 0=jQ ) pour 

tout contour fermé, nous allons exploiter ce résultat pour montrer qu’autour d’une fissure, jQ  

est non nulle, indépendamment du chemin d’intégration. 
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- Intégrale J 

     Pour le cas particulier d’un problème élastique plan bidimensionnel, considérons 
l’intégrale : 

 ( )∫
Γ

⋅⋅−⋅== ,1,11 dsuTnWQJ kk       (1.73) 

où Γ est le contour fermé limitant une région donnée du corps solide (figure 1.9).     
L’équation (1.73) définit l’intégrale J  le long d’un contour fermé dans l’espace 
bidimensionnel. A partir de l’équation (1.69), il s’ensuit que 0=J . Puisque J est nulle pour 

tous les chemins de contours fermés, les intégrales J  le long des chemins 1Γ , 2Γ  reliant les 

points 1O  et 2O  sont égales (figure 1.9), c'est-à-dire : 

 ( ) ( )∫∫
ΓΓ

⋅⋅⋅−⋅==⋅⋅−⋅=
21

1,121,11 dsuTnWJdsuTnWJ kkkk       (1.74) 

o
x1

x2

2o

1o

1Γ

2Γ

kn

kT

Γ

 

Figure 1.9 : Contour fermé Γ  et chemins 1Γ  et 2Γ  entre deux points 1O  et 2O   
 

- Application aux défauts de type fissures 

     Considérons une discontinuité géométrique de types fissures, dont les surfaces sont 

rectilignes, orientées parallèlement à l’axe 1x  (figure 1.10). L’intégrale J , définie via 

l’équation (1.73), est calculée le long d’un chemin dans le sens trigonométrique autour de la 

pointe de fissure. La région S , limitée par le contour fermé AABAB ''' ΓΓ , est libre de toute 

singularité. L’intégrale J , calculée le long de AABAB ''' ΓΓ , est nulle. Nous avons : 

 ' ' ' ' ' '' '
0ABAB B A A B B B A A A

J J J J J
Γ Γ Γ Γ

= + + + =         (1.75) 
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Les segments AB  et ''BA , des surfaces de fissure parallèles à l’axe 1x , étant libres de 

traction, ( 2dx 0=  et kT 0= ), il advient : 

 ' ' 0ABA B
J J= =      (1.76) 

L’équation (1.75) admet alors la forme suivante : 

 0''' =+ ΓΓ AABB
JJ       (1.77) 

ou encore, en inversant le sens d'intégration :  

 ''' AABB
JJ ΓΓ =       (1.78) 

     Le contour '' AAΓ  est décrit dans le sens trigonométrique. Ainsi, l’équation (1.78) met en 
évidence une des propriétés fondamentales qu’est l’indépendance du contour d’intégration de 
l’intégrale J  définie par l’équation (1.73) pour des problèmes de fissuration. 

     Nous rappelons que l’indépendance du chemin d’intégration (1.73), pour un contour 
arbitraire Γ  (figure 1.10), est basée sur l’hypothèse que les lèvres de la fissure sont libres des 

forces de traction et qu’elles sont parallèles à l’axe 1x . Le contour d’intégration pourrait, à ce 

propos, être pris plus ou moins éloigné du front de fissure, et peut être choisi de manière à 
rendre plus aisé le calcul de l’intégrale J  en dehors des zones singulières en contrainte.  

     Par ailleurs, considérons le cas où les lèvres de la fissure sont chargées ( jiji nT ⋅= σ ) 

(figure 1.11). Reprenons l’équation (1.73). Le terme d’intégration sur les lèvres de la fissure 
devient : 

 ( ) ∫∫
+

⋅⋅⋅−=⋅⋅⋅−⋅
''

1,

''

1,1

OBOA

jiij

BA

jiij dsnudsnunW σσ                    (1.79) 

Car 01 =n  est la condition pour que la fissure se propage dans la direction 1x . 

Posons : 

 jiij nunWI ⋅⋅−⋅= 1,11 σ                          (1.80) 

Par décomposition du contour d’intégration fermé S∂ , nous avons :  

 ∫∫∫∫ ⋅+⋅=⋅+⋅
ΓΓ ''

1

'

111

BABA

dsIdsIdsIdsI                            (1.81) 

A partir de la représentation des différents contours de la figure 1.11, l’équation (1.81) 
devient : 

 ∫∫∫∫
+Γ+Γ

⋅⋅⋅−+⋅=⋅⋅⋅−+⋅
''

1,

'

11,1

OBOA

jiij

OABO

jiij dsnudsIdsnudsI σσ             (1.82) 
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 ∫∫∫∫
+Γ+Γ

⋅⋅⋅+⋅=⋅⋅⋅+⋅
OAOA

jiij

OBOB

jiij dsnudsIdsnudsI
'

1,

'

1

'

1,1 σσ                (1.83) 

     Ainsi, l’indépendance de l’intégrale J est établie dans le cas de chargement sur les lèvres 
de la fissure (L  étant la surface des deux lèvres). L’intégrale J  prend alors la forme 
générale suivante : 

 ( ) ∫∫ ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅
Γ L

jiijjiij dsnudsnunW 1,1,1 σσ                            (1.84) 

x1

x2

o

A

'A

B

'B

Γ 'Γ

S

 

Figure 1.10 : Γ  et 'Γ  délimités par la couronne Sentourant la pointe de fissure.  

    Les lois de conservation d’énergie, issues du premier principe de la thermodynamique des 
processus réversibles, aboutissent à une formulation de l’intégrale invariante moyennant le 
principe variationnel de Noether [NOETHER 1918] considérant un espace de configuration 
Lagrangienne – Eulérienne – Arbitraire. Le développement théorique de cette intégrale 
invariante est basé, non seulement, sur une extension virtuelle de la fissure sans tenir compte 
de la variable temporelle, mais, plus généralement, sur une approche Eulérienne. Ceci se 
traduit par une extension virtuelle instantanée.  

     Puisque l’intégrale J  est indépendante du contour d’intégration autour du front de fissure, 
J  peut être vue comme un paramètre caractérisant les champs mécaniques en termes de 
contraintes et des déformations dans le voisinage de la pointe de fissure. Une interprétation 
physique donnée à ce paramètre, dans une analyse de fissuration, est mentionnée dans la 
section suivante.    

 



                                                                                                                                                    Chapitre 1. Etudes préliminaires 

 

30 
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Figure 1.11 : Chargements sur les lèvres de la fissure. 

- Taux de restitution d’énergie 

     Dans cette section, nous donnons une interprétation physique à l’intégrale J  comme étant 
le taux de variation de l’énergie potentielle totale du système en fonction de la variation 
incrémentale de la longueur de fissure. La dérivation concerne un corps plan élastique linéaire 
ou non linéaire, avec une longueur de fissure initiale a  soumis aux tractions appliquées ou 
des déplacements imposés le long des frontières du solide (figures 1.6 et 1.12). Les tractions 
et les déplacements sont supposés indépendants de la longueur de fissure. Le corps solide 

fissuré est inscrit dans un système référentiel fixe de coordonnées cartésiennes 21 xx  avec 

l’axe 1x  parallèle au plan de la fissure comme illustré dans la figure 1.12. En supposant une 

propagation de fissure dans le plan de la fissure initiale, nous montrerons qu’une application 
de l’intégrale invariante J , le long d’un contour linéique entourant la pointe de fissure, 
représente la variation d’énergie potentielle pour une extension virtuelle de la fissure da.  

- Extension virtuelle de la fissure 

     En considérant le corps élastique présenté dans la figure 1.12, dans les conditions quasi 
statiques et en absence des forces de volume, l’énergie potentielle du corps est donnée par : 

 ( ) ∫∫
Γ

⋅⋅−⋅=Π dsuTdSWa kk

S

      (1.85) 

S  est la surface du corps et Γ  sa frontière. La différentiation de l’équation (1.85), en fonction 
de la longueur de fissure aet pour une extension virtuelle de la fissure, conduit à : 

 k k
k k

S

du dTd dW
dS T u ds

da da da daΓ

 Π = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ 
 

∫ ∫�       (1.86-a) 

 ds
da

dT
u

da

du
Tds

da

Td
u

da

du
TdS

da

Wd

da

d

tu

k
k

k
k

k
k

k
k

S

⋅






 ⋅+⋅−⋅






 ⋅+⋅−⋅=Π
∫∫∫
ΓΓ

  (1.86-b) 
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     L’équation (1.86-b) est obtenue à partir de l’équation (1.86-a) par une décomposition du 

contour d’intégration curviligne ( )Γ  en deux parties dont la première est soumise à un 

déplacement imposé ( )uΓ  tandis que la seconde est sous l’effet des efforts de traction ( )tΓ .  

     Puisque uΓ  est nul le long du chemin de contour, nous maintenons l’intégrale de contour 

fermé le long de tΓ . En outre, le second terme de l’intégrale curviligne tΓ  est nul parce que la 

traction demeure constante durant le processus de propagation de la fissure. Ainsi, l’équation 
(1.86-b) se simplifie comme ci-dessous : 

 ds
da

du
TdS

da

dW

da

d

t

k
k

S

⋅






 ⋅−⋅=Π
∫∫
Γ

     (1.87) 

     De plus, l’extension de la fissure entraine un mouvement de l’axe de coordonnée associé à 

la pointe de la fissure. De ce fait, un nouveau système de coordonnée 21XX , dont l’origine 

coïncide avec la pointe de fissure, est introduit de telle sorte que (figure 1.12) : 

 axX −= 11  ; 22 xX =            (1.88) 

x2

x2

x1x1
a

dS

kT

ds

Γ

 

Figure 1.12 : Corps solide fissuré d’une longueur de fissure initiale a  dans un référentiel 
 

Nous pouvons donc écrire, pour une extension de fissure suivant a , que :  

 
1

1

1 xaa

X

Xada

d

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

⋅
∂

∂+
∂
∂=     (1.89) 

Ainsi, par substitution de l’équation (1.89), l’équation (1.87) prend la forme suivante : 

 ⋅⋅








∂
∂

−
∂
∂

⋅−⋅








∂
∂−

∂
∂=Π

∫∫
Γ

ds
x

u

a

u
TdS

x

W

a

W

da

d

t

kk
k

S 11

     (1.90) 
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Par ailleurs, nous avons : 

 
aa

W

a

W ij
ij

ij

ij ∂
∂

⋅=
∂

∂
⋅

∂
∂=

∂
∂ ε

σ
ε

ε
    (1.91) 

En appliquant le principe des travaux virtuels, nous obtenons : 

 ∫ ∫∫
Γ

⋅
∂
∂

⋅=⋅
∂
∂

⋅=⋅
∂
∂

S

k
k

ij
ij

S t

ds
a

u
TdS

a
dS

a

W ε
σ      (1.92) 

Le théorème de divergence transformant une intégrale surfacique en une intégrale curviligne 
(et vis-versa) conduit à : 

 ⋅⋅⋅=⋅
∂
∂

∫∫
Γt

dsnWdS
x

W

S

1
1

      (1.93) 

En introduisant les équations (1.92) et (1.93) dans l’équation (1.90), nous obtenons : 

 ∫
Γ

⋅
∂
∂

⋅−⋅⋅=Π−
t

ds
x

u
TdsnW

da

d k
k

1
1      (1.94) 

L’équation (1.94) devient : 

 ∫
Γ

⋅








∂
∂

⋅−⋅=Π−
t

ds
x

u
TnW

da

d k
k

1
1      (1.95) 

 ⇒    ( )∫
Γ

⋅⋅−⋅=Π−
t

dsuTnW
da

d
kk 1,1                               (1.96) 

Par comparaison des équations (1.96) et (1.73), il convient naturellement que : 

 J
da

d =Π−      (1.97) 

     L’équation (1.97) est d’une importance capitale car elle montre que l’intégrale invariante 
J  décrit, en d’autres termes, le taux de variation de l’énergie potentielle totale du corps solide 
fissuré en fonction de la variation incrémentale de la longueur de fissure, et ceci 
indépendamment du chemin de contour d’intégration entourant la pointe de fissure.       

     L’intégrale J , étant le taux de décroissance de l’énergie potentielle, n’est valable qu’en 
propagation de fissure dans la direction initiale de la fissure. En comparant les équations 
(1.97) et (1.32), nous avons, pour un matériau dont le comportement est élastique linéaire, 
l’intégrale J  simplement égale au taux d’énergie disponible G  : 

 GJ =         (1.98) 



                                                                                                                                                    Chapitre 1. Etudes préliminaires 

 

33 

     L’équation (1.98) reste vraie quelle que soit la nature du chargement (déplacement imposé 
ou chargement appliqué au corps solide fissuré) durant la propagation de fissure [VICTOR 
2000]. Rice [RICE 1968] affirme alors que l’intégrale invariante J  est le taux de restitution 
d’énergie de déformation pour la fissure à l’intérieur du contour. Par conséquent, elle exprime 
l’énergie dissipée par unité de surface fissurée. 

- Relation entre taux de restitution d’énergie et facteurs d’intensité de contraintes 

     Après avoir écrit le taux de restitution d’énergie G  sous forme d’une intégrale de contour, 
nous allons établir la formule d’Irwin [IRWIN 1957] reliant taux de restitution d’énergie et 
facteurs d’intensité des contraintes. Pour ce faire, nous introduisons séparément les champs 
asymptotiques (1.2) et (1.16) pour des milieux fissurés isotrope et orthotrope respectifs dans 
l’expression de l’intégrale invariante J  (1.96). En considérant J  comme étant la limite de 
cette formule lorsque le contour Γ  tend vers la pointe de fissure, on obtient l’expression 
d’Irwin suivante [IRWIN 1957]: 

 ( )( ) ( )( )( )2 21

8 I IIJ G K Kσ σκ
µ

+= = ⋅ +
⋅

                           (1.99) 

     D’où la relation liant intégrale invariante J , taux de restitution d’énergie G  et facteurs 

d’intensité des contraintes ( )K σ
α  dans l’hypothèse d’un comportement linéaire élastique, pour 

un milieu élastique isotrope et orthotrope [IRWIN 1962 ; RICE 1968 ; SIH 1969]: 

• Milieu isotrope fissuré:  

  ( )( ) ( )( )( )2 2

2

1
en contrainte plane

1
en déformation plane

I II

E
J G K K

E

σ σ

ν

 →= = + ⋅
− →



         (1.100) 

• Milieu orthotrope fissuré : 

  ( )( )

( )( )

1

22
12 3311 22 22

11 11

1

22
12 3311 22

11 11

2

2 2

2

22

I II

I I

II II

J G G

a aa a a
G K

a a

a aa a
G K

a a

σ

σ




= +

  ⋅ +⋅ = ⋅ ⋅ +   ⋅ 

  ⋅ += ⋅ ⋅ +   ⋅  

      (1.101) 

11a , 12a , 22a , et 33a  sont les composantes du tenseur de complaisance élastique pour une 

symétrie orthotrope définies par l’équation (1.15). 
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     Par ailleurs, l’intégrale invariante J  est généralement déterminée par la méthode des 
éléments finis. Cette résolution pose des difficultés liées, non seulement, à la définition de la 
ligne d’intégration, mais aussi à l’intégration des champs mécaniques sur le contour 
curviligne [DUBOIS 1999; DUBOIS 2002 ; CHAZAL 2001 ; DUBOIS 2005]. En outre, 
reposant sur une formulation en déplacement, la résolution par éléments finis nécessite 
d’effectuer une interpolation des champs mécaniques (gradients de déplacement, contraintes, 
densité d’énergie et potentiel énergie libre…) aux nœuds appartenant à la ligne d’intégration, 
ce qui représente des sources d'erreur [DUBOIS 1997 ; OKADA 1999 ; YOSHIKA 1998 ; 
CHANG 2002]. Pour contourner ces difficultés et éviter ces erreurs de calculs, des méthodes 
d’intégration sur un contour surfacique ont été adoptées comme, par exemple, la méthode 
Gtheta proposée par Destuynder [DESTUYNDER 1983 ; SUO 1992] ou la méthode 
d’Intégrale de Domaine Equivalent (IDE) [NIKISHKOV 1987].  

1.1.5.3 Intégrale invariante θG  

     L’intégrale θG  [DESTUYNDER 1983 ; SUO 1992] et l’Intégrale de Domaine Equivalent 
(IDE) [NIKISHKOV 1987] sont deux méthodes identiques, basées sur une formulation de 
mécanique des milieux continus, transformant l’intégrale J  sur le contour curviligne en une 
intégrale de contour surfacique via le théorème de divergence de Gauss – Ostrogradsky. Ces 
techniques d’intégration surfaciques des champs mécaniques nécessitent d’introduire un 

champ de vecteur 
→
θ  arbitraire et continuellement différentiable dont les composantes à 

l’intérieur de la couronne surfacique V  sont telles que 11 =θ  et 02 =θ  d’une part et d’autres 

part, 
→→

= 0θ  à l’extérieur de la couronne V  (figure 1.13).  

V

1x

2x

1xθ =
r r

0θ =
r r

 

Figure 1.13 : Intégration surfacique. 
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Ce champ arbitraire 
→
θ  doit satisfaire certaines conditions [DESTUYNDER 1981, 1982], 

notamment : 

- 
→
θ  est continument dérivable et varie linéairement dans la couronne V ,  

- le support du champ 
→
θ  est limité au voisinage de la fissure. 

En effet, considérant l’équation (1.73), nous écrivons [MORAN 1987] : 

 ( ) ( )∫ ∫
Γ Γ

Γ⋅⋅⋅−⋅=⋅⋅−⋅= dunnWdsuTnWJ ijijkk 1,11,1 σ     (1.102) 

où ( )∫
Γ

Γ⋅⋅= dnPJ jj 1,
; ( ) ( ) kkjj PP θ⋅=

,1,
, avec ( ) kiijjkkj uWP ,,

⋅−⋅= σδ  ; en prenant sur Γ  : 

11 =θ  et 02 =θ  (figure 1.13), nous avons : 

 ( )∫
Γ

Γ⋅⋅⋅=
'

,
dnPJ kjkj θ         (1.103) 

Définissons le contour ( )' ' 'S A B BA∂ = Γ + − Γ +  (figure 1.8). L’intégrale J  peut alors 

s’écrire, sous la même forme que l’équation (1.103), par intégration sur le domaine S∂ , et 

pour 0=kθ  sur 'Γ  tel que : 

 ( )∫
∂

⋅⋅⋅−==
S

jkkj dsnPJG θθ
,

     (1.104) 

En appliquant le théorème de Gauss – Ostrogradsky à l’équation (1.104), le domaine 
d’intégration passe d’un contour curviligne fermé S∂  à une surface S  contenue dans ce 
contour : 

 ( )( )∫ ⋅⋅−=
S

jkkj dSPG
,,

θθ          (1.105) 

En développant l’équation (1.105) et compte tenu de l’équation (1.36), nous avons :  

 ( )( ) jkkiijkjkiijkkkkjkkj uuWWP ,,,,,,,
θσθσθθθ ⋅⋅−⋅⋅−⋅+⋅=⋅        (1.106) 

En insérant l’équation (1.106) dans (1.105), nous obtenons l’expression suivante : 

 ( )∫ ⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅−⋅−=
S

jkkiijkjkiijkkkk dSuuWWG ,,,,, θσθσθθθ       (1.107) 

Pour un problème tridimensionnel, l’énergie libre (1.34) se généralise par : 

 
ij

ij d

dW

ε
σ =       (1.108) 
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En tenant compte de l’équation (1.36), l’équation (1.108) se développe par : 

 jkiijkijijk uW ,,, ⋅=⋅= σεσ        (1.109) 

Ainsi, par intégration de l’équation (1.109) dans (1.107), nous obtenons la forme finale de 
l’intégrale - θG  [DESTUYNDER 1981, 1983] : 

 ( )∫ ⋅⋅⋅+⋅−=
S

jkkiijkk dSuWG ,,, θσθθ       (1.110) 

Dans le cas de pression sur les lèvres de la fissure, la forme précédente de l’intégrale θG  
n’est plus stable en fonction de la couronne d’intégration. La forme générale de cette intégrale 
devient : 

 ( ) ∫∫ ⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅−=
L

kkijij

S

jkkiijkk dsundSuWG θσθσθθ ,,,,            (1.111) 

     L’équation (1.110) est la forme définitive de l’intégrale θG  qui constitue une intégrale sur 
une couronne surfacique entourant la pointe de fissure, facilement intégrable numériquement, 
comparativement à l’intégrale curviligne de Rice [RICE 1968] (1.73) dont l’intégration peut 
engendrer des erreurs de calculs des champs mécaniques aux nœuds de la ligne fermant la 
pointe de fissure par interpolation. 

     Bien que l’approche de l’intégrale J  soit un outil puissant pour analyser les problèmes de 
fissuration, cette formulation de l’intégrale J  de Rice [RICE 1968] reste pourtant limiter à 
une réponse élastique du matériau.  

     Jusqu’ici, nous avons étudié la propagation d’une fissure seulement dans le cas où le 
chargement de la structure est appliqué perpendiculairement à la fissure de telle sorte que  
celle-ci se propage dans le plan de la fissure initiale. Cependant, la présence aléatoire de 
microfissures préexistantes dans la zone endommagée peut créer une macro-fissure suite à 
l’effet d’un chargement complexe. Cette macro-fissure ayant une localisation et une 
orientation arbitraire, se propage dans la direction de la contrainte circonférentielle maximale. 
Autrement dit, la propagation de la macro-fissure est pilotée par de multi-défauts distribués au 
sein du matériau. Du fait de la distribution aléatoire des multi-défauts et de la nature 
complexe du chargement, la fissure ne peut se propager dans la direction initiale de la pré-
fissure existante. Dans ces conditions, les déplacements de la structure sont élastiquement 
soumis aux chargements de modes mixtes.  

     L’utilisation des paramètres d’énergie appropriés, décrivant l’état global de ruine de la 
structure munis de multi-défauts de dommage, est, par conséquent, d’une importance pratique. 
Cependant, les intégrales invariantes J  et Gθ  apparaissent insuffisantes pour analyser un tel 
problème de fissuration en mode de rupture mixte à cause de l’orientation arbitraire de la 
fissure gouvernée par des multi-défauts associés à la pointe de fissure [CHANG 2002]. 

     Pour étudier la propagation de fissure en mode mixte de rupture, l’intégrale invariante M , 
bien connue de la loi de conservation d’énergie et dérivant du théorème de Noether 
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[NOETHER 1918] en élasticité plane, est généralement employée [CHEN 1977 ; FREUND 
1978 ; BUDIANSKY 1973]. L’intégrale M , initialement proposée par Knowles et Sternberg 
[KNOWLES 1972], a fait l’objet de plusieurs études et a été développée par Yau [YAU 1980] 
et étendue à l’analyse de rupture inter faciale entre différents matériaux [YAU 1984]. Cette 
intégrale est reconnue être plus naturellement liée à l’énergie restituée due à la formation de 
microfissures préexistantes associée à l’endommagement du matériau plutôt que le taux de 
restitution d’énergie associé à l’extension de la fissure suivant son plan initial [MA 2001 ; JU 
1994, 1994]. En outre, avec l’intégrale invariante M , une séparation des modes de rupture est 
possible [BUI 1985, ATTIGUI 1997, LESLIE 2004 ; MOUTOU 2007]. 

     Une description de cette intégrale est donnée dans la section suivante, dérivant du 
théorème de Noether [NOETHER 1918] et développée sur la base des champs de 
déplacements réels et auxiliaires cinématiquement admissibles dans une configuration 
Lagrangienne-Eulérienne arbitraire établie précédemment.                          

1.1.5.4 Intégrale invariante M  

     L’intégrale M , proposée à l’origine par Knowles et Sternberg [KNOWLES 1972], a fait 
l’objet de plusieurs études pour analyser la problématique de la fissuration en mode mixte de 
rupture [JOHN 1987 ; ESHELBY 1987 ; BUDIANSKY 1973 ; HERMANN 1981 ; FREUND 
1978 ; KING 1981, EISHEN 1987, CHANG 2002, MAIGRE 1993, MOUTOU 2008]. 
Permettant la séparation des modes de rupture, elle a été développée et proposée par Chen et 
Shield [CHEN 1977] tout en considérant une formulation bilinéaire de la densité de l’énergie 
de déformation. En élasto-statique, l’énergie totale, disponible dans le système, est réduite à 
l’énergie de déformation élastique W . Pour un milieu isotrope, considérons la forme 
bilinéaire associée à cette énergie (λ  et µ  étant les coefficients de Lamé) : 

 ( ), , , , ,

1 1

2 2ij k k i j i j j i i jW u v u u vλ δ µ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅                (1.112) 

iu  et iv  représentent respectivement les champs de déplacements réels et auxiliaires. 

Reprenons le Lagrangien de l’équation (1.43), sa variation est donnée par : 

, , , ,
, , , ,

i j i t i j i t
i j i t i j i tt S

W W W W
L u u v v b dS dt

u u v v
δ δ δ δ δ

 ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ % % % %           (1.113) 

La relation (1.42) nous permet d’écrire : 

 

, , , ,
, , , ,

, , , ,
, , , ,

i j i t i j i t
i j i t i j i tt S

i j i t i j i t
i j i t i j i tt S

W W W W
L u u u u b dS dt

u u u u

W W W W
v v v v b dS dt

v v v v

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

∗ ∗

∗ ∗

 ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫

∫ ∫

    (1.114) 
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Pour une extension de la fissure aδ  suivant l’axe 1x , les déplacements virtuels peuvent être 

écrits sous la forme : 

 a
x

u
u ji

ji δδ ⋅
∂

∂
=

1

,
,  et a

x

u
u ti

ti δδ ⋅
∂
∂

=
1

,
,              (1.115) 

 a
x

v
v ji

ji δδ ⋅
∂

∂
=

1

,
,  et a

x

v
v ti

ti δδ ⋅
∂
∂

=
1

,
,            (1.116) 

Les équations (1.114), (1.115) et (1.116) nous donnent l’expression suivante : 

, ,
, ,

, 1 , 1 , ,

, ,
, ,

, 1 , 1 , ,

i j i t
i j i t

i j i t i j i tt S

i j i t
i j i t

i j i t i j i tt S

u uW W W W
L a a u u b dS dt

u x u x u u

v vW W W W
a a v v b dS dt

v x v x v v

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

∗ ∗

∗ ∗

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫

∫ ∫

  (1.117) 

Une forme générale et simplifiée de l’équation (1.117) se réduit à :  

1

, , , ,
, , , ,

t S

i j i t i j i t
i j i t i j i tt S

W
L a b dS dt

x

W W W W
u u v v b dS dt

u u v v

δ δ

δ δ δ δ∗ ∗ ∗ ∗

∂= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂

 ∂ ∂ ∂ ∂+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫

∫ ∫
          (1.118) 

Puisque : 

 

( )

( )

( )

,
, , ,, ,

,
, , ,, ,

,
, , ,, ,

, ,

i i i j
i j i j i jj j

i i i t
i t i t i tt t

i i i j
i j i j i jj j
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W W W
u u u
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v v v

v v v
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δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ
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∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
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∗

   ∂ ∂ ∂⋅ = + ⋅      ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂⋅ = + ⋅      ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂⋅ = + ⋅      ∂ ∂ ∂   

 ∂ ⋅ =  ∂ 
( )

,
, ,,

i i t
i t i tt

W W
v v

v v
δ δ∗ ∗














 ∂ ∂ + ⋅   ∂ ∂ 

                 (1.119) 
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⇒
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i t
i t i t

W W W
u u u

u u u

W W W
u u u

u u u

W W W
v v v

v v v

W W
v

v v

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

   ∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ −      ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ −      ∂ ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂⋅ = ⋅ −      ∂ ∂ ∂   

∂ ∂⋅ = ⋅
∂ ∂ ,, ,

i i
i tt t

W
v v

v
δ δ∗ ∗














   ∂ −       ∂   

                             (1.120) 

     En insérant les équations (1.119) et (1.120) dans l’équation (1.118) et en utilisant le 
théorème de Gauss – Ostrogradsky, pour passer d’une intégrale de surface S  à une intégrale 
sur le contour S∂  entourant la surface S  (figure 1.8), on obtient : 

1
, , ,,

, , , ,, ,, ,

i i
i j i tt S t S tj

i i i i
i j i t i j i tt S St tj j

W W
L W n a b ds dt u u b dS dt
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W W W W
u u b dS dt v v b dS dt

u u v v

δ δ δ δ

δ δ δ δ

∗ ∗

∂

∗ ∗ ∗ ∗

   ∂ ∂= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     ∂ ∂  

       ∂ ∂ ∂ ∂
 − + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅            ∂ ∂ ∂ ∂        

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

, , ,,

t

i i
i j i tt S tj

W W
v v b dS dt

v v
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    ∂ ∂
 − + ⋅ ⋅ ⋅     ∂ ∂    

∫ ∫

∫ ∫

 

(1.121) 

     Dans cette approche, nous considérons une vision Eulérienne avec 0~ =iuδ . La variation 

propre du champ de déplacement est donnée par : 
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                        (1.122)      

Reportons l’expression (1.122) dans (1.121) et utilisons le théorème de Gauss – 
Ostrogradsky : 
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1
, 1 , 1

, 1 , 1
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       (1.123) 

Après simplification, l’équation (1.123) devient : 
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                                                                                                                                           (1.124) 

La forme bilinéaire de l’énergie de déformation ( )v
ij

u
ijW εε ;   nous permet d’écrire : 
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Introduisons les expressions de l’énergie de déformation élastique dans l’équation (1.126) et 
appliquons à nouveau le théorème de Gauss – Ostrogradsky : 

 

( )[ ]

( )∫ ∫

∫ ∫

⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅+

⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅−⋅⋅⋅=
∂

t S

i
u

jiji
v

jij

t S

ji
u
iji

v
ijji

v
ij

dtdSbavu

dtdsbanvunuL

δσσ

δσσσδ

1,,1,,

1,1,1,

2

1

2

1

       (1.127) 

u
ijσ  et v

ijσ  sont respectivement les champs des contraintes réels et auxiliaires.  

En tenant compte des équations d’équilibre, la dernière intégrale se réduit à néant. A l’aide du 
théorème de Gauss – Ostrogradsky, l’équation (1.127) peut se mettre sous la forme suivante : 
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Rappelons que le Lagrangien est stationnaire quel que soit la variation infinitésimale aδ . 

Appliquons à nouveau le théorème de Gauss-Ostrogradsky : 
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Comme : 
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En tenant compte de la transformation de Gauss – Ostrogradsky, le premier terme de 
l’équation (1.129) est développé de la façon suivante : 
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Par intégration de l’équation (1.131) dans l’équation (1.132), nous obtenons : 
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La transformation de Gauss – Ostrogradsky, appliquée à l’équation (1.133), permet d’écrire : 
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En l’absence de forces volumiques, les équations d’équilibre permettent d’éliminer la 2ième et 
la 4ième intégrales de l’équation (1.134). L’équation (1.129) prend alors la forme suivante : 

 ( ) 0
2

1
1,1, =⋅⋅⋅−⋅⋅ ∫

∂ S

ji
u
iji

v
ij dsnvu σσ                  (1.135) 

Adoptons la notation suivante : 

 ( ) ji
u
iji

v
ijjj nvunPI ⋅⋅−⋅⋅=⋅= 1,1,1, 2

1~ σσ                         (1.136) 

De la même façon que pour l’intégrale J , le passage du contour fermé S∂  au contour Γ  est 

obtenu avec la condition de pression nulle sur les lèvres de la fissure. A partir de la 
représentation des différents contours de la figure 1.8, pour une fissure se propageant dans la 

direction 1x , on obtient l’intégrale indépendante du contour : 

 ∫∫
ΓΓ

⋅=⋅
'

dsIdsI             (1.137) 

L’intégrale M  en statique est donc donnée par l’expression : 

 ( )∫
Γ

⋅⋅⋅−⋅⋅= dsnvuM ji
u
iji

v
ij 1,1,2

1 σσ                (1.138) 

Comme dans le cas de l’intégrale Gθ , nous faisons à nouveau appel à la notion de champ de 

vecteur 
→
θ  continu et arbitrairement dérivable dans le voisinage du front de la fissure. 

L’intégrale curviligne, sur laquelle est définie le champ mécanique (équation 1.138) 
nécessaire au calcul du paramètre M , sera convertie en intégrale surfacique moyennant le 
théorème de divergence de Gauss – Ostrogradsky. Cette technique d’intégration évite toute la 
difficulté liée au choix du contour linéique entourant la pointe de fissure. Ce champ de 

vecteur 
→
θ  admet les mêmes caractéristiques que celles décrites pour l’intégrale Gθ  (figures 

1.8 et 1.13).     

 

1.1.5.5 Intégrale invariante Mθ  

     Soit la notation suivante : 

 ∫
Γ

⋅⋅= dsnPM jj 1,

~
                                     (1.139) 

Comme dans le développement de l’intégrale θG , le champ 
→
θ , unité à l’intérieur du contour 

et nul sur le domaine extérieur, est continument dérivable. Passant d’un contour ouvert Γ  à 
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un contour fermé S∂ , formé par deux contours Γ  et 'Γ  (figure 1.8) avec 0=kθ  sur 'Γ , nous 

écrivons :   

 ∫
∂

⋅⋅⋅−=
S

kjkj dsnPM θθ ,

~
               (1.140) 

Le théorème de Gauss – Ostrogradsky, appliqué à l’équation (1.140), nous donne : 

 ( )∫ ⋅⋅+⋅−=
S

jkkjkjkj dSPPM ,,,

~~ θθθ                      (1.141) 

avec : 

 
( ) ( )

( ) kjki
u
ijki

u
jijji

v
kiji

v
jkij

kjki
u
iji

v
kijkjkjkjkj

vvuu

vuPP

θσσσσ

θσσθθ

⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅=

⋅⋅−⋅⋅=⋅=⋅

,,,,,,

,,,,,,

2

1
2

1~

      (1.142) 

En introduisant les équations (1.136) et (1.142) dans l’équation (1.141), nous obtenons : 
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En absence des forces volumiques, les équations d’équilibre permettent d’éliminer la 1ière  et 
la 3ième  intégrale de l’équation (1.143). Cette dernière prend donc la forme suivante :  
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(1.144)   

Le premier terme de l’équation (1.144) s’annule en raison de la loi de conservation d’énergie 
mise en évidence par l’équation (1.128) ; d’où l’intégrale θM  en statique : 

                                                ( )∫ ⋅⋅⋅−⋅⋅=
S
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u
ij dSuvM ,,,2

1 θσσθ                      (1.145) 

     Dans le cas où les lèvres de la fissure sont chargées (pressions par exemple), une intégrale 
supplémentaire vient s’ajouter à l’équation (1.145) (une intégrale curviligne sur les deux 
lèvres de la fissure L ). L’intégrale θM  en statique est étendue à l’expression suivante : 
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     Le champ auxiliaire iv  est cinématiquement admissible ; son expression est donnée par les 

champs asymptotiques respectivement définis dans les équations (1.2) et (1.12) pour des 

milieux élastiques isotrope et orthotrope. Les champs de contraintes auxiliaires vijσ  sont 

définis par les champs asymptotiques (1.1) et (1.11) pour des milieux élastiques isotrope et 
orthotrope.  

- Interprétation physique de l’intégrale Mθ  

     Lorsque les champs de déplacements réels iu  et auxiliaires iv  cinématiquement 

admissibles sont égaux, l’intégrale M  s’interprète physiquement comme étant le taux de 
restitution d’énergie ; c'est-à-dire : 

  ( ),M u u J G= =                  (1.147) 

     Dans ces conditions, on propose, via le principe de superposition, la relation entre 

l’intégrale M  et les facteurs d’intensité des contraintes réels, ( )uK σ
α , et auxiliaires, ( )vK σ

α , 

dans une configuration de chargement en mode mixte: 

  ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,
8 8

u v u v
I I II II

I II
K K K K

M u v C C
σ σ σ σ⋅ ⋅= ⋅ + ⋅                         (1.148) 

     Ainsi, le découplage complet du mode de rupture est obtenu en effectuant deux calculs 

distincts à partir de l’intégrale ( ),M u v . Ces calculs sont réalisés par le choix judicieux des 

valeurs des facteurs d’intensité de contraintes virtuels ( )σ
I

vK  et ( )σ
II

vK . Par conséquent, la 

séparation de modes de rupture s’exprime à travers les facteurs d’intensité des contraintes 

réels ( )u
IK σ  et ( )u

IIK σ  pour chaque mode de rupture respectif : 
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Finalement, pour chaque part de mode de rupture I et II, les taux de restitution d’énergie 
s’expriment par : 
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     Il est à noter que les expressions des invariants intégraux θG  et θM  gardent les mêmes 
formes dans le cas des problèmes en déformation plane ou en contrainte plane. Ces 
paramètres de fissuration sont généralement déterminés par les méthodes de simulation 
numérique dont la plupart utilisent la méthode des éléments finis. Un état de l’art des 
méthodes de simulation numériques pour le calcul des paramètres de fissurations est donné 
dans les sections suivantes. 

1.2. Méthodes de simulation numérique  

1.2.1 Méthode des éléments finis 

     La méthode des éléments finis est la principale méthode utilisée pour le calcul des 
structures en mécanique. Elle a donc été naturellement étudiée pour résoudre les problèmes de 
fissuration. Avec cette méthode, la fissure est, par principe, décrite explicitement. Cependant, 
deux difficultés majeures se posent :  

 La première concerne la nature singulière du champ de déplacements et des contraintes 
imposant un maillage très fin autour de la pointe de fissure. Cette représentation du champ 
singulier autour de la pointe de fissure a été améliorée par l’emploi d’éléments singuliers dits 
de Barsoum [BARSOUM 1974]. Ces éléments munis de nœuds supplémentaires aux quarts 
des côtés permettent d’intégrer exactement la singularité dans les fonctions de forme et ainsi 
obtenir de meilleurs résultats. 

 La seconde difficulté réside dans la description géométrique de la fissure et de son trajet 
lors de la simulation de la propagation. En effet, soit le maillage est construit avec une 
connaissance à priori du trajet, soit celui-ci est remaillé à chaque avancée de la fissure. Ainsi, 
nous distinguons deux grandes familles de méthodes selon la nature du chargement : celles 
simulant la fissure droite en mode d’ouverture et celles traitant des fissures inclinées en mode 
mixte. 

1.2.1.1 Fissure sollicitée en mode I 

     Dans le cas des sollicitations de fissures en mode d’ouverture, le trajet de fissure est 
entièrement connu puisque celui-ci est rectiligne. La discrétisation du trajet est alors 
entièrement dépendante de la taille des mailles utilisées le long de celui-ci. La technique 
couramment employée est celle dite de déboutonnage ou relâchement de nœuds [MCCLUNG 
1989a, 1989b ; SOLANKY 2003 ; SANDER 2005, 2006 ; CARIN 2000, KOBAYASHI 
1976 ; JOLIFF 2006] dans laquelle les nœuds, situés sur la ligne de propagation, sont libérés à 
mesure que la fissure avance. Les positions successives du front de la fissure sont alors 
imposées par la discrétisation de la ligne de propagation. 

1.2.1.2 Fissure sollicitée en mode mixte (I+II) 

     Dans le cas de sollicitations en mode mixte représentant une combinaison de modes 
d’ouverture et de cisaillement plan, la technique de déboutonnage ne peut plus être mise en 
œuvre car le trajet de la fissure est quelconque, la plupart du temps complexe et non connu au 
préalable. La connaissance du trajet de fissure est à priori dictée par les données 
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expérimentales. Dans le cas générale où le trajet est inconnu, deux méthodes sont 
classiquement utilisées, notamment les méthodes de remaillages [BITTENCOUR 1996 ; 
TRÄDEGARD 1998 ; BOUCHARD 2000, 2003 ; TVEGAARD 2004 ; SWENSON 1988 ; 
NISHIOKA 2001] et les méthodes utilisant des éléments d’interfaces à zones cohésives 
[NGUYEN 2001 ; YANG 2005 ; XU 1994 ; CAMACHO 1996 ; ORTIZ 99]. Les méthodes 
avec remaillage posent le problème de transfert des champs d’un maillage sur l’autre tandis 
que les méthodes à éléments d’interface imposent le trajet de fissure par la discrétisation (le 
trajet doit suivre la frontière des éléments), les éléments d’interfaces étant placés à la frontière 
des éléments finis. Le choix de la loi de décohésion de l’interface peut également poser 
problème. 

1.2.2 Méthode des éléments de frontière 

     De nombreux développement de méthodes par éléments de frontière ont été réalisés en 
mécanique de la rupture [CHIRINO 1994 ; ALBUQUERQUE 2004 ; SEELIG 1999 ; YANG 
1995 ; TUHKURI 1997 ; LEITAO 1995, 2000]. La simplicité de la description de la fissure et 
de son évolution sont les avantages immédiats de la méthode. En effet, le travail de remaillage 
est beaucoup moins lourd et permet de représenter naturellement la fissure [SEELIG 1999 ; 
ALBUQUERQUE 2004]. Les quelques limitations sont des problèmes de conditionnement de 
matrice, de stockage de données et la nécessité de mailler classiquement les zones plastiques. 

1.2.3 Méthode sans maillage 

     La méthode sans maillage, couramment utilisée en mécanique de la rupture, est celle dite 
EFG (Element Free Galerkin) proposée par Belytshko [BELYTSHKO 1994]. L’avantage 
principal de cette méthode est l’absence de discrétisation de la fissure. La structure est 
représentée par des particules, appelées nœuds ayant des domaines d’influence, remplaçant 
ainsi la notion d’éléments propre aux éléments finis [FLEMING 1997 ; XU 1998 ; RAO 
2004a ; DUFLOT 2004 ; ORGAN 1996 ; KRYSL 1999]. L’inconvénient de la méthode réside 
dans la lourdeur du calcul des voisins avec l'application des critères de visibilité, la quadrature 
numérique, la taille du domaine d’influence et, surtout, la difficulté d’imposer des conditions 
aux limites cinématiques. Une vision simplifiée de ces méthodes a été récemment présentée 
dans [RABCZUK 04].  

1.2.4 Méthode des éléments finis étendus (X-FEM)     

     Cette méthode a été développée pour résoudre des problèmes de propagation dynamique 
de fissure en mode mixe où, non seulement, le trajet de fissure demeure à priori inconnu, 
mais les fissures ne sont pas explicitement décrites par le maillage [RETHORE 2004, 2005, 
2005a et 2005b ; GREGOIRE 2007]. La méthode des éléments finis étendue, basée sur une 
partition de l’unité [BABUSKA 1997], consiste à enrichir une approximation classique 
éléments finis avec différentes fonctions qui traduisent la discontinuité et la singularité d’une 
fissure dans un milieu matériel.  

     La méthode avait été développée au départ pour des cas quasi-statiques par [BELYTSHKO 
1999; MOËS 1999]. Le succès de la méthode, à décrire les phénomènes de rupture 
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dynamique, a permis son utilisation successive pour la propagation de fissure en 2D 
[PRABEL 2007; MENOUILLARD 2006], en 3D [DUARTE 2001; MOËS 2002; 
GRAVOUIL 2002 ; ROUX 2009], avec contact [DOLBOW 2001] ou avec zone cohésive 
[MOËS et BELYTSCHKO, 2002]. 

     Une meilleure compréhension de la méthode est donnée dans [RETHORE 2005] dont une 
description succincte est mentionnée ci-dessous.  

- Discrétisation spatiale 

     Soit Ω  un milieu matériel élastique homogène bidimensionnel fissuré. Le problème est 
formulé comme en mécanique classique des milieux continus en HPP (Hypothèses des Petites 
Perturbations) et en déformation plane en ajoutant une inconnue supplémentaire qui est la 

position du front de fissure au cours du temps : ( )a t . 

Dans la méthode des éléments finis, une approximation classique des champs de 

déplacements U  est donnée par : 

 ( ) ( ) ( )i i
i

U t N x u t
∈

= ⋅∑
N

                (1.153) 

où  N  est l’ensemble des nœuds support des fonctions de formes { }i i
N

∈N
 

et ( )iu t  est le vecteur des degrés de libertés nodaux au temps t . 

 

 

Figure 1.14 : Enrichissements ajoutés à l’approximation éléments finis 

La fissure est représentée par un ensemble de segments rectilignes. Afin de rendre 
indépendante la description de la fissure du maillage de la structure, des enrichissements 
discontinus sont ajoutés sur l’ensemble des nœuds qui ont eu leur support entièrement coupé 
par la fissure alors que l’ensemble des nœuds, dont le support contient la pointe de la fissure, 
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est enrichi par des fonctions singulières comme illustré en figure 1.14. Lorsque la fissure se 
propage, tous les anciens enrichissements sont conservés. Les nouveaux enrichissements, 
correspondant à la nouvelle position de la fissure, sont simplement ajoutés aux anciens. 
L’approximation des champs de déplacements devient : 
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où, au temps t  : 

N  est l’ensemble des nœuds support des fonctions de formes iN , 

( )e
cut tN  est l’ensemble des nœuds qui ont eu leur support entièrement coupé par la fissure, 

( )e
ia t  sont les degrés de libertés nodaux correspondant aux fonctions sauts H , 

( )e
tip tN  est l’ensemble des nœuds qui contiennent le front de fissure dans leur support, 

( )e
ijb t  sont les degrés de libertés nodaux correspondant aux fonctions singulières ejB . 

En accord avec Moës et al., [MOËS 1999], on a : 

 ( ) 1 si x est au-dessus de la fissure
1 si x est en dessus de la fissure

x




+
=

−
H                    (1.155) 
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 (1.156) 

où ( ),r θ  sont les coordonnées polaires locales. 

     L’équation (1.156) représente la base de fonction d'enrichissement la plus judicieuse pour 
des problèmes en élasticité bi ou tridimensionnelles. 

     Si les différentes méthodes numériques, mentionnées précédemment, permettent de 
déterminer les propriétés de fissuration, elles reposent cependant sur une série d’hypothèses 
ne pouvant pas toujours satisfaire le comportement d’une structure réelle. Pour des raisons de 
validation expérimentale, les outils d’analyse des champs cinématiques par des techniques 
optiques de mesures ont fait l’objet de nombreux développements. Parmi ces méthodes 
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expérimentales, on peut citer la méthode d’holographie [FOTTENBURG 1969], 
l’interférométrie de moiré [POST 1983 ; ARAKAWA 1991 ; SANFORD 1991 ; WANG 
1993], la photoélasticité [NIGAM et SHUKLA 1988; RAMULU 1983, 1984] et la méthode 
des caustiques [KALTHOFF 1987; NIGAM et SHUKLA 1988]. Ces techniques optiques ont 
été appliquées avec succès en mécanique de la rupture pour caractériser le processus de 
fissuration. Celle ayant donné les meilleurs résultats reste cependant la méthode des 
caustiques, développée par Rosakis [ROSAKIS 1980]. 

     La technique par corrélation d'images numériques (DIC), a été développée grâce à sa 
polyvalence en termes d’échelle d'observation allant du nano aux observations 
macroscopiques avec essentiellement le même type d'analyses [SUTTON 1983, 1986, 1988, 
1991 ; BRUCK 1989 ; BESNARD 2006]. La corrélation d'images numériques a été appliquée 
pour mesurer les déplacements et déformations réels en tout point de la surface d'un 
échantillon. Contrairement aux techniques optiques de mesures mentionnées précédemment, 
la méthode de corrélation d’images présente l’avantage d’un système assez simple et 
beaucoup plus facile à appliquer expérimentalement en raison de condition minimale de 
préparation de la surface des éprouvettes. Ensuite, elle permet de minimiser le potentiel 
d’erreurs de mesure ; d’où son application aux problèmes de fissuration.  

     Nous présentons la méthode de corrélation d’images numériques appliquée à un problème 
de fissuration.  

1.3 Détermination expérimentale des paramètres de fissuration 

1.3.1 Corrélation d’images numériques 

     La technique de corrélation d'images est une méthode optique sans contact de mesure de 
champs cinématiques. Cette méthode offre la possibilité de déterminer les champs de 
déplacements et de déformations en tout point de la surface des objets, basée sur la 
comparaison de deux images prises à différents pas de chargement, l'une dite de référence, 
l'autre correspondant à l'état déformé. De façon explicite, la corrélation consiste à rechercher 
le degré de ressemblance entre les deux images. Elle doit donc «reconnaître» un même motif 
d'une image à l'autre et de l’utiliser comme un « marqueur » d’un sous ensemble de cette 
image.  

     Développée depuis les années 80 par Sutton et al. [SUTTON 1983, 1986], la technique de 
corrélation d’images sert d’alternative aux méthodes classiques longtemps adoptées pour les 
mesures des champs de déplacements dans les structures en service. Comparativement aux 
méthodes de mesures locales standards, telles que les jauges de déformation, les 
extensomètres,…, la technique de corrélation présente de gros avantages, à savoir: 

• Elle offre la possibilité d’effectuer et d’obtenir des mesures sans contact avec 
l’éprouvette testée. Les mesures ne sont donc pas affectées de la présence du capteur 
de mesures. 
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• Elle fournit des quantités locales et globales en termes de déplacements et de 
déformations.  

• Elle offre la possibilité de générer un maillage éléments finis à partir des mesures 
[FEDELE 2009]. 

    1.3.2 Calcul du champ de déplacements par corrélation d’images numériques 

     La mesure consiste à prendre une série d’images de la zone d’étude de la structure soumise 
au chargement avec une camera CCD. Chaque image capturée correspond à différents pas de 
chargement. La structure à étudier est recouverte de motifs aléatoires. On suppose disposer 
d’une image numérique initiale et d’une image numérique finalement déformée 
correspondante. Une image numérique se présente comme une fonction discrète de niveau de 
gris repartis sur les pixels formant une grille régulière. En corrélant les informations 
provenant des deux images, on peut estimer le déplacement de différents points de l’image 
initiale vers l’image finale (figure 1.15).  

( )x1, x2f
( )1 2x , xf ∗ ∗ ∗

( )x1, 2U x

 

Figure 1.15 : Image de référence et image déformée 
      

Afin d’obtenir une précision sub-pixels, les niveaux de gris des images sont interpolés par une 
fonction bilinéaire ou spline cubique, ce qui permet d’obtenir une fonction continue de 
niveaux de gris sur toute l’image.  

     D’un point de vue mathématique, considérons deux fonctions discrètes ( )1 2x ,xf  et 

( )* *
1 2x ,xf ∗  représentant respectivement le niveau de gris d’un pattern sur l’image initiale et sa 

déformée. ( )1 2x ,x  et ( )* *
1 2x ,x  représentent respectivement les coordonnées du centre d’un 

pattern de l’image initiale et de l’image déformée (figure 1.16).  
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Figure 1.16 : Pattern initial ( )ABCD centré m  et pattern final ( )A B C D centré m∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

Le système de coordonnée choisi reste inchangé puisque la position de la caméra CCD 
demeure fixe durant la déformation de l’image initiale. La corrélation détermine alors un 

champ de déplacement ( )1 2,U U  de l’image initiale qui satisfait au mieux la relation : 

 ( ) ( ) ( )( )* *
1 2 1 1 2 2 2 1 2x ,x x x ,x , x x ,xf f U U∗ = + +                         (1.157) 

     En pratique, le champ de déplacement est supposé homogène bilinéaire 

{ } { }1 2 1 2x ,x ,x x ,1j = ⋅l  à l’intérieur du pattern. Une interpolation de type spline cubique est 

alors utilisée [TOUCHAL-MAGUIL 1997]. Ainsi, pour chaque point d’un pattern 
quelconque, le champ de déplacement s'écrit : 

 
( )
( )

1 2 3 4
1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1

1 2 3 4
2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

x ,x x x x x

x ,x x x x x

U U U U U

U U U U U

 = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +


= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +
                     (1.158) 

1
iU  et 2

iU  sont des pondérations des déplacements inconnus inscrits dans la fonction de la 

base bilinéaire choisie { } { }1 2 1 2x ,x ,x x ,1j = ⋅l . Cette approximation du champ (1.158) permet 

de mesurer les déplacements de corps rigide et les déformations linéaires. Le champ de 

déplacement global ( )1 2,U U  est enfin obtenu en minimisant un coefficient de corrélation 

croisé, c , sur un pattern de l’image de référence [BRUCK 1989]: 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

* *
1 2 1 2 1 2

22 * *
1 2 1 2 1 2 1 2

x ,x x ,x x x

1
x ,x x x x ,x x x

P

P P

S

S S

f f d d

c
f d d f d d

∗

∗
= −

∫

∫ ∫
                       (1.159) 
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où PS  désigne la surface du pattern de l’image de référence. 

     D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz [JAHNE 2002], c  est défini par l’inégalité 

0 1c≤ ≤ . Cela veut dire que la corrélation parfaite se produit si et seulement si 0c = . 

     Durant le processus d’initialisation de l’algorithme (1.159), la position d’un pattern de 
référence, sur les images initiale et finale, est définie. Ceci permet d’avoir une solution 

approximative du champ de déplacements ( )1 2,U U  pour le pattern considéré. Les 

composantes du champ de déplacement pour ce pattern (centré en m) sont déterminées par un 
processus itératif comme présenté sur la figure 1.17. La corrélation est alors effectuée sur les 
quatre carrés centrés en , ,A B C et D , sommet du pattern centré en m . Lors du calcul en 

corrélation, la convergence est atteinte lorsque la précision, entre deux itérations, est satisfaite 
(figure 1.17d). La solution, calculée pour le premier pattern, est utilisée comme solution 
initiale pour les patterns voisins. La corrélation est ainsi réalisée de proche en proche sur 
l’ensemble du domaine de la zone d’intérêt. On obtient ainsi un champ de déplacement 
discrétisé sur la grille de corrélation avec une précision de l’ordre de 1/100 de pixel 
[TOUCHAL-MAGUIL 1997]. 

 

A B

CD

m

'A 'B

'D 'C

'A 'B

'D 'C

'A 'B

'C'D

(a) 4 points adjacents (b) Première itération

(c) deuxième itération
(d) convergence

'm

 

Figure 1.17 : Calculs du champ de déplacement sur un pattern 

1.3.3 Sources d’erreurs de mesures en corrélation d’images numériques 

     Du fait des conditions expérimentales, l’acquisition des images par la caméra CCD n’est 

jamais parfaite. En effet, si on considère les deux fonctions discrètes ( )1 2x ,xf  et ( )* *
1 2x ,xf ∗ , 
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la déformée de l’image est due à un champ de déplacement ( )1 2,U U , et ce, sans altération du 

niveau de gris aléatoire. Ainsi, les deux fonctions discrètes f  et f ∗ , représentant le niveau 

du gris à chaque pixel (ou pattern), sont à nouveau reliées par l'expression suivante: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )* *
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2x ,x x x ,x , x x ,x x ,xf f U U η∗ = + + +                (1.160) 

η  est l'amplitude du bruit expérimental engendré par l’acquisition de l’image. Ce bruit 

provient de plusieurs sources, notamment la caméra CCD numérique, la distorsion de l’image 
due à un agrandissement de la lentille ou à l’angle de celle-ci, la forme et taille du pattern, le 
filtre d’interpolation de sub-pixel, le motif du pattern,…, [LECOMPTE 2007 , 2006; 
SCHREIER 2000, 2002 ; SUTTON 1988 ; YONEYAMA 2006 ; COOREMAN 2008, 2007]. 
Tous ces éléments affectent les déplacements mesurés. De plus, ces déplacements sont 
d’avantage perturbés en présence d’une discontinuité de type fissure et, plus précisément, au 
niveau des patterns tranchés par la fissure.      

1.3.3.1 Limite de la corrélation d’images pour l’estimation des déplacements discontinus 

     Le champ de déplacement est homogène bilinéaire à l’intérieur du pattern car la base de 
fonctions, définie par l’équation (1.158), ne contient que des termes continus ; d’où 
l’efficacité de la méthode de corrélation d’images à obtenir un champ de déplacement continu 
global. Cependant, la présence d’une discontinuité de champ de déplacement dans le solide 
met naturellement en cause l’efficacité de la technique. Autrement dit, il devient difficile 
d’estimer, avec précision, le champ de déplacement des patterns coupés par la fissure.  

     Pour illustrer cette difficulté, nous présentons un exemple de calculs de champ de 
déplacement dans la zone fissurée d’un échantillon soumis à un chargement en mode 
d’ouverture. Une zone est sélectionnée autour de la pointe de fissure pour mener l’analyse de 
champs (figure 1.18).  

 

 

Figure 1.18 : Calcul des déplacements verticaux par corrélation d’images 
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Le front de fissure a pour coordonnées ( ) ( )0 0
1 2x ,x 0,0= . Ce front de fissure est approximatif 

puisque le déplacement est sub-pixel. La cartographie du champ de déplacement met en 
évidence des déplacements incohérents dans les patterns contenant cette discontinuité. Dans 
ces conditions, il est à la fois difficile de localiser la position précise de la pointe de fissure et 
d’identifier les deux lèvres de celle-ci.  

1.3.3.2 Amélioration du calcul des déplacements par corrélation d’images numériques 

     Pour améliorer l’estimation des champs de déplacement discontinus à l’aide d’outils de 
corrélation d’images numériques, certains auteurs proposent d’enrichir la base de fonctions 
avec les fonctions asymptotiques définies en mécanique linéaire de la rupture (1.2) afin de 
pouvoir prendre en compte les termes discontinus [HILD 2006 ; JINLONG 2010]. 

     D’autres techniques ont été récemment développées dont les plus utilisées sont la méthode 
de corrélation d’images numériques étendues (X-DIC) et celle de la minimisation d’erreurs au 
sens des moindre carrés. 

     La première méthode utilise un schéma de discrétisation étendu basé sur la méthode des 
éléments finis étendue (X-FEM) décrit par l’équation (1.154) [BLACK 1999 ; MOËS 1999]. 
Puisque la mesure du champ de déplacement est obtenue par la technique de corrélation 
d’images et compte tenue de la similitude entre celle-ci et la méthode des éléments finis, ce 
type de discrétisation (X-FEM) a ensuite été introduit dans un algorithme de corrélation 
d’images numériques pour, à la fois, prendre en compte la présence d’une fissure et localiser 
la position du front de la fissure durant la propagation de fissure en statique ou en dynamique 
[RETHORE 2006, 2007 , 2008, 2009, 2010; HILD 2006 ; ROUX 2006, 2009]. 

     La deuxième techniques utilise la procédure itérative de Newton-Raphson basée sur les 
moindres carrés non linéaires pour minimiser l’erreur résiduelle entre la solution analytique 
asymptotique basée sur le développement d’une série mathématique pondérée de coefficients 
(séries de Williams) et le champ de déplacements expérimental [YONEYAMA 2006, 2007 ; 
McNEILL 1987 ; ANBANTO-BUENO 2002 ; ROUX 2006 ; HAMAM 2007]. La vraie 
position de la pointe de fissure est obtenue lorsque l’erreur globale résiduelle ou l’écart 
moyen est minimisé entre le champ analytique asymptotique et les données expérimentales.  

Il est à noter que ces différentes méthodes, employant les champs asymptotiques pour 
apporter une amélioration aux déplacements bruts fournis par la corrélation d’images, 
nécessitent obligatoirement de pouvoir connaitre, à priori, la géométrie de la fissure puisque 
ces champs asymptotiques dépendent des coordonnées polaires et sont liés à la position de la 
pointe de fissure. 

Par contre, à défaut de connaitre la géométrie de la fissure, un algorithme de localisation de 
la fissure a été développé et implémenté dans un code de calculs de corrélation d’images 
numériques pour localiser des discontinuités géométriques ou matérielles même lorsque leurs 
positions sont inconnues. Une formulation théorique de cet algorithme est présentée ci-
dessous.  
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1.3.3.3 Algorithme de localisation de la fissure 

     Soient deux points M  et N , choisis arbitrairement dans un pattern d’une image de 
référence (figure 1.19), et soit U  un champ de déplacements appliqué de telle sorte que les 

points correspondants, M ∗  et N∗  dans l’image déformée, soient séparés par une discontinuité 
géométrique ou matérielle. Une mesure de la variation de distance, représentative d’une 
éventuelle discontinuité entre les deux points M  et N  notée M N� , est définie par : 

 M N M N MN∗ ∗= −
uuuuuur uuuur

�                           (1.161) 

Puisque, ( ),M M ∗∀ , ( )O M OM U M∗ ∗ = +
uuuuuur uuuur

, l’expression de la discontinuité, entre les deux 

points M  et N , est donnée par : 

 ( ) ( )M N U N U M= −�                (1.162) 

( )U P  est toujours donné par la minimisation de l’équation du coefficient de corrélation 

croisé (1.159). 

x1

x2
1x∗

2x∗

( )U M

( )U N

 

Figure 1.19 : Discontinuité entre deux points M et N 

     A partir de la définition de la discontinuité entre deux points (1.162), un critère de 
discontinuité du pattern ABCD est donné par l’équation (1.163). Ainsi, la présence d’une 
discontinuité dans le pattern sera détectée par seuillage de la mesure : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

max ;

max ;

K P A C B D

U C U A U D U B

=

= − −

� �
                            (1.163) 
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     Ce critère (1.163) permet de capturer une discontinuité quelconque dans le pattern comme 
illustré par la figure 1.20.  

x1

x2

 

Figure 1.20 : Différentes positions d’une discontinuité dans un pattern quelconque  

1.3.3.4 Application de l’algorithme de détection de la fissure 

-  Cas artificiel d’une géométrie de fissure inconnue 

     L’algorithme de détection de fissure a été appliqué au cas d’une image de référence ayant 
subit une déformation suite à l’ouverture de la fissure en mode I [GREGOIRE 2008]. Les 
deux images, initiale et déformée, sont converties en fonctions discrètes des niveaux de gris. 
Le critère de détection de discontinuité sur un pattern (1.163) est calculé sur toute l’image. La 
figure 1.21 montre l’évolution de ce critère de détection de discontinuité. 
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Figure 1.21 : Evolution du critère de discontinuité sur l’image de référence  
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 Etant donné le seuillage du critère de détection de discontinuité sur un pattern, le seuil est 
proportionnel à la valeur moyenne arithmétique du critère sur l’image (1.164) : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 Pattern fissuré

0 Pattern sain

T

T

K P K K P

K P K K P

β
β

 ≥ ⇒ =


< ⇒ =
                  (1.164) 

K  est la moyenne arithmétique du critère de discontinuité K  sur l’ensemble de l’image. β  

est un coefficient modifiable par l’utilisateur dont la valeur est prise égale à 2 par défaut. TK  

est la valeur seuil du critère. 

     Il est à noter que la valeur seuil est volontairement choisie petite afin d’éviter la perte 
d’informations en pointe de fissure où la valeur du critère de discontinuité est faible. En outre, 
des îlots de patterns sains, mais considérés comme fissurés par l’algorithme de seuillage, 
peuvent alors se former du fait des bruits inhérents à la mesure. Ces îlots sont éliminés par des 
techniques classiques de traitement d’images [PRATT 1991]. Un masque peut également être 
défini par l’utilisateur afin de réduire la zone de seuillage. 
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Figure 1.22 : Evolution du critère de discontinuité après seuillage  

     La pointe de fissure est simplement déterminée comme étant le pattern fissuré entouré par 

le moins de patterns fissurés. On obtient une représentation de la fonction TK  définie par, 

figure 1.22: 

• 0TK =  pour les patterns sains 

• 1TK =  pour les patterns fissurés 

• 1TK = −  pour le pattern contenant la pointe de la fissure. 
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     Enfin la fissure est représentée sur l’image déformée en joignant les positions des centres 
des patterns fissurés éventuellement, pondérées par la valeur du critère aux patterns.  

- Cas artificiel d’une géométrie de fissure connue 

     Dans le cas où la géométrie de la fissure est connue, on peut distinguer les patterns fissurés 
des patterns sains (non fissurés). Concernant les patterns sains, l’approximation bilinéaire 
classique du champ de déplacement est conservée (1.158), tandis que pour les patterns 
fissurés, une nouvelle base de fonctions de description est choisie conformément à l’équation 
(1.165) : 

( ) ( )1 2 1 2x ,x x ,x i
j j j

j

U U= ⋅∑l  

( )
( ) ( )

1 2 3 4
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

1 2
2 1 2 2 1 2 2

x ,x x x x x (Pattern non fissuré)

x ,x x ,x (Pattern fissuré)

U U U U U

U U U

 = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + →
⇒ 

= + ℑ ⋅ →
              (1.165)             

( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 si x ,x est au-dessus de la fissure
x ,x

0 si x ,x est en dessous de la fissure

ℑ = 


 

i
jU  sont les vecteurs déplacements inconnus. ( )1 2x ,x  est un point du pattern. ( )1 2x ,xjU  est 

donné par la minimisation de l’équation (1.159). jl  sont les fonctions de la base choisie.  

     D’après l’équation (1.165), on peut remarquer que l’enrichissement des fonctions 
d’approximation du champ de déplacement est similaire à celui de la méthode des éléments 
finis étendue [RETHORE 2005 ; THOMAS 2006 ; GREGOIRE 2008]. La fonction ℑ , 
définie précédemment, correspond à la partie positive de la fonction H  utilisée pour enrichir 

les éléments entièrement tranchés par la fissure dans la méthode des éléments finis étendue. 
Le champ de déplacement est ainsi approximé sur les patterns fissurés par un mouvement de 
corps solide discontinu.  

     D’autres techniques expérimentales ont été développées pouvant localiser précisément le 
front de fissure. La détermination des propriétés de fissuration demande en effet une bonne 
localisation car l'ensemble des paramètres sont déterminés dans un repère dont l'origine est 
cette pointe de fissure. Carin [CARIN 2000] a utilisé des clichés issus d’appareils 
photographiques classiques pour localiser la position du front de fissure dans des PMMA 
(Polyméthacrylate de méthyle) sous sollicitation en propagation dynamique de fissure. 

     Des jauges de fissuration peuvent être employées afin de suivre l'évolution de la fissure 
durant un essai mécanique, figure 1.23, [OWEN 1998 ; MAIGRE 1990, MAIGRE 1993 ; 
RITTEL 1996 ; PRABEL 2007]. Cette méthode donne cependant des résultats variables en 
dynamique rapide du fait de la faible précision obtenue lorsque la jauge casse après le passage 
de la fissure. La présence de ces jauges peut également renforcer localement et donc gêner la 
fissuration. 



                                                                                                                                                    Chapitre 1. Etudes préliminaires 

 

59 

 

Figure 1.23 : Détection de la position du front de fissure par jauges de déformation  

     Un algorithme disponible dans la boîte à outils de MatLab [MATHWORKS 2001] appelé 
« Sobel edge finding filter » a été appliqué avec succès aux champs expérimentaux pour 
établir avec précision le front de la fissure dans les alliages d’aluminium (AL 7010 T7651) en 
rupture statique en mode mixte [LOPEZ-CRESPO 2008]. Cet algorithme [SONKA 1993] 
identifie les bords comme lieux des pixels où le gradient de l'intensité tend vers un maximum. 
La fissure et son front peuvent facilement être localisés comme illustré par la cartographie des 
déplacements horizontaux et verticaux, figure 1.24. 

Déplacement horizontal U1 (mm) Déplacement vertical U2 (mm)

x1 (mm)
x1 (mm)

x2
 (m

m
)

x2
 (m

m
)

fissure Pointe de fissure 

Figure 1.24 : Localisation des coordonnées du front de fissure par l’outil Sobel edge-finding 

1.3.4 Calcul du facteur d’intensité des contraintes 

     Les facteurs d’intensité des contraintes ( )K σ
α  donnent l’amplitude d’une harmonique 

particulière (ordre 1) dans le développement en 2nr  du champ de déplacement en présence 

d’une fissure. En ce sens, les ( )K σ
α  sont des grandeurs particulièrement difficiles à mesurer. 
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Les facteurs d’intensité des contraintes caractérisent l’ensemble du champ de déplacements et 
il est naturel de vouloir tirer partie de la totalité de l’information fournie par une mesure de 
champ cinématique. Ainsi, des techniques, minimisant l’écart entre le champ mesuré et un 
champ théorique, ont pu être développées [YONEYAMA 2006, 2007 ; KENJI 2006; YATES 
2010; JINLONG 2010 ; McNEILL 1987 ; ROUX et HILD, 2006 ; ATLURI 1993 ; HAMAM 
2007 ; LOPEZ-CRESPO 2008 ; WILLIAMS 1957 ; RAMESH 1997] afin de calculer les 
facteurs d’intensité des contraintes à partir du champ cinématique. Pour ce faire, une relation 
directe existe entre ces facteurs d’intensité des contraintes et les premiers coefficients de 
pondération de la série analytiques asymptotiques basé sur le potentiel de Kolossov-
Muskhelishvili’s [MUSKHELISHVILI'S 1933 ; WILLIAMS 1957]. Pour chaque mode de 
rupture (modes ,I IIα = ), cette relation s’écrit : 

 
1

1

2
I

I

a
A

G
=

⋅
  avec  

( )
1

2
I

I

K
a

σ

π
=

⋅
                  (1.166) 

 
1

1

2
II

II

a
A

G
=

⋅
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( )
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K
a

σ

π
=

⋅
                 (1.167) 

G  est le module de cisaillement défini, en contraintes planes, par : 

 ( )2 1

E
G

ν
=

⋅ +
               (1.168) 

E  et ν   représentent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du 
matériau isotrope. 

     A partir des équations (1.166) et (1.167), les facteurs d’intensité des contraintes ( )K σ
α  sont 

calculés après interpolation du champ analytique de déplacements sur les données de mesures 
[YONEYAMA 2006, 2007 ; KENJI 2006; YTES 2010; JINLONG 2010 ; McNEILL 1987 ; 
ANBANTO-BUENO 2002 ; ROUX 2006 ; HAMAM 2007]. 

     Plus récemment, Réthoré et al. [RETHORE 2005] ont utilisé une technique d’intégrale 
d’interaction pour mesurer les facteurs d’intensité des contraintes (méthode équivalente à 
l'intégrale M). Une formulation de cette intégrale d’interaction est donnée par : 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )int 2 v v
I I II III K K K K

E
σ σ σ σ= ⋅ ⋅ + ⋅            (1.169) 

( )v
IK σ  et ( )v

IIK σ  sont les facteurs d’intensité des contraintes des champs asymptotiques 

auxiliaires en pointe de fissure pour les modes I et II. En choisissant des valeurs judicieuses 

pour ( )v
IK σ  et ( )v

IIK σ  ( ( ) 1v
IK σ =  et ( ) 0v

IIK σ = , respectivement ( ) 0v
IK σ =  et ( ) 1v

IIK σ = ), les 

facteurs d’intensité des contraintes réels ( )
IK σ  et ( )

IIK σ  peuvent être calculés moyennant 

l’intégrale d’interaction intI  dont la formulation est semblable à l’intégrale invariante Gθ  
(1.110) [SUO et COMBESCURE, 1992; DESTUYNDER, 1983]. 
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     On remarque qu’à partir des équations (1.166), (1.167), (1.168) et (1.169), le calcul des 
facteurs d’intensité des contraintes nécessite de connaitre les propriétés d'élasticité du 
matériau. Elles sont le plus souvent empruntées à la littérature pour l’estimation des facteurs 
d’intensité des contraintes [RETHORE 2005 ; YONEYAMA 2006, 2007 ; KENJI 2006; 
YTES 2010; JINLONG 2010 ; McNEILL 1987 ; ROUX et HILD, 2006 ; HAMAM 2007 ; 
YAOFENG SUN 2008 ; FEDELE 2009]. Ces approches intègrent alors deux incertitudes. La 
première, expérimentale, est directement liée à l'imprécision de la mesure intégrant bruits 
expérimentaux, position approximative de la pointe de fissure, désalignement de l'éprouvette, 
etc. La seconde imprécision réside dans la non connaissance des propriétés réelles de la loi de 
comportement.  

Conclusion 

 Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, nous avons présenté, dans une 
première partie, différentes représentations de l'état mécanique au voisinage de la pointe de 
fissure. Jusqu'à présent, les facteurs d'intensité de contrainte et le taux de restitution d'énergie 
étaient employés afin de définir l'état mécanique singulier. Plus récemment, l'état cinématique 
a été introduit à travers les facteurs d'intensité d'ouverture de fissure. Il est à noter que dans la 
communauté scientifique, ces paramètres, caractérisant la fissuration, sont présentés comme 
des propriétés redondantes entrant en concurrence. En effet, si nous rappelons les méthodes 
statiques, cinématiques ou énergétiques employées dans les différentes approches numériques, 
elles permettent toutes de caractériser soit les facteurs d'intensité de contrainte, soit les 
facteurs d'intensité d'ouverture de fissure ou encore le taux de restitution d'énergie, les lois de 
comportement locales permettant de recalculer les différents paramètres de fissuration. 

 Dans une seconde partie, il a été rappelé les différentes méthodes numériques développées 
pour le calcul des propriétés mécaniques en pointe de fissure. En complément des remarques 
faites précédemment, nous noterons que les différents outils développés se sont focalisés sur 
le contournement de la singularité en pointe de fissure. Les différentes approches présentées 
font cependant appel aux propriétés d'élasticité du milieu, qu'il soit isotrope ou anisotrope. Si, 
pour des matériaux modèles, ces techniques sont tout à fait pertinentes, elles le sont moins 
lorsque nous les employons sur des matériaux réels plus hétérogènes pour lesquels les 
propriétés d'élasticité ne sont pas identifiées avec exactitude. 

 Enfin, nous avons présenté, dans la troisième partie, les méthodes récentes d'investigation 
sans contact employant l'analyse d'images concernant la définition de l'état mécanique au 
voisinage d'une fissure. En accord avec les avancées actuelles de la recherche dans ce 
domaine, nous nous sommes concentrés sur la technique de corrélation d'images. Au même 
titre que pour les méthodes numériques présentées précédemment, la communauté 
scientifique a placé beaucoup d'efforts dans la détermination cinématique du front de fissure 
en élaborant des stratégies d'optimisation des champs singuliers. Cependant, si ces méthodes 
sont pertinentes pour une caractérisation cinématique, le fait de vouloir les employer à tout 
prix pour la caractérisation de l'état de contrainte (via les facteurs d'intensité de contrainte), ou 
pour la définition énergétique du front de fissure (via le taux de restitution d'énergie) nécessite 
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également une identification des propriétés d'élasticité du matériau considéré; ce qui limite la 
pertinence de la méthode. 

 Que ce soient les approches numériques ou expérimentales par analyse d'images, les 
démarches sont principalement fondées sur la connaissance des propriétés d'élasticité des 
matériaux étudiés. Pour répondre à ce verrou scientifique, nous proposons d'étudier, aux 
meilleures de leurs possibilités, la technique par corrélation d'images en se limitant à une 
définition cinématique des champs mécaniques au voisinage de la pointe de fissure, et ce, à 
travers la définition des facteurs d'intensité d'ouverture de fissure.  En parallèle, la méthode 
des éléments finis sera employée, de façon complémentaire, afin de calculer l'état mécanique 
en contrainte à travers les facteurs d'intensité de contrainte. Les méthodes énergétiques, via 
les invariants intégraux, seront employées afin d'éliminer aux mieux les imprécisions 
numériques liées à la singularité des champs singuliers. Sous certaines conditions, et en 
postulant que l'état de contrainte ne dépend que des conditions aux limites imposées en force, 
nous montrerons que les facteurs d'intensité de contraintes peuvent être déterminés 
indépendamment des propriétés mécaniques du milieu.  

 Enfin, le couplage entre corrélation d'images et méthode des éléments finis permet 
d'atteindre d'autres propriétés complémentaires en mécanique de la rupture. Dans un premier 
temps, le couplage entre facteurs d'intensité d'ouverture de fissure et facteurs d'intensité de 
contrainte permet de déterminer le taux de restitution d'énergie en mode d'ouverture, de 
cisaillement et en mode mixte. Dans un second temps, le croisement de l'état cinématique et la 
répartition des contraintes en pointe de fissure permet de caractériser les propriétés d'élasticité 
locales à travers les complaisances élastiques réduites pour des milieux isotropes et 
orthotropes. Le message principal de ce travail est que nous ne considérerons plus les 
approches numérique et expérimentale comme concurrentes mais complémentaires. 
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Chapitre 2 

 

Algorithme de caractérisation en 
mécanique de la rupture : approche par 
corrélation d’images et éléments finis 

 
_______________________________________________________________ 

 Ce deuxième chapitre présente les approches expérimentales, analytiques et 
numériques mises en place pour analyser les paramètres de fissuration. Sont 
décrits les types de géométrie d'éprouvettes de fissuration employés dans le 
travail expérimentale, les techniques développées pour, à la fois, localiser la 
pointe de fissure et déterminer les propriétés élastiques ainsi que les facteurs 
d’intensité d’ouverture de fissure et les facteurs d’intensité de contrainte 
caractérisant les champs singuliers en pointe de fissure. Une nouvelle 
expression du taux de restitution d’énergie est proposée à travers le processus 
de couplage entre les méthodes expérimentale et numérique. Ce couplage 
permet, d'une part, le calcul du taux de restitution d'énergie, indépendamment 
des propriétés d'élasticité et, d'autre part, la caractérisation des complaisances 
élastiques réduites. 

________________________________________________________________ 
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Introduction 

 Ce deuxième chapitre traite des moyens mis en œuvre pour l’étude expérimentale, 
analytique et numérique de la fissuration. L’accent est mis sur les techniques expérimentales 
pour identifier les propriétés mécaniques intrinsèques afin de donner une estimation optimum 
des paramètres de fissuration. 

     Dans un premier temps, sont présentés les différentes géométries d’éprouvettes, employées 
pour l’analyse des propriétés de rupture en mode d’ouverture et en mode mixte de 
chargement, ainsi que les matériaux étudiés. 

     L’analyse expérimentale de la rupture fait l'objet d'une seconde partie. Elle est basée sur 
l’emploi de la corrélation d’images numériques pour déterminer les champs de déplacements 
et de déformations en tout point de la surfaces des échantillons contenant une fissure. Cette 
méthode expérimentale, largement explicitée au chapitre précédent, est ici associée au 
développement analytique d’une procédure itérative de Newton-Raphson basée sur les 
moindres carrés non linéaires en vue de palier aux erreurs et bruits expérimentaux liés aux 
conditions d’essais ainsi qu’à la perturbation de la corrélation d’images induite par la présence 
d’une fissure. La corrélation entre les approches expérimentale et analytique a pour 
conséquence de localiser avec précision la pointe de fissure et de quantifier les mouvements 
de corps rigide durant l'expérimentation. La caractérisation des cinétiques d’ouverture des 
fissures est alors menée à travers l’estimation des facteurs d’intensité d’ouverture de fissure. 

     Par ailleurs, l'approche expérimentale est complétée par l'utilisation d'une formulation par 
éléments finis dont le but est de déterminer les facteurs d'intensité de contrainte 
indépendamment des données expérimentales. Comme indiqué dans le chapitre précédent, 
l'outil numérique est un complément de la caractérisation expérimentale afin de limiter les 
hypothèses habituellement adoptées dans cet exercice comme, en particulier, la connaissance 
des propriétés d'élasticité du milieu.  

     Dans une dernière partie, un rapprochement des analyses expérimentales et par éléments 
finis permet de mettre en valeur cette complémentarité en déduisant les taux de restitution 
d'énergie en mode d'ouverture et en mode mixte. Enfin, la méthode permet d'optimiser les 
paramètres caractérisant le comportement élastique du matériau au voisinage de la pointe de 
fissure.  

2.1  Approche expérimentale 

2.1.1 Géométrie des éprouvettes et matériaux 

 Dans le cadre de ce travail, nous souhaitons utiliser une éprouvette de fissuration nous 
permettant d’effectuer des chargements en modes simples (mode d’ouverture ou de 
cisaillement) et en mode mixte (mode d’ouverture et de cisaillement). L’étude se focalisant 
sur la détermination des champs mécaniques au voisinage de la pointe de fissure (hors 
contexte de propagation), le critère de choix se porte sur la simplicité de réalisation de 
l’éprouvette, sa polyvalence vis-à-vis du mode de chargement, du matériau employé et le fait 
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d’avoir une surface englobant la pointe de fissure permettant de définir un domaine 
d’intégration et une zone d'étude représentatifs. 

 Dans cet esprit, nous présentons quelques géométries d’éprouvettes existantes dans la 
littérature.  

2.1.1.1 Géométrie des éprouvettes existantes 

 Plusieurs géométries d’éprouvettes ont été étudiées en mécanique de la rupture pour 
appréhender les phénomènes de fissuration dans les matériaux. En effet, la caractérisation de 
la résistance à l’amorçage et à la propagation des fissures est réalisée à l’aide d’éprouvettes 
préfissurées. Durant ces essais, les propriétés de rupture étudiées sont généralement le taux de 
restitution d’énergie et les facteurs d’intensité des contraintes.   

- Eprouvette CT (Compact Tension)   

 L'éprouvette CT, Figure 2.1, est souvent utilisée pour l’étude de la propagation stable ou en 
fatigue en vue de la détermination de la ténacité [KOBAYASHI 1980, BEGUELIN 1998, 
NISHIMURA 2005] lorsque l'essai est piloté en déplacement. Un des avantages de cette 
géométrie d’éprouvette est l’obtention de la formule analytique du facteur d’intensité des 
contraintes en mode d’ouverture donnée par Tada [BUI 1978, RETHORE 2005]. Si le 
comportement de ces éprouvettes en cours d’essai est parfaitement élastique, la détermination 
de la ténacité se fait à partir de la mesure de la force à rupture; valeur facilement identifiable 
du fait d'une instabilité de la propagation de fissure lorsque l'échantillon est sollicité en force.   

 

Figure 2.1 : Eprouvette CT 

- Eprouvette DCB (Double Cantilever Beam) 

     L'éprouvettes DCB, Figure 2.2, est utilisée pour la détermination de la ténacité et du taux 
de restitution d’énergie critique en mode d’ouverture [CHO 1979]. Sa conception permet 
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d’obtenir un facteur d’intensité des contraintes qui décroît lorsque la fissure se propage (zone 
sans défaut) [KANNINEN 1974, FINEBERG 1991, UENISHI 2002]. Cela justifie les risques 
d’instabilité dans le cas de mesure sur des matériaux isotropes. Par contre, ces risques 
d’instabilité disparaissent dans le cas du bois car la propagation est guidée par le fil 
longitudinal. Ces éprouvettes sont donc intéressantes car elles présentent une plage assez 
importante de propagation, Figure 2.2. Enfin, la simplicité de cette géométrie permet de faire 
des calculs analytiques en employant la méthode de la variation de la complaisance en 
considérant deux poutres consoles dont la longueur libre est assimilée aux lèvres de la fissure. 

 

Figure 2.2 : Eprouvette DCB 

- Eprouvette SENB (Single Edge Notched Bending) 

    L'éprouvette SENB, Figure 2.3, est employée pour l’étude de l’amorçage de fissuration 
[AKOURRI 2000 ; AVRIL 2004]. Cette éprouvette est également utilisée pour déterminer le 
taux de restitution d’énergie critique dans des échantillons de bois massif, (essai Gustafson) 
[GUSTAFSON 1989].  

 

Figure 2.3 : Eprouvette SENB 

 Elle assure des conditions aux limites aisées à imposer. Le ligament non fissuré de ces 
éprouvettes est sollicité en flexion. En fonction d'un effet d'échelle caractéristique à cette 
géométrie, cet état de flexion permet d’assurer un bon confinement de la zone plastique. 
Cependant, la zone de propagation reste faible avec des effets de bord lorsque la pointe de 
fissure s'approche du point de chargement.  



  Chapitre 2. Algorithme de caractérisation en mécanique de la rupture : approche par corrélation d’images et éléments finis  

 

68 

- Eprouvette à entaille centrale 

    L'éprouvette à entaille centrale engendre une symétrie matérielle difficile à garder lors de la 
fissuration car un déséquilibre de chargement peut induire un mode mixte de propagation, 
Figure 2.4. 

 

Figure 2.4 : Eprouvette à entaille centrale 

- Eprouvette DEC (Double Edge Crack) 

 Cette éprouvette a été conçue afin d'examiner l’influence de la discontinuité et les 
phénomènes de concentration des contraintes en font de fissure, Figure 2.5, avec une 
interaction des zones singulières lorsque les deux fissures se rapprochent. 

 

Figure 2.5 : Géométrie d’éprouvette DEC 

- Eprouvette Cantilever à inertie variable 

L'éprouvette Cantilever à inertie variable présente une plage de propagation stable lors 
d'essais pilotés en force et possède une géométrie compatible avec le type d’essai envisagé. 



  Chapitre 2. Algorithme de caractérisation en mécanique de la rupture : approche par corrélation d’images et éléments finis  

 

69 

Les éprouvettes sont massives ; d’où le risque important de défauts internes liés à la structure 
du matériau (bois). La variation linéaire de section engendre une stabilité initiale qui rend la 
phase de chargement délicate, Figure 2.6. 

 

Figure 2.6 : Eprouvette Cantilever à inertie variable 

- Eprouvette DCB à inertie variable 

 Cette éprouvette résulte d’un compromis entre l'éprouvette DCB et l'éprouvette Cantilever 
dans le but d’assurer une stabilité du taux de restitution d’énergie lors de la propagation de 
fissure [BUBOIS 1996], Figure 2.7.  

 

Figure 2.7 : Géométrie d’éprouvette DCB à inertie variable modifiée 

 Cette inertie variable doublée d'un congé de raccordement, proche de la pointe de fissure 
initiale, provoque une légère instabilité initiale permettant un taux de charge de 100%. La 
stabilité de la fissuration permet alors d'utiliser cette géométrie pour des fissurations en fluage 
ou en fatigue avec une sollicitation en effort imposé. 
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- Eprouvette mTDCB (modified Tapered Double Cantilever Beam) 

 Ce type d’éprouvettes est une évolution de l’éprouvette TDCB classique [FRACTURE 
1969] qui a été adapté à la rupture du bois [MOREL 1998 ; COUREAU 2006]. Les 
éprouvettes mTDCB ont la particularité de permettre une propagation de fissure stable en 
mode d’ouverture (à déplacement imposé). La Figure 2.8 présente un schéma de l’éprouvette 
mTDCB. 

 

Figure 2.8 : Géométrie d’éprouvette mTDCB 

 L'éprouvette mTDCB présente une zone à inertie variable suivie d’une zone à inertie 
constante permettant de se prémunir contre toute influence de l’extrémité libre sur le 
processus de fissuration. 

- Eprouvette SENT (Single Edge Notched Tension) 

 L'éprouvette SENT a été conçue pour la mesure de la ténacité [TAKAHASHI 1987, 
KOKALY 2001, 2003, MURPHY 2006]. Ne présentant pas une plage de propagation stable 
exploitable, cette géométrie d’éprouvette assure une augmentation du facteur d’intensité des 
contraintes pendant la propagation instable de la fissure. Elle permet une parfaite symétrie de 
chargement en mode d’ouverture, Figure 2.9.  

 

Figure 2.9 : Géométrie d’éprouvette SENT 
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- Eprouvette WS (Wedge Splitting) 

 Cette éprouvette a été conçue pour étudier les propriétés de rupture durant la propagation 
stable de la fissure dans les matériaux comme le béton [TSCHEGG 1986]  et étendues au cas 
du bois [KOLLMANN 1951 ; TSCHEGG 1986, 1990, 1991; STANZL-TSCHEGG 1993 ; 
ZIKMUNDA 1992]. La forme des éprouvettes peut être cubique ou cylindrique [TSCHEGG 
1986, 1991], Figure 2.10. Le système de montage (Splitting test) est assez simple à mettre en 
œuvre et induit une parfaite symétrie en mode d'ouverture. 

 

Figure 2.10 : Géométrie d’éprouvette WS 

     Afin d’obtenir une configuration polymodale dans les milieux fissurés, d’autres géométries 
d’éprouvette ont été conçues, à savoir :  

- Eprouvette CTS (Compact Tension Shear) 

 L'éprouvette CTS a été la première à être utilisée pour l’analyse des phénomènes de 
fissuration dans une configuration de mode mixte (mode I+II) [RICHARD 1981], Figure 
2.11.  

 

Figure 2.11 : Eprouvette CTS 
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Cette géométrie a été proposée pour déterminer l’évolution du front de fissure en mode mixte 
dans les milieux hétérogènes fissurés [LUO 2003, MA 2006, ZHA 2006, CAUMES 1987, 
VALENTIN 1989]. L'éprouvette est solidaire de deux bras en acier munis de perçage formant 
différents points de chargement diamétralement opposés. Le taux de mixité est obtenu par 
l’angle formé entre les divers points de chargement et la direction de la fissure. 

- Eprouvette 2MGC (Mixed Mode Crack Growth) 

La géométrie 2MGC provient d'une combinaison entre une DCB à inertie variable, une 
mTDCB et une CTS. La figure 2.12 montre sa géométrie avec le support de chargement (bras 
en acier ou en PVC) sur lequel sont indiqués les différents points de chargement pour 
l’évaluation du taux de mixité. Ainsi, cette géométrie permet d'étudier la propagation de 
fissure en fluage et fatigue, et ce, en effort imposé en y introduisant des configurations de 
mode mixte, [MOUTOU 2008a, 2008b, 2008c]. 

 

Figure 2.12 : Eprouvette 2MGC 

2.1.1.2 Géométrie retenue  

 La géométrie d’éprouvette, que nous retenons pour ce travail, est celle issue de la 
combinaison des éprouvettes SENT et WEDGE SPLITTING utilisées pour l’essai en mode 
d’ouverture. Une représentation schématique de cette géométrie est montrée en figure 2.13 
[MEITE 2010, 2011, POP 2011].  
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Figure 2.13 : Eprouvette Wedge Splitting pour le mode d’ouverture  

     Concernant les configurations de mode mixte, l'échantillon est modifié afin de le 
solidariser avec un montage Arcan, Figure 2.14, [MEITE 2010, 2011, 2012]. 

Bras supérieur

Bras inférieur

spécimen fissuré

Points de sollicitation

 

Figure 2.14 : Eprouvette SEN et système Arcan en mode mixte 

2.1.1.3 Matériaux   

     L’étude des problèmes de fissuration menée dans ce travail de thèse est académique. En 
d’autres termes, les matériaux étudiés n’ont pas été déterminés dans le cadre d’un partenariat 
avec le secteur industriel. Cependant, ces matériaux ont été choisis comme représentants de 
phénomènes généraux observés dans toute une classe de matériaux. 
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     Afin d’adapter le choix des matériaux aux formulations présentées dans le chapitre 
précédent où sont développés les fondements de la mécanique élastique linéaire de la rupture, 
la campagne expérimentale repose sur des éprouvettes en PVC (Polychlorure de Vinyle) et 
Douglas (bois résineux); ces choix regroupant à la fois les familles de matériaux isotropes et 
orthotropes. Ces deux types de comportement mécanique ont été choisis comme exemples 
d’application de la technique de couplage expérimentale et numérique qui sera développée 
tout au long de ce deuxième chapitre ; l'objectif étant de montrer la capacité de cette méthode 
hybride à étudier et à appréhender le comportement à la fissuration pour des matériaux 
isotropes et orthotropes sollicités par des chargements complexes. Pour le cas du Douglas, 
l’essai de fissuration est fait dans le plan RL avec une fissure orientée dans la direction des 
fibres (L). 

2.1.2 Dispositif de chargement 

2.1.2.1 Dispositif d’essai 

 Le dispositif expérimental regroupe une presse électromécanique équipée d’un système de 
mesure composé d’un capteur LVDT (d’une course de 10mm) et d'une cellule de force (d’une 
capacité de 50kN), permettant de visualiser et de mesurer le comportement mécanique global 
des éprouvettes au cours de l’essai. Toutes les expérimentations sont pilotées en déplacement 
avec une vitesse de chargement de 0,01mm/s. 

2.1.2.2 Configuration en mode d’ouverture 

 Le système de chargement en mode d’ouverture est composé de deux rouleaux et d'une 
pyramide en acier, Figure 2.15. Le déplacement vertical de la pyramide, solidaire de la 
traverse machine, impose un déplacement horizontal des deux rouleaux induisant ainsi une 
cinétique d’ouverture aux deux lèvres.  

 

1

2

3

4

1 – éprouvette PVC
2 – système de chargement mode I
3 – bâti presse électromécanique
4 – caméra CCD

 

Figure 2.15 : Eprouvette en Douglas pour une sollicitation en mode d’ouverture   
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Le système proposé permet ainsi d’obtenir une ouverture contrôlée de la fissure avec un 
déplacement symétrique des deux lèvres. De plus, les caractéristiques géométriques du 
montage, l’angle de la pyramide (=15°) et le diamètre des rouleaux (=10mm) permettent de 
réduire la composante verticale du chargement tout en limitant la compression de 
l’éprouvette. Afin de vérifier la symétrie d’ouverture de la fissure et de valider le montage, 
nous avons tracé, en Figure 2.16, l’évolution du déplacement des deux rouleaux pour une 
éprouvette en Douglas. Cette analyse, réalisée par la technique de suivi de marqueurs en 
analysant le déplacement de deux marqueurs positionnés sur les rouleaux, met bien en 
évidence la présence d’un mode d’ouverture. 
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Figure 2.16 : Mode d'ouverture et symétrie des déplacements 

2.1.2.3 Configuration en mode mixte 

 Le dispositif expérimental, mis en place pour les essais en mode mixte, comporte un 
montage Arcan permettant de générer différentes configurations de mode mixte, Figure 2.17.  

Ainsi, chaque configuration est imposée en orientant la direction du chargement suivant 
différents angles définis par rapport à l’axe de la fissure. Le montage Arcan permet de varier 
les angles de chargements de 0° (cas de mode I) jusqu’à 90° (cas de mode II). Les angles 
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intermédiaires (15°, 30°, 45°,…) permettant d’avoir différents taux de mixité couplant mode I 
et mode II. 

Une particularité du montage en mode mixte est l’orientation de la camera CCD par rapport à 
la direction de la fissure. Le mode mixte étant une combinaison des modes I et II, la mesure 
des déplacements doit se faire dans un plan aligné avec la direction de la  fissure. Dans ce cas, 
comme montré en Figure 2.18, la caméra CCD est orientée parallèlement à la fissure à l’aide 
d’un trépied rotulé. Dans cette configuration, les déplacements verticaux et horizontaux 
correspondent directement aux parts respectives de modes I et II. 
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4

2

Mode I

Mode II

x1

x2

1 – éprouvette PVC
2 – montage Arcan
3 – bâti presse 
électromécanique
4 – caméra CCD

 

Figure 2.17 : Dispositif expérimental et système de chargement en mode mixte 

La correspondance entre l’image enregistrée et la valeur du chargement se fait grâce à la 
technique du suivi des marqueurs, comme pour le cas précédent. 
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2.1.2.4 Préparation des échantillons 

Les déplacements calculés par corrélation d’images numériques sont le résultat de la 
recherche du degré de ressemblance entre les deux motifs aléatoires. Le premier motif 
correspond à l’image de la surface de l’éprouvette avant déformation. Le deuxième 
correspond à l’état déformé de cette même surface. Etant donné la texture en surface des deux 
matériaux étudiés, nous avons procédé à l’application d’un mouchetis noir et blanc sur la 
surface des éprouvettes afin d’obtenir un motif aléatoire, voir Figures 2.19 et 2.20. 

 

xCCD

yCCD

F
45

45

F
45

1

3

4

1 – éprouvette PVC
2 – montage Arcan
3 – tête rotulé 3D
4 – caméra CCD

2
CCD

xCCD

yCCD

α ∈α ∈α ∈α ∈(0 ..90 )

Orientation initiale de 
la caméra αααα=0 et 90

 

Figure 2.18 : Orientation de la caméra CCD en mode mixte (exemple pour 45°) 
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Figure 2.19 : Préparation de l’éprouvette en PVC (exemple du mode I) 
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Figure 2.20 : Préparation de l’éprouvette en Douglas (exemple du mode mixte) 

La préparation des éprouvettes comporte deux étapes : l’usinage de la géométrie avec une 
entaille et la préparation de la surface de mesure par l’application d’un mouchetis noir et 
blanc. Afin de maîtriser le taux d'humidité, l’éprouvette en Douglas est conditionnée dans une 
enceinte climatique régulée en température et humidité relative. Afin de respecter, d'une part, 
la fissuration dans le plan RL et, d'autre part, un bon alignement de la fissure avec le sens des 
fibres, les échantillons en Douglas sont taillés dans des planches dont les cernes de croissance 
sont le plus parallèles possibles. Nous rappelons ici que les essais sont sans propagation de 
fissure et sans endommagement ; ce qui nous permet d’utiliser la même éprouvette pour 
plusieurs tests. Cet aspect est primordial au regard de l'hétérogénéité entre deux éprouvettes 
de Douglas. 

2.1.3 Méthode de mesures par Corrélation d'Images Numériques (CIN)  

Le formalisme, proposé dans le premier chapitre, requière la connaissance des facteurs 
d’intensité d’ouverture de la fissure. Dans notre étude, nous proposons d’évaluer ces facteurs 
par approche cinématique, et ce, à partir des champs de déplacements mesurés par CIN.  

Durant l’essai, les modifications morphologiques de la surface mouchetée de l’éprouvette sont 
filmées par une caméra CCD ; ce qui permet, en fonction de la vitesse d’acquisition, d’avoir 
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une série de séquences (ou images) correspondant aux différents états de chargement. A partir 
de ces enregistrements, un champ de déplacements est calculé pour chaque image. Pour 
évaluer le champ de déplacements, une zone d’étude est définie au voisinage de la pointe de 
fissure, Figure 2.21.  

Nous rappelons ici que l’évaluation du taux de restitution d’énergie dérive des approches 
énergétiques basées sur les champs mécaniques lointains et que, dans ce cas, la taille de la 
zone d’étude doit être représentative du domaine d’intégration. Cette zone est ensuite 
subdivisée en fenêtres de corrélation. Dans la littérature, plusieurs études paramétrées ont 
permis de définir la taille optimale des fenêtres de corrélation [RETHORE 2008]. Pour notre 
étude, des essais préliminaires nous ont conduits à choisir une taille de fenêtres de 16x16 
pixels² et 32x32 pixels². 

Zone d’intérêt

Fenêtres de corrélation
32

 p
ix

el
s

32 pixels

 
Figure 2.21 : Définition de la zone d’étude en corrélation d’images numériques  

Afin d’évaluer les champs de déformations et de contraintes, les résultats obtenus par la CIN 
peuvent être exportés dans un code de calcul. Dans notre approche, les calculs numériques 
sont réalisés à partir du code aux éléments finis Castem développé par le Commissariat à 
l’Energie Atomique (CEA) [CASTEM 1993, 1996]. L’implémentation des données 
expérimentales dans Castem se fait à partir d’un maillage discrétisé par des éléments finis à 4-
nœuds iso paramétriques [RETHORE 2005 ; BESNARD 2006 ; FEDELE 2009]. Comme 
nous l’avons illustré sur la Figure 2.22, les centres des fenêtres de corrélation sont assimilés 
aux nœuds des éléments. Les coordonnées géométriques des nœuds correspondent donc aux 
coordonnées cartésiennes des centres des fenêtres de corrélation de l’image initiale qui 
représente la référence. 
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La procédure d’implémentation consiste à attribuer ces déplacements aux nœuds du maillage 
sous la forme d’un champ par points. A partir de cette démarche, nous avons illustré, en 
Figure 2.23, la déformée expérimentale de la zone d’intérêt, et ce, pour une éprouvette en 
PVC sollicitée en mode I. 

Zone d’intérêt

Élément finis iso 
paramétrique à 
4 nœuds

Maillage 
EF Surface à 

discrétiser

Centres des fenêtres 
de corrélation

 

Figure 2.22 : Génération d’un maillage EF à partir des données expérimentales 

 

Position estimée de la pointe de fissure

Discrétisation avec des fenêtres de 32x32 pixels² Discrétisation avec des fenêtres de 16x16 pixels²
 

Figure 2.23 : Déformée éléments finis de la zone d’intérêt (mode I) 
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En évaluant la déformée illustrée en Figure 2.23, plusieurs questions, associées aux conditions 
d’essais et à la géométrie de l’éprouvette, peuvent être formulées : 

- Le bruit expérimental en déplacements, a-t-il une influence directe sur l’indépendance des 
invariants intégraux ? 

- La position et l’orientation de la pointe de la fissure sont-elles mesurées avec précision ? 

- L’éprouvette subit-elle un mouvement du corps rigide au cours du chargement ? 

Certains de ces aspects ont été identifiés et traités d’une manière complète ou partielle dans 
des travaux antérieurs au notre. Pourtant, à ces problématiques, s’ajoutent les hypothèses 
faites sur la connaissance des propriétés d'élasticité du matériau.  

    C’est pourquoi il est admis que la corrélation d’images numériques ne donne pas des 
résultats exploitables directement pour un post traitement par éléments finis [KENJI 2006 ; 
YATES 2010 ; JINLONG 2010 ; YONEYAMA 2006 ; GREGOIRE 2008] ; d’où le besoin 
d’envisager une stratégie favorisant l’accès à l’ouverture de la fissure et à la localisation 
précise des coordonnées de la pointe de fissure. Ainsi, pour pallier à cette difficulté, plusieurs 
solutions ont été proposées dans la littérature (Cf. chapitre 1). Celle adoptée dans ce travail, 
contrairement à la littérature, repose sur l’optimisation des champs de déplacement 
expérimentaux en traitant, comme inconnues, la position de la pointe de fissure, les défauts 
d'alignement de la fissure avec le cadrage caméra et les mouvements de corps solide durant 
l'essai. Ce qui démarque notre travail est, à ce niveau de l'étude, l'abstraction des propriétés 
d'élasticité des matériaux étudiés. 

2.1.4 Optimisation des champs de déplacements expérimentaux 

 La procédure d’optimisation consiste à substituer les champs de déplacement bruts par des 
champs analytiques asymptotiques via un algorithme de minimisation d’erreurs. Les champs 
analytiques recherchés doivent être équivalents aux champs expérimentaux mesurés dans 
toute la zone d’étude. Les solutions analytiques des champs asymptotiques isotropes (1.1) et 
(1.2) puis orthotrope (1.11) et (1.16) [IRWIN 1957 ; SIH 1965 ; WESTERGAAD 1939] 
s’avèrent insuffisantes pour représenter le comportement mécanique sur l'ensemble de la zone 
d’étude. Afin de trouver le champ analytique semblable au champ global mesuré, la solution 
asymptotique de Kolosov-Muskhelishvili’s [MUSKHELISHVILI’S 1953] ou de Williams 
[WILLIAMS 1957] est utilisée. Cette solution asymptotique est définie par une série 
mathématique pondérée pouvant décrire correctement le champ de déplacements mesuré au 
voisinage immédiat et loin du front de fissure. Ainsi, il revient à développer la série de 
Williams en déterminant l’ensemble des coefficients de pondération de la série, y compris les 
paramètres régissant les mouvements de corps rigide de telle sorte à minimiser l'écart entre les 
champs analytiques et expérimentaux. Dans la suite de notre travail, nous nous limiterons à 
des représentations en plan. 
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2.1.4.1 Analyse asymptotique de Williams 

     En considérant un milieu élastique fissuré soumis à un chargement en mode mixte (modes 
I+II), les champs de déplacements élastiques, dans le voisinage de la pointe de fissure, sont 
exprimés sous la forme d’une série infinie de Williams [MUSKHELISHVILI’S 1953 ; 
WILLIAMS 1957 ; OWEN 1983, KARIHALOO 2001, 2003 ; JU 2006 ; XIAO 2006 ; 
YONEYAMA, 2006, 2007 ; HAMAM 2007 ; KAMESH 1997 ; ROUX 2009 ; 
MOGADPALLI 2008 ; LOPEZ-CRESPO 2008 ; YATES 2010 ; GAO 2009 ; SHIN 2011]. 
En l'absence de pression sur les lèvres, le champ des déplacements est donné ci-dessous : 
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( ),if κ θ , ( ),ig κ θ , ( ),il κ θ  et ( ),iz κ θ  sont des fonctions polaires liées aux champs de 

déplacements exprimées par : 
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           (2.2) 

κ  est appelé constante de Kolosov. r  et θ  sont les coordonnées polaires dans le repère centré 
en pointe de fissure, Figure 2.24. k identifie le kième pattern dont le déplacement correspond 

aux composantes 1
ku  et 2

ku . 1T , 2T  et R  sont les paramètres relatifs aux mouvements de 

corps rigide, notamment les translations horizontale et verticale suivant les directions 

respectives 1x  et 2x , et la rotation dans le plan ( )1 2x Ox , figure 2.24. 

R

1 1 2 2T T x T x= ⋅ + ⋅
r r r

1x

2x

O

 

Figure 2.24 : Déplacement de corps rigide et pointe de fissure inconnue 
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Les coordonnées cartésiennes ( )1 2,k kx x , propres au kième pattern, sont introduites dans le 

calcul des coordonnées polaires corrigées de la position de la pointe de fissure de coordonnées 

( )0 0
1 2,x x :  

  ( ) ( )2 20 0
1 1 2 2
k k

kr x x x x= − + −                                     (2.3) 

  
0

1 2 2
00

1 1

tan
k

k k

x x

x x
θ ω−  −= − 

 − 
                         (2.4) 

     Enfin, l'angle 0ω  représente soit un défaut d'alignement de la fissure par rapport à 

l'orientation de la zone d'étude soit un défaut de cadrage de la caméra CCD, Figure 2.25. 

M
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Fissure

Pointe de fissure

oω

 

Figure 2.25 : Système de coordonné autour de la pointe de fissure 

2.1.4.2 Interpolation des champs analytiques 

     Il s'agit d'optimiser les paramètres de la série de William pour que le champ asymptotique 
analytique se rapproche au mieux du champ de déplacement expérimental relevé par 

corrélation dans la zone d'étude. Il s'agit donc d'identifier les coefficients 1, , i
I IA AL , 

1 , , i
II IIA AL , 1T , 2T  et R  permettant de minimiser l’écart entre le champ expérimental et le 

champ asymptotique, et ce, à travers un algorithme de minimisation d’erreur au sens des 
moindres carrés. Nous présentons deux méthodes de résolution du système d’équation (2.1).  

 La première considère le système d'équation (2.1) comme étant linéaire en supposant 

connus la position de la pointe de fissure, l'orientation globale de la fissure (kr  et kθ ) et la 

constante de Kolosov κ . Dans ce premier cas, il s'agit de conditions expérimentales idéales 
dans lesquelles l'usinage de l'échantillon ainsi que sa mise en place sont parfaitement réalisés. 
La résolution du système fait appel à la méthode des moindres carrés linéaires.  

 La seconde, dans un cas plus réaliste où la pointe de fissure n'est pas idéalement réalisée 
ou si la caméra n'est pas parfaitement alignée, considère, comme inconnues supplémentaires, 

kr , kθ  et κ . Dans ce second cas, le système (2.1) devient non linéaire. La méthode de 
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résolution fait également appel à une minimisation des écarts au sens des moindres carrés 
mais elle est complétée par un algorithme de Newton-Raphson adapté aux systèmes non 
linéaires. 

2.1.4.3 Méthode des moindres carrés linéaires 

    Dans la zone d'étude, considérons les composantes des déplacements de l’ensemble des M 
points. Le vecteur champ de déplacements s’écrit : 

 1 1
1 1 2 2

T M Mu u u u =
 

u L L                  (2.5) 

1
ku  et 2

ku  représentent les coordonnées du vecteur déplacement du kième point, et ce, dans les 

directions respectives 1x  et 2x . Les fonctions polaires (2.2) étant connues, le système 

d’équation matriciel (2.1) est linéaire. Le système étant surdéterminé, la résolution se fait par 

la méthode des moindres carrés pour déterminer les paramètres iAα , 1 2,T T  et R (α=I ou II). 

La forme matricielle du système d’équation linéaire (2.1) est la suivante : 

 = ⋅u a X                  (2.6) 

Pour un nombre de coefficients N de la série de William, a  désigne la matrice des fonctions 
polaires (2.2) liées à la position de chaque point :  
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   (2.7)                                                                                                           

X  est le vecteur des coefficients inconnus iAα , 1 2,T T  et R . La matrice X  est définie par : 

 1 1
1 2

T N N
I II I IIA A A A T T R =

 
X L                 (2.8) 

La solution du système d’équation matriciel, au sens des moindres carrés, s'écrit : 

 ( ) 1T T−
= ⋅ ⋅ ⋅X a a a u                   (2.9) 

     Afin de prendre en compte une incertitude de positionnement de la pointe de fissure et le 
défaut d'alignement de la fissure (erreurs se reportant sur les coordonnées polaires de chaque 
point M), la méthode proposée est insuffisante. Sa généralisation à un système non linéaire est 
alors nécessaire. A chaque position supposée de la pointe de fissure, la méthode des moindres 
carrés propose une solution unique au système. Nous supposerons donc que la position exacte 
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de la pointe de fissure correspond à une minimisation de l'écart entre la solution asymptotique 
et la mesure expérimentale. C'est dans ce contexte que la solution optimisée fait appel à un 
algorithme d'optimisation de Newton-Raphson. 

2.1.4.4 Méthode des moindres carrés non linéaire 

     Si nous considérons à présent, comme inconnues, la position du front de fissure (01x , 0
2x ), 

la constante de Kolosov κ  et l’angle d’orientation global de la fissure 0ω , les fonctions 

polaires (2.2) deviennent alors des inconnues ; d’où la non linéarité du système d’équation 
matriciel (2.1). La procédure itérative de Newton-Raphson, dont les concepts sont décrits ci-
dessous, permet de résoudre, de façon optimisée, le système matriciel au sens des moindres 
carrés non linéaires [SANFORD 1980, 1988, 1989]. Ainsi, le vecteur inconnu (2.8) est 
complété ainsi : 

 1 1
1 2 1 2

T N N o o
I II I II oA A A A T T R x x =

 
X L ω κ                (2.10) 

     Soit h  la fonction résidu correspondant à la différence entre les champs de déplacement 
asymptotiques (2.1) et expérimentaux. Ses composantes, pour un nombre fini d’équations M  

( )1,2,...,k M= , s’écrivent : 
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      (2.11) 

     Les valeurs, par défaut, iIA , i
IIA  ( { }1,...,i N∈ ), 1T , 2T , R , 1

ox , 2
ox , oω  et κ  demandent à 

être corrigées via un algorithme itératif visant à réduire le résidu (2.11). Basée sur le 
développement de Taylor de l’équation (2.11), la correction s'écrit sous la forme d'une 
évolution de h  telle que : 
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i
IA∆ , i

IIA∆  ( { }1,...,i N∈ ), 1T∆ , 2T∆ , R∆ , 1
ox∆ , 2

ox∆ , oω∆  et κ∆  sont les termes correctifs 

pour les coefficients précédemment estimés par la méthode des moindres carrés linéaires. Ces 
derniers sont déterminés en supposant une convergence de l’algorithme itératif. Si, à 
l'itération n+1, nous supposons une convergence, cela correspond à annuler le résidu tel que :  
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+
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+
=  (2.13) 

Les expressions (2.12) peuvent alors se réécrire : 
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   (2.14) 

Et sous la forme matricielle suivante : 

  n n n= ⋅h b ∆∆∆∆                  (2.15) 

nh , n∆∆∆∆  et nb  sont définis par : 

  [ ] 1 1
1 1 2 2

T M M
n

n
h h h h = − − − −

 
h L L             (2.16) 
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 (2.18) 

La solution de l’équation (2.15) est donnée, au sens des moindres carrés, par : 

  [ ]( ) [ ]
1T T

n n n n n

−
= ⋅ ⋅ ⋅b b b h∆∆∆∆                  (2.19) 

 

 

Les éléments de la matrice nb  sont donnés ci-dessous : 
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 
 

=
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                                                                                                                                            (2.24) 

( ) ( )

( )

( ) ( )

02
1 1

1
0 2

11

0
2 2

20
2 2 20

1 1

2

2 2 cos cos 2 1 cos
2 2 2 2 21

4

sin
1 2
2

1

i
ii k

I kk N

i k

k

k

k

i
i
I k

i i i i i
A r i x x

h

x r

i
i x x

x x
x x

A r

κ θ θ θ

κ θ

 
 
 

=

 
 
 

          ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + + − ⋅ ⋅          ∂           = ⋅  ∂
 
 
 

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 
 − ⋅

−
− ⋅ +

+ ⋅ ⋅

∑

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

0
2 2

20
2 2 20

1 12 20 0
1 1 1 1

0
2 2

20
2 2 20

1 1 20
1 1

sin 2 2
2 21

2
1

1 sin
1 2 2
2

1

k

k

k

k k

i

k

k

k

i i
i x x

x x
x x

x x x x

i i
i x x

x x
x x

x x

θ

θ

     ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −     
     + ⋅

    −
    − ⋅ +
    − −    
    + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −    

    − ⋅
  −  − ⋅ +
   −  

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

0
1 1

2
2

1

0
2 2

20
2 2 20

1 1

12

2 2 sin sin 2 1 sin
2 2 2 2 21

4

cos
1 2
2

1

N

i

ik
iN

i
II k

i k

k

k

k

i
i
II k

i i i i i
i x x

A r
r

i
i x x

x x
x x

x
A r

κ θ θ θ

κ θ

=

 
 
 

=

 
 
 



          − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + − − ⋅ ⋅          
          − ⋅ ⋅

 
  
 

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 
 ⋅

−
− ⋅ +

− ⋅ ⋅

∑

∑

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

0
2 2

20
2 2 20

1 12 20 0
1 1 1

0
2 2

20
2 2 20

1 1 20
1 1

cos 2 2
2 21

2
1

1 cos
1 2 2
2

1

k

k

k

k k

i k

k

k

k

i i
i x x

x x
x x

x x x

i i
i x x

x x
x x

x x

θ

θ

     ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −     
     − ⋅

    −
    − ⋅ +
    − −    
    − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −    

    + ⋅
  −  − ⋅ +
   −  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

0 0
1 1 1 2 2

20
2 2 20

1 1 20
1 1

sin 2 21

2
1

N

i

k k k

k
k

k

k

R x x R x x x

r x x
x x

x x

θ

=

⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −
− ⋅ −

 −
 − ⋅ +
 − 

∑

           

                                                                                                                                             (2.25) 
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                                                                                                                                             (2.26) 
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                                                                                                                                             (2.27) 
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                                                                                                                                             (2.28) 
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                                                                                                                                             (2.30) 
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                                                                                                                                             (2.31) 
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                                                                                                                                             (2.32) 
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                                                                                                                                             (2.33) 

 La solution n∆∆∆∆  fournit les termes correctifs à apporter au vecteur inconnu X tel que, à 

l'incrément n+1, nous obtenons : 

 ( ) ( )1 nn n+ = + ∆X X  (2.34) 

 L’algorithme itératif, composé des expressions (2.19) et (2.34), est répété tant que le résidu 
n'atteint pas une valeur minimale ou dès lors que les corrections ∆∆∆∆  deviennent négligeables. 
Les différentes étapes de cette procédure de Newton-Raphson sont les suivantes : 
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(a) Choisir une valeur initiale pour ( )oX . Si ce choix est théoriquement arbitraire, il peut 

être le résultat d'un premier calcul linéaire en estimant visuellement les inconnues de 

positionnement du front de fissure (0
1x , 0

2x ) et l’angle d’orientation global de la fissure 

0ω . Cela évite toute divergence de la méthode puisque les inconnues ( )oX  sont 

proches de la solution exacte recherchée.  

(b)  Calculer les éléments des matrices h  et b  pour chaque point de mesures. 

(c) Calculer le vecteur des termes de correction n∆∆∆∆  à partir de l’équation (2.19). 

(d) Mettre à jour le vecteur d'inconnues ( ) 1n+X  

(e) Répéter les étapes (b), (c), et (d) jusqu’à ce que les termes correctifs n∆∆∆∆  deviennent 

négligeables, signe de la convergence de la solution. 

     La meilleure représentation du champ asymptotique à interpoler s’obtient par minimisation 

du résidu nh  à partir de la moyenne des écarts ξ  donnée par les formules suivantes 

[RAMESH 1997 ; SANFORD 1980, 1988, 1989] : 

  
1 2

1 1

M M
i i

i i

h h

M M
ξ = == +
∑ ∑

             (2.35) 

2.1.5 Facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure 

     La notion de facteur d’intensité d’ouverture de la fissure, introduite dans le chapitre 
précédent (Cf. les sections 1.1.2.2, 1.1.2.3 et 1.1.3.2), est reprise ici pour donner une 
représentation cinématique de l’ouverture de la fissure. L’égalité, entre les équations (1.8) et 
(2.1), permet de mettre en exergue la relation directe entre les facteurs d’intensité d’ouverture 

de la fissure ( )K ε
α  et les coefficients de pondération 1

IA  et 1
IIA  obtenus après interpolation, à 

savoir [MEITE 2011a, 2011b, 2012 ; POP 2011]: 

  
( ) ( )
( ) ( )

1

1

2 2 1 en mode I

2 2 1 en mode II

II

IIII

K A

K A

ε

ε

π κ

π κ

 = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + →

 = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + →

          (2.36) 

 Cette étape expérimentale représente la caractérisation cinématique de la fissuration à 
travers la détermination des facteurs d'intensité d'ouverture de fissure. Cette approche doit, à 
présent, être complétée par le calcul des facteurs d'intensité de contrainte faisant appel à la 
méthode des éléments finis. 
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2.2  Distribution des contraintes en pointe de fissure 

2.2.1 Modélisation par éléments finis à force imposée 

Les facteurs d'intensité des contraintes ont pour rôle une représentation synthétique de la 
distribution du tenseur des contraintes au voisinage de la pointe de fissure. Dans ce contexte, 
l'approche par éléments finis repose sur l'hypothèse suivante : 

A force imposée, la distribution des contraintes, au voisinage de la fissure, est indépendante 
des propriétés mécanique du matériau étudié. 

Cette hypothèse est naturellement vérifiée pour des matériaux homogènes isotropes d’après 
l’équation (1.1). Elle a aussi été vérifiée dans le cas des matériaux orthotropes, tel le bois et 
notamment le Hêtre [PLUVINAGE 1992]. Si la distribution des contraintes singulières est 
indépendante des propriétés mécaniques du matériau, les facteurs d'intensité de contrainte  
sont nécessairement indépendants de la loi de comportement mécanique locale. Ces facteurs 
d’intensité des contraintes dépendent de l'amplitude de l'effort imposé F , de la géométrie de 
l'éprouvette Ω  et de la longueur de fissure a . Nous pouvons ainsi noter que :  

 ( ) ( ) ( ), ,K K F aσ σ
α α= Ω  (2.37) 

fissure

Zone d’étude en DIC équivalente

Pointe de fissure

F
r

F
r
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Figure 2.26 : Modélisation numérique de l’essai de fissuration en mode d’ouverture  

L’équation (2.37) nous invite à imposer un chargement en force. Les essais de fissuration 
sont entièrement modélisés en adoptant la même discrétisation des éléments de la zone 
d’étude sélectionnée en corrélation d’images avec les mêmes éléments quadrangles iso 
paramétriques à 4 nœuds, et ce, en vue d’obtenir les champs de déplacements numériques 
comparables aux données expérimentales optimisées dans cette zone d’intérêt.  

    Dans le cas d'une configuration en mode d'ouverture, la Figure 2.26 présente un exemple de 
maillage éléments finis complété des conditions de chargement et des conditions aux limites. 
Afin de respecter les conditions aux limites expérimentales (Figure 2.15), la base de 

l’éprouvette reste fixe. Les efforts F
r

 horizontaux sont appliqués afin de reproduire la 
transmission de force induite par la pyramide métallique.   

Point de fissure

x1

x2

Eprouvette PVC

Montage Arcan

Montage Arcan

45°

45°

75°

75°

0° 15°

15°

 

Figure 2.27 : Modélisation numérique de l’essai de fissuration en mode mixte 

Dans le cas du mode mixte, la modélisation éléments finis doit intégrer le système de 
chargement représenté par le montage Arcan. La liaison, bien que vissée dans la réalité, est 
modélisée par un collage parfait des bras sur l'éprouvette. Nous considérons que cette 
simplification aura peu d'effet sur la distribution des contraintes dans la zone d'étude. 
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Egalement, les frontières externes des bras se limitent aux arcs de cercles passant par les 
points de fixation et de sollicitation, Figure 2.27.  

2.2.2 Intégrales Gθ / Mθ   

Une fois la géométrie discrétisée, les conditions aux limites et la force imposées, l'étape 
suivante est le calcul de facteurs d’intensité de contraintes via le formalisme des invariants 
intégraux Gθ  (mode d’ouverture) et Mθ  (mode mixte). Sachant que le calcul des invariants 
intégraux est basé sur l’emploi des champs mécaniques, il est nécessaire d’associer au 
maillage un modèle de matériau. Pour un modèle isotrope la loi matérielle sera définie par le 

module d’élasticité (E) et par le coefficient de Poisson (ν). Dans le cas d’un modèle 

orthotrope, plusieurs constantes élastiques (ER, EL, GRL, νRL), reliées entre elles par les 

rapports d’orthotropie (λL, λG, νRL), sont nécessaires pour définir les propriétés d’élasticité du 
matériau. Dans notre application, en supposant que les propriétés matérielles sont inconnues, 
nous avons opté pour des propriétés d’élasticité arbitraires symbolisées par la typographie '~'.  
Ainsi, l'expression (1.110), pour une loi de comportement matérielle arbitraire, se décline de 
la façon suivante : 

  ( ), , ,k k ij i k k j
S

G J W u dSθ θ σ θ= = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∫% % % %          (2.38) 

Pour une configuration de mode mixte, l’expression (1.145) est déclinée ainsi :  

   ( ), , ,
1

2
u v
ij i k ij k i k j

S

M v u dSθ σ σ θ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅∫% % %                (2.39) 

 Les calculs étant effectués en considérant des lois de comportement arbitraires, il est 
important de mettre en évidence la non dépendance des propriétés de fissuration vis-à-vis de 
la loi constitutive choisie. L’algorithme d’évaluation des facteurs d’intensité des contraintes 
est illustré Figure 2.28.  

A noter que le champ θ  (THETA) est généré par une procédure CH_THETA [BROCHARD 
1976] adaptée à des problèmes de fissuration rectiligne sous l’effet de translation ou rotation 
géométrique. Dans un cas plan, le champ θ  correspond à un accroissement d’aire de fissure 
unitaire 1Aδ = . Si cet accroissement d’aire est différent de l’unité, la procédure effectue une 
normalisation du champ θ  de telle sorte que 1Aδ = . Finalement, la procédure CH_THETA 
construit un champ θ  s’appuyant sur 1n+  couches d’éléments (diamètre de couronne) autour 
de la pointe de fissure. 
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Construction d’un modèle EF 2D 

Génération d’un maillage EF 
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Figure 2.28 : Algorithme d’évaluation pour Gθ et Mθ 

2.2.2.1 Configuration en mode d’ouverture 

Pour une configuration en mode d'ouverture, la Figure 2.29-a met en évidence la relation de 

proportionnalité qui existe entre Gθ%  et la complaisance élastique réduite IC%  (relation 1.21) 

d’un matériau orthotrope (avec EL=11,39.ER, νRL=0,39 et GLR=0,744.ER).  

G
θθ θθ

(J
/m

²)
∼∼ ∼∼

K
σσ σσ

I
(M

P
a

. √√ √√
m

)
∼∼ ∼∼

∼∼∼∼
CI (MPa-1)

∼∼∼∼
CI (MPa-1)

2003001800 1002003001800 100E R(MPa)
∼∼∼∼

a)

E R(MPa)
∼∼∼∼

b)
0 0,02 0,04 0,060 0,02 0,04 0,06

0

400

800

1200

1600

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

 

Figure 2.29 : Gθ%  et ( )K% σ
α  fonction de IC%  
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Cette observation est faite pour les deux comportements étudiés, à savoir, isotrope et 
orthotrope.  

A partir de ces valeurs arbitraires du taux de restitution d’énergieGθ%  et des relations (1.99) et 
(1.151), le facteur d’intensité des contraintes en mode d’ouverture s’écrivent : 

  ( ) 8
I

I

G
K

C

⋅=
%

%
%

σ θ
             (2.40) 

Si nous traçons maintenant l’évolution des facteurs d’intensité des contraintes en fonction de 

la complaisance élastique réduite pour différents couples (Gθ% , IC% ), nous pouvons remarquer 

en Figure 2.29-b la non dépendance de ces facteurs par rapport à IC% . Cela signifie que, pour 

un chargement en force imposée, la distribution des contraintes dans le voisinage du front de 
fissure est bien indépendante des propriétés d’élasticité du matériau.  
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Figure 2.30 : ( )K% σ
α en fonction de la complaisance réduite et des rapports d’orthotropie 
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Cette évolution, observée pour un comportement isotrope, présente une particularité dans le 
cas des matériaux orthotropes. L’invariance des facteurs d’intensité des contraintes, par 
rapport aux propriétés mécaniques intrinsèques observée dans le cas du milieu orthotrope 
fissuré, n’est valable que pour un taux d’orthotropie λ donné. Cette invariance n’est plus 
conservée lorsque ce taux d’orthotropie change. En effet, des études de caractérisation 
mécanique sur du bois, notamment le Hêtre dans les plans d’orthotropie TL et LT, ont montré 
que la nature du prélèvement des échantillons et le degré d’orthotropie du bois changent, de 
façon notable, la distribution des contraintes [PLUVINAGE 1992]. Par conséquent, nous 
montrons, à travers la Figure 2.30 (dans le cas d’un prélèvement RL pour le Douglas), que la 
répartition des contraintes, dans le voisinage du front de fissure, varie en fonction du taux 
d’orthotropie.  

2.2.2.2 Configuration en mode mixte 

Dans le cas d’une configuration en mode mixte, le calcul par éléments finis utilise l’intégrale 

invariante Mθ% , relation (2.39). Les propriétés élastiques matérielles étant toujours 

arbitraires, les champs des déplacements réels iu%  et auxiliaires iv%  sont également arbitraires. 

Par conséquent, nous présentons sur la Figure 2.31 l’évolution de l’intégrale Mθ%  pour chaque 

mode de rupture en fonction des complaisances élastiques réduites arbitraires IC%  et IIC% . Les 

deux graphiques illustrent la proportionnalité entre l’intégrale Mθ  et la complaisance 
élastique réduite, et ce, quelle que soit la nature du matériau étudiée isotrope ou orthotrope 

(avec E≡ER=100, 200,…, 1800MPa, EL=11,39.ER, νRL=0,39 et GLR=0,744.ER).   
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Figure 2.31 : Evolution de IM% θ  et IIM% θ en fonction de la complaisance réduite IC% et IIC%  



  Chapitre 2. Algorithme de caractérisation en mécanique de la rupture : approche par corrélation d’images et éléments finis  

 

100 

Pour une configuration de mode mixte, la séparation de modes de rupture s’exprime à travers 
les facteurs d’intensité des contraintes dont les expressions, relatives aux propriétés arbitraires 
du matériau, sont données par : 

( )
( ) ( )( )8 1, 0I

v v
I IIu

I
I

K
M K K

C

σ σ
σ

θ⋅ ⋅ = =
=%

%

%
 et ( )

( ) ( )( )8 0, 1II
v v

I IIu
II

II

K
M K K

C

σ σ
σ

θ⋅ ⋅ = =
=%

%

%
 (2.41) 
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Figure 2.32 : ( )u

IK% σ  et ( )u
IIK% σ  en fonction des complaisances réduites IC%  et IIC%  

L’évolution des facteurs d’intensité de contraintes, Figure 2.32, met également en évidence 
une indépendance vis-à-vis des propriétés d'élasticité. Comme précédemment, une exception 
persiste pour un matériau orthotrope pour lequel cette indépendance est conditionnée par le 
choix des rapports d’orthotropie.    

2.3  Couplage CIN/MEF 

Il est maintenant possible d’évaluer le taux de restitution d’énergie et d’identifier les 
propriétés élastiques du milieu fissuré à partir d’un couplage expérimental/numérique. Les 

mesures expérimentales permettent d’évaluer ( )K ε
α  par une approche cinématique de 

l’ouverture de la fissure. Une analyse en contrainte par MEF permet d’estimer ( )K σ
α , Figure 

2.33. L’évaluation des deux facteurs est faite en faisant abstraction des propriétés élastiques 
du matériau étudié. Cet aspect de la méthode est très important car si aujourd’hui, nous 
faisons abstraction des propriétés d’élasticités, nous pourrons faire, dans l’avenir, abstraction 
de la loi de comportement comme, par exemple, des matériaux vieillissants ou, plus 
généralement, des matériaux dont le comportement dépend du temps. 
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CIN: Approche cinématique
Déplacement imposé
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Figure 2.33 : Schéma du couplage CIN-MEF  

En combinant les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure et les facteurs d’intensité des 
contraintes, tout en considérant la loi de comportement locale définie par Dubois [DUBOIS 
1997] selon l’équation (1.9), le couplage expérimental-numérique s'opère via la complaisance 
élastique réduite du matériau étudié; à savoir :  

                                                                 ( ) ( )K KCε σ
α αα= ⋅                                                (2.42)                                 

Pour une configuration de chargement en mode mixte, les complaisances élastiques réduites 
s’obtiennent selon les expressions suivantes :  

 
( )

( )
I

I

I
K

K
C

ε

σ
=  et 

( )

( )
II

II

II
K

K
C

ε

σ
=  (2.43) 

2.4  Taux de restitution d’énergie 

Le taux de restitution d’énergie a été calculé initialement à partir de la méthode des 
invariants intégraux en intégrant directement, dans son formalisme (équation 1.110), les 
champs cinématiques expérimentaux obtenus à partir des mesures de champs par la technique 
de corrélation d’images numériques [MEITE 2009a, 2009b]. Cette technique usuellement 
employée dans la littérature n'est pas totalement satisfaisante car, comme pour l'approche 
numérique, le calcul de l'énergie, à partir de données cinématiques, nécessite de fixer les 
propriétés d'élasticité. Dans le cas des matériaux orthotropes, les inconnues matérielles étant 
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nombreuses, une erreur d'estimation des propriétés d'élasticité et, plus particulièrement, une 
mauvaise évaluation du taux d'orthotropie peut entraîner une perte de l'invariance du domaine 

d'intégration caractérisant les intégrales de contour ou de surface de type Gθ  ou Mθ. 

     Ces différentes observations nous ont finalement conduits à réaliser un couplage entre 
l’expérimentation (corrélation d’images numériques) et la modélisation numérique (méthode 
des éléments finis). De ce point de vue, il semble extrêmement judicieux de développer une 
autre formulation de l’expression du taux de restitution d’énergie capable de s’adapter, à 
priori , au processus de couplage entre les approches expérimentale et numérique. Le point 
d'orgue de ce croisement étant la loi de comportement. La convergence des deux approches 
est atteinte lorsque les propriétés d'élasticités sont ‘optimisées’. Ainsi, la problématique de la 
méconnaissance des propriétés d'élasticité est alors contournée.  

 A partir de la définition du taux de restitution d’énergie exprimé par l’équation (1.32), en 
imposant un déplacement constant sur une éprouvette fissurée, la variation du potentiel des 
efforts extérieurs devient nulle. Ainsi, l’équation (1.32) se traduit, dans ce cas, par l’égalité 
suivante :  

  
W

G
a

∂= −
∂

              (2.44) 

     L’équation (2.44) montre que le taux de restitution d’énergie n’est autre que la variation 
d’énergie de déformation stockée pour deux longueurs de fissure a  et a a+ ∆  ayant subi la 
même histoire de chargement, [LIEBOWITZ 1971 ; BUI 1978]. Dans le cas d'une avancée de 
fissure a∆ , G peut s'exprimer par ; 

  
W

G
a

∆= −
∆

           (2.45) 

W∆  représente alors la perte d'énergie consommée dans le processus de fissuration. La 
différence énergétique entre les structures comportant une fissure de longueur a  et a a+ ∆  
provient simplement de la création d’une surface de fissure supplémentaire. Ainsi, cette 
énergie, intrinsèque au matériau, peut être évaluée en déterminant le travail W∆  nécessaire 
pour refermer la fissure sur une longueur équivalente a∆ .  

     Dans le cas d’un mode I de fissuration, lorsque la fissure a une longueur a a+ ∆ , le 
déplacement des points situés sur les lèvres, entre a  et a∆ , est donné par les équations (1.8) 
et (1.18) relatives aux cas isotrope et orthotrope respectifs, pour une distance r a x= ∆ − , 
Figure 2.34. Lorsque la fissure se referme de a∆ , les forces de cohésion, à une distance x  en 
avant, sont données par :  

  22df dxσ= ⋅            (2.46) 
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Figure 2.34 : Fermeture virtuelle de fissure 

22σ  est calculée grâce aux expressions (1.1) et (1.11), en prenant 0θ =  ; ceci pour une 

fissure de longueur a . Au cours de la fermeture de la fissure, les déplacements en tout point 

M  passeront de ( )2 , 0u a xπ ∆ − ⇒ , tandis que les forces par unité d’épaisseur vont de 

( )220 0,x dxσ⇒ ⋅ , et ce, comme indiqué en Figure 2.35.  
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Figure 2.35 : Energie nécessaire pour la fermeture de la fissure 

     La variation énergétique, engendrée par une fermeture dx de fissure, s’exprime de la façon 
suivante :  

  ( ) ( )2 22, 0,dW u a x x dxπ σ= ∆ − ⋅ ⋅          (2.47) 

     Par intégration de l’équation (2.47) sur une distance a∆ , l'écart énergétique provoqué par 
la fermeture instantanée de la fissure se traduit par : 
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        (2.48) 

     Finalement, les équations (2.45) et (2.48) nous permettent d’écrire la relation fondamentale 
définissant une nouvelle expression du taux de restitution d’énergie en mode I suivante, 
[DUBOIS 1996a, 1996b] :  

  
( ) ( )

8
I IK K

G
σ ε⋅

=          (2.49) 

     Le même raisonnement peut être effectué en mode II et étendu au cas du mode mixte. 
Ainsi, par principe de superposition, l’équation (2.49) se généralise, pour une fissuration en 
mode mixte, par la relation suivante: 

  
( ) ( ) ( ) ( )

8 8
I I II IIK K K K

G
σ ε σ ε⋅ ⋅

= +          (2.50) 

Les équations (2.49) et (2.50) définissent le taux de restitution d’énergie à partir des facteurs 

d’intensité des contraintes ( )K σ
α  et les facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure ( )K ε

α . Il 

est donc important de noter que les formulations (2.36) et (2.50) ne sont pas tributaires des 
propriétés d'élasticité du matériau.  

2.5  Algorithme de caractérisation 

     En se basant sur les développements analytiques et numériques présentées dans ce 
chapitre, la Figure 2.36 résume la démarche scientifique qui va être adoptée pour réaliser 
notre campagne de mesures présentée dans le troisième chapitre. 
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Propriétés élastiques arbitraires 

Géométrie de l’éprouvette
Conditions aux limites 

Approche cinématique (§2.1) Approche statique (§2.2)

Chargement: Déplacement imposé (§2.1.2) Chargement: Force imposée (§2.2.1; (§2.2.2)

Mesure du champ de déplacements 
u1, u2 (§2.1.3)

CIN MEF

Calcul des invariants intégraux 
Gθ, Mθ (§2.2.2)

Moindre carré non linéaire
A i

α, T1, T2, R, x0
1 , x0

2 , κ

Optimisation du champ de déplacements 
u1, u2 (§2.1.4)

Si mode mixte: 
découplage des modes

Calcul des facteurs d’intensité  d’ouverture de la fissure
Kα

(ε) (§2.1.5)
Calcul des facteurs d’intensité  de contraintes

Kα
(σ) (§2.2.2.1; §2.2.2.2)

IIMθ%IMθ%

~ ~

+

Taux de restitution d’énergie (§2.4)

Propriétés élastiques: Complaisance élastique réduite (§2.3)

(§2. 3)

~ ~

 

Figure 2.36: Algorithme de caractérisation 

Conclusion 

 Dans ce deuxième chapitre, nous proposons une nouvelle approche basée sur le couplage 
entre la méthode de corrélation d’images numériques et la méthode des éléments finis dans la 
caractérisation de l'état mécanique et énergétique d'un milieu fissuré isotrope et orthotrope.  

 Dans une première partie, nous présentons le traitement employé afin de caractériser l'état 
cinématique en pointe de fissure. Le bruit expérimental ne permettant pas d'exploiter 
directement les champs de déplacement mesurés, nous proposons une optimisation de ces 
champs en interpolant une forme analytique asymptotique de Williams. Sous la forme d'une 
série, cette solution asymptotique nécessite une interpolation de ces termes en employant une 
technique de minimisation d'erreur non linéaire, au sens des moindres carrés, relayée par un 
algorithme de Newton-Raphson. L'ensemble de l'approche permet d'en déduire une 
formulation entre facteurs d’intensité d’ouverture de fissure et les premiers termes de cette 
série.  

 Une deuxième partie complète l'approche cinématique par un calcul de l'état de contrainte 
via une modélisation par éléments finis. Ce travail de modélisation suppose que l'état de 
contrainte dépend de la géométrie de l'échantillon, de la longueur de la fissure et de 
l'amplitude de l'effort appliqué. Nous avons supposé que le résultat en contrainte est 
indépendant des propriétés d'élasticité du milieu. Cette hypothèse, qui peut paraître forte en 
premier abord, est facilement vérifiée dans le cas des matériaux isotropes et peut être 
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généralisée pour des matériaux orthotropes. La seule restriction, dans ce dernier cas, étant de 
fixer les rapports d'orthotropie. Le champ de contrainte singulier étant déterminé via les 
facteurs d'intensité de contrainte, leur calcul, par éléments finis, a fait appel aux méthodes Gθ 

et Mθ pour lesquelles les propriétés d'élasticité ont été choisies de façon arbitraire. 

 Une troisième partie présente le rapprochement entre la caractérisation de l'état 
cinématique et le calcul de l'état de contrainte en pointe de fissure. Dans un premier temps, il 
est développé l'expression permettant de calculer le taux de restitution d'énergie en fonction 
des facteurs d'intensité d'ouverture de fissure et les facteurs d'intensité des contraintes, et ce, 
en faisant abstraction des propriétés d'élasticité du milieu. Finalement, le couplage de la 
méthode de corrélation d'images avec la modélisation par éléments finis permet de 
caractériser complètement l'état mécanique et énergétique de la fissure. Enfin, la 
complémentarité des facteurs d'intensité de contrainte et d'ouverture de fissure permet de 
définir les propriétés d'élasticité locales à travers les complaisances élastiques réduites.  

 Afin de mettre en application l'ensemble de l'algorithme, le troisième chapitre regroupe 
plusieurs exemples d'application sur le PVC (matériau isotrope) et le Douglas (matériau 
orthotrope). Des configurations de mode d'ouverture et de mode mixte sont expérimentées. 
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Chapitre 3 

 

Applications du couplage expérimental-
numérique aux milieux isotrope et 
orthotrope fissurés 

__________________________________ 
   Le troisième chapitre présente plusieurs applications en vue d’une validation 
des différents algorithmes développés précédemment. Sont menés des essais de 
fissuration en mode d’ouverture et en mode mixte sur des éprouvettes de PVC et 
de Douglas. Durant les essais, les déplacements de la zone d’étude sont calculés 
par la méthode de corrélation d’images numériques. En raison du bruit 
expérimental inhérent aux mesures, la procédure itérative de Newton-Raphson 
permet d’optimiser les champs de déplacement bruts. L’ouverture de la fissure 
est caractérisée en calculant les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure à 
partir de ces champs cinématiques. En parallèle, une modélisation par éléments 
finis étudie l’état mécanique en termes de contraintes en déterminant les 
facteurs d’intensité des contraintes. L’énergie de fissuration et les propriétés 
mécaniques des matériaux sont enfin caractérisées par l’association des 
facteurs d’intensité d’ouverture de fissure et les facteurs d’intensité de 
contrainte. Les résultats expérimentaux et numériques sont présentés et discutés. 

___________________________________________________________________________ 
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Introduction 

Ce troisième chapitre propose plusieurs applications du protocole expérimental et numérique 
développé dans le chapitre 2.  La définition de l’état cinématique repose sur la méthode de 
corrélation d’images, et ce, via le logiciel Corréla et complétée par une optimisation des 
champs de déplacement. L’état de contrainte est, quant à lui, défini à travers une approche par 
éléments finis ; calculs réalisés par le code Castem. Le couplage entre les deux approches 
permet d’en déduire le taux de restitution d’énergie, la définition précise de l’état cinématique 
et de contrainte tout en déduisant les propriétés élastiques des matériaux testés. Dans ce 
contexte, le PVC représentera les matériaux isotropes tandis que le Douglas aura pour but 
d’intégrer l’orthotropie matérielle. Les applications seront basées sur des configurations de 
mode d’ouverture et de mode mixte (hypothèse des contraintes planes). Une première partie 
est donc consacrée aux expériences en mode d’ouverture, une seconde traitant du mode mixte. 

3.1 Configuration mode I isotrope  

3.1.1 Paramètres d’essai 

Le protocole expérimental, décrit dans le deuxième chapitre, est employé dans le cadre 
d'essais de fissuration en mode d’ouverture sur une éprouvette en PVC. La forme et les 
dimensions géométriques de cette éprouvette sont précisées en Figure 3.1.  
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Figure 3.1 : Géométrie de l’éprouvette (dimensions en mm) 
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L’ensemble (éprouvette + système de chargement) est placé dans une presse électromécanique 
Zwick imposant une vitesse de déplacement constante à la traverse supérieure de 0,01 mm/s 

permettant une ouverture contrôlée de la fissure en mode I. 

3.1.2 Résultats d’essais 

La courbe caractéristique force-déplacement, représentée en Figure 3.2, met en évidence un 
comportement élastique linéaire du PVC. Elle a été enregistrée, à la fois, par le capteur LVDT 
de la presse électromécanique ZWICK et par la technique de suivi des marqueurs donnant une 
parfaite synchronisation entre les données de la machine et les images enregistrées. Cette 
synchronisation permet d’associer la force mesurée, correspondant au déplacement imposé, au 
champ de déplacements mesuré par CIN. L’analyse cinématique traite des déplacements 
mesurés correspondant à une force de 390N, Figure 3.2.    
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Figure 3.2 : Synchronisation capteurs de force et LVDT avec caméra CCD 
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3.1.3 Facteurs d’intensité d’ouverture de fissure 

3.1.3.1 Zone d’étude : calcul du champ de déplacements 

L’évaluation du facteur d’intensité d’ouverture de fissure est effectuée par une approche 
cinématique à partir des champs de déplacements mesurés par CIN. Le calcul des 
déplacements est réalisé sur une zone d’étude définie au voisinage de la pointe de fissure, 
Figure 3.3. Pour cette première application, la zone d’intérêt a été subdivisée en 418 fenêtres 
de corrélation. Après calcul, le champ de déplacements est formé des déplacements du centre 
géométrique des fenêtres de corrélation dont les coordonnées sont notées (x1, x2). Les 
cartographies, relatives aux composantes du champ de déplacement, sont illustrées en Figure 
3.4. Cette représentation permet de mettre en évidence le bruit expérimental. 
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Figure 3.3 : Sélection de la zone d’étude en corrélation d’images numériques 

L'ensemble des données sont ensuite exportées dans le code aux éléments finis Castem. Ainsi, 
un maillage support est généré (à partir de la position géographique des fenêtres de 
corrélation) sur lequel est projeté le champ des déplacements. Les opérateurs usuels de 
Castem peuvent alors être employés afin de calculer d'autres champs mécaniques. En 
particulier, la Figure 3.5 illustre la déformée (visualisation amplifiée des déplacements) de la 
zone d'étude.  
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Figure 3.4 : Cartographies de déplacements (en mm) 
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 Figure 3.5 : Maillage EF et sa déformé à F = 390N 
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En analysant les cartographies de déplacements et la déformée du maillage EF, nous pouvons 
faire les mêmes observations que celles détaillées dans le deuxième chapitre : 

-  la présence d’un bruit généralisé au niveau du champ de déplacement, 

- une imprécision de positionnement de la pointe de fissure, 

- des mouvements du corps rigide générés par les « imperfections » du montage. 

Afin d’optimiser les champs mesurés par CIN, nous proposons, comme il a été décrit dans le 
deuxième chapitre, une procédure d’ajustement d’un champ analytique sur la base des 
mesures expérimentales.  

3.1.3.2 Optimisation des champs     

L’optimisation des champs expérimentaux est réalisée par une méthode itérative de Newton-
Raphson. Pour cet essai en mode I, les inconnues intégrées dans la procédure d’optimisation 
sont la position et l’orientation de la pointe de fissure et les mouvements du corps rigide. A 
ces inconnues s’ajoutent les coefficients de pondération de la série de William, équation (2.1). 
Cette série étant composée des termes en modes I et II, la procédure d'optimisation permet de 
quantifier la part 'parasite' du mode II.    

L'opération d'optimisation nécessite, dans un premier temps, de fixer une valeur initiale au 
vecteur d'inconnues. Nous optons pour définir, de façon visuelle, la position de la pointe de 
fissure et l'orientation de la fissure dans le plan de la caméra. Après avoir choisi le nombre N 
de termes de la série de Williams, l'ensemble des inconnues restantes est calculé en employant 
la méthode de minimisation, au sens des moindres carrés, pour un problème linéaire, équation 
2.9.  Ces valeurs sont ensuite implémentées dans une procédure itérative de Newton-Raphson 
basée sur les moindres carrés non linaires. L'algorithme est alors répété tant que l'écart entre la 
solution analytique et la mesure expérimentale reste supérieur à une valeur choisie; le critère 
de convergence faisant appel à l’écart ξ  défini par l'équation (2.35).  

Reste, à présent, à fixer le nombre optimum de termes N de la série de Williams. Pour N=1, la 
série asymptotique décrit la cinétique d’ouverture de la fissure en zone singulière où le champ 

de contraintes présente une singularité en 1/ r . Pour des valeurs supérieures, la série 
asymptotique permet de reconstituer des champs lointains et d’avoir une approche plus 
globale du champ des déplacements. Les évolutions de la moyenne de l’écart et des champs 
optimisés, en fonction de N, sont représentées en Figure 3.6.  
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Figure 3.6 : Evolution de ξ  en fonction de N  

En analysant l’évolution de ξ  et les déformées correspondantes, nous constatons que le 

maximum de ressemblance, entre les mesures expérimentales et le champ analytique ajusté, 
est atteint pour N=7. La divergence, observée pour des valeurs supérieures, peut se justifier 
par un mauvais conditionnement possible du système d'équations surdéterminé. Les valeurs 
finales des inconnues, intégrées dans le processus d’optimisation pour N=7, sont données 
dans le Tableau 3.1. 

Tableau 3.1a : Coefficients Aα
i (i=1..7; α=I, II)  en 

1
2

i

mm
 − 
    

Mode I 

A I
1 A I

2 AI
3 AI

4 AI
5 AI

6 AI
7 

33 9 10, −⋅  41 08 10, −⋅  54 0 10, −− ⋅  82 7 10, −⋅  86 0 10, −⋅  92 5 10, −− ⋅  102 8 10, −⋅ 2 

 
Mode II 

A II
1 A II

2 AII
3 AII

4 AII
5 AII

6 AII
7 

57 3 10, −− ⋅  51 3 10, −⋅  61 0 10, −− ⋅  73 0 10, −⋅  93 0 10, −⋅  93 0 10, −− ⋅  101 0 10, −⋅  
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Tableau 3.1b : Termes de mouvements de corps rigide 
 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
33 4 10, −− ⋅  36 8 10, −− ⋅  744 0 10, −⋅  

  
Tableau 3.1c : Position et orientation de la pointe de fissure 
 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
103 3 10, −− ⋅  100 4 10, −− ⋅  1096 0 10, −− ⋅  1,90 
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Figure 3.7 : Cartographies des champs de déplacement : (a) optimisés  et (b) bruts   
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Notons que les coefficients de pondération de la série de Williams, relatifs au mode II 

(coefficients i
IIA ), ont des valeurs nettement plus faibles comparées à celles des coefficients 

i
IA  relatifs au mode I. Cette observation est cohérente vis-à-vis de la configuration de mode 

d’ouverture adoptée. Par conséquent, en intégrant les paramètres d’optimisation du Tableau 
3.1 dans la série de Williams (relation 2.1), nous obtenons la solution asymptotique 
recherchée analogue aux champs de déplacements calculés par la corrélation d’images 
numériques. Ainsi, les cartographies des champs de déplacements, correspondant à la solution 
analytique, sont représentées en Figure 3.7a. Comparativement au champ expérimental, 
Figure 3.7b, le champ optimisé présente une parfaite symétrie d’ouverture de la fissure avec 
un filtrage du bruit expérimental. D’après l’équation (2.36), les facteurs d’intensité 
d’ouverture de la fissure sont déterminés à partir du premier coefficient de pondération de la 
série de Williams :  

 ( ) 13 21,79 10 mIK −= ⋅ε     et    ( ) 15 23,36 10 mIIK −= ⋅ε        (3.1) 

3.1.4 Facteurs d’intensité des contraintes 

Le calcul des facteurs d’intensité des contraintes emploie la méthode Gθ . Le calcul est 
effectué à partir d’un calcul par éléments finis. Comme présenté dans le chapitre 2, le modèle 
reproduit les conditions expérimentales en termes de géométrie d’éprouvette, conditions aux 
limites et chargement. En accord avec l'approche présentée, la résolution numérique s'effectue 
en imposant une force de 390N; force correspondant à l'image étudiée auparavant. Dans ces 
conditions, les propriétés d'élasticité sont donc choisies de façon arbitraire. Le résultat du 
calcul donne le facteur d'intensité de contrainte en mode I suivant : 

 ( ) 1
20,58 MPa mIK σ = ⋅  (3.2) 

Notons, cependant, que le calcul, via Gθ, suppose un mode d'ouverture pure induit par une 

symétrie de chargement et de géométrie. Nous imposons, de ce fait, ( )
IIK σ  nul. 

3.1.5 Couplage CIN/MEF 

En mode d'ouverture, le regroupement du facteur d'intensité d'ouverture de fissure ( )
IK ε  (issu 

de la corrélation d'images) et du facteur d'intensité de contrainte ( )
IK σ  permet, via l'expression 

(2.50), de calculer le taux de restitution d'énergie; à savoir : 

 
3 31 79 10 0 58 10

8 8
I IK K , ,

G
ε σ − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =  (3.3) 

130G J / m²⇒ =  
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Les expressions (2.43) permettent également de déduire la complaisance élastique réduite IC  

telle que : 

 
3

6
1 79 10

0 58 10
I

I
I

K ,
C

K ,

ε −

σ
⋅= =
⋅

 (3.4) 

9 13 09 10IC , Pa− −⇒ = ⋅  

En considérant un état de contrainte plane, IC  permet de calculer le module d'Young 

correspondant : 

 
9

8 8

3 09 10I
E

C , −= =
⋅

 (3.5) 

2590E MPa⇒ =  

Enfin, l'isotropie du matériau permet une évaluation du coefficient de Poisson via la constante 
de Kolosov κ , relation (1.4) : 

 
3 3 1 901

1 1 1 901

,

,

− κ −ν = =
+ κ +

 (3.6) 

0 38,⇒ ν =  

Le tableau 3.2 regroupe l'ensemble des données accessibles par notre protocole expérimental 
et numérique. Ainsi, pour une force de 390N, nous avons accès à l'état mécanique complet, 
que ce soit en terme de propriétés locales (déplacements et contraintes) que globales (taux de 
restitution d'énergie).  
 
Tableau 3.2 : Etat mécanique et propriétés d'élasticité du PVC pour une force de 390N 

( )
IK σ  ( )

IK ε  G  E  ν  

1 20 58 /, MPa m⋅  3 1 21 79 10 /, m−⋅  2130J / m  2590MPa  0 38,  

 

Afin de consolider les résultats de notre analyse, la Figure 3.8 présente la déformée obtenue 
par éléments finis lorsque nous injectons les propriétés d'élasticité déduite de notre étude 
( 2590MPaE =  et 0,38=ν ); la déformée, correspondant aux champs expérimentaux 

optimisés, y étant superposée. Notons une excellente similitude entre les données calculées 
par éléments finis et les mesures expérimentales.  
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Champ expérimental optimisé

Champ numérique 
 

Figure 3.8 : Déformée expérimentale et par éléments finis 
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Figure 3.9 : Evolution des propriétés  d’élasticités et de rupture en fonction du chargement 
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Si nous avons détaillé l'algorithme sur une image correspondant à un effort de 390N, la Figure 
3.9 présente les résultats en termes de facteurs d'intensité d'ouverture de fissure, de facteur 
d'intensité de contrainte et de taux de restitution d'énergie. En fonction de l'effort, nous 
observons des évolutions linéaires du facteur d'intensité d'ouverture de fissure 
(proportionnalité force-déplacement relative à un comportement élastique linéaire) et du 
facteur d'intensité de contrainte (proportionnalité entre force et contrainte). Enfin, l'évolution 
parabolique du taux de restitution d'énergie est totalement cohérente, et ce, avec une totale 
indépendance du module d'élasticité.  

3.2 Configuration mode mixte isotrope 

3.2.1 Paramètres d’essai 

Le dispositif expérimental, décrit dans la section 2.1.2.3, a été utilisé pour réaliser les essais 
de fissuration en mode mixte sur l’éprouvette PVC. Les dimensions géométriques de 
l’éprouvette sont données en Figure 3.10.  
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Figure 3.10 : Dimensions géométriques de l’éprouvette et configurations de chargement  
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L'essai est toujours piloté par une vitesse de déplacement de la traverse machine imposée à 
0,1mm/min. Afin d'étudier la capacité de l'algorithme à découpler les modes de rupture, 
plusieurs taux de mixité sont proposés, et ce, en employant la même éprouvette (non 
propagation de la fissure durant l'essai et non endommagement supposé du front de fissure). 
Comme indiqué en Figure 3.10, ces taux de mixité sont imposés en 'jouant' sur l'orientation de 
la sollicitation (0° ; 15° ; 45° et 75°) par rapport à la fissure. La caméra CCD est cependant 
inclinée de telle sorte que ses axes de coordonnées coïncident avec ceux de la fissure afin de 
mesurer convenablement les champs de déplacement en modes d’ouverture et de cisaillement. 

3.2.2 Analyse d'images 

Les courbes caractéristiques force-déplacement (enregistrées par le capteur LVDT et la cellule 
de charge) sont représentées en Figure 3.11. Les efforts, correspondant aux images traitées y 
sont indiquées).  
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Figure 3.11 : Courbes caractéristiques force-déplacement 
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Le calcul des facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure s’effectue dans une zone d’étude 
sélectionnée au voisinage du front de fissure. Cette zone d’étude, représentée en Figure 3.12, 
a des dimensions ainsi qu'un grandissement propres à chaque essai, Tableau 3.3.  

Tableau 3.3 : Dimensions de la zone d’intérêt vs taux de mixité 

Taux de mixité Grandissement (mm/pixel) aZI (mm) VZI (mm) HZI (mm) 

0° 0,10 26,0 65,3 62,0 

15° 0,01 25,3 63,4 66,5 

45° 0,15 24,0 86,4 91,2 

75° 0,09 24,3 60,1 63,8 

 

 

Figure 3.12 : Dimensions de la zone d’intérêt 

3.2.2.1 Optimisation du champ des déplacements 

De la même façon que pour le mode d'ouverture, l'optimisation par une série de Williams est 
proposée. Pour chaque taux de mixité, le nombre N de termes de la série est fixé par 
minimisation de l'écart entre champs expérimental et analytique, Figure 3.13. Les Tableaux 
3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 résument l'ensemble des paramètres d’optimisation ayant permis la 
construction de la solution analytique.  
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Figure 3.13 : Evolution de la moyenne des écarts en fonction de N 

Tableau 3.4a : Coefficients Aα
i (i=1..9; α=I, II) donnés en 

1
2

i

mm
 − 
  , ( 0β °= ) 

Mode I  Mode II 
A I

1 21 09 10, −⋅  A II
1 52 51 10, −− ⋅  

A I
2 43 50 10, −⋅  A II

2 47 25 10, −− ⋅  

A I
3 41 70 10, −− ⋅  A II

3 61 82 10, −− ⋅  

A I
4 66 14 10, −⋅  A II

4 74 42 10, −⋅  

A I
5 71 76 10, −− ⋅  A II

5 84 16 10, −− ⋅  

A I
6 87 72 10, −− ⋅  A II

6 98 24 10, −− ⋅  

A I
7 81 53 10, −⋅  A II

7 91 39 10, −⋅  

A I
8 111 46 10, −⋅  A II

8 102 09 10, −− ⋅  

A I
9 115 25 10, −− ⋅  A II

9 111 39 10, −⋅  



                               Chapitre 3.  Applications du couplage expérimental-numérique aux milieux isotrope et orthotrope fissurés  

 

123 

Tableau 3.4b : Mouvements de corps solide, ( 0β °= ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 

-0,577 0,759 42 50 10, −− ⋅  
  
 

Tableau 3.4c : Position et orientation de la pointe de fissure, (0β °= ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
101 01 10, −⋅  132 00 10, −− ⋅  112 34 10, −− ⋅  1,90 

 
 

Tableau 3.5a : Coefficients Aα
i (i=1..9; α=I, II)  donnés en 

1
2

i

mm
 − 
   , ( 15°=β )  

Mode I  Mode II 
A I

1 34 45 10, −⋅  A II
1 47 49 10, −⋅  

A I
2 42 02 10, −⋅  A II

2 47 22 10, −− ⋅  

A I
3 41 26 10, −− ⋅  A II

3 63 46 10, −⋅  

A I
4 64 09 10, −⋅  A II

4 73 18 10, −− ⋅  

A I
5 89 56 10, −⋅  A II

5 93 61 10, −⋅  

A I
6 86 50 10, −− ⋅  A II

6 93 84 10, −− ⋅  

A I
7 97 60 10, −⋅  A II

7 91 41 10, −⋅  

A I
8 105 04 10, −⋅  A II

8 103 34 10, −− ⋅  

A I
9 117 82 10, −− ⋅  A II

9 113 27 10, −⋅  

 
 

Tableau 3.5b : Termes de mouvements de corps solide , (15°=β ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
29 72 10, −− ⋅  1,05 42 49 10, −− ⋅  

  
 
 

Tableau 3.5c : Localisation exacte de la pointe de fissure, (15°=β ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
101 00 10, −⋅  121 70 10, −⋅  129 00 10, −− ⋅  1,90 
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Tableau 3.6a : Coefficients Aα
i (i=1..7; α=I, II)  donnés en 

1
2

i

mm
 − 
 

, ( 45°=β )  

Mode I  Mode II 
A I

1 35 10 10, −⋅  A II
1 32 13 10, −⋅  

A I
2 41 24 10, −⋅  A II

2 44 72 10, −− ⋅  

A I
3 53 29 10, −− ⋅  A II

3 68 79 10, −⋅  

A I
4 61 15 10, −⋅  A II

4 61 49 10, −⋅  

A I
5 85 34 10, −⋅  A II

5 71 29 10, −− ⋅  

A I
6 81 24 10, −− ⋅  A II

6 94 98 10, −⋅  

A I
7 101 27 10, −⋅  A II

7 104 84 10, −⋅  

 

Tableau 3.6b : Termes de mouvements de corps solide, (45°=β ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
12 83 10, −− ⋅  14 07 10, −⋅  41 63 10, −− ⋅  

  

Tableau 3.6c : Position et orientation de la pointe de fissure, (45°=β ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
119 99 10, −⋅  133 00 10, −⋅  138 00 10, −⋅  1,90 

Tableau 3.7a : Coefficients Aα
i (i=1..9; α=I, II)  donnés en 

1
2

i

mm
 − 
 

, ( 75°=β )  

Mode I  Mode II 
A I

1 43 51 10, −− ⋅  A II
1 32 07 10, −⋅  

A I
2 63 81 10, −⋅  A II

2 55 98 10, −⋅  

A I
3 54 07 10, −− ⋅  A II

3 73 15 10, −⋅  

A I
4 62 42 10, −⋅  A II

4 79 81 10, −⋅  

A I
5 85 43 10, −⋅  A II

5 86 93 10, −⋅  

A I
6 85 53 10, −− ⋅  A II

6 81 75 10, −− ⋅  

A I
7 94 75 10, −⋅  A II

7 105 64 10, −− ⋅  

A I
8 105 05 10, −⋅  A II

8 104 94 10, −⋅  

A I
9 118 25 10, −− ⋅  A II

9 111 96 10, −− ⋅  

 

Tableau 3.7b : Termes de mouvements de corps rigide, (75°=β ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
16 75 10, −⋅  28 66 10, −⋅  52 06 10, −⋅  
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 Tableau 3.7c : Localisation exacte de la pointe de fissure, (75°=β ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
101 0 10, −⋅  143 02 10, −⋅  135 0 10, −⋅  1,90 

 

Le degré de ressemblance, entre les champs de déplacements expérimentaux et optimisés, 
peut être visualisé en termes de déformées, Figure 3.14. Les cartographies 2D des 
déplacements, Figures 3.15 à 3.18, mettent surtout en évidence la capacité de l'optimisation à 
filtrer le bruit expérimental. Nous remarquons d'ailleurs que les différences sont nettement 
plus marquées en comparaison au mode I précédent. Cela peut provenir principalement de la 
correction en termes de déplacement de corps rigide. En effet, le montage arcan génère 
beaucoup plus de rotation et de déplacement du fait de l'auto alignement de l'éprouvette lors 
du chargement; ce qui n'était pas le cas pour le montage en mode d'ouverture. 

0β = °

F 
=

 1
51

5
 N

x1

x2

Mode I
Déplacement brut

Déplacement optimisé

 
Figure 3.14 : Comparaison entre les champs de déplacement brut et optimisé 
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a1. Champ de déplacement optimisé pour  
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a2. Champ de déplacement brut pour  ( )0= °β
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Figure 3.15: Cartographies des déplacements optimisés et expérimentaux 
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b1. Champ de déplacement optimisé pour  

1U (mm) 2U (mm)

1x

2x
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2x

( )15= °β
 

 

b2. Champ de déplacement brut pour  ( )15= °β
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Figure 3.16: Cartographies des déplacements optimisés et expérimentaux 
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c1. Champ de déplacement optimisé pour 
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Figure 3.17: Cartographies des déplacements optimisés et expérimentaux 
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d1. Champ de déplacement optimisé pour  ( )75= °β

1U (mm)

1x

2x

2U (mm)

1x

2x

 

 

d2. Champ de déplacement brut pour  

1U (mm) 2U (mm)

1x

2x

1x

2x

( )75= °β
 

Figure 3.18: Cartographies des déplacements optimisés et expérimentaux 
 

3.2.2.2 Facteurs d'intensité d'ouverture de fissure 

Les résultats d'optimisation, Tableaux 3.4 à 3.7, permettent de calculer les facteurs d’intensité 
d’ouverture de la fissure calculés en mode I et II, Tableau 3.8.  

Tableau 3.8 : Facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure pour différents taux de mixité  

Taux de mixité ( ) ( )1/2
IK mε  ( ) ( )1/2

IIK mε  

0°  35,03 10−⋅  0  

15°  32,04 10−⋅  43,44 10−⋅  

45°  32,34 10−⋅  49,80 10−⋅  

75°  0  49,51 10−⋅  
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3.2.3 Couplage MEF/CIN 

3.2.3.1 Facteurs d'intensité des contraintes 

La modélisation par éléments finis, intégrant la méthode Mθ, permet le calcul des facteurs 
d’intensité des contraintes, Tableau 3.9. Comme pour le mode d'ouverture, le calcul se fait à 
force imposée dont la valeur, Figure 3.11, est donnée pour chaque configuration d'essai. 

Tableau 3.9 : Facteurs d’intensité de contraintes pour chaque taux de mixité  

Taux de mixité Force (N) ( ) ( )1/2
IK MPa m⋅σ   ( ) ( )1/2

IIK MPa m⋅σ  

0°  1515 1,63 0  

15°  1535 0,66 0,11 

45°  1571 0,76 0,32 

75°  1545 0,18 0,31 

 

3.2.3.2 Taux de restitution d'énergie et propriétés d'élasticité 

Enfin, le rapprochement entre l'analyse cinématique par CIN et la caractérisation du champ de 
contrainte par EF permet de calculer la part de taux de restitution d'énergie en mode 
d'ouverture et de cisaillement, équation (2.51), et d'en déduire la complaisance élastique 
réduite. A partir des résultats obtenus, nous avons déduit les propriétés d’élasticités et de 
fissuration de l’éprouvette sollicitée sous différents modes mixtes. Les valeurs de ces 
propriétés, associées aux modes I et II, sont données dans les Tableaux 3.10 et 3.11.  

Tableau 3.10 : Etat mécanique et énergétique, part de mode I  

Mode mixte ( ) ( )1/2
IK mε  ( ) ( )1/2

IK MPa m⋅σ  ( )IG J / m²  

0°  35,03 10−⋅  1,63 1025 

15°  32,04 10−⋅  0,66 168 

45°  32,34 10−⋅  0,76 222 

75°  0 0,18 0 

 

Tableau 3.11 : Etat mécanique et énergétique, part de mode II  

Mode mixte ( ) ( )1/2
IIK mε  ( ) ( )1/2

IIK MPa m⋅σ  ( )IIG J / m²  

0°  0  0  0 

15°  43,44 10−⋅  0,11 5 

45°  49,80 10−⋅  0,32 39 

75°  49,51 10−⋅  0,31 37 
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La constante de Kolosov, déduite de l'algorithme d'optimisation, permet de fixer la valeur du 
coefficient de Poisson à 0,379. Enfin, Les expressions (2.43) permettent de calculer les 

complaisances élastiques réduites (IC  et IIC ) et d'en déduire le module d'élasticité E, 

Tableau 3.12, et ce, pour chaque mode. Bien que le matériau soit isotrope, les résultats 
mettent en évidence de légères différences de module. Cependant, nous obtenons une valeur 
moyenne de 2592MPa avec un écart type de 20MPa; valeur moyenne correspondant à celle 
obtenue dans la première application en mode d'ouverture. 

Tableau 3.12 : Propriétés d'élasticité 

Mode mixte ( )1
IC MPa−  ( )1

IIC MPa−  ( )E MPa  

0°  33 09 10, −⋅  - 2590/- 

15°  33 09 10, −⋅  33 13 10, −⋅  2509/2560 

45°  33 08 10, −⋅  33 06 10, −⋅  2600/2610 

75°  - 33 07 10, −⋅  -/2610 

 

Finalement, la Figure 3.19 met en évidence une bonne correspondance entre la déformée 
expérimentale et un calcul aux éléments finis réalisé avec un module d'élasticité moyen de 
2592MPa.        

0β = ° 15β = °

45β = ° 75β = °

Déformée éléments finis

Déformée corrélation d’images

1515 N 1535 N

1571 N 1545 N

 

Figure 3.19 : Comparaison entre les champs optimisés et les champs numériques   
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3.3 Configuration mode I orthotrope 

3.3.1 Paramètre d’essai 

Le protocole expérimental est le même que celui décrit dans le cas du mode I isotrope. Les 
dimensions de l'éprouvette de Douglas sont précisées en Figure 3.20 avec une fissure dans le 
plan Radial-Longitudinal. L'échantillon, initialement conditionné dans un caisson climatique, 
présente, lors de l'essai, un taux d'humidité moyen de 11%. 
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Figure 3.20: Dimensions géométriques de l’éprouvette (en mm) 

3.3.2 Analyse d'images     

L’essai de fissuration reste dans le domaine élastique sans propagation de fissure. Les effets 
de non linéarité et d'endommagement sont négligés en front de fissure. La courbe force-
déplacement est présentée en Figure 3.21. L'effort de 245N correspond aux déplacements 
analysés en corrélation d’images numériques. 
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Figure 3.21: Courbe force-déplacement 

3.3.2.1 Optimisation des champs expérimentaux   

Le principe d'optimisation, appliqué précédemment, est de nouveau mis en œuvre. Les 
dimensions de la zone d’étude, définies en Figure 3.3, sont précisées dans le Tableau 3.13. 

Tableau 3.13. Dimensions géométrique de la zone d’étude 

Grandissement (mm/pixel) aZI (mm) VZI (mm) HZI (mm) 

0,230 73,6 170,0 125,0 

 

Les champs asymptotiques orthotropes, décrits par les équations (1.11) et (1.16), s’avérant 
insuffisants pour représenter correctement les champs mécaniques de la zone d’étude, nous 
avons choisi de représenter le champ optimisé à partir de la série asymptotique de Williams 
(l’équation 2.1), décrite initialement pour un matériau isotrope. Même si cette association 
entre un champ expérimental orthotrope et un champ analytique isotrope peut surprendre, les 
résultats d'analyse, présentés par la suite, justifie ce choix. Le champ théorique restant 
toujours cinématiquement admissible, l'ajustement de ces paramètres intègreront le caractère 
orthotrope du milieu; l'objectif final restant de remplacer un champ expérimental bruité par un 
champ analytique propre. La figure 3.22 met en évidence les écarts obtenus en fonction du 
nombre de paramètres N de la série de Williams. Par contre, la constante de Kolosov κ  
devient un paramètre d’optimisation. Nous constatons que la moyenne de l’écart, entre la 
solution asymptotique et le champ global orthotrope mesuré, est minimisée lorsque 7N = . 
Les paramètres d’optimisation, déterminés par la procédure itérative de Newton-Raphson 
basée sur les moindres carrés non linéaires, sont regroupés dans les Tableaux 3.14a, b et c.  
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Figure 3.22 : Evolution de la moyenne de l’écart et de champs optimisés en fonction de N  

Tableau 3.14a : Coefficients Aα
i (i=1..7; α=I, II)  donné en 

1
2

i

mm
 − 
    

Mode I 
 

A I
1 A I

2 AI
3 AI

4 AI
5 AI

6 AI
7 

34 56 10, −⋅  51 57 10, −⋅  52 17 10, −− ⋅  82 84 10, −⋅  85 44 10, −− ⋅  91 06 10, −⋅  104 46 10, −− ⋅  

 
Mode II 
 

A II
1 A II

2 AII
3 AII

4 AII
5 AII

6 AII
7 

41 95 10, −− ⋅  53 82 10, −⋅  63 01 10, −− ⋅  74 25 10, −⋅  81 11 10, −− ⋅  117 47 10, −⋅  119 91 10, −⋅  

 
Tableau 3.14b : Termes de mouvements de corps rigide 
 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
39 60 10, −⋅  39 58 10, −⋅  51 33 10, −⋅  
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Tableau 3.14c : Position et orientation de la pointe de fissure 
 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
31 0 10, −⋅  35 0 10, −⋅  81 23 10, −− ⋅  1 878,  

 

Les cartographies des déplacements expérimentaux bruts et analytiques sont comparées en 
Figure 3.23. Comme pour le cas isotrope en mode I, le champ optimisé présente une parfaite 
symétrie d’ouverture de la fissure. Le débruitage du signal peu également être apprécié. 

( )2U mm( )1U mm

1x

1x

2x
2x

a. Déplacements optimisés  

1x

2x

( )1U mm

1x

2x

( )2U mm

b. Déplacements bruts  
Figure 3.23 : Les cartographies des champs de déplacements optimisés et bruts 
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3.3.2.2 Facteurs d'intensité d'ouverture de fissure 

En rappel de l’équation (2.36), les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure sont déterminés à 

partir des coefficients 1
IA , 1

IIA  du Tableau 3.13a et de la constante κ . Ils sont donnés ci-

dessous : 

 ( ) 3 1 22,08 10 mIK −= ⋅ε    et     ( ) 5 1 28,89 10 mIIK −= ⋅ε    (3.7) 

3.3.3 Couplage MEF/CIN 

3.3.3.1 Facteurs d'intensité des contraintes 

Les facteurs d’intensité des contraintes sont ensuite calculés par la méthode Gθ  à partir d’un 
modèle éléments finis intégrant les conditions aux limites de l’essai expérimental, un 
chargement en force imposée et une loi matérielle arbitraire. La valeur du chargement 
appliqué correspond à la valeur identifiée sur la courbe caractéristique force-déplacement 
(F=245N, Figure 3.21). Dans le chapitre précédent, nous avons montré également que la 
méthode intégrale est fortement dépendante de la loi de comportement du matériau tandis que 
le facteur d’intensité des contraintes n’en dépend pas lorsque le taux d’orthotropie est fixé. 

Ainsi, pour une valeur arbitraire du module d'élasticité RE , les autres composantes du tenseur 

de rigidité sont calculées en accord avec les rapports d'orthotropie préconisés par Guitard 
[GUITARD 1987], à savoir : 

 11,39L RE E= ⋅ , 0,744LR RG E= ⋅  et 0,39LRν =  (3.8) 

Les valeurs des facteurs d’intensité des contraintes obtenues sont données ci-dessous : 

 ( ) 1/20,446IK MPa mσ = ⋅   et ( ) 1/20,0IIK MPa m= ⋅σ  (3.9) 

3.3.3.2 Taux de restitution d'énergie et propriétés d'élasticité 

La combinaison de deux approches cinématique et statique permet d’obtenir, dans un premier 
temps, la valeur du taux de restitution d'énergie : 

 
( ) ( )

2116 /
8

I IK K
G J m

⋅= =
ε σ

 (3.10) 

Enfin, la complaisance élastique réduite IC  peut être déduite à travers les facteurs d’intensité 

d’ouverture de la fissure ( )
IK ε  et de la singularité des contraintes ( )

IK σ  (relation 2.43): 

( )

( )
3 -14,66 10 MPaI

I

I

K
C

K

ε

σ
−= = ⋅                                                   (3.11) 

En connaissant la valeur de la complaisance élastique réduite orthotrope, à l’aide des 
équations (1.21), (1.12), (1.13), (1.14) et (1.15), nous pouvons identifier les propriétés 
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élastiques orthotropes du Douglas, tout en gardant les mêmes rapports d’orthotropie que celles 
utilisés par la modélisation. Les valeurs calculées sont données dans le Tableau 3.14. En 
tenant compte d'un taux d'humidité plus élevé, nous remarquons que les propriétés déduites 
sont en accord avec celles proposées par Guitard. 

Tableau 3.14 : Propriétés d'élasticité du Douglas. 

 RE  LE  LRG  LRν  

Résultats (MC=11%) 1170MPa 13500MPa 872MPa 0,39 
Données Guitard (MC=9,5% ) 1370MPa 15600MPa 1020MPa 0,39 

 

En remplaçant, dans le modèle éléments finis, la loi matérielle arbitraire par la loi matérielle 
réelle identifiée précédemment, nous obtenons une déformée du maillage en bonne cohérence 
avec la déformée de la zone d'étude (champ expérimental optimisé), Figure 3.24.    

Déplacement expérimental optimisé

Déplacement numérique
 

Figure 3.24 : Comparaison entre les champs optimisés et les champs numériques  

L'algorithme a enfin été employé, sur le même échantillon, pour d'autres niveaux de 
chargement. Les Figures 3.25 présentent les évolutions des propriétés de fissuration. Reste à 
tester cet algorithme dans des configurations de mode mixte pour un matériau orthotrope. 
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Figure 3.25 : Evolution du taux de restitution d’énergie en fonction du niveau de chargement  
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3.4 Configuration mode mixte orthotrope 

3.4.1 Paramètres d’essai 

Toujours en Douglas, les dimensions géométriques des éprouvettes sont données par la Figure 
3.26, et ce, pour chaque taux de mixité. L’essai de fissuration demeure dans le domaine 
élastique et sans endommagement. Les éprouvettes sont toujours conditionnées, avant essai, 
dans une enceinte climatique à une température de 20°C et 65% d’humidité relative (teneur en 
eau de 10% mesurée après essai). Le même dispositif expérimental, présenté Figure 3.10,  est 
employé. Les essais sont réalisés suivant trois angles de sollicitation : 15° , 45°  et 75° .  

20

a (mm) W (mm) B (mm)Mode mixte

80 210 14215

75 210 14345

70 208 14875

 

Figure 3.26: Dimensions des éprouvettes 

3.4.2 Analyse d'images 

Les résultats des essais de fissurations, relatifs à chaque taux de mixité et en termes des 
courbes force-déplacement, sont montrés en Figure 3.27. Ces évolutions précisent la limite du 
domaine d’étude dépourvue d’endommagement et de propagation de fissure. L’analyse des 
déplacements reste donc dans le domaine élastique. Comme pour les cas précédents, nous 
indiquons, sur chaque courbe, les efforts correspondant aux images étudiées.  
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Figure 3.27 : Courbes force-déplacement  

3.4.2.1 Optimisation des champs expérimentaux   

La sélection de la zone d’étude est similaire à celle de la Figure 3.12. Les dimensions de cette 
zone, pour chaque angle de sollicitation, sont résumées dans le Tableau 3.15. 

Tableau 3.15 : Dimensions de la zone d’intérêt 

Mode mixte Grandissement (mm/pixel) aZI (mm) VZI (mm) HZI (mm) 

15° 0,227 58,1 123,0 116,0 

45° 0,232 52,0 126,0 111,0 

75° 0,222 42,6 121,0 107,0 
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La Figure 3.28 présente la minimisation de la moyenne des écarts entre les champs de 
déplacement mesurés en corrélation d’images dans la zone d’étude et la solution asymptotique 
de la série de Williams. Cette moyenne d’écart est minimale pour N = 7, et ce,  pour chaque 
taux de mixité.         
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Figure 3.28 : Evolution de la moyenne des écarts en fonction du nombre de la série Williams 

Les Tableaux 3.16, 3.17 et 3.18 regroupent les différents paramètres d’optimisations du 
champ expérimental pour chaque taux de mixité.  
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Tableau 3.16a : Coefficients d’optimisation Aα
i (i=1..7; α=I, II)   en 

1
2

i

mm
 − 
    ( 15β = ° ) 

Mode I  Mode II 
A I

1 31 30 10, −⋅  A II
1 43 12 10, −⋅  

A I
2 52 89 10, −⋅  A II

2 44 39 10, −− ⋅  

A I
3 51 48 10, −− ⋅  A II

3 64 04 10, −⋅  

A I
4 74 16 10, −− ⋅  A II

4 77 50 10, −− ⋅  

A I
5 93 42 10, −⋅  A II

5 84 36 10, −⋅  

A I
6 106 09 10, −⋅  A II

6 102 77 10, −− ⋅  

A I
7 104 39 10, −− ⋅  A II

7 114 21 10, −− ⋅  

 
 

Tableau 3.16b : Mouvements de corps solide ( 15β = ° ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 
27 13 10, −− ⋅  0 29,  41 52 10, −− ⋅  

 

 

 

 Tableau 3.16c : Position et orientation de la pointe de fissure (15β = ° ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
119 95 10, −⋅  146 93 10, −⋅  124 3 10, −⋅  1 90,  

Tableau 3.17a : Coefficients d’optimisation Aα
i (i=1..7; α=I, II)   en 

1
2

i

mm
 − 
    ( 45β = ° ) 

Mode I  Mode II 
A I

1 32 95 10, −⋅  A II
1 31 62 10, −⋅  

A I
2 52 67 10, −− ⋅  A II

2 44 04 10, −⋅  

A I
3 54 67 10, −− ⋅  A II

3 51 49 10, −⋅  

A I
4 61 26 10, −⋅  A II

4 77 54 10, −− ⋅  

A I
5 85 22 10, −− ⋅  A II

5 84 47 10, −− ⋅  

A I
6 81 01 10, −− ⋅  A II

6 82 10 10, −⋅  

A I
7 104 81 10, −⋅  A II

7 105 53 10, −− ⋅  
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Tableau 3.17b : Mouvements de corps solide ( 45β = ° ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 

0 275,−  0 337,  41 40 10, −⋅  
 

Tableau 3.17c : Position et orientation de la pointe de fissure (45β = ° ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
101 0 10, −⋅  123 0 10, −− ⋅  111 16 10, −⋅  1 90,  

 

Tableau 3.18a : Coefficients d’optimisation Aα
i (i=1..7; α=I, II)   en 

1
2

i

mm
 − 
    ( 75β = ° ) 

Mode I  Mode II 
A I

1 31 51 10, −⋅  A II
1 31 44 10, −⋅  

A I
2 53 64 10, −− ⋅  A II

2 31 59 10, −⋅  

A I
3 69 15 10, −− ⋅  A II

3 51 35 10, −⋅  

A I
4 74 22 10, −⋅  A II

4 61 19 10, −− ⋅  

A I
5 83 73 10, −− ⋅  A II

5 84 83 10, −− ⋅  

A I
6 94 96 10, −− ⋅  A II

6 82 20 10, −⋅  

A I
7 103 52 10, −⋅  A II

7 107 41 10, −− ⋅  

 

Tableau 3.18b : Mouvements de corps solide ( 75β = ° ) 

T1 (mm) T2 (mm) R (rad) 

1 03,−  0 30,  45 54 10, −⋅  
 

Tableau 3.18c : Position et orientation de la pointe de fissure (75β = ° ) 

x1
0 (mm) x2

0 (mm) ω0 (rad) κ 
53 94 10, −⋅  67 10 10, −− ⋅  24 13 10, −− ⋅  1 90,  

 

Afin de mettre en évidence la ressemblance entre les champs expérimentaux et la solution 
analytique ajustée sur ces champs, la Figure 3.29 présente la superposition des déformées de 
la zone d'étude correspondant, respectivement, aux champs expérimentaux bruts et optimisés, 
et ce, pour les trois taux de mixité. Nous pouvons observer une bonne correspondance. En 
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complément, les cartographies de déplacement, présentées en Figures 3.30, 3.31 et 3.32, 
illustrent le débruitage effectué par la procédure d'optimisation.     

 

Déplacement brut

Déplacement optimisé

 

Figure 3.29 : Comparaison entre les champs de déplacement brut et optimisé 
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a1. Champ de déplacement optimisé pour ( )15= °β

( )1U mm

1x

2x
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( )1U mm ( )2U mm
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a2. Champ de déplacement brut pour ( )15= °β
 

Figure 3.30 : Cartographies des champs de déplacement 
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b1. Champ de déplacement optimisé pour ( )45= °β

( )1U mm ( )2U mm

1x

2x

1x

2x

 

 

b2. Champ de déplacement brut pour ( )45= °β

( )1U mm

1x

2x

( )2U mm

2x

1x

 

Figure 3.31 : Cartographies des champs de déplacement 
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c1. Champ de déplacement optimisé pour ( )75= °β
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1x

( )1U mm ( )2U mm

 

 

c2. Champ de déplacement brut pour ( )75= °β

( )1U mm ( )2U mm
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Figure 3.32 : Cartographies des champs de déplacement 

 

3.4.2.2 Facteurs d'intensité d'ouverture de fissure 

A partir des champs optimisés, les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure sont calculés, 
Tableau 3.19. 

Tableau 3.19 : Facteurs d’intensité d’ouverture de la fissure pour différents taux de mixité  

Taux de mixité ( ) ( )1/2
IK mε  ( ) ( )1/2

IIK mε  

15°  45,95 10−⋅  41,43 10−⋅  

45°  31,35 10−⋅  47,43 10−⋅  

75°  46,91 10−⋅  46,58 10−⋅  
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3.4.3 Couplage MEF/CIN 

3.4.3.1 Facteurs d'intensité des contraintes 

Les facteurs d'intensité de contrainte sont déterminés en employant la méthode Mθ. Comme 
précédemment, les propriétés d'élasticités sont arbitraires. Elles sont pilotées par le module 

d'élasticité radial RE , les autres composantes étant déterminées en accord avec les rapports 

d'orthotropie précisés dans les relations (3.8). Pour chaque mode, les facteurs d'intensité de 

contrainte ( )K σ
α  sont donnés dans le Tableau 3.20. 

Tableaux 3.20 : Facteurs d’intensité de contraintes pour différents taux de mixité  

Taux de mixité Force (N) ( ) ( )1/2
IK MPa m⋅σ   ( ) ( )1/2

IIK MPa m⋅σ  

15°  277 0,14 0,11 

45°  784 0,32 0,59 

75°  876 0,16 0,52 

 

3.4.3.2 Taux de restitution d'énergie et propriétés d'élasticité 

Le taux de restitution d’énergie est calculé à partir du couplage entre l’approche cinématique 
en corrélation d’images (donnant les facteurs d’intensité d’ouverture) et l’approches statique 
par éléments finis qui a permis de fournir les facteurs d’intensité des contraintes. En utilisant 
l’équation (2.51), le taux de restitution d’énergie est décomposé en sa part de mode I et de 
mode II. Le Tableau 3.21 présente ces valeurs.    

 

Tableau 3.21 : Taux de restitution d'énergie pour chaque part de mode de rupture. 

Mode mixte ( )IG J / m²  ( )IIG J / m²  

15°  10,5 2,02 
45°  54,0 55,2 
75°  14,2 42,9 

 

La loi de comportement locale permet de coupler les facteurs d’intensité d’ouverture aux 
facteurs d’intensité des contraintes via les complaisances élastiques réduites. Ainsi, les deux 

complaisances élastiques réduites IC  et IIC  sont calculées via l'équation 2.43. Les résultats 

sont présentés dans le Tableau 3.22. Nous pouvons observer une relative invariance des 
valeurs en fonction du taux de mixité. Ceci permet de valider une certaine robustesse de notre 
algorithme car les complaisances élastiques réduites sont intrinsèques au matériau et ne 
dépendent pas des configurations de chargement. 

 



                               Chapitre 3.  Applications du couplage expérimental-numérique aux milieux isotrope et orthotrope fissurés  

 

149 

Tableaux 3.22 : Complaisances élastiques réduites 

Mode mixte ( )1
IC MPa−  ( )1

IIC MPa−  

15°  34,22 10−⋅  31,25 10−⋅  

45°  34,20 10−⋅  31,25 10−⋅  

75°  34,22 10−⋅  31,26 10−⋅  

 
A partir des valeurs des complaisances élastiques réduites, le module d'élasticité radiale en est 
déduit. De plus, les rapports d'orthotropie permettent de calculer le module longitudinal, de 

cisaillement ainsi que le coefficient de Poisson LRν . Pour chaque taux de mixité, le tableau 

3.23 regroupe ces valeurs. L'ensemble des résultats est cohérent avec les données de Guitard. 
Ayant mesuré un taux d'humidité de 10%, nos résultats expérimentaux demeurent très 
proches. 
 
Tableau 3.23 : Propriétés d'élasticité des échantillons de Douglas (MC=10%). 

Mode mixte RE  LE  LRG  LRν  

15°  1300MPa 14800MPa 963MPa 0,39 
45°  1300MPa 14800MPa 967MPa 0,39 
75°  1300MPa 14800MPa 963MPa 0,39 

Données Guitard (9,5% H) 1370MPa 15600MPa 1020MPa 0,39 
 

227N 784N

876N

Déformée éléments finis
Déformée corrélation d’images

 

Figure 3.33 : Comparaison entre champs expérimentaux optimisés et calculs éléments finis  
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En introduisant les propriétés d'élasticité dans la modélisation par éléments finis, la Figure 
3.33 présente une comparaison des déformées issues par le modèle numérique et 
l’expérimentation. Comme pour les cas précédents, nous pouvons remarquer une bonne 
correspondance entre les deux déformées. 

 

Conclusions 

 La méthodologie, basée sur le couplage entre expérimentation par corrélation d'images et 
modélisation numérique, a été appliquée avec succès à l’analyse de la fissuration dans le cas 
des milieux élastiques isotrope et orthotrope fissurés pour des configurations de sollicitation 
en mode d’ouverture et mixte. Cette technique hybride a permis de définir les propriétés de 
fissuration, notamment le taux de restitution d’énergie à travers la combinaison des facteurs 
d’intensité d’ouverture de la fissure et les facteurs d’intensité des contraintes.  

 Les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure ont été déterminés grâce à la corrélation 
entre champs de déplacements expérimentaux (par corrélation d’images numériques) et 
optimisés par une forme asymptotique de Williams.  

 Une modélisation par éléments finis des essais en mode d’ouverture et en mode mixte a 
permis de donner une bonne estimation des facteurs d’intensité des contraintes, et ce, à force 
imposée. La distribution des contraintes, dans le voisinage de la pointe de fissure, est alors 
définie en faisant abstraction des propriétés d'élasticité du matériau.  

Le couplage entre facteurs d'intensité d'ouverture de fissure expérimentaux et facteurs 
d'intensité de contrainte numériques permet de calculer, d'une part, le taux de restitution 
d'énergie et, d'autre part, de faire une estimation assez précise des propriétés d'élasticité via le 
calcul des complaisances élastiques réduites.  
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Conclusions générales et perspectives 
 
 Dans ce travail, nous avons développé une nouvelle méthodologie basée sur le couplage 
entre corrélation d’images numériques et méthode des éléments finis pour étudier la 
problématique de fissuration dans les milieux élastiques isotrope et orthotrope en 
configuration de modes d’ouverture et mixte. En effet, étant donné qu’une étude 
expérimentale ou numérique seule ne permet pas d’appréhender correctement les phénomènes 
de fissuration, nous n’avons pas considéré ces approches comme concurrentes mais plutôt 
complémentaires en vue d’analyser les champs mécaniques et énergétiques dans le voisinage 
du front de fissure.   

 Une étude préliminaire, élaborée dans le chapitre 1, a permis de fixer le cadre de travail de 
cette thèse en présentant les techniques développées en mécanique de la rupture pour 
appréhender les phénomènes de rupture des matériaux. Il ressort de cette étude trois notions 
importantes qui ont été mises en évidence dans le processus de fissuration. Il s’agit 
notamment :  

- Des facteurs d’intensité d’ouverture de fissure pouvant donner une image 
cinématique des cinétiques d’ouverture de la fissure.  

- Les facteurs d’intensité des contraintes pouvant caractériser l’amplitude en 
contrainte de la singularité en pointe de fissure.   

- Le taux de restitution d’énergie caractérisant l'état énergétique en pointe de fissure 
et, plus précisément, la quantité d’énergie restituée durant le processus de fissuration. 

En s’appuyant sur les définitions de ces paramètres, l’analyse expérimentale, basée sur la 
technique de la corrélation d’images numériques, a permis la détermination des facteurs 
d’intensité d’ouverture de la fissure par l’entremise d’une approche cinématique. Le bruit 
expérimental, inhérent aux mesures, a été contourné par l'utilisation d'une solution 
asymptotique de Williams respectant un ajustement avec les données expérimentales. Cette 
corrélation a été effectuée à travers une procédure d’optimisation faisant appel à la méthode 
itérative non linéaire de Newton-Raphson permettant de localiser, de façon précise, le front de 
fissure dont dépendent fortement les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure. Ce travail, 
nous a permis de mettre en évidence une relation entre facteurs d’intensité d’ouverture de la 
fissure et les premiers coefficients de pondération de la série asymptotique de Williams. En 
outre, il a été montré que la solution analytique asymptotique de Williams, généralement 
employée pour analyser les champs mécaniques isotropes, peut représenter correctement les 
champs mécaniques orthotropes issus de l’expérimentation. 

Parallèlement à l’approche expérimentale, la méthode des éléments finis a été employée, 
de façon complémentaire, afin de caractériser l'état mécanique singulier en contrainte à travers 
la détermination des facteurs d'intensité de contrainte. Si nous admettons que l'état de 
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contrainte ne dépend que des conditions aux limites imposées en force et de la géométrie des 
éprouvettes fissurées, nous en déduisons que les facteurs d'intensité de contraintes peuvent 
être déterminés indépendamment des propriétés d'élasticité du milieu. Ainsi, sans 
connaissance de la loi de comportement mécanique locale, les facteurs d’intensité des 
contraintes ont été obtenus par le biais des invariants intégraux.  

Le chargement en force a été déterminé grâce à une technique de synchronisation entre 
données machine et images enregistrées. L’indépendance des facteurs d’intensité des 
contraintes vis-à-vis des propriétés mécaniques intrinsèques a été mise en évidence aussi bien 
pour les milieux fissurés isotrope (cas du PVC) qu’orthotrope (cas du Douglas). Pour le cas 
d’un milieu orthotrope, cette indépendance n’est valable que pour un rapport d’orthotropie 
donné.  

Une dernière partie de l’étude a été consacrée à la caractérisation de l’énergie de 
fissuration en termes de taux de restitution d’énergie. Une originalité de ce travail est la mise 
en exergue de la complémentarité entre facteurs d’intensité d’ouverture de fissure et les 
facteurs d’intensité des contraintes afin de définir l’énergie de fissuration en modes 
d’ouverture, de cisaillement et mixte. La conséquence de cette complémentarité a abouti à la 
mise en place d’un algorithme de caractérisation des propriétés mécaniques intrinsèques des 
matériaux. Une application de cette technique hybride aux cas du PVC et du Douglas a 
montré l’efficience de la méthode. 

Dans ce travail de thèse, l'approche développée est appliquée à un comportement élastique 
isotrope et orthotrope. Le contournement des propriétés d'élasticité, dans le calcul des 
propriétés de fissuration, permet d'envisager, en perspective de ce travail, des applications 
pour d'autres types de comportement comme la viscoélasticité, la plasticité ou 
l'endommagement. Dans ce dernier cas, l'approche pourra être employée afin de caractériser 
la zone endommagée en pointe de fissure.  

L'ensemble de l'étude présentée suppose une fissure stationnaire sans propagation. 
L'algorithme permettant de détecter au mieux la position de la pointe de fissure, il est 
largement envisagé d'introduire l'aspect temporel dans l'analyse d'images afin de caractériser 
l'évolution de la propagation de fissure en fonction du temps. Dans ce cas, le calcul du taux de 
restitution d'énergie critique permettra de quantifier les effets de process zone au voisinage de 
la pointe de fissure. Pour des configurations de mode mixte, l'outil développé permettra enfin 
d'affiner les critères de propagation de fissure. 
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I-  La thèse dans son contexte 

1°) Choix de la thèse en général 

Titulaire d’un Baccalauréat Série D, avec mention au Lycée Scientifique de Yamoussoukro, 
Côte d’Ivoire en 1999, l’opportunité d’une bourse de coopération, UNESCO, m’a été offerte 
pour débuter mes premières études universitaires à la faculté des sciences et techniques de 
Mohammédia à l’Université Hassan II, au Maroc. 

J’ai obtenu le Diplôme d’Etude Universitaire Générale (DEUG) en Physique – Chimie, option 
Physique en 2002, et le Diplôme de Maîtrise Sciences et Techniques (MST) Génie 
Energétique en 2004.  

Mon stage de fin d’étude pour l’obtention du Diplôme de Maitrise Sciences et Techniques 
s’est déroulé au sein d’une Centrale de Chaufferie, dénommée COSUMAR de Casablanca, 
Maroc, au cours duquel j’ai développé une méthode de calcul de rendement de chaudière, une 
méthode basée sur des formulations énergétiques. Mes résultats attendus étaient en bonne 
adéquation avec ceux obtenus par COSUMAR qui emploie généralement une méthode 
standard complexe, fastidieuse et coûteuse proposée par le constructeur de la chaudière.  

A travers la qualité et la quantité du travail menées à l’issue du mémoire de stage, j’ai réalisé 
que valoriser la recherche en proposant des solutions novatrices et pertinentes est devenu l'une 
de mes priorités majeures. Ensuite, ayant l’intention d’effectuer une thèse de doctorat, afin 
d’acquérir des connaissances approfondies et mettre en application mes potentialités et 
compétences de chercheur au service du secteur industriel, j’ai effectué un Diplôme d’Etude 
Supérieure Approfondie (DESA dont l’équivalence est l’ancien DEA ou nouveau Master 2 de 
recherche) en Mécanique Appliquée à la Construction (MAC) à l’Ecole Nationale Supérieure 
d’Electricité et de Mécanique (ENSEM) de l’Université Hassan II Aïn Choc, de Casablanca 
au Maroc en 2006.  

Le stage pour l’obtention de ce Diplôme s’est déroulé dans plusieurs laboratoires au sein de 
l’École Nationale Supérieure d’Électricité et de Mécanique (ENSEM) de Casablanca à 
savoir : 

� Le Laboratoire de Contrôle et de Caractérisation des Matériaux (LCCM), 

�  le Laboratoire des Matières Plastiques et Composites (LMPC), 

� le Laboratoire des Calculs de Structures et des Matériaux (LCSM). 

Par le biais du partenariat, d’autres laboratoires m’ont accueilli pour bénéficier de leurs 
compétences et savoir faire technologique afin de mener à bien mes travaux de recherches. Il 
s’agit : 
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� Du Laboratoire de Caractérisation Technologique du Centre National de Recherche 
Forestière de Rabat (CNRF), plus précisément au sein de la Division de Recherches et 
d’Exploitations Forestières (D.R.E.F.) de Rabat, 

� le Laboratoire Public d’Etudes et d’Essai (LPEE) de Casablanca.  

L’objectif de la recherche au sein de ces divers Laboratoires a été de mener une étude 
approfondie de caractérisation des pins (Bois) méditerranéens à travers le développement des 
techniques expérimentales et numériques. En d’autres termes, contribuer à l’évaluation des 
performances mécaniques des pins méditerranéens pour des applications industrielles, 
notamment en structures ou ossatures bois en service. Ce travail m’a permis de développer un 
modèle numérique en accord avec l’expérimentation, dans le code de calcul éléments finis de  
SAMCEF fourni par la société SAMTECH en Belgique.  

La réussite de ce travail a fait l’objet de nombreuses publications dans les revues et actes des 
revues des colloques internationaux, notamment : 

• Deux publications : dans Journal of Phys. Chem. News (PCN) et Revue des Energies 
Renouvelables CER’07. 

• Six communications : dans les colloques internationaux sur les énergies renouvelables 
(CER’2007, ICRE’07) et le Premier colloque Euromaghrébin sur les bois 
méditerranéens CEBM’2008. 

A noter que les communications dans les colloques internationaux sur les énergies 
renouvelables s’inscrivent dans le contexte d’une valorisation des bois méditerranéens, 
matériaux possédant de réelle capacité de résistance mécanique, puis compte tenu de leur 
abondance et de leur prix de revient, ils peuvent être ainsi sélectionnés comme matériaux pour 
la réalisation d’une pale d’éolienne, les structures et ossatures bois.  

Ma passion et motivation pour la recherche et développement, mon sérieux et la qualité des 
résultats de mes travaux de recherches durant le Master 2, ainsi que le réseau relationnel établi 
avec les différentes unités de recherches rencontrées lors de mes congrès internationaux m’ont 
fait bénéficier d’une allocation de recherche de la région du Limousin pour effectuer une 
thèse au sein du Laboratoire GEMH (Groupe d’Etudes des Matériaux Hétérogène) de 
l’Université de Limoges, en France.  

La thèse proposée au sein de ce Laboratoire s’intitule « Caractérisation des paramètres de 
fissuration par un couplage corrélation d'images et éléments finis». Dans ce travail, il est 
question de développer une analyse numérique des champs mécaniques localisés au voisinage 
des milieux fissurés en se basant sur un protocole expérimental faisant appel à des techniques 
optiques de mesures des champs récemment mises en œuvre. L’avantage de ces méthodes de 
mesures est d’obtenir des champs globaux de déplacements et de déformations pouvant, par la 
suite, être exploités dans des modèles employant les éléments finis.  
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Le couplage original entre les données expérimentales sous forme d’images et la modélisation 
numérique doit aboutir à : 

� La caractérisation de lois de comportement (élasticité, plasticité, thermo élasticité, 
etc.). 

� La caractérisation d’un état d’endommagement et son évolution. 
� La caractérisation des cinétiques d’amorçage et de propagation de fissures. 

 

La plateforme numérique fera appel à un code de calcul aux éléments finis de développement 
CASTEM avec une ouverture et une création de diverses parcelles vers un code de calcul 
industriel.  

Pour réaliser ce travail, le candidat dont je suis devait avoir : 

- un profil de modélisateur avec des connaissances solides en calcul éléments finis, 

-  et être sensibilisé à l’expérimentation avec une utilisation de logiciels d’analyse 
d’images. 

Les compétences, connaissances scientifiques et savoir faire technologique que j’ai acquis 
durant mes travaux de Master 2 dans les différents Laboratoires de recherches, seront pour 
moi un atout potentiel de développement des outils robustes, fiables et efficaces en vue 
d’apporter des solutions pertinentes à la problématique de la thèse.  

2°) Le contexte de la thèse 

La thèse financée par la région du Limousin, se déroule dans le Laboratoire GEMH de 
l’Université de Limoges au sein de l’équipe Génie Civil et Durabilité (GCD) située sur le site 
de l’Institut Universitaire et Technologique (IUT) d’Egletons. La thèse est dirigée par le 
Professeur Frédéric Dubois et encadrée par Octavian Pop (Maitre de conférences) de l’équipe 
GCD d’Egletons et le Professeur Joseph Absi de l’équipe ENSCI (Ecole Nationale Supérieure 
de Céramique Industriel) de Limoges. 

Cette thèse s’inscrit dans le contexte d’une problématique liée au comportement des 
fissurations dans les matériaux du Génie Civil. La problématique a toujours été présente dans 
les milieux fissurés, mais très souvent mal appréhendée par les outils de conception actuelles 
à cause de la méconnaissance des performances mécaniques réelles des matériaux et leur 
hétérogénéité, des cinétiques d’ouverture des fissures et certaines propriétés de la fissuration. 

Dans le cadre des activités du GEMH, nous retrouvons cette problématique à différents 
niveaux, à savoir :  

� Le contact métal-bois dans les assemblages employant des boulons. 
� La fissuration du bois sous l’effet d’intempéries.  
� La fissuration des barrières thermiques par projection de métal, de céramique. 
� Les fissurations de couches bitumineuses présentes dans les structures routières. 
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Ces matériaux sont souvent le siège de sollicitations mécaniques et environnementales 
(variations ou chocs thermiques et hydriques) lors de leur processus de mise en œuvre ou en 
service. En outre, les interfaces entre matériaux en service, sont également le siège de 
concentrations de contraintes induites par des comportements différentiels entre les différents 
matériaux pouvant générer un état d’endommagement et/ou de fissuration. 

Face à cette situation, il y a un grand besoin de développer des outils robustes, rigoureux et 
fascinants, puis d’élaborer une méthodologie appropriée susceptibles d’appréhender le 
comportement à la rupture des matériaux. L’objectif étant de créer un modèle obtenu par le 
couplage entre les informations globales riches issues de l’approche expérimentale et les 
outils analytiques et numériques développés. Cela requiert une analyse approfondie de la 
problématique des milieux fissurés en vue de proposer des solutions pertinentes, novatrices et 
moins coûteuses.  

De façon explicite, l’approche expérimentale est basée sur l’emploi des outils de corrélation 
d’images numériques développés ces dernières décennies capables de saisir le maximum 
d’informations en termes de champs cinématiques dans les structures fissurées en service. Ces 
champs cinématiques sont exploités dans un code de calculs relatif aux éléments finis. 
Ensuite, une modélisation numérique de l’essai expérimental dans une configuration de 
chargement en force est réalisée. L’originalité de ce travail est donc de combiner les 
approches expérimentale et numérique afin d’aboutir à : 

� la caractérisation des lois de comportement,  

� la caractérisation des performances mécaniques des structures, 

� et la caractérisation des propriétés d’endommagement et de ruine des structures. 

Les résultats escomptés de ce travail de thèse ont été publiés dans les congrès nationaux et 
internationaux, avec une publication dans une revue internationale de rang A : 

- Une publication dans la revue, International Journal of fracture. 

- Cinq communications dans les congrès internationaux (WCTE 10 Italie ; COST 
Action FP080 Autriche ; ICWSE 10 Romanie ; ICEM14 10 France ; ICRACM 10 
France). 

- Quatre communications dans les congrès nationaux (CFM19 09 ; CFM20 11 ; 
AUGC27 09 ; AUGC28 10) et une participation au concours jeunes chercheurs 
« Prix Réné Houpert » dans le congrès AUGC29 11. 

Une soumission de deux articles dans la revue internationale de rang A « Engineering 
Fracture Mechanics »  est en cours d’expertise. 
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Une soumission d’un article dans la revue internationale de rang A « International Journal of 
fracture »  est en cours d’expertise. 

J’ai présenté ces travaux dans les séminaires de la pluridisciplinarité aussi bien à Limoges 
qu’à Egletons. 

 

II-  Compétences développées lors du projet de thèse 

1°) Compétences techniques 

Face à la difficulté de la thèse, j’ai développé tout un arsenal de techniques très diversifiées 
appartenant à des disciplines variées telles que :  

� La mécanique linéaire et non linéaire de la rupture, de l’endommagement et de la 
plasticité. 

� la méthode des éléments finis et son implémentation dans des codes de calculs pour la 
modélisation des structures en service (CASTEM, ANSYS, SAMCEF), 

� des logiciels de simulation, de calculs Mathématiques et de résolution des équations 
matricielles complexes (SCILAB, MAPLE), 

� la programmation numérique, 

� des outils d’analyse en corrélation d’images numériques, 

� la machine électromécanique pour les essais de rupture expérimentaux. 

� des outils de traitement de données et de textes (SPSS Math Soft Mathcad, 
MICROSOFT OFFICE, WINDOWS et PC). 

Toutes ces compétences techniques ont été accessibles grâce à la formation de base en 
Mathématiques, Physique et Informatique que j’ai acquise durant mon cursus universitaire et 
ma curiosité d’appréhension afin d’explorer le possible. Ce savoir est à l’origine de 
l’innovation qui ressort de ce projet de recherche et est transposable aux domaines : 

� du Génie Civil,  

� de la mécanique des matériaux, 

� de la mécanique appliquée à la construction, 

�  et des grands travaux publics. 
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2°) Compétences scientifiques 

Comme tout début d’une activité de recherche, l’étape cruciale pour aborder le sujet de thèse 
est celle de la recherche bibliographique. Elle permet de fournir et d’acquérir une quantité 
colossale d’informations relatives au domaine étudié. En outre, un système de veille 
scientifique s’avère indispensable pour être constamment renseigné des dernières avancées du 
domaine.  

La recherche bibliographique vise à extraire les informations fiables et pertinentes à travers : 

� la lecture des ouvrages scientifiques (thèses de doctorat, publications anciennes et 
rapports de recherche dans les livres scientifiques,…),  

� la consultation des ouvrages de référence dans les différents laboratoires et unités de 
recherche, 

� les bibliothèques universitaires, 

� les publications des articles scientifiques dans des revues papiers ou format 
électronique sur Internet (Science Direct, Springer,…), 

� et passionnément, la participation aux congrès et colloques donnant lieu aux échanges 
directs beaucoup plus captivants. 

L’étape suivante a été de dégager rapidement les pistes à explorer en mettant en application 
mon arsenal de compétences techniques pour résoudre les difficultés rendant inaccessibles 
l’exploration de nouvelles directives pour le projet de recherche. 

Grâce aux nombreuses lectures bibliographiques, à la rédaction des articles publiés en vue de 
rendre compréhensible et vulgariser mon travail de recherche moyennant les communications 
orales, les congrès et conférences, j’ai acquis un savoir faire et une maitrise du langage 
technique scientifique avec une certaine clarté, subtilité et fluidité de la langue française et 
anglaise. 

3°) Compétences académiques  

Il est question ici de développer certaines qualités, tout en suivant une méthodologie pour le 
bon déroulement de la thèse. D’abord, deux des qualités que j’ai toujours défendues dans mon 
travail est : 

� la rigueur  

� et le sérieux. 

Ces deux qualités, si importantes à mes yeux ne laissent aucune place aux expérimentations et 
résultats approximatifs.  
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La rigueur et le sérieux dont je fais preuve au quotidien m’ont permis de perfectionner les 
résultats de mes travaux. En parallèle, j’ai mis en place un planning pour l’organisation du 
travail. Grâce à ce planning respecté rigoureusement et suivi méthodiquement, j’ai acquis du 
professionnalisme en développant une capacité et potentialité de coordonner plusieurs travaux 
(exploitation des différentes pistes de recherches) et de valoriser les résultats obtenus de ces 
travaux à travers les publications, les séminaires au sein de l’équipe et du laboratoire.  

Ces travaux ont été présentés à plusieurs personnalités importantes du monde académique et 
industriel, notamment à la ministre française de l’Enseignement supérieur et de la recherche 
scientifique Madame Valérie Pécresse lors de sa visite dans nos locaux pour présenter le 
projet de construction d’un nouveau bâtiment recherche supplémentaire au sein de l’IUT 
d’Egletons.  

4°) Compétences associées 

 Méthode, savoir faire et qualités personnelles 

Tout d’abord, la communication, l’un des moyens essentiels dans la recherche. La publication 
d’un article exige à son auteur de répondre aux critiques et aux observations des experts du 
domaine. Cela nécessite de retravailler régulièrement la version de l’article. Ce processus 
répété plusieurs fois m'a apporté : 

� une certaine habitude de la clarté, 

� de la formulation précise et concise, 

� de fortifier mon esprit de synthèse, 

� et ma faculté à rendre compréhensif l’essentiel du contenu de mon travail au public.  

La rédaction des articles et plus particulièrement celle des mémoires (master 2, thèse,…) 
m’ont donné l'occasion de bien maîtriser le langage écrit.  

L'interaction permanente avec mes collègues d'équipe et encadrants, les séminaires et 
colloques m'ont aidé à faire d’énormes progrès dans la communication orale.  

Aujourd’hui à cause de ces efforts dans la communication, j’ai acquis une excellente fluidité 
du langage.  

De plus, grâce aux exposés et aux articles que j'ai rédigés et présentés en anglais et français 
devant les experts et au grand public, j’ai acquis : 

� une pédagogie, 

� et une maturité intellectuelle contribuant à fortifier mon autonomie. 
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Durant les trois années de préparation de ma thèse, j’ai fais preuve de sérieux et d’assiduité 
tout en respectant les dates et horaires des travaux en équipes, aussi bien individuel.  

D’autres qualités importantes que j’ai pu développer et conserver durant mon projet de 
recherche ont été : 

� l’écoute, 

� et la diplomatie. 

En effet, j’ai noté et étudié profondément les idées proposées à l’issue des réunions et 
présentations des travaux en équipes et du laboratoire. Etant donné que ces idées ne sont 
toujours pas assurées d’aboutir concrètement. Il m’a donc été nécessaire de ménager une ou 
des portes de sortie pour pouvoir au final présenter une étude complète et fiable du sujet. Il 
m’a fallu pour cela sans cesse composer pour arriver à un compromis acceptable. D’où 
l’importance d’allier, avec subtilité, diplomatie et ténacité. 

En outre, j’ai réussi à créé une ambiance amicale au sein de mon équipe, du laboratoire avec 
tout le personnel administratif, les techniciens et ingénieurs de l’atelier de fabrication 
mécanique.  

Tout cela permet de rendre compte : 

� de ma capacité d’intégrité, 

� et d’adaptabilité à un nouvel environnement.  

� Le respect et la sympathie dont j’ai toujours fais preuve envers mon entourage m’offre 
la possibilité de gagner de la confiance et de l’aide aussi bien sur le plan professionnel 
que dans la vie courante.  

Par exemple, les techniciens et ingénieurs ont toujours été disponibles à m’accorder leur 
soutien et aides dans la confection des éprouvettes d’essai de rupture, l’apprentissage des 
outils de fabrication mécanique.  

Mes encadrants et autres enseignants chercheurs du laboratoire et extérieurs au laboratoire 
(notamment François HILD, Directeur de Recherche CNRS et professeur à l’ENS Cachan, 
Université paris VI) ont apporté des éclaircissements et jugements à mes travaux.  

Le personnel administratif a toujours facilité mes courses administratives et déplacements 
dans les formations doctorales, séminaires et congrès. A cet effet, j’ai appris à gérer un 
budget, notamment la constitution des devis et des bons de commande, le choix des meilleurs 
prix. Je me suis occupé de la préparation des missions au sein de l'équipe par l’achat des 
billets et réservations d'hôtel. 

Ces années de travaux de recherches ont été pour moi, l’occasion:  
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� d’épanouissement,  

� d’élargissement de mon réseau relationnel,  

� de créativité et d’innovation,  

� d’avoir un esprit ouvert au dialogue,  

� partager les connaissances,  

� établir des relations de partenariats,  

� et enfin de création d’un cadre de convivialité et harmonieux.  

Toutes ces qualités innées et développées, mise en évidence durant la préparation de thèse,  
m’ont permis :  

• de maitriser le stress,  

• de vaincre l’anxiété et la timidité.  

La croyance dans mes propres ressources et capacités, qui mènent au succès, est à l’origine de 
mon auto-perfectionnement conduisant à un changement radical et constructif.  

5°) Compétences transverses     
  

 Gestion de projet  

Avant de démarrer le projet de thèse, mes encadrants et moi avions établi des objectifs 
annuels. La première année avait été consacrée intensivement à la recherche bibliographique, 
et la mise au point des outils analytiques et numériques relatifs au domaine de recherche. 

Ensuite, l’expérimentation faisant partie intégrante du projet, je devais en parallèle me 
familiariser :  

� aux outils de fabrication mécanique,  

� à la machine électromécanique destinée aux essais de rupture,  

� aux outils et logiciels d’analyse d’images par corrélation (CORRELA, par exemple) 
développés ces dernières années.  

Je devais aussitôt connaitre : 

� le langage de programmation des logiciels de simulation numérique dans le but de 
réaliser un couplage entre les données expérimentales et numériques.  
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Ce travail fut rapidement assimiler grâce à :  

� mon courage,  

� mon sérieux,  

� ma persévérance,  

� et l’envie d’élargir mes connaissances afin de trouver voies et moyens pour contribuer 
à la résolution de la problématique de ma thèse.  

Très rapidement, dès la première année, les premiers résultats escomptés ont été présentés 
dans les séminaires et valoriser à travers les publications dans les actes de revues des congrès. 
Ayant la confiance et la motivation, plusieurs pistes de recherches ont été dégagées avec les 
grosses difficultés qui y sont associées durant la deuxième année. Il a fallu pour cela 
développer mes compétences techniques et scientifiques par l’apprentissage simultané 
d’autres outils plus sophistiqués et spécialisés dans les calculs Mathématiques complexes (par 
exemple SCILAB, MAPLE) en vue de mettre en place une méthode rigoureuse, robuste et 
fiable, susceptible de résoudre les problèmes de fissuration dans les matériaux et à l’échelle 
des structures.  

Les résultats des travaux de la deuxième année ont généré une série de publications. D’où la 
valorisation des travaux de thèse, reconnus sur le plan national et international.  

Enfin, la troisième année est consacrée à la rédaction du manuscrit du projet de recherche en 
vue de prévoir une soutenance de thèse.  

 Conduite de projet 

 Après avoir fixé les objectifs annuels, et pour suivre le bon déroulement du projet, mes 
responsables scientifiques et moi avions décidé de se réunir une fois par semaine après trois 
mois de recherche bibliographique (octobre 2008 à Décembre 2008).  

La recherche bibliographie devait me permettre de faire un état des lieux de la thématique en 
question et où je devais réunir le maximum d’informations et acquérir des compétences et 
connaissances solides pour faire face à la problématique du projet.  

Lors des réunions d’équipes, je présentais alors mes résultats et nous discutions des idées à 
développer, des orientations à privilégier et des solutions à apporter aux difficultés 
rencontrées pour la continuité du projet.  

A noter qu’en dehors des journées de travail d’équipe avec mes responsables scientifiques, les 
résultats de mes travaux ont été suivis, presque tous les jours, de près par mon Co-encadrant, 
Octavian Pop (Maitre de conférences) et validés par mon encadrant Frédéric Dubois 
(Professeur) afin de s’assurer de la qualité des résultats et de la précision des méthodes 
employées.  
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Des discussions enrichissantes ont souvent été enclenchées lors des réunions d’équipes au 
cours desquelles j’ai fais preuve de : 

� respect,  

� d’écoute,  

� de sympathie,  

et j’ai pu m’exprimer en donnant mon avis et en proposant des solutions acceptables. Le fait 
que mon avis et mes idées proposées soient pris en compte, j’avais donc le sentiment d’avoir 
piloter mon projet.  

J’ai la plupart du temps été sollicité pour présenter mes travaux originaux sous forme de 
diaporama dans les séminaires organisés au sein du laboratoire. 

L’avancement de mes travaux était le plus souvent marqué par les participations aux congrès 
nationaux et internationaux, les soumissions acceptées dans les grandes revues 
internationales.  

J’ai aussi noué des contacts avec des experts et spécialistes de mon domaine de recherche 
dans d’autres laboratoires (LMS de Poitiers, LMT de Cachan, LMGC de Montpellier,…)  qui 
m’ont apportés leur expérience et des éclaircissements à la résolution des problématiques du 
projet.  

J’ai eu le plaisir de travailler avec les techniciens et ingénieurs, avec mes responsables 
scientifiques, et tout le personnel du laboratoire.  

J’ai beaucoup appris et cette formation de trois années de recherche a opéré en moi un 
changement radical et constructif. J’ai gardé de très bonnes relations avec tout ce monde que 
j’ai côtoyé durant ma formation.  

D’une manière générale, j’ai fais preuve :  

� de courage,  

� de concentration,  

� de sagesse,  

� et énormément de persévérance pour mener à bien ce projet.  

Ce fut pour moi une excellente école de transformations des échecs en expériences.  
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III-  Budget de la thèse 

Tableau1 : Estimation du coût consolidé de la thèse 

 

Comme le montre le tableau 1, ma thèse est en grande partie financée par la région du 
Limousin à hauteur 46326 euros pendant les trois années. Le nombre de personnes au sein du 
laboratoire impliquées dans le projet regroupe au total 9 personnes. 

Il apparait difficile de chiffrer le coût exact des formations organisées par l’école Doctorale 
auxquelles j’ai participé. Mais une estimation globale des frais de déplacements et de 
participations aux formations s’élève à environ 2976 euros. 

 

Nature de la dépense Détails Coûts totaux (euros TTC) 

  Nombre 
d’unités 

Coût 
unitaire 
moyen 

Quote-part 
utilisation 

total 

1. Ressources humaines      
Doctorant  36 1287 1 46326 

Sous-total Ressources 
Humaines 

 36 1287  46326 

2. Matériel 
(amortissement) 

     

Matériel d’expérimentation 
(dont les ordinateurs et 
logiciels spécialisés) 

Caméra 
CCD 

Corréla 
Peinture 

Bois 

36 3500 0,28 980 

Ordinateur de bureau  36 1000 0,66 660 
Logiciels de bureau  36 1000 0,4 660 
Sous-total Matériel     2300 

3. Déplacements      
Mission en France   3000  3000 

Mission à l’étranger   2000  2000 
Congrès en France   2000  2000 

Congrès à l’étranger   3500  3500 
Sous-total Déplacements     10500 

4. Formation      
formations doctorales 36 1976+1000  2976 

Autres frais (inscription à 
l’Université, Sécurité 

Sociale étudiante, etc.) 
 36 364 3 1092 

Sous-total Formation     4068 
TOTAL     63194 
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Le tableau 2 : la recette de la thèse:  

Tableau des recettes 

Désignation Recette (euros) 

Université de Limoges 30939,62 

Direction Régionale des Finances Publiques du 
Limousin (Ministère) 

16230,38 

TOTAL 47170 

 

La figure 1 montre la répartition du coût global de la thèse. On peut remarquer que 
l’allocation de la bourse et les déplacements en missions constituent les parts les plus 
importantes. 

 

Ressources humaines

Matériel

Déplacements

Formation

 

 

Figure1 : Répartition du coût consolidé de la thèse 
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IV- Capacité à s’approprié un sujet de thèse 

L’intitulé de ma thématique de thèse est « Caractérisation des paramètres de fissuration 
par un couplage corrélation d'images et éléments finis ». Ce sujet de thèse sous entend la 
nécessité de développer une nouvelle stratégie pour analyser les champs mécaniques mis en 
exergue lors d’un processus de fissuration dans les matériaux du Génie Civil.  

Cette nouvelle stratégie, à la différence de celle déjà existante dans la littérature, doit 
rassembler les outils robustes et fiables expérimentaux, analytiques et numériques pour 
générer un algorithme original, susceptible de quantifier à la fois l’état mécanique et 
énergétique des matériaux.  

Les matériaux du Génie Civil subissent des efforts considérables lors de leur mise en service, 
et dont la conséquence provoque des phénomènes de fissurations et/ou de dégradations 
conduisant à la perte de vie humaine.  

Pour éviter ce désastre, il y a un besoin énorme d’appréhender le comportement mécanique à 
la ruine des matériaux de construction mécanique. Les outils de conception actuels s’avèrent 
insuffisants pour capturer et traiter l’information globale riche extraite des matériaux victimes 
des sollicitations de cinétiques complexes.  

Analyser les champs mécaniques et énergétiques oblige à connaitre efficacement la loi de 
comportement et les champs de déplacements générés suite à une modification de l’état initial 
des matériaux contenant une discontinuité de type fissures.  

Pour contribuer à la résolution de cette problématique, la démarche intellectuelle à mener le 
projet de la thèse est la suivante : 

a) Choix des matériaux et confection des différentes éprouvettes de fissuration. 

b) Estimation des champs de déplacements dans les éprouvettes fissurées par la technique 
expérimentale de la corrélation d’images numériques,  

c) Développement des outils analytiques pour effectuer l’optimisation des champs de 
déplacements bruts mesurés dans le voisinage de la fissure du fait des bruits 
expérimentaux inhérents à la mesure, 

d)  Intégration des champs expérimentaux optimisés dans un code de calcul aux éléments 
finis de développement CASTEM, pour analyser les cinétiques d’ouverture de la 
fissure à travers l’approche cinématique estimant un paramètre important en 
mécanique de la rupture qu’est le facteur d’intensité d’ouverture de la fissure.     

e) Modélisation de l’essai expérimental par l’approche statique de la méthode des 
éléments finis dans une configuration de chargement simple et complexe pour évaluer 
l’amplitude de la singularité en termes de facteur d’intensité de contrainte. 



__________________________________________________________________________________ 

17 

 

f) Réaliser le couplage entre les approches expérimentale et numérique pour caractériser 
les états mécanique et énergétique des matériaux de construction. La conséquence du 
processus de couplage a permis à la fois : 

� D’établir un algorithme permettant d’identifier les performances mécaniques 
intrinsèques des matériaux, indépendamment de leur nature. 

� Et d’évaluer les propriétés de rupture des matériaux en vue de prédire leur 
intégrité structurale. 

         

V- Impact de la thèse sur les pistes professionnelles 

1°)  Au niveau du laboratoire et de la communauté scientifique 

Ma thèse qui sera soutenue bientôt dans un délai acceptable s’ajoutera à la liste des thèses 
dont le laboratoire a jusque là bénéficié. Et donc, une thèse supplémentaire pour le laboratoire 
et mon équipe de recherche.  

En outre les travaux de cette thèse ont généré une série de publications faisant non seulement 
augmenter la liste des publications du laboratoire, mais aussi contribuer à avancer la science 
au sein de la communauté scientifique.  

Pendant le déroulement de la thèse, plusieurs difficultés liées à la problématique du sujet 
m’ont permis de nouer des contacts afin de collaborer avec les spécialistes du domaine. Mon 
équipe de recherche a participé à cette collaboration pour acquérir d’autres compétences et 
savoir faire des autres laboratoires (LMS de Poitiers, LMT de Cachan, LMaCoS de l’INSA de 
Lyon,…) surtout en matière d’analyse d’images numériques par corrélation qui, aujourd’hui 
est un nouvel outil conduisant par conséquent à une nouvelle thématique dont s’intéresse mon 
laboratoire. De ce fait, cette nouvelle vision d’orientation du champ de recherche dans le 
domaine de l’endommagement et rupture des structures en service par l’emploi de ces outils 
nouveaux pourra permettre à mon laboratoire de perdurer ces collaborations afin d’élargir son 
rayon d’action.  

Dans ce sens, ma thèse a permis un apport de compétences supplémentaires au sein de mon 
équipe de recherche. 

Par ailleurs, plusieurs axes de recherche intéressants donnés en guise de perspectives 
développés dans ma thèse sont à explorer et feront l’objet de nouvelles thématiques de thèse 
avec publications associées dont le laboratoire pourra bénéficier dans les prochaines années à 
venir.  
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La robustesse, la fiabilité et la pertinence des outils développés, la qualité et précision des 
résultats obtenus de ma thèse donnent une avancée considérable à la science dans le domaine 
de la mécanique des matériaux et du Génie Civil.  

Cette thèse met donc à la disposition de la communauté scientifique une nouvelle méthode 
pertinente pour caractériser simultanément les performances mécaniques intrinsèques et les 
propriétés de rupture des matériaux et structures du génie civil. 

2°) Au niveau économique et social 

En cette ère de la globalisation, de la mondialisation de l’économie, de l’intensification de la 
course aux marchés, de la concurrence féroce et agressive, la compétitivité apparaît comme 
étant la clé de la réussite voire même de la survie de l’entreprise.  

De ce point de vue, proposer des solutions innovantes et pertinentes par la recherche incite à 
pérenniser et à dynamiser l’entreprise, une situation favorable à la création d’un 
environnement harmonieux au sein de la société.  

L’essor économique dépend en grande partie du dynamisme industriel par la construction des 
grands édifices, des structures et ossatures du Génie Civil. Prédire la durabilité de ces 
structures et ossatures du Génie Civil exige une appréhension appropriée du comportement 
mécanique des matériaux de construction.  

Afin d’éviter toute instabilité structurelle, phénomène causant d’énormes dégâts et la perte des 
vies humaines, il est extrêmement important voire indispensable d’évaluer avec exactitude les 
performances mécaniques et énergétiques des matériaux de construction et de comprendre 
leur comportement à la ruine.  

Pour cela, il apparait nécessaire de disposer des outils fiables et robustes.  

En ce sens, mon travail de thèse contribue alors à présenter une technique innovante 
rapprochant de façon complémentaire l’expérimentation et la modélisation numérique pour 
caractériser les différents types de matériaux avec leur loi de comportement mécanique 
associée.  

Moyennant les outils de caractérisation développés dans ce projet de recherches, l’on pourra 
ainsi facilement procéder au bon choix de la qualité des matériaux pour construire les diverses 
structures, ossatures et ouvrages d’art, puis assurer leur pérennité. Ces outils s’appliquent 
aisément aux matériaux du Génie Civil, indépendamment du type et de leur nature. 
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3°) Au niveau personnel 

Trois pistes en termes de projet professionnel peuvent se dégager à travers ce travail de thèse, 
notamment : 

 Le profil chercheur 

La qualité des recherches effectuées dans cette thèse a été reconnue au niveau national et 
international à travers une série de publications et de communications.  

Plusieurs axes de recherches importants ont été mis en exergue et feront l’objet d’exploration 
afin d’en tirer le maximum de publications.  

A présent, le profil de chercheur me correspond naturellement car valoriser la recherche en 
proposant des solutions novatrices et pertinentes demeure également l'une de mes priorités. 

Apporter une pierre à l’édifice des recherches futures a toujours été ma vertu principale en 
matière de recherches.  

Par ailleurs, un autre profil complémentaire à celui du chercheur qui mérite d’être cité est le 
profil d’enseignant. 

 Le profil d’enseignant 

Le profil d’enseignant est mis en évidence par les différentes formations du CIES (Centre 
d’Initiation à l’Enseignement Supérieur) et celles organisée par l’Ecole Doctorale, des 
séminaires thématiques de formation que j’ai suivis.  

Les communications dans les congrès ont été un bel exercice de formation à l’enseignement 
puisqu’il s’agissait de vulgariser mon travail de recherches, l’objectif vise à faciliter la 
compréhension de mon travail au sein de la communauté scientifique.  

L’expérience acquise en ma qualité de chercheur, est un atout crucial me permettant d’être 
apte à assurer sérieusement les enseignements dans un établissement universitaire et faire 
bénéficier cet établissement des publications issues des travaux de recherche. 

 Autres profils dans le secteur industriel 

Mon domaine de recherche pour la thèse est la science des matériaux pour le Génie Civil. Ce 
vaste secteur porteur de la clef du développement économique et social fait l’objet d’intérêt de 
nombreuses firmes.  

Ayant un profil numéricien et modélisateur, mes connaissances et compétences en la matière 
peuvent également contribuer à l’épanouissement et au dynamisme des entreprises de grands 
travaux publics, ainsi que celles de constructions mécaniques et des bureaux d’études.  
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Pour les industriels de la filière bois, je pourrais leur apporter des solutions pertinentes dans le 
traitement et l’utilisation de ces matériaux ligneux qui sont le plus souvent victimes de 
dégradations et fissurations dues, non seulement aux défauts internes liés à leur structure, 
mais aussi aux sollicitations de cinétiques complexes.  

Ainsi, appréhender proprement le comportement mécanique à la ruine du matériau bois par la 
recherche est primordial. Puisque le bois, matière ligneuse et compacte, est le matériau sain et 
esthétique par excellence. Produit de la nature, il ne nécessite pour sa mise en œuvre que fort 
peu d'énergie et offre une richesse d'aspect inégalée.  

Les pays nordiques en Europe, le Canada, les Etats Unis et le Japon ont pris une avancée 
considérable en matière de construction bois. 

 

VI- Conclusion 

En somme, le travail de thèse débouche sur plusieurs pistes professionnelles aussi bien dans le 
secteur universitaire et institutionnel de recherches, mais également dans le monde industriel. 

D’autres orientations en termes de création d’entreprise est aussi envisageable car disposant 
des compétences acquises à travers ce travail de thèse.  

La thèse a été pour moi un bel exercice d’apprentissage pour : 

� l’esprit de créativité,  

� l’adaptation à conduire des travaux de nature différente grâce aux compétences mise 
en œuvre.  

Désormais, je peux m’épanouir dans n’importe quel secteur d’activité ne relevant pas 
uniquement de mon domaine d’action. 

Ces trois années de recherches m'ont apporté : 

� de la maturité intellectuelle,  

� la rigueur,  

� le courage,  

� la persévérance,  

� le professionnalisme nécessaire pour accomplir une tâche suffisamment complexe,  

� et aussi la croyance dans mes propres ressources et capacités,  

� surtout le sérieux et la patience qui ont conduit au succès.    
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RESUME  
 __________________________________________________________________________________________ 
 Le travail de thèse consiste à développer un modèle permettant d’analyser les problèmes de fissuration dans les matériaux en vue de 
prévoir leur intégrité et durabilité structurale. Dans ce modèle, deux techniques sont couplées pour exploiter l'observation expérimentale et la 
modélisation numérique par éléments finis afin de déterminer l'état mécanique et les propriétés de rupture en pointe de fissure. 

 Une première partie de ce travail est consacrée à l’analyse expérimentale utilisant la technique de corrélation d’images numériques pour 
calculer, dans le voisinage du front de la fissure, les champs cinématiques de déformations. Le bruit expérimental inhérent aux données 
expérimentales et l’incertitude de localisation du front de fissure nécessite de développer un traitement d'optimisation des champs de 
déplacement expérimentaux. Cette optimisation consiste à trouver une bonne corrélation entre les données expérimentales et la solution 
analytique asymptotique de Williams en utilisant une procédure itérative de Newton-Raphson basée sur les moindres carrés non linéaires. La 
conséquence de cette corrélation a permis de déterminer à la fois la position précise du front de la fissure et le champ cinématique de 
déplacement des lèvres de la fissure le plus proche de la réalité. L’analyse cinématique permet alors de caractériser la cinétique de fissuration 
via les facteurs d’intensité d’ouverture de fissure.  

 Une seconde partie est dédiée au développement d’un algorithme numérique utilisé dans la caractérisation mécanique et énergétique 
sous le code de calculs par éléments finis Castem. Dans le cas d'une fissure stationnaire, le modèle numérique est sollicité par une force 
imposée, contrairement au travail expérimental ou le chargement se fait en déplacement imposé.  

Cette approche que nous avons qualifiée de statique montre que l’amplitude de la singularité, caractérisée par le facteur d’intensité des 
contraintes déterminé à partir du formalisme des invariants intégraux, est indépendante de la loi de comportement matérielle et est 
proportionnelle à l'amplitude en effort du chargement. 

 Enfin, une dernière étape permet de reconstruire la totalité des propriétés de fissuration, tant cinématique, statique qu'énergétique. Cette 
reconstruction passe par le rapprochement des propriétés cinématiques fournies par l'analyse d'images et les propriétés en contrainte calculées 
par l'approche éléments finis. Ainsi, l'ensemble du protocole fait abstraction de la loi de comportement. De plus, le couplage cinématique et 
statique permet de déduire le taux de restitution d'énergie. Ce couplage permet au final de caractériser les propriétés élastiques locales qui 
peuvent, à termes, être employées pour alimenter une loi de propagation de fissure ou pour remonter aux propriétés globales d'élasticité du 
matériau employé. L'ensemble du travail est accompagné d'applications expérimentales et numériques pour des matériaux isotropes (PVC) et 
orthotrope (Douglas), les échantillons étant sollicités en modes d’ouverture (I) et mixte (I+II). 

Mots clefs : PVC, Bois, Fissuration, Corrélation d’images numériques, Eléments finis 

ABSTRACT 

_________________________________________________________________________________________________________________ 

     The thesis work consists in developing a model allowing analyzing crack problems in materials in order to predict their integrity and 
structural durability. In this model, two techniques are coupled to exploit the experimental observation and numerical modeling by finite 
elements in order to determine the mechanical state and the fracture properties into crack tip vicinity. 

 A first part is dedicated to the experimental analysis using Digital Images Correlation to calculate, in the crack tip vicinity, the 
kinematics fields of deformations. The experimental noise inherent to the experimental data and the uncertainty of the crack tip localization 
require developing a procedure for measurements fields’ optimization. This optimization consists in finding a good correlation between the 
experimental data and the Williams’ asymptotic analytical solution based on the development of mathematical series of weighting 
coefficients, by using Newton-Raphson iterative procedure based on nonlinear least squares. The consequence of this correlation allowed 
determining at the same time, the crack tip position and kinematics field of crack lips displacement nearest to reality. The kinematic analysis 
then allows characterizing the kinetics of cracking via the crack opening intensity factors. 

 One second part deals with the development, into the computer finite elements code Castem, of a specific numerical algorithm to the 
mechanical and energy characterization. In the case of a stationary crack, although the experimental tests are monitoring under machine 
displacement (correlated with the crack opening), the numerical model is defined by imposing a load given by synchronization between the 
testing machine and the images acquisition. This approach, that we described as statics (piloting in force or stress), shows that the amplitude 
of the singularity, characterized by the stress intensity factor which is determined from the integral invariants formalism, is not only 
independent of the material behavior law, but also proportional to the loading amplitude.   

       Lastly, a last stage allows rebuilding the totality of the cracking properties, as well as   kinematic, static and energetic. This rebuilding 
passes by the bringing together of kinematics properties provided by images analysis and stress properties calculated by finite elements 
approach. Thus, the whole of the protocol disregards law of behavior. Moreover, the kinematic and static coupling allows deducing the 
energy release rate. This coupling allows finally characterizing the local elastic properties which can, at terms, being employed to feed a 
crack propagation law or to go back to the global elasticity properties of the employed material. The whole of work is accompanied by 
experimental and numerical applications for isotropic (PVC) and orthotropic (Douglas) materials, the samples being subjected to tension in 
opening (I) and mixed (I+II) modes loading. 

Key Words: Identification, PVC, Wood, Fracture Mechanics, Digital images correlation and Finite elements    


