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Chapitre 1

Introduction générale

Les méthodes de calcul et le développement de l'informatique ont largement
contribué & une progression rapide de l’ensemble des techniques numériques. En
moins de cinquante ans, le paysage algorithmique a été complétement transformé.
Aujourd’hui, la plupart des logiciels que nous employons font appel & des méthodes
de plus en plus efficaces. Dans les simulations, comme dans les modélisations, ’ana-
lyse numérique occupe une place centrale. Elle intervient dans le développement de
codes de calcul (météorologie, physique des particules...), mais aussi dans les pro-
blémes de simulations (aéronautique, industrie nucléaire...) ou d’expérimentations
mathématiques. Elle entretient des liens étroits avec l'informatique. Si sa partie
théorique releve plus des mathématiques, sa mise en pratique aboutit généralement
a I'implémentation d’algorithmes sur ordinateur. Ses méthodes se fondent a la fois
sur la recherche de solutions exactes comme dans le cas de I’analyse matricielle ou
du calcul symbolique, et sur des solutions approchées qui résultent le plus souvent
de processus de discrétisation comme dans le traitement des équations aux dérivées
partielles.

Différentes méthodes numériques ont été congues pour le traitement des équa-
tions aux dérivées partielles et ainsi pour la résolution des problémes réels d’ingé-
nierie. La méthode des éléments finis a été appliquée pour la premiére fois en 1956
par Turner, Clough, Martin et Topp[107], en vue de résoudre les problémes de la
mécanique des structures. Elle repose sur une base mathématique rigoureuse sur
laquelle on se base pour établir d’abord la formulation variationnelle (ou faible) du
systéme d’équations aux dérivées partielles, par la suite la forme faible est trans-
formée en un systéme d’équations algébriques. Cette transformation est obtenue
aux prix d'une double discrétisation : celle du domaine géométrique étudié via une



triangulation du domaine et celle des champs inconnus. La résolution du systéme
algébrique fournit alors une solution approchée du probléme, elle peut étre obtenue
par des méthodes directes (LU, Cholesky,.. ) ou par des méthodes itératives (Gra-
dient conjugué, préconditionnements, GMRES.;..). Il est clair que la précision, voire
la validité, de la solution calculée dépendent du maillage utilisé comme support
et la méthode de résolution. Vers la fin de 1960, cette méthode est devenue une
technique puissante permettant la résolution des équations aux dérivées partielles,
des problémes de transfert de la chaleur et de la dynamique des fluides [43, 53, 15].
Aussi, dans la méme période, la méthode des différences finies a été proposée pour
la résolution des problémes de la mécanique des fluides [67]. Cette méthode consiste
a remplacer les dérivées apparaissant dans le probléme continu par des différences
divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini
de points discrets ou nceuds du maillage. En 1980, la méthode des volumes finis
a été concue spécialement pour traiter les problémes de la dynamique des fluides
[36, 11, 85]. Par la suite elle a été développée par Spalding et Patankar [87] pour
traiter les phénomeénes de transport. Les méthodes des volumes finis se basent sur
deux catégories principales :

e Les méthodes ayant une formulation proche des différences finies et qui sont
définies sur des maillages rectangulaires.

e Les méthodes ayant une formulation proche des éléments finis et utilisant des
fonctions interpolantes.

L’idée principale de la méthode des volumes finis se base sur l'intégration sur
des volumes élémentaires, de forme simple, les équations écrites sous forme de loi
de conservation, et fournit ainsi de maniére naturelle des approximations discrétes
conservatives et est donc particuliérement bien adaptée aux équations de la méca-
nique des fluides. En effet, ces trois méthodes se basent sur le méme concept des
méthodes de résidus pondérés, la seule différence entre elles réside dans la nature
des fonctions de pondération utilisées pour chaque méthode.

Contrairement aux méthodes de simulation numérique basées sur la résolution
des équations aux dérivées partielles liant les propriétés macroscopiques des fluides,
la méthode des automates de gaz sur réseau permet de retrouver les variables macro-
scopiques telles que les champs de vitesse, pression ou température, par simulation
des interactions entre molécules. Le terme “gaz sur réseau” désigne une famille
d’automates cellulaires [82, 81, 1, 106] qui ont été proposés en tant qu'une nouvelle
technique pour ’étude numérique des équations de Navier Stokes et sont basés sur
des systéemes microscopiques simples substituant I'intégration directe des équations
aux dérivées partielles dont le but est de modéliser le mouvement de fluides ou de



gaz. Le principe est d’exprimer le systéme en termes d’interactions locales entre
des particules fictives, et de faire en sorte que ces interactions respectent les lois
physiques définies par les équations qui régissent le systéme.

Le modele HPP proposé par Hardy, de Pazzy et Pomeau en 1973 [45] est le
premier représentant de la famille des gaz sur réseau. Le but pour ce modeéle est
de modéliser ’écoulement d’un fluide en termes d’interactions entre les particules
constituant ce fluide. Les caractéristiques essentielles qui sont empruntées aux in-
teractions microscopiques réelles sont les lois de conservation de la masse et des
moments. Cependant les premiéres simulations d’écoulements a 1’échelle microsco-
pique de 'automate HPP sont trés approximatives et ne permettent pas d’obtenir
des résultats correspondant & ceux obtenus pour les équations de Navier-Stokes.

En 1986, Frish, Hasslacher et Pomeau ont proposé le modele FHP [39] en vue
d’apporter des améliorations au modéle HPP. Ce modeéle n’est pas tres différent
de celui de HPP dans le sens que les deux modeéles possédent les mémes lois de
conservation et le méme processus d’évolution : collision et advection. La seule
différence entre HPP et FHP est la symétrie imposée par la structure triangulaire
de lattice, qui détermine alternativement la symétrie du tenseur de la structure du
modeéle et par conséquent assure l'isotropie.

Malgré les avantages offerts par la modélisation par automates de gaz sur réseau,
ces derniers restent limités par les défauts suivants :

Bruit intrinséque di a la large fluctuation relative des nombres de particules ;
Non respect de 'invariance galiléenne ;

Difficulté d’étendre les modéles HPP et FHP pour résoudre les problémes
tridimensionnels ;

En 1988, la méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) a été introduite par Mc-
Namara et Zanetti [71], pour réduire ces limitations relatives aux simulations par
automates sur réseau (Lattice Gaz Automata, LGA). Le modeéle de Boltzmann a
été proposé pour retrouver les propriétés hydrodynamiques de telle sorte que les va-
riables booléennes dans les automates cellulaires soient représentées par des nombres
réels compris entre 0 et 1 représentant leurs valeurs moyennes et dont 1’évolution
en temps est controlée par 1'équation de Boltzmann [25] dérivée du modele Gaz
sur réseau. Cependant avec cette méthode les régles de collision entre particules
limitaient toujours les simulations car les changements de viscosité du fluide simulé
étaient impossibles.



Higuera et Jiménez [48] ont proposé alors d’exprimer les relations de collision
par un opérateur linéarisé afin d’améliorer la prise en compte du type de fluide en
modifiant la viscosité de ce dernier en fonction des parameétres de simulation. En-
suite les distributions de type Fermi-Dirac furent remplacées par des distributions
de Boltzmann et l'opérateur de collision définissant 'interaction entre les parti-
cules a été remplacé par le modele BGK, Bhatnagar, Gross et Krook [20]. Cet
opérateur a temps de relaxation simple suggéré par Chen et al. [26], Koelman [58]
et Qian, D’Humieres et Lallemand [89] permet de définir en permanence la collision
sur chaque noeud en fonction des caractéristiques du fluide et des distributions de
Boltzmann au lieu d’utiliser des tables exprimant ’ensemble des possibilités comme
avec les modéles HPP ou FHP.

Ainsi, la méthode LBM a connu de grands progrés et est devenue une méthode
alternative pour la résolution des problémes de la dynamique des fluides et a défié
les méthodes traditionnelles de mécanique de fluides dans beaucoup de secteurs.
Dans les méthodes classiques, les équations de Navier Stokes sont résolues en des
points discrets. Autrement dit, les équations aux dérivées partielles non linéaires
sont transformées en un ensemble d’équations algébriques non linéaires qu’on résout
de fagon itérative. Contrairement a ces méthodes conventionnelles basées sur la
discrétisation des équations macroscopiques, la méthode LBM est basée sur des
modeéles microscopiques et des équations mésoscopiques issus de la théorie cinétique
des gaz.

L’idée fondamentale de LBM, est de construire des modeéles cinétiques simplifiés
qui permettent d’incorporer les bases physiques essentielles des processus microsco-
piques ou mésoscopiques de telle sorte que les propriétés macroscopiques moyennes
obéissent aux équations désirées. La raison principale de 'utilisation de ces mé-
thodes cinétiques simplifiées pour I'étude des écoulements des fluides est que la
dynamique d’un systéme est le résultat d’'un comportement collectif de I’ensemble
de particules constituant ce systéme et que la dynamique macroscopique n’est pas
sensible aux détails fondamentaux dans la physique microscopique [54].

Le modeéle de Boltzmann sur réseau avec 'opérateur de collision de BGK, ou
le modele de BGK, est le modele classique de LBM pour 'étude de la dynamique
des fluides. Historiquement, le succes de la méthode de Boltzmann sur réseau est
en grande partie fondé sur BGK. Ce modeéle est le plus employé pour résoudre
I’équation incompressible de Navier-Stokes. Dans ce cas, il emploie une approche
quasi-compressible, dans laquelle le fluide est congu pour adopter un comporte-
ment légérement compressible pour résoudre 1’équation de pression. La méthode
BGK peut également étre employée pour simuler des écoulements compressibles
pour un faible nombre de Mach, mais la viscosité et la vitesse du bruit sont des
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constantes du réseau qui ne peuvent pas étre ajustées. Ce modele BGK a été amé-
lioré a partir de nombreuses tentatives pour augmenter la stabilité et I'exactitude
numeériques pour des problémes spécifiques, ou pour représenter des phénoménes
physiques additionnels. Cependant on se rend compte que tandis que ces améliora-
tions apportent de nouveaux aspects pour le modeéle BGK, ils présentent également
de nouveaux problémes. BGK reste donc le modéle du choix dans beaucoup de
situations, en raison de sa facilité d’exécution aussi bien que de son efficacité [27].

Malgré sa facilité d’implémentation (simplicité des expressions), le modele BGK
souffre de quelques limitations telles que le nombre de Prandt fixe (Pr = 1 pour le
modele BGK) et le rapport fixe entre la viscosité cinématique et celle du volume
(bulk viscosity) [52]. Pour réduire ces limitations et performer ainsi la méthode LBM
en améliorant la stabilité numérique [61], la méthode LBM a temps de relaxation
multiples (MRT, Multiple Relaxation Time) a été développée par d’Humiéres [51].
La méthode MRT de Boltzmann sur réseau aussi appelée I’équation généralisée
de Boltzmann sur réseau (GLBM) ou la méthode des moments, contrairement au
modeéle BGK basé sur un temps de relaxation simple (aussi appelé SRT, Simple
Relaxation Time), se différe par le choix de multiples temps de relaxation.

Le modele entropique de Boltzmann sur réseau (ELB) est semblable au modele
BGK. L’opérateur de collision est encore une relaxation simple vers un équilibre.
Les différences principales sont ’évaluation de la fonction de distribution d’équilibre
et une modification locale du temps de relaxation. I.’équilibre n’est pas pris comme
une discrétisation de la distribution continue d’équilibre de Maxwell-Boltzmann
mais plutdét comme extremum de ’entropie discrétisée. Le temps de relaxation est
accordé localement afin d’éviter une diminution d’entropie pendant la collision. Ce
dernier procédé est montré pour empécher les fonctions de distribution d’adopter
des valeurs négatives, ce qui assure la stabilité numérique sans conditions. Malheu-
reusement, il a également un cott informatique élevé puisqu’on doit résoudre une
équation implicite a chaque noeud de réseau pour chaque pas de temps [56, 8, 9].

La méthode LBM a prouvé son efficacité dans le domaine d’écoulements clas-
siques de fluides et particulierement dans les géométries complexes et milieux po-
reux. Elle a attirée ’attention des mécaniciens des fluides pour la simulation d’écou-
lements dans différentes applications. Lallemand et al. ont proposé la méthode de
Boltzmann sur réseau pour étudier les problémes a frontiéres mobiles[62]. Bou-
zidi et al. ont développé une nouvelle méthode de traitement de conditions aux
limites pour les interfaces solide/fluide[23]. Mezrhab et al. ont développé un cou-
plage entre la méthode de Boltzmann sur réseau a celle des différences finis pour
simuler des écoulements convectifs|[73]. Semma et al. ont étudié les écoulement en
présence de changement de phase[94]. Mohammad et al. se sont intéressés a la si-



mulation de la convection naturelle dans une cavité ouverte[77]. Bennacer et al. ont
considéré une cavité entrainée[18]. El Ganaoui et Djebali ont simulé des transitions
d’écoulement[40]. Addakiri et al. ont développé une méthode hybride couplant la
méthode de Boltzmann sur réseau et celle des volumes finis pour le traitement des
problémes de changement de phase[4].

Dans ce travail de thése, on se propose de modéliser numériquement le transfert
de chaleur et de masse par la méthode de Boltzmann sur réseau (LBM). Pour ce
faire, dans ce premier chapitre une revue bibliographique a été présentée pour
situer la méthode de Boltzmann sur réseau par rapport aux méthodes basées sur
la résolution des équations de Navier-Stokes.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons étudié les fondements de base de cette
méthode, principalement sa dérivation de la théorie cinétique des gaz, notamment
de I'équation pertinente de Boltzmann, sa relation avec la mécanique des fluides,
I’approximation BGK, les différents schémas LBM et les différents types de condi-
tions aux limites.

Le troisiéme chapitre présente la mise en application de la méthode de Boltz-
mann sur réseau pour la résolution des problémes de diffusion mono et bidimen-
sionnels. En effet, on a explicité la méthodologie d’application de la méthode LBM
et des conditions aux limites relatives en résolvant I’équation de diffusion par un
schéma monodimensionnel (D1Q3) et un schéma bidimensionnel (D2Q9), comme
on a implémenté et validé nos calculs avec des résultats existants.

Dans le quatriéme chapitre, on a abordé les problémes de transmission a
Iinterface, on a considéré le cas d’un flux discontinu & l'interface, cas du probléme
classique de Stefan qu’on a validé par comparaison a la solution analytique existante
et le cas du probleme de changement de phase avec convection dont les résultats
numériques obtenus sont satisfaisants. Ensuite par un schéma LBM, on a déve-
loppé un nouveau modéle bidimensionnel de traitement de la résistance thermique
de contact (RTC) par la méthode de Boltzmann sur réseau(LBM). Ce modéle basé
sur la modélisation de la RTC & l'interface entre deux milieux juxtaposés est validé
analytiquement par comparaison avec des calculs monodimensionnels. En compa-
raison avec les modeéles existants, le présent modeéle permet de tenir compte de la
résistance de contact en régime instationnaire comme il permet de bien prédire le
comportement thermique interfacial.

Dans le cinquiéme chapitre, on a développé un couplage hybride de la mé-
thode de Boltzmann sur réseau (LBM) et de la méthode des volumes finis (VF') pour
étudier les problémes de changement de phase solide/liquide. La méthode LBM est
utilisée pour déterminer le champ des vitesses tandis que la technique des volumes



finis est appliquée pour discrétiser ’équation de conservation de I’énergie. Ce mo-
dele est validé en comparaison avec des résultats de référence concernant une cavité
carrée différentiellement chauffée sans changement de phase puis pour la fusion du
Gallium dans une cavité allongée.

Enfin une conclusion générale clot notre présentation en mettant l’accent sur
I’ensemble des travaux effectués dans ce mémoire ainsi que sur les perspectives de
ce travail.



Chapitre 2

La méthode de Boltzmann sur
réseau

2.1 Introduction

Généralement, pour traiter des systémes physiques, on a recours & résoudre
des équations aux dérivées partielles de ces systémes soit de fagon analytique ou
numeérique. Dans la description de ces équations, on considére la plupart du temps
un systéme physique comme continu alors qu’en réalité il peut étre discret (par
exemple 1'étude des interactions entre particules), donc le concept de continuité
n’est qu’'une idéalisation.

Pour plusieurs systémes physiques, les équations aux dérivées partielles sont
non linéaires, et leurs solutions analytiques ne sont pas abordables. Pour ce fait il
s’avere essentiel d’opter pour des solutions numériques. Cependant pour certaines
équations aux dérivées partielles qui sont non linéaires, il est difficile d’obtenir aussi
la solution numérique que celle analytique. Or cette difficulté est principalement liée
a la non linéarité de ces équations, donc on ne peut en faire face sans procéder par
des approximations de ces équations de point de vue continuité.

Parmi les méthodes d’approximation des équations aux dérivées partielles, on
trouve les méthodes des « gaz sur réseau » et la méthode de Boltzmann sur ré-
seau qui présentent un grand intérét pour 'amélioration de I’étude des systémes
complexes, ces méthodes sont complétement différentes de celle traditionnelles vu
que le concept de continuité est abandonné. Dans le domaine de la théorie cinéma-
tique et dynamique des molécules, ces deux méthodes fournissent non seulement



une simple méthode pour ’étude théorique des systémes physiques mais offre aussi
des algorithmes pour des simulations réelles en pratique.

2.2 La théorie cinétique

2.2.1 Meécanique des fluides et théorie cinétique

La mécanique classique des fluides repose sur les lois fondamentales de la dyna-
mique ou équations de Newton. D’une part ’application de ces lois & un ensemble
de particules en interaction aboutit a un systéeme Hamiltonien dans ’espace des
phases, des positions et des vitesses de chaque particule. D’autre part 'application
de ces lois aux éléments infinitésimaux de volume d’un fluide aboutit aux équations
hydrodynamiques : Les équations d’Euler pour un fluide non visqueux et de Navier
Stokes pour un fluide visqueux.

Entre le niveau de description microscopique associé aux équations sur les tra-
jectoires des particules et le niveau de description macroscopique associé aux équa-
tions d’hydrodynamique, la théorie cinétique fournit un niveau intermédiaire, ou
mésoscopique du fluide.

2.2.2 Description de la continuité hydrodynamique

La dynamique des fluides est ’étude des mouvements des fluides, qu’ils soient
liquides ou gazeux. La résolution d’un probléme de dynamique des fluides demande
normalement de calculer diverses propriétés macroscopiques des fluides comme par
exemple la vitesse, la pression, la densité et la température en tant que fonctions
de 'espace et du temps.

Les gaz sont composés de molécules qui se heurtent entre elles comme des objets
pleins. L’hypothése de continuité, cependant, considére les fluides comme étant
continus. C’est-a-dire que 'on admet que des propriétés telles que la densité, la
pression, la température, et la vitesse sont prises pour étant bien définies a des
points infiniment petits, et ne changent pas d’un point & un autre. La nature discréte
et moléculaire d’un fluide est donc ignorée.

Les équations d’Euler pour un fluide idéal s’écrivent comme suit :

dp
L vV = 2.1
ot VAV =0 (2.1a)
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ov

p T PVVIV = —VP (2.1b)
% + p(V.V)e = —P(Vwv) (2.1¢)

ou P est la pression hydrodynamique, p, v et € sont la densité de masse, la vitesse
(macroscopique) et la densité d’énergie interne par unité de masse, respectivement.
Ces champs représentent les variables thermodynamiques fondamentales spécifiant
un systeme.

Les équations (2.1) sont les formes différentielles des lois de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie pour les fluides idéaux (non
dissipatifs).

Pour les fluides dissipatifs (visqueux), 1’équation de continuité (2.1a) reste la
méme alors que les deux autres différent.

Remarquons que 1'équation (2.1b) peut s’écrire en fonction du tenseur de la
densité de flux, tel que :

0 (pvi) = Ol

at pU) = 8acj

(2.2)

Avec II;; = Pd;; + pvv; est le tenseur de densité de flux, qui représente le
moment réversible dii aux forces de pression exercées sur le fluide.

Pour les fluides visqueux, cette viscosité implique une irréversibilité du moment
dans la direction opposée a celle des gradients de vitesse. Donc ’équation de mou-
vement pour un fluide visqueux est obtenue par I'ajout d’un terme de viscosité —o;;
, au tenseur de densité de flux.

Hij = Pézj + pUin — O'Qj = IOU,L"UJ' — Uz’j (23)

— /
avec 0;; = —Pd;; + 0};.
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Pour les fluides Newtoniens, en utilisant les hypothéses de symétrie, le tenseur
de contraintes visqueux s’écrit, en coordonnées cartésiennes comme suit :

ov, Ov. 2 _ Ov oy,

r i A db
9ij = Th(amj + axz D(SZJ ax )+ 7726”8 7 (24)

(nlézgkl + 7]2511 5kl)
6
x

ol 0k = Oi0j1 + 0udjn — %5Z‘j5kl et D représente le coéfficient de diffusion.

171 et 1o sont les coefficients de viscosité : n; est la viscosité dynamique de
cisaillement et 7, la viscosité de dilatation.

2.2.3 Equation de Navier Stokes

A partir de équation (2.2) et en tenant compte de la formule du tenseur de

flux de densité pour un fluide visqueux, c’est a dire : I1;; = Pdy; + pvjv; — o}, , la
forme générale de I’équation de Navier Stokes est obtenue :
ov; ov; oP 0 vy,
i) i J; 3;:0 2.5
Pop TPV oz, om + 5 oz, (M 0ijr + 12035 kl)&vl (2.5)
De facon similaire on retrouve 1’équation d’énergie pour les fluides visqueux :
8UZ E)vk
!

= 0i; g” V.(k VT)

Ou £ est la conductivité thermique et () = k VT le flux de chaleur.
ov;

° al-ja—z représente le travail des forces de surface.
L

e V.(k VT) représente le transfert d’énergie di a la conduction de chaleur.

e —P V.v représente le transfert réversible d’énergie dii & la compression.

Les deux termes restants en 7; et 7, mesurent le taux pour lequel ’énergie
mécanique se transforme de facon irréversible en énergie thermique.
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Donc, pour un fluide visqueux, une fonction de dissipation ¢ est définie telle
que :

ov; ov; 0
O = U;Jav (m0ijr + n25135kl)8v a—?;l; (2.7)
- 2 9 ov;  Ovj, Ov;

1 81),- an 9

= (= HW(V0) + g+ 5)

qui est une fonction positive pour les fluides Newtoniens. La positivité de cette
fonction de dissipation se manifeste par le fait que le transfert d’énergie dia a la
viscosité est en effet irréversible.

Pour récapituler, nous avons obtenu un ensemble d’équations partielles dans
I’espace euclidien :

dp 0
il ) = 2.
ot o P =0 (282)
Qvi 81),- oP 0 v Vg,
pg + ,OUja—Ij = 8@ + — a (nl(smkl + 7}251]5kl) o ) (28b)
Oe ov; ov; Ouy, 0 or
- —p = 0 k 2.
pat + PV~ a.il',’z 67:171 (nléz]kl + 7]2613 kl) o 81)1 + agj@( 8:171) ( 8C)

Ce sont les équations gouvernant le mouvement des fluides Newtoniens. Dans
le cas ou les variations de p, P et T sont négligeables, les coefficients de transport
peuvent étre traités, approximativement, comme constants, et les équations (2.8b)
et (2.8c) se simplifient :

pat + p(v.V)v = =V P + V0 + (g + ( 1; )nl)V(V.v) (2.9a)
8112 8vk 2
pat + pv. Ve=—-PV.uou+ (7715le[ + 7725135kl)a a + k VT (29b)
x
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D 0
Pour un fluide incompressible satisfaisant Fi = a—i +v.Vp=0avec V.v =0,
I’équation de la quantité de mouvement se réduit a I’équation incompressible de

Navier Stokes :

1
% + (v.V)v = —;VP +vV3v (2.10)

N Ui . i e, .
Ou v = — est la viscosité cinématique.

Si p est constante, la divergence de ’équation (2.10) méne a I’équation de Poisson
pour la pression :

(%i a’l)j

2
P=—

(2.11)

Cette équation peut étre utilisée pour éliminer le terme de la pression des équa-
tions ci-dessus.

2.3 Equation de Boltzmann

2.3.1 Théorie cinétique et équation de Boltzmann

Par opposition a ’approche des champs continus, la théorie cinétique suppose
qu'un fluide est constitué d’'un grand nombre de particules dont les mouvements
obéissent aux lois de la mécanique newtonienne. Résoudre directement le systéme
avec un grand nombre de particules de degré de liberté de I'ordre du nombre d’Avo-
gadro (10%), est impossible. D’autant que, I'objectif n’est pas de connaitre le mou-
vement de chaque particule, mais d’évaluer le comportement collectif du systéme.
Donc une statistique descriptive du systeme s’aveére tres importante. La théorie
cinétique des fluides appartient & une branche de la physique, qui se propose d’ex-
pliquer les propriétés macroscopiques des fluides & partir d’une analyse statistique
des mouvements des particules qui les constituent.

Le point de départ de la théorie cinétique est 1’analyse des collisions binaires.
Pour cela deux types de collisions sont considérés :

e Collisions élastiques : pas de modification de I’état interne des particules ;
e (Collisions inélastiques : modification de I’état d’au moins une des particules
qui entrent en jeu dans la collision (gain ou perte d’énergie interne).
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Une hypothése fondamentale de la théorie cinétique est que I'information com-
pléte pour la statistique descriptive d’un fluide, & I’équilibre thermique ou & proxi-
mité, est contenue dans la fonction de distribution d’une particule singuliére f1(r, ', t)
pour les molécules constituant le systéme [22, 19], o r et " notent les coordonnées
de 'espace de phase (espace a six dimensions : 3 coordonnées de position r et 3
coordonnées de mouvement I' ) et ¢ note le temps.

La théorie cinétique repose sur un certain nombre d’hypothéses :

e Les interactions moléculaires entre molécules (autres que les chocs) sont né-
gligeables ;

e Le nombre N de molécules par unité de volume est grand et constant (homo-
généité du fluide a I’échelle microscopique) ;

e Entre deux chocs supposés élastiques, le mouvement de chaque particule est
rectiligne et uniforme) ;

e La direction des vecteurs vitesses des diverses particules obéit a une réparti-
tion spatiale uniforme;

e Le module des vecteurs vitesses répond a une loi de distribution (a déterminer)
qui ne dépend pas du temps lorsque les variables d’état macroscopiques sont
fixes.

Le probléme majeur de la théorie cinétique est de formuler et résoudre I’équation
de transport, qui est une équation de la fonction de distribution pour différents
processus de collisions selon la nature de collisions entre molécules. La solution de
I’équation de transport fournit les équations de moments, qui sont des équations
macroscopiques telles que celles de Navier Stokes.

2.3.2 Fonction de distribution et moments hydrodynamiques

Le gaz, représenté par un systéme de N particules ponctuelles classiques indis-
cernables, est décrit par un Hamiltonien H fonction des coordonnées et des vitesses
de toutes les particules. La fonction de distribution dans ’espace des phases dépend,
outre le temps, de 6N variables coordonnées et vitesses. Dans le cas d’un gaz dilué,
il n’est cependant pas nécessaire de connaitre la fonction de distribution compléte
pour rendre compte de la plupart des propriétés macroscopiques.

Beaucoup de ces propriétés, que le gaz soit ou non en équilibre thermodyna-
mique, sont en effet convenablement décrites au moyen de la fonction de distribu-
tion d’une particule. Nous allons chercher a établir une équation d’évolution pour
cette fonction de distribution, & partir de 'idée fondamentale selon laquelle, une
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molécule n’interagit jamais avec plus d’une autre molécule a la fois et se meut li-
brement entre deux collisions successives. Chaque collision a une durée beaucoup
plus courte que le temps “moyen” ( temps typique ou temps de collision) qui sépare
deux collisions successives. Ainsi, dans un gaz dilué, les molécules, pour ’essentiel
du temps, n’interagissent pas avec d’autres molécules. C’est 'une des raisons pour
lesquelles les propriétés macroscopiques d’un tel gaz dépendent seulement de la
fonction de distribution d’une particule.

En considérant N le nombre de particules et mg la masse d’une particule, il est
possible de définir :

La densité numérique : n(r,I',t) = NFy(r,T',t) (2.12)

La densité massique :  f (r,I',t)= moNFy(r,I',t) = mon(r,T',t) (2.13)
Les quantités macroscopiques suivantes sont les moments hydrodynamiques :

La densité de masse : p(r,t) = /f (r,[',t)d T (2.14)

La vitesse macroscopique : v(r,t) /ff r, I, t)d (2.15)

La densité d ’énergie interne : e(r,t) =

/(g—u) f(T,0dT  (2.16)

s |

tel que & représente la vitesse microscopique.

2.3.3 Equation de Boltzmann

L’équation basique de la théorie cinétique est I’équation d’évolution de f (r,T',t)
en présence des collisions des molécules. La conservation du volume de ’espace de
phase (théoréme de Liouville) méne a I’équation de transport :

Df of

DL o +&VE=C(f) (2.17)

C(f) est lopérateur de collision qui représente le taux de changement de la
fonction de distribution f (r,T',t), da aux collisions.

D’une maniére tout a fait générale, le but de la théorie cinétique est de trouver
I’équation d’évolution — ou équation cinétique — pour la fonction de distribution
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d’une particule. Il existe ainsi diverses équations cinétiques, chacune étant relative
a un systéme physique particulier. La forme spécifique des équations cinétiques
est déterminée par la nature du systéme (gaz, solide, liquide, plasma, . . .), la
nature des interactions entre les particules (forme du potentiel, intensité et portée
des interactions, . . .) et la valeur des parametres fixant I’état macroscopique du
systéme (densité, température).

Dans le cas des gaz classiques dilués, I’équation cinétique pertinente, qu’il est
possible d’établir sous certaines hypothéses, est ’équation de Boltzmann (L. Boltz-
mann, 1872) [28, 70]. Le gaz considéré est supposé¢ admettre un état d’équilibre
local au voisinage de chaque point de I’espace. Un certain nombre de champs sont
ainsi supposés bien définis :

e La température locale T(r,t) du gaz;
e La densité de particule locale p(r,t) du gaz;
e La pression locale p(r,t) du gaz.

L’équation de Boltzmann permet notamment d’étudier la relaxation du gaz vers
I’équilibre global en décrivant I’évolution de la fonction de distribution f (r,T',t)
d’un systeme de particules. Boltzmann admet le choc moléculaire, I'implication
immeédiate de cette hypothése est que les molécules n’ont pas de corrélation entre
elles dans un processus de collisions, donc la factorisation suivante est légitime :

FQ(Tlu T2, F17 F27t) - Fl(rh F17t) F1<T27 F27t) (218)

Pour justifier cette hypothése du chaos des molécules, nous devons admettre :

1. La densité est suffisamment faible, donc seules les collisions entre deux par-
ticules sont considérées ;

2. La dépendance spatiale des propriétés du gaz est suffisamment lente, donc les
collistons puissent étre considérées comme localisées dans [’espace physique ;

3. La portée des particules est suffisamment courte, donc [’hypothése de densité
faible a un sens.

Avec toutes ces hypotheéses, et avec les limites du gaz de Boltzmann (BGL) nous
avons :

N — 4+
mg — O
o, — 0

Nmy — cste
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NrZ — cste
Tel que ry est la portée de l'interaction.

L’équation de Boltzmann qui est une équation integro-différentielle non linéaire,
peut étre obtenue :

0 0 1

T - [asaana-e¢ -1 (2.19)
Avec ' = f(r,& 1), f1 = fi(r, 1), fL = fL(r,&t), f = f(r,& t) et ds note la

section que traverse une collision, ici ¢’est 1’élément de surface d’un disque de rayon

ro perpendiculaire au vecteur (& — £); & et &) sont les vitesses avant collision de

deux particules qui deviennent & et &; aprés collision. Les vitesses avant et apres

collisions sont liées par la conservation d’énergie et des moments.

Les équations d’Euler peuvent facilement étre ressorties de I’équation de trans-
port, indépendamment des détails de 'opérateur de collision. Aussi longtemps cer-
taines symétries, telles que les lois de conservation, sont préservées. Le moment
d’ordre 0 de I’équation au-dessus correspond a I’équation de continuité, le moment
d’ordre 1 correspond & I’équation d’Euler.

Puisque 7, £ et t sont indépendants, on peut commuter les signes suivants : f
d
,V et 9 °
Le moment d’ordre 0 de I’équation de transport méne a I’équation de continuité
de masse :

9 4 0
JGhveviie=4 [rac+v [epac=S4viom -0

Nous calculons alors le moment du premier ordre de I’équation de transport
pour obtenir I’équation de la quantité de mouvement :

Décomposons £ telle que : £ = & + v

of .. 0 _ O(pv)
/gad - a/gfdﬁ— o (2.21)

[etevisas=v {(pm)dﬁ +f éofofdf} (2:22)

[ &oofdE peut étre identifié & —oy;, tel que oy; est le tenseur de contraintes.
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Si f (r,T',t) est la fonction de distribution locale de Maxwell- Boltzmann (an-
nexe),

fL=p [ (6~ %) (2.23)

Mo ( Mo
exp(————
or k5T | P\ 2K 5T
Alors [ & fdE est en effet égal a pd;;, on p est la pression hydrodynamique,
par conséquent le moment du second ordre de f;, est le moment du tenseur de flux

IL;;, d’ou 'équation d’Euler.

De fagon semblable, le moment du second ordre de I’équation de transport est :

/ &g = DL+ o) (2.24)

5 [ EETrie =Y. g 4o o [aasicr [agre e

Dans cette équation, il est évident que le terme % [ &&5 fd€ peut étre identifie
au flux de chaleur Q qui disparait si f = f1 (a cause de la symétrie de I'intégrale).

Par conséquent, ’équation de 1’énergie est retrouvée :
1 2 1,

Jusqu’a ici, les équations d’Euler ont été dérivées du point de vue de la théorie
cinétique. Il est beaucoup plus difficile d’obtenir les équations de Navier Stokes &
partir de cette théorie. En utilisant la procédure de Chapman- Enskog [49], une
dérivation des équations de Navier Stokes est possible (annexe).

2.4 Automates cellulaires

Les automates cellulaires et les techniques de simulation associées constituent
des outils puissants pour décrire, comprendre et simuler le comportement de sys-
témes complexes [68]. Le principe est une discrétisation du temps et de l'espace
afin de modéliser le systéme en termes d’interactions locales entre les composants.
Ceux-ci peuvent prendre un nombre fini d’état.

Le concept d’automate cellulaire est apparu a la fin des années 1940. Von Neu-
mann, dont le nom est traditionnellement associé & ’architecture des ordinateurs

19



séquentiels, a en effet posé les bases de cette approche en définissant les proprié-
tés qu'un systeme devrait posséder pour étre auto répliquant. Il imaginait alors
un univers remplit de cellules caractérisées par un état interne qui évolue de facon
synchrone en fonction de ’état des cellules voisines. Le concept d’automate cel-
lulaire était né. Il n’a cessé de se développer au cours des décennies, permettant
ainsi de modéliser des systémes complexes et variés comme ’écoulement de fluides,
les processus de réaction- diffusion chimique, la propagation d’ondes ou encore la
modélisation du trafic urbain.

Avant d’aborder en détails les modeéles d’automates cellulaires HPP et FHP,
nous devons souligner la motivation d’utiliser les automates cellulaires simples pour
I’étude des systemes hydrodynamiques. La possibilité d’utiliser des modeéles simples
tels que 'automate de gaz sur réseau pour simuler les systémes hydrodynamiques
qui sont fortement non linéaires et complexes, est fondée sur les observations sui-
vantes :

e [’étude de la dynamique moléculaire démontre que ’hydrodynamique s’ap-
plique qualitativement sur 1’échelle microscopique, donc seulement entre 103
4 10® particules vont étre utilisées pour la simulation du systéme hydrodyna-
mique & la place de 10** particules ;

e Nul besoin de résoudre ’ensemble des équations exactes du mouvement, mais
plutét choisir d’étudier ou de résoudre un systéme simplifié. La forme des
équations hydrodynamiques est bien déterminée par la symétrie de la méca-
nique newtonienne et les lois de conservation ;

e De telles symétries, sont par exemple, l'invariance de translation spatiale-
temporelle continue, I'invariance rotationnelle (isotropie), I'invariance de pa-
rité et 'invariance galiléenne doivent étre préservées dans la microdynamique
fondamentale, du systéme régi par ’hydrodynamique.

2.4.1 Le modéle HPP (Hardy, Pazzis et Pomeau) de Gaz
sur réseau

En 1972, J. Hardy ,Y. Pameau et O. de Pazzis [45], ont proposé 'automate «
Gaz sur réseau » a deux dimensions pour étudier ’hydrodynamique bidimension-
nelle. Leur justification était d’étudier les questions fondamentales de la mécanique
statistique tel que I'ergodicité et la divergence des coefficients de transport en deux
dimensions.

Le modeéle HPP consiste a travailler sur ’espace carré a deux dimensions avec
une constante de réseau unitaire et un temps discret. Chaque particule a la masse
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unité et la vitesse unité. Les quatre directions possibles lors du mouvement d’une
particule sont celles en liaison avec les sites les plus proches. L’évolution d’un sys-
téme a deux étapes : collision et advection a chaque instant du temps, les inter-
actions entre particules se produisent par des collisions locales : le processus de
collision implique des particules dans le méme site x et instant ¢. Les regles de
collision sont désignées pour conserver le nombre de particules, la quantité de mou-
vement et 1’énergie cinétique, localement et de facon exacte.

Pour le modele HPP, les régles de collision sont particuliérement simples : Il y
a seulement des collisions frontales de deux corps. Quand la collision frontale se
produit, les vitesses relatives des deux corps font une rotation de 7 et (—7 ). Apreés
collision, les particules se déplacent vers les sites proches suivant les directions de
leurs mouvements (figure (2.1)).

_____ N S S ——~-

_______________ R W [y [y Ve N Ny Wy YEamm WAy Ny Y, ., "—y—_-_~

F1c. 2.1 — Le modéele HPP, fondé sur un réseau de symétrie carrée
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2.4.2 Le modéle FHP (Frisch, Hasslacher et Pomeau) de
Gaz sur réseau

Vu que 'espace triangulaire de réseau posséde des symétries suffisantes, Frisch,
Hasslacher et Pomeau [39] ont proposé un autre modele de gaz sur réseau avec une
structure triangulaire, dit modele FHP (figure (2.2)).

Le modéle FHP n’est pas trés différent de celui de HPP dans le sens o les deux
modeles posseédent les mémes lois de conservation et le méme processus d’évolution :
collision et advection. La seule différence entre HPP et FHP est la symétrie imposée
par la structure du réseau, qui détermine alternativement la symétrie du tenseur
de la structure du modeéle.

Fic. 2.2 — Le modele FHP, fondé sur un réseau de symétrie triangulaire
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2.4.3 Le modéle FHP sans particules au repos

Le modele FHP de gaz sur réseau opére sur un espace bidimensionnel, trian-
gulaire avec une constante de réseau unité. Chaque site du réseau est relié a ses
voisins par des liens correspondants aux vecteurs (figure (2.3)) :

2n(a — 1) 2n(a — 1)

o = (cos( ), sin( ), €{1,2,...,6} (2.27)

L’indice « est de 1 a 6 (nombre de directions dans ’espace triangulaire de
lattice), ou bien de 0 & 6 pour les particules au repos.

Supposant que la masse et le temps d’une particule sont unitaires, I’évolution
du systéme se fait en deux étapes : collision et advection; & chaque instant, sur
chaque site les particules se heurtent et apres s’éparpillent suite & un nombre de
régles qui conservent la masse, la quantité de mouvement et ’énergie exactement
et localement. Les collisions sont élastiques et instantanées avec une portée de
I'interaction qui est nulle, donc toutes les particules ont la méme énergie cinétique
et une énergie potentielle nulle.

L’évolution de ’automate de gaz sur réseau de FHP dans I’espace bidimensionnel
triangulaire, avec une constante unité du réseau a un temps discret ¢ € {0,1,2,....}
est gouvernée par 1’équation :

N (T + éa,t + 1) =ng(x,t) + Co({na}) (2.28)

ol ny(x,t) est le nombre de particules occupant le site x & I'instant ¢ & une vitesse
€a- {Na} note ensemble de tous les n,(z,t); {na(z,t)/a=1,2,..,6} et Co({na})
est 'opérateur de collision représentant soit la création ou la suppression des n, (z, t)
dties aux collisions. Puisque n,(z,t) est booléen, on a C,({n,}) € {-1,0,1}.

Les regles de collision des particules pour 'automate FHP conservent le nombre
de particules, la quantité de mouvement et I’énergie cinétique pour chaque collision.

2.4.4 Le modéle FHP avec particules au repos

Ce deuxiéme modeéle prend en considération les particules au repos (les parti-
cules & vitesses nulles), les mécanismes de ce modele sont illustrés dans la figure

(2.4).

L’existence d’autres types de collisions n’est pas exclue, a coté des collisions
paires, on peut trouver les collisions triples avec des particules au repos.
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Fic. 2.3 — Les regles de collision pour l'automate FHP 6 bits. Les colonnes de
gauche représentent les états d’entrée et celles de droites représentent les états de
sortie.
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Fi1G. 2.4 — Les régles de collisions binaires prenant en compte les particules au repos.
Les cercles noirs indiquent I’existence d’une particule au repos.

25



Le raisonnement d’introduire des collisions paires avec des particules au repos
est que, lorsque la densité des particules est faible, la probabilité des collisions
triples est inférieure a celle des collisions paires. Ainsi, I'existence des particules
au repos augmente efficacement la probabilité des collisions enlevant les fausses
quantités conservées le long des lignes de réseau. En outre, 'augmentation de la
probabilité de collision réduit la viscosité cinématique v, et augmente le nombre
de Reynolds, Re. Il est & noter que I’énergie cinétique n’est pas conservée pour les
collisions impliquant les particules au repos, alors que la masse et la quantité de
mouvement le sont.

2.5 Equation de Boltzmann sur réseau
En se basant sur I’ensemble moyen de 1’équation régissant le modele FHP ;
Na(z + éa,t+ 1) = na(z,t) + Co({na})

avec l‘approximation de Boltzmann [103], nous pouvons dériver 1’équation de
Boltzmann sur réseau :

folz +én,t +1) = fo(z,t) + Qua({fa}) (2.29)

ou f,(z,t) est la fonction de distribution de la densité de masse pour une par-
ticule simple. {f,} note toutes les f,(x,t) et le terme Q,({f.}) est équivalent a
I'opérateur de collision.

2.5.1 L’équation linéaire de Boltzmann sur réseau

Pour I'équation de Navier Stokes dérivée de la méthode LGA « Lattice Gaz
Automata », nous trouvons au moins deux effets indésirables. Le premier est la
perte de 'invariance galiléenne en raison du fait que le facteur g(p) est différent
de 1, le deuxiéme est la dépendance entre I’équation d’état et la vitesse. Ces deux
contraintes surviennent en raison de la forme de la distribution de Fermi Dirac. Si
nous pouvons ajuster les coefficients des termes quadratiques dans la fonction de
distribution, ces effets indésirables seront éliminés.

Nous écrivons I’équation linéaire de Boltzmann sur réseau comme suit :
fal@ + et +1) = fol,t) + Jus(fs — F57) (2.30)
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ol f[geQ) est une distribution d’équilibre & déterminer et J,p représente une ma-
trice de passage qui dépend des états des particules avant et apres collision, ainsi
que de la densité d’équilibre autour de la quelle la linéarisation de 'opérateur de
collision s’est faite.

La construction de cette équation consiste en deux choses. La premiére ; 'opéra-
teur de collision est construit de telle sorte qu’il conserve la symétrie de 'opérateur
de collision linéarisé pour p = py. La deuxiéme, est la construction de la fonction
de distribution a I’équilibre, faeQ), de telle sorte que, g(p) vaille 'unité et que la
dépendance entre I’équation d’état et la vitesse soit éliminée.

Ainsi, la fonction de distribution & 1’équilibre peut étre explicitée sous la forme
suivante :

fea — 5(00 - g_égaijvzvj) a=0 (2 31)
« g(l + i—gémwi + D2;|—22) (Qa ij + (D+2) (SZJ)Uin)v o 7& 0 .

ou oy et oy représentent le nombre maximal de particules respectivement au
repos et en mouvement, avec une vitesse unité pour chaque site. ¢ = gq 4+ 01 est le
nombre maximal de particules par site. D la dimension, ¢, = d,,/ 75 est la vitesse
du son qui peut étre ajustée en variant oy (avec oy fixé) et () ;; le tenseur défini

ar Qi — 0, a=20
P o ea,iea,j - %62]7 « 7& O .

Ainsi, I’équation linéaire de Boltzmann sur réseau approche I’équation de Navier
Stokes incompressible :

ol 4 bayt+1) = fulw,t) + Jug 5 (2.32)
ot 3 est la fonction de distribution en non-équilibre :

flned = f, — fle (2.33)

2.5.2 L’équation de BGK (Bhatnagar-Gross-Krook)
Approximation simple du temps de relaxation

L’opérateur de collision peut étre simplifié par 'approximation du temps de
relaxation et 1’équation de Boltzmann s’écrit :

A revr=ots ) (2.34)
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ou l'opérateur de collision est explicité sous la forme :

C(f. f) = / dsdes(f ' 1 — £12) (2.35)

Le systeme tend vers 1’état local de Maxwell- Boltzmann proche de I’équilibre.
De plus, la fonction de distribution aprés collision est plus proche de ’équilibre que
la fonction de distribution avant collision. Par conséquent nous pouvons appliquer
I’approximation :

[sdeis i~ [dsaei g1 (2.36)
car f (O est la solution de C'( f @, f ©) =0, donc :

/ dsdé, f 'O F 1@ = / dsdé, f Of 0 = f© / dsdé, f ¥ (2.37)

ol nous utilisons le fait que f (9 est indépendant de &;. De ces deux derniéres
équations :

[astes gi~1© [asaar(? (2.39)

Aussi, en raison des contraintes du développement de Chapman- Enskog (Annexe)
, qui imposent que les moments hydrodynamiques de f sont égaux & ceux de f ©) :

[sdeis £o=g [asiis =1 [ asdif (0 (2.39)

Par suite le terme de collision dans I’équation de Boltzmann peut étre approché
par :

Cf. 1) = —(f = §) (2.40)

on: L= [dsdgf "

7 est la caractéristique du temps de relaxation du processus de collision, et
w = % est la caractéristique de la fréquence.

Donc I’équation de Boltzmann avec I'approche BGK devient :

of

of _ 1 0
e = 1) (2.41)

Cette équation est nommée ’équation BGK des noms de Bhatnagar, Gross et
Krook.
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Le modéle réseau BGK

L’application de I'approximation simple du temps de relaxation sur ’équation
de Boltzmann sur réseau méne a 1’équation de réseau BGK [89] :

Folm+eat41) = fu(zt) — %(fa(a:,t) _ plea (2.42)

ot Y est donnée par I'équation 2.31.

La viscosité de réseau BGK est liée au temps de collision, par :

21 — 1
v = D+ (2.43)

2.6 Mise en ceuvre de I’équation de Boltzmann
sur réseau

Pour les écoulements 2D, le modéle de Boltzmann sur réseau a 9 vitesses dans
I’espace carré du réseau, noté par D2Q9, est le plus utilisé. Pour simuler les écoule-
ments 3D, il y’ a différents modéles de réseaux cubiques tels que : D3Q15, D3Q19,
D3Q27 ... etc. La figure (2.5) présente quelques exemples des modeles de Boltz-
mann sur réseau.

Pour expliciter la facon d’appliquer la méthode de Boltzmann sur réseau, le
modele D2Q9 est détaillé, de telle sorte que I'obtention des autres modeéles 2D
ou 3D se fonde sur les mémes procédures, avec un changement soit au niveau de
I’espace du réseau, soit au niveau du nombre de vitesses discrétes.

2.6.1 Le modéle DnQm

Commencant par I’équation de Boltzmann avec ’approximation BGK (équation
(2.42)). Dans cette équation, f (O) satisfait I'équation de distribution de Maxwell-
Boltzmann. Les variables hydrodynamiques représentent les moments de la fonction
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Fic. 2.5 — Vecteurs de vitesses discrétes pour quelques modeles dans 1’espace 2D
et I'espace 3D du réseau.
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de distribution f :

p— [ tie (2.44)
pu— [ s = [ s
pe =3 [l wrrie =3 [~ w2

ol e = %DORT, avec Dy est le nombre de degrés de liberté d’une particule.

En intégrant ’équation (2.42) par rapport au temps entre (0 et 6t ) :

flx+ &0t &t + 0t) = e—%f(x, &)+ %e‘it/ %f”) (x+ &t & t+t)dt (2.45)
0

En supposant que 6t est relativement petit et en négligeant les termes de ’ordre

O(dt ?) dans le dernier terme de cette équation, le développement en séries de Taylor
5t

_st _ st
de e~ donne : e Y =1-5

Avec une interpolation linéaire pour 0 (¢'( §t , nous obtenons :
1
ou, T = % le temps de relaxation sans dimension.

Nous développons la fonction de distribution a I'équilibre (%), en série de Taylor
de u :

52
" 2RT

0

L+ 5r 2(RT)? 2RT

FO = P exp( ) +O0Wd)  (247)

(27 RT)

Pour obtenir I’équation de Navier Stokes, le développement a I'ordre 2 est suf-
fisant, et par suite :

G R Ew?  (Euw)?
/= (27rRT)§6 1+ RT +2(RT)2 2RT) (2.48)
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F1G. 2.6 — Les neuf vitesses du modele D2Q9

Pour évaluer numériquement les variables hydrodynamiques de 1’équation (2.44),
nous avons besoin de discrétiser, proprement, I’espace des moments . Pour le modéle
Dn@m, n désigne la dimension de I'espace et m le nombre de vitesses utilisées pour
discrétiser 'espace. Par exemple la discrétisation du modele le plus utilis¢é D2Q9
(modele bidimensionnel & 9 vitesses discrétes) se fait de la maniére suivante :

Dans cette discrétisation, I'intégration de 1’équation (2.44) peut étre approchée
par :

p=> fa (2.49)
pU = Zéafa - Zgafoezq

peE = %Z(&a - U)Qfa = %Z(&a - u)2f§q

e} @

ou: fo = falz,t) = Wof(x, &, t) et fC9= ez, t) = Wofx,Ea,t).

W, représente les coefficients de poids de la quadrature suivant chaque direction

[’approximation ci-dessus indiquée, peut étre écrite sous la forme suivante :
JEIGIRCR RS SRRV NS (2.50)
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¥(€) est le polynome de £ . L’intégrale ci-dessus, peut étre évaluée par la qua-
drature de Gauss :

I:/ (—aker)y)(€)dE = Zwaw £, )e (~sker) (2.51)

Nous avons besoin, de discrétiser I’espace des phases de fagon a ce que I’équation
d’évolution (2.46) puisse étre évaluée numériquement dans l'espace discrétisé dans
le temps et dans ’espace. Pour ce faire considérons deux facteurs. Premiérement,
I’espace des moments discrétisé est couplé avec 1’espace physique pour obtenir la
structure du réseau. Deuxiémement, une structure réseau de la symétrie exigée doit
satisfaire aux contraintes de conservation dans ’équation (2.44) et aussi vérifier les
équations de Navier Stokes.

Un systéme de coordonnées cartésiennes est utilisé pour le modéle D2Q9. Nous
pouvons poser : 1(§) = §x'§y ou &, et &, sont les composantes de § .

L’intégrale de I’équation (2.51) peut étre écrite ainsi :

I= (\/ﬂTT) L (2.52)

N I e n® —C¢2 rm &
ouly, = ['Tet(Md(, (=7t et (= TRT
Pour I'évaluer , nous utilisons la formule d’Hermite du troisiéme ordre : I,, =

3
> wig
j=1

Les trois abscisses de la quadrature sont : £ = — %, & =0, &= \/g , et les
f _ 2T _ VT
coefficients de poids correspondants sont : w; = %=, wg = =4=, w3 = .

Par suite 'intégrale de I’équation (2.52) dev1ent :

8
I = 2RTw(0) + Zw1w2¢ &)+ Y wh(En) (2.53)
a=>5

¢, est 'ensemble des vitesses discrétes, avec :

e un vecteur de vitesse nul pour a = 0;
e des vecteurs de vitesses : V3RT(£1,0) et V3RT'(0,£1) pour 1 < a <4;
e des vecteurs de vitesses : V3RT (£1,£1) pour 1 < o < 4.
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Apres avoir discrétisé ’espace des moments avec ces neuf vitesses, I’espace phy-
sique, en conséquence doit étre discrétisé dans un réseau carré avec une constante

de réseau dx = V3RT0t.

Dans un modeéle isotherme, la température n’a aucune signification physique

dans ce cas. Alors, nous pouvons choisir dx comme grandeur fondamentale, i.e. :

VBRT = ¢ =2 Or RT = ¢ = 1c% ou ¢, est la vitesse du son du modéle et ¢

représente la vitesse de réseau. En général, la vitesse de réseau est fixée a 1, donc
pour le modele D2Q9 : ¢2 = 3.

En comparant les équations (2.51) et (2.53) nous pouvons identifier les poids
dans ’équation (2.51) comme suit :

€2
2RT

W, =27 RT exp(— YW, (2.54)
pour o =20

pour «a=1,2 3,4

pour o =25,6,7,8

ol : W, =

W, OO
gl-erel

Par suite on a bien la fonction de distribution a I’équilibre pour le modeéle D2Q9 :
3(e,u)  9(é,u)?  3u?
(o) | Iaw)® 302

U= W, Uz, £y t) = wep |1 2.55
Ou e, représentent les vecteurs des vitesses discrétes citées précédemment.
L’équation d’évolution est finalement discrétisée sous la forme :
. 1
falz + €0t t + t) = fol(z,t) — - [falz,t) — fo(2,1)] (2.56)

Cette équation est I’équation discréte de Boltzmann sur réseau avec I’approximation
BGK et elle est dite modele LBGK. Elle est souvent résolue numériquement suivant
deux étapes :

Etape de collision : falz,t) = fa(x,t)—% [fa(z,t) — fS(z,t)] (2.57a)

Etape de dispersion : fal@ 4 €40t + 6t) = fo(x,t) (2.57b)

Ou f, et f, représentent 'état de la fonction de distribution avant et apres colli-
sion, respectivement. Nous pouvons voir que I’étape de collision est purement locale,
alors que I’étape de dispersion donne naissance & un décalage uniforme de données
et exige un calcul informatique important. L’équation (2.57) est explicite, facile a
mettre en place et directe pour le calcul paralléle. La viscosité dans I’équation de

1

Navier Stokes peut étre dérivée de I'équation (2.56) comme suit : v = (7 — §)c2dt.
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2.6.2 Adimensionnement

Relativement & ’approche fondée sur la résolution directe des équations de Na-
vier Stokes, ou les valeurs des nombres adimensionnels sont calculées et la simula-
tion exécutée a partir de ces valeurs, la simulation des écoulements fondée sur la
méthode LBM est effectuée directement dans ’espace réseau. C’est un avantage,
puisque nous n’avons pas besoin de changer, & chaque fois, les équations de base
dans la résolution du probléme.

La paramétrisation réseau s’appuie sur la valeur du pas de temps réseau ot*, la
valeur du pas d’espace réseau dx*, et la densité du fluide p*.

At

it =—=1 2.58
Az

ot =—=1

* Az
P

A partir de ces valeurs réseau, les valeurs relatives de la viscosité cinématique
du fluide, de la vitesse et des forces externes sont évaluées :

. ., . o, . 2

La viscosité cinématique v | ™~ vt = v2at

s Ax

La vitesse u [m] u*t =yt

s Ax

cpz m * A2

La gravité u [5_2] 9" =95
2
La force F' [N] F* = FA5
pAx

Notons que la vitesse du son qui est caractéristique dans la méthode de Boltz-
mann sur réseau, ne correspond pas a la vitesse réelle du son, mais représente la
vitesse avec laquelle I'information est transmise dans ’espace réseau.

2.6.3 Mise en place des conditions aux limites

La dynamique des écoulements des fluides est trés dépendante de I’environne-
ment. Cette influence est décrite mathématiquement par la prescription des condi-
tions aux limites appropriées. Ces conditions aux limites jouent un roéle crucial
puisqu’elles permettent de choisir des solutions compatibles avec les contraintes
extérieures. La compatibilité de ces contraintes peut étre insignifiante dans des
conditions idéalisées (écoulements périodiques).
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La méthode LBM est basée sur le calcul des fonctions de distribution des par-
ticules f dans I'espace des phases tandis que les variables hydrodynamiques sont
exprimées dans 1’espace physique. Par conséquent, les conditions aux limites dans
la méthode LBM sont exprimées en termes de fonction de distribution plutét que

de variables d’écoulement comme dans les méthodes de calcul classique utilisées en
hydrodynamique (CFD).

Pour cette raison, nous trouvons différents types de conditions aux limites pour
la méthode de Boltzmann sur réseau, a savoir : les conditions périodiques, d’imper-
méabilité, de surface libre, de flux constant.

Conditions aux limites périodiques

Les conditions aux limites périodiques sont les conditions les plus simples a
mettre en place avec la méthode de Boltzmann sur réseau. Elles sont adéquates
pour des phénomeénes physiques ou 'effet de surface joue un role négligeable.

L’application de ces conditions se fonde sur le fait que la fonction de distribution
sortante d’une frontiére (aprés collision), rentre sur la frontiére équivalente (sens
opposé) sur la ligne réseau[103, 104]. Pour expliciter cela, nous allons travailler sur
le modele D2Q9. Considérons la figure ci-dessous :

nw N ne
6 2 5
w 3 1 E
7 8
S

F1G. 2.7 — Représentation des faces correspondantes a un nceud réseau

Ou N représente le Nord de la structure réseau, S le Sud, E 'Est et W I’Ouest.

Si nous notons par«in» la population entrante sur un site de la structure et par
«out>» celle sortante, nous avons :

36



{in, w} = {1, 5, 8} et {out, w} = {3, 6, 7}
{in, E} = {3, 7, 6} et {out, E} = {1, 5, 8}

En termes de fonctions de distribution, pour le modeéle D2Q9 nous pouvons
écrire :

flin,nw) = f(

flin,sw) = f(out,ne) = f5 = fr
flin,W) = f(out, E) = fs= fi
f@in,S) = flout, N) = fo= f4

out,se) = fo = fs

Dans le cas d’un écoulement Poiseuille ou la vitesse d’entrée est spécifiée, la
frontiere d’entrée est placée entre le nceud d’entrée et le premier nceud fluide (figure
(2.8)). La vitesse horizontale d’entrée est connue. Le schéma standard du rebond
«BounceBack>» est appliqué pour calculer les fonctions de distribution d’entrée :

. . 3
fo’zientrée = fa + 2wapfluide C_Qed'uentrée (259>

avec w, le facteur de pondération, e, et e; notent les directions opposées e, =
—€4-

fE | fa
@ > I —
noeud limite limite a I'entrée noeud fluide

F1G. 2.8 — Représentation de la condition au limite d’entrée
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Les conditions aux limites sans glissements «no- slip»

Un autre type simple de conditions aux limites est les conditions sans glissement
correspondant a une vitesse du fluide nulle sur les frontieres[103, 104]. Ces condi-
tions sont physiquement appropriées quand la frontiére solide posséde une régularité
suffisante pour empécher le mouvement du fluide sur la surface de la frontiére.

Pour la mise en place de ce type de conditions, nous distinguons deux types de
traitement selon la position de la frontiére par rapport a la grille réseau :

[ | On- grid

[ | Mid- grid

D’une part, la conditions «on-grid» signifie que les lignes frontiéres du domaine
coincident avec les noeuds de la ligne réseau (figure (2.9)). Ce type se met en place

de la méme facon que les conditions périodiques, on les appelle aussi conditions de
rebond «Bounce-Back», puisque apres collision, il y’a un rebond des particules.

Fic. 2.9 — Conditions aux limites de type Dirichlet «type on-grid»

D’autre part, la condition «Mid-grid» sur la paroi Nord est montrée dans la
figure (2.10), les nceuds remplis sont des nceuds fluides, les noeuds vides sont des
neceuds solides et la ligne en pointillées indique la limite paroi/fluide. Apres 1'opéra-
tion d’advection, quelques populations se trouvent hors la zone fluide. Elles doivent
étre retournées vers la zone fluide. Ainsi, les populations 7, 4 et 8 adjacentes a la
paroi recevront les populations 5, 2 et 6. L’implémentation de cette condition sera
de la méme maniére que la condition correspondante a une surface courbe avec
(A=1/2), traitée ci-dessous.

En termes d’écriture matricielle, nous pouvons écrire ceci comme suit :

fﬁ(x7y> 100 fS(xvy)
folm,y) | = 0 1 0 fa(z,y) (2.60)
fs(@,y) 001 fr(z.y)
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__________________ y
® e o
7 4 8
X-1 X X+1

Fic. 2.10 — Conditions sans glissement, rebond mi-grille « Bounce Back mid- grid».

La réflexion compléte des particules garantit que les deux vitesses du fluide,
tangentielle et normale a la surface frontiére s’annulent. Selon la technique proposée
par Zou and He [116], les populations inconnues sur les nceuds de la face Nord sont
définies comme suit :

fimfo fr=ftg(hf) f=fotg(hi-f) (261)

Ces relations assurent une vitesse nulle sur la face Nord :

pu=(fs+fi+fe)—(fo+fa+fr)=0 (2.62)
pv=_(fo+ fatf5) = (fr+fa+[fs)=0

Les populations inconnues pour le nceud sur la face Sud sont définies de la méme
maniere :

fo= fa, f5=f7+%(f1—f3), f6:f8+%(f1_f3) (2.63)

Pour les conditions «mid-grid», elles signifient que les coordonnées des nceuds de
la frontiere se trouvent au milieu des noeuds de la ligne réseau. Ce type de conditions
constitue un cas particulier de la condition de présence de surface courbe traitée
par la suite.

Conditions aux limites sur une surface courbe

La plupart des conditions de frontiére de type Neumann pour une frontiére pleine
utilisée dans la méthode LBM sont fondées sur la technique de rebond en arriére
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«Bounce-Back» : Une particule heurtant un mur stationnaire inverse simplement
sa quantité de mouvement. Une grande partie des travaux de recherche sur les
conditions aux limites de la méthode LBM est consacrée a I’analyse et I’amélioration
des conditions aux limites de «Bounce-Back» [115, 42, 46, 47, 69]. La technique de
«Bounce-Back» peut atteindre une précision d’ordre 2 si la frontiere est placée a mi-
chemin entre deux noeuds. C’est-a-dire, la précision de second ordre de la condition
aux limites de rebond peut seulement étre réalisée quand les frontiéres sont situées
au milieu de deux réseaux voisins (A= 0,5). Pour surmonter cette difficulté Mei
et Shyy [72] ont résolu ’équation de Boltzmann sur réseau pour des coordonnées
curvilignes. Dans des travaux récents [72, 38| les coordonnées cartésiennes ont été
adoptées avec interpolation utilisée seulement aux frontiéres. Ces techniques se
fondent sur la liberté d’employer des méthodes d’interpolation.

)

Fic. 2.11 — Représentation d’une surface courbe solide

Comme représenté sur la figure (2.11), I'étape d’advection nécessite la connais-
sance de fa(xs,t) pour laquelle on a e = —e, en x; sur le coté solide afin de
calculer f5(xs,t) pour le nceud réseau localisé sur le coté fluide en zy = 3, + €50t .

Tf—Tw

Définissons le paramétre A : A =

H On remarque bien que 0 < A <1letla

Tp—xTp
distance horizontale ou verticale entre x; et x,, est (1 — A)dz. On pose :

f@(xb, t)y=(1-x) N@(xf, t) + Xfé*)(xb, t) + QprQicz (ea-u,) (2.64)

avec u, = u(x,,t) la vitesse sur la paroi, et x le facteur d’interpolation qui

controle Iinterpolation linéaire entre fo(zs,t) et f3(2y,t) . f87(24,t) est donnée
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par la fonction de distribution fictive a 1’équilibre :
3 9 3
fé*)(xbat) = wWap |1+ gea-ubf + %(ea.?ﬁfy — ﬁ(ﬂf.ﬂf) (265)

La vitesse uys est donnée par :

A—1 1 1 1

Upp = — XU+ et x= ;(2A —1) pour A> 5 (2.66)
1 2A -1 1
Upp = Upp = up(uy + e,0t, t) et X:;( —3 )  pour A<§

La stabilité est améliorée lorsque le choix de u; et y est telque 7 < let A < %

Cette technique permet aussi de traiter des corps solides en mouvements dans un
fluide.

Conditions aux limites conservant la masse

La technique évoquée dans la section précédente permet de traiter la surface
courbe mais ne garantit pas une conservation totale de la masse aux frontieres. Cette
condition de conservation de masse dans un systéme donné est trés importante pour
des simulations par LBM. Pour cela nous avons adopté une amélioration portée a
la technique précédente appelée «mass conserving solid wall boundary condition».

L’idée fondamentale est d’utiliser toujours une interpolation linéaire entre f,(xy,t)
et fé*) (xp, t) pour trouver f,(zy,t) afin de garantir une conservation de masse parce

que fo(zy,t) est responsable de la fuite de masse & travers les frontieres. Ainsi
£ (2, t) est défini par :

. 3 9 3
9 (@, 1) = wap(w, t) |1+ 3Ca-lvy + 2—C4(ea.uf)2 — Z_CQ(uf'uf) (2.67)

ou p(xy,t) est appelé la densité de paroi. Sa valeur doit étre déterminée tout en
assurant la conservation de masse a la paroi.

Les populations sortantes sont fy, f7, fs (connnues) et les entrantes sont fo, fs, fo
(inconnues). La conservation de masse nécessite que : fy + fr + fs = fo+ f5 + f6.

Il est supposé que les populations sortantes satisfont 1’équation (2.67) avec le
terme p(zy,t).
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En sommant ces deux relations nous trouvons :

Fat fot s = gplara, 11— Buly + 3u) (2.65)

avec ui/f la composante suivant y de uy et u? la composante suivant y de uy.
Ainsi p(x,,t) peut étre exprimée par :

fa+ fr+fs

= p(Ty, t) (2.69)

En substituant 'expression de p(z,,t) dans I’équation (2.68), les fonctions de
distribution inconnues f5, f5, fs peuvent étre facilement calculées. Notons que cette
technique de traitement de conditions aux limites satisfait la condition de conser-

vation de masse : . f=> . [

Conditions avec forces volumiques

Généralement, les fluides sont soumis soit a des forces de surface ou de volume.
Les forces de surface sont introduites comme conditions aux frontiéres du domaine
alors que les forces volumiques sont intégrées directement dans I’équation de Navier-
Stokes. Soit F' une force de volume externe qui représente par exemple la poussée
d’Archimede dans le cas des fluides ot la densité est une fonction de la température.
L’équation de Boltzmlann sur réseau s’écrit alors sous la forme :

% + e0. Ve =Qu(folz,t)) + F, (2.70)

Le terme F,, donne naissance & la force de volume défini comme étant :

Y Faea=F (2.71)

En tenant compte de la conservation de masse, les composantes de la force sont

soumises a la contrainte :
Y Fa=0 (2.72)

Dans le cas ol F' est uniforme dans la direction y, les F|, sont données par :
F=F=F=C, F=F=F=-C, Fh=F=F=0

42



avec C' une constante qui sera calculée par la suite en substituant la distribution
choisie dans I’équation (2.71) :

5 _
N Fuea= 605—10 F=F=|F|2 (2.73)

avec T le vecteur unitaire dans la direction z. L’équation discréte de Boltzmann
sur réseau est discrétisée spatialement et temporellement, et écrite comme suit :

falz 4+ €,0t,t + 6t) = fo(x,t) — % [falz,t) — fo(z,t)] + Faot (2.74)

En introduisant la forme adimensionnelle du temps de relaxation 7 = % et le

terme simplifié de la force : F! = F,0t dans '’équation d’évolution de Boltzmann
sur réseau (équation (2.74)), nous aurons :

ali - €adt, 4 60) = fulart) — ~ [fale,0) — [0, 0)] + F (2.75)

avec:FQ’:Fg:Fé:”Fgéit)Q, Fi:Féng’:—%, Fy=F =F;=

0.

Avec cette technique, 'effet des forces volumiques sur le mouvement mésosco-
pique des fluides est pris en compte. Cette technique peut étre adaptée facilement
au cas des forces fonction des deux directions de ’espace.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une étude détaillée sur la méthode de
Boltzmann sur réseau. Nous avons commencé par une introduction sur la théorie
cinétique et sa relation avec la mécanique des fluides. Par suite I’équation ciné-
tique de transport, les hypothéses de Boltzmann ainsi que 1’équation pertinente
de Boltzmann ont été traitées. Aussi nous avons mis ’accent sur les méthodes des
automates cellulaires a savoir les automates HPP et FHP, comme nous avons in-
troduit ’équation de Boltzmann sur réseau et I’équation de Boltzmann sur réseau
linéarisée. Enfin, nous avons détaillé le modéle D2Q9 de la méthode de boltzmann
sur réseau ainsi que les différents types de conditions aux limites relatifs & cette
méthode.
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Chapitre 3

Résolution de I’équation de
diffusion par la méthode de
Boltzmann sur réseau

3.1 Introduction

La diffusion de la chaleur est un processus par lequel la chaleur est transpor-
tée d’une partie d’'un systéme a une température élevée a une autre partie du
méme systéme & une faible température ou par contact entre deux systémes a des
températures différentes. Le processus de diffusion prend place au niveau molécu-
laire et implique ainsi un transfert d’énergie des particules possédant une grande
énergie vers les particules dont I’énergie est moins grande. Ce phénomeéne est bien
illustré dans le cas des gaz ou I’énergie cinétique moyenne des molécules dans la
région & haute température est plus élevée a celle existante dans les régions & basse
température. Pour les liquides, malgré que les particules soient faiblement liées, le
processus de transfert d’énergie est qualitativement semblable & celui des gaz. Le
transfert d’énergie pour les solides est du aux mouvements des électrons libres qui
se meuvent de la méme fagon que les particules dans un gaz.
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3.2 Equation de diffusion

3.2.1 Lois de Fick

La théorie de diffusion est basée sur les deux équations de Fick (1855) dérivées de
I'équation mathématique de conduction de la chaleur donnée par Fourier (1822)[30] :

oC
oC 02C
o = Poz (3.2)

Ou @) représente le taux de transfert par unité de surface d’une section, C
la concentration de la substance diffusée et D le coefficient de diffusion. Le signe
négatif dans I’équation (3.1) est une conséquence du fait que la substance est diffusée
dans la direction des concentrations décroissantes. La théorie mathématique de
diffusion dans des substances isotropes est basée sur le fait que le taux de transfert
de la substance diffusée par unité de surface d’une section S est proportionnel au
gradient de la concentration normale a cette section.

Les deux équations (3.1) et (3.2) sont toujours référées par la premiére et la
seconde loi de diffusion de Fick respectivement, puisqu’elles étaient formulées pour
la premiére fois par Fick par une analogie directe avec les équations de la conduction
de la chaleur.

Dans le cas de la diffusion de la chaleur, les deux équations correspondantes
sont données par :

oT
q= -k (3.3)
oT 0*T

Ou T représente la température, k est la propriété de transport nommée conduc-
tivité thermique, et qui est une caractéristique du matériel et o la diffusivité ther-
mique du milieu. Le flux de chaleur ¢, représentant le taux de transfert de chaleur
par unité de surface normale & la direction de I’écoulement, est proportionnel au
gradient de la température.
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3.2.2 Equation de la diffusion de la chaleur

Considérons un systéme monodimensionnel, ne contenant aucune source de cha-
leur. On suppose un transfert thermique selon I'axe (Oz), on a :

7= q(z,t)i,
{qT 4 f (3.5)

Soient :

h Venthalpie massique du milieu
p sa masse volumique

k sa conductivité thermique

¢ sa capacité massique (dh = cdT)

[’augmentation d’enthalpie du systéme est diie aux transferts thermiques a
travers les deux parois en x et x + dx :

dhpSdz = S [q(z) — q(z + dx)] dt (3.6)
dq
dT = ——dt .
pc o (3.7)
Or d’apres la loi de fourrier, on a : ¢ = —kg—z
Don: or  k o*T
= - 3.8
at  pc Ox? (3:8)

Notons que : o = ﬁ est la diffusivité thermique du milieu (en m?.s71).

Ainsi, 'équation de diffusion de la chaleur (équation de la chaleur) est donnée

par :

or 0T

La résolution de ce type d’équation n’est pas élémentaire en général, et on se
propose de la résoudre par la méthode de Boltzmann sur réseau.
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3.3 Résolution de I’équation de diffusion par la
méthode LBM

3.3.1 Schéma LBM pour I’équation de diffusion

L’équation de base pour la méthode LBM est I'équation discrétisée de Boltz-
mann sur réseau avec ’approximation BGK (chapitre 2, équation (2.56)) :

falz 4+ €40t t +6t) = fo(x,t) — % [fa(z,t) — fS(z,1)] (3.10)

La forme générale de cette équation LBGK, en tenant en compte les forces
extérieures, s’écrit comme suit :

falz 4+ €40t t +6t) = fo(x,t) — % [falz,t) — fo(x,t)] + Até,. F, (3.11)

Ou 7 est le temps de relaxation vers I’état d’équilibre de maxwell-boltzmann et
F, la force extérieure dans la direction des vitesses réseau é,, .

La fonction de distribution a I’équilibre local détermine le type du probléme &
résoudre. Le point fort de cette fonction est sa simplicité et sa facilité d’application
pour différents problémes physiques en spécifiant les différents états d’équilibres
pour ces fonctions.

Pour mettre ’accent sur la méthodologie de résolution des problémes physiques
par la méthode LBM, on se propose de résoudre par la suite I’équation de la diffusion
dans les cas mono et bidimensionnels. Sur la figure (3.1), on présente 1’algorithme
de base de ’application de cette méthode.

3.3.2 Modéle monodimensionnel

Dans le cas monodimensionnel deux modeéles sont distingués. D1Q2 (DnQm : n
indique la dimension du modéle et m indique le nombre de vitesses discrétes prises
en compte pour ce modele) et D1Q3 dont la différence avec le premier modele est
que les particules au repos sont considérées.

La figure (3.2) schématise la discrétisation de ce modele représenté par un noeud
rattaché & deux nceuds voisins. Les vecteurs de vitesses relatifs & ce modeéle sont
donnés par :
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Discrétisation et adimensionnement
du domaine physique

!

Initialisation du domaine
f! rl u

Etape de collision:
1) = fi6c,t) - F @0 D -F2 6 Y

}

Etape de propagation
fiix+e,dt) = fii(x, t)

|

Implémentation des conditions aux limites

}

Calcul des vari%]bles macroscopiques
rix)=a fi(x)
a=0

ut+1(X) —

1 32 2
maa_.oeaf a™(x)
n : nombre de directions du modeéle LBM
1

+ t=t+1

Fin du calcul sila convergence ou le temps
de calcul sont atteints

FiG. 3.1 — Algorithme de base de la méthode de Boltzmann sur réseau.
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X-DX | X | X+DX
FiG. 3.2 — Modeéle monodimensionnel & 3 vitesses réseau D1Q3

eo =0 (particule au repos, site x
e1 =1 (particule occupant le site x+Ax aprés col lision)
ey = —1 (particule occupant le site x-Ax aprés collision)

. . X .- 2
Les facteurs de poids nodaux correspondant & ce modele, et vérifiant > _ w, =
1, sont donnés par :

Wy = %
wy = (3.12)
Wo = %

Par suite la fonction de distribution a 1’équilibre est obtenue pour le modéle
D1Q3 (équation (2.55)), notons que f¢? est calculée en terme des vitesses u?, qui
sont des vitesses ajustables ot on peut incorporer des forces extérieures. Pour ce
cas il est supposé qu’il n’y a pas de forces agissant sur les particules autres que le
choc entre particules :

3(Ea-u) N 9(éq-u)*  3u?
c? 2ct 2c2

= wap {14— } ,a=0,..,2 (3.13)

La variable macroscopique, soit une variable () (température dans le cas de
la diffusion), est reliée a la fonction de distribution par :

2

pl(t) =y [ (3.14)

a=0
La diffusivité thermique est reliée au temps de relaxation par ’équation :

Ax? 1
DA (1—2) (3.15)

Ou D est la dimension du probléme.
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Schéma LBM (D1Q3)

Considérons une barre initialement & une température 7' = Ty (figure (3.3)). La
face gauche de la barre est maintenue & une température chaude T' = T, et celle de
droite & une température froide 7' = T%. Il est proposé de calculer la distribution
de la température dans une barre de n noeuds.

T=T:@ @T=T
T=To

F1G. 3.3 — Cas monodimensionnel

Les domaines d’intégration temporelle et spatiale sont divisés en incréments
Axr=1et At =1.

Ainsi, la diffusivité thermique est reliée au temps de relaxation 7 par :

a=(1-— %) (3.16)

En se basant sur 1’équation (3.14), la variable macroscopique qui n‘est que le
champ de température dans ce cas est obtenue par la relation :

2

T(x,t) = falz,t) (3.17)

a=0

Ainsi, pour résoudre notre probléme, les étapes suivantes sont suivies :

e Initialisation du probléme :
A TD’état initial qui correspond a un état d’équilibre, nous pouvons écrire :

2 2
T(x,t) = falz,t)=>_ fi(x,1) (3.18)
a=0 a=0
Puisque Zi:o w, = 1, nous avons :

2 2

e t) =) waT(w,1) (3.19)

a=0 a=0



Ainsi :
gq<'r7 t) = on(ZE, t)
1z, t) = w T (z,t) (3.20)
5 (z,t) = wyT'(w,1)

En remplagant les facteurs de poids par leurs valeurs (équation (3.12)), les va-
leurs initiales des fonctions de distribution correspondantes a la température initiale
sont définies par :

o, 0) = J5?(a.1) = 3T;
filz, 1) = fi¥(z,t) = §To pour t=0et 0<z<n (3.21)
fo(z,t) = f3%(z,t) = §To

e Conditions aux limites

Aux points x = 0 et z = n, les conditions aux limites sont appliquées. Pour
la position x = 0, fy peut étre obtenu a travers le processus de propagation et
I'inconnue est f; . Et pour la position x = n, f; est obtenu par le processus de
propagation alors que f> est I'inconnue comme illustré sur la figure (3.4).

fo oy, R f2 =T, Rt
> t—C—
T=To
x=0 X=n

- [nconnue

= CONNue

FiG. 3.4 — Conditions aux limites pour le cas monodimensionnel.

Deux températures constantes différentes (condition de Dirichlet) sur les extré-
mités de la barre sont imposées :

T(0,t) =T,
00T 52
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Par exemple, pour la position x=0 :

T(0,t) =Y fal0,t) (3.23)
= Jo Ovt) + f1<0’t) + f2(07t)

La valeur de I'inconnue f; est donnée par :

fl(Ovt) =T — (fO(Oat) + f2(0vt)> (324)

De méme pour z =n :

T(n,t) = i faln,t) (3.25)
= foln,t) + fi(n,t) + fa(n,t)
Ainsi, la valeur de linconnue f, est donnée par :
fa(n,t) =To = (fo(n,t) + fi(n,1)) (3.26)

La figure (3.5) montre les résultats obtenus par la méthode LBM comparés a
ceux de la méthode des différences finies pour Lx=100 et t=200 [76]. En effet, ces
résultats obtenus a 'aide d’un code développé sous Matlab sont en bon accord avec
les résultats fondés sur la méthode des différences finies.

3.3.3 Modéle bidimensionnel

Dans le cas bidimensionnel, pour la méthode LBM, différents modéles sont dis-
tingués. D2Q4 (le modele bidimensionnel a 4 vitesses discrétes), D2Q5, D2Q8 et
D2Q0.

Le modéle le plus répandu pour les problémes bidimensionnels est le modéle
D2Q9 ou chaque particule, représentée par un noeud, a huit possibilités de pro-
pagation comme le montre la figure (3.6). Pour ce modeéle on considére un réseau
orthogonal avec huit populations en mouvement f;,7 = 1,...,8 et une population
au repos fo.
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F1G. 3.5 — Comparaison des résultats obtenus en LBM (D1Q3) et en DF.
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Fi1c. 3.6 — Modéles bidimensionnels, (a) : D2Q5 et (b) : D2Q9
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Fic. 3.7 — Modele D2Q9
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Les vecteurs de vitesse relatifs & ce modéle sont donnés par :

0, pour a=20
ea = c(£1,0) et ¢(0,£1), pour 1<a<4 (3.27)
c(+1,+1) pour 5<a<8

ouc=+vV3RT.

Les facteurs de poids nodaux correspondant & ce modéle, et vérifiant toujours
.. . 8 ,
la condition pour conserver I'entropie ), _,w, = 1 , sont donnés par :

pour a=20
pour 1<a<4 (3.28)
pour 5<a <38

Wy =

RTRREI SN
&~

La fonction de distribution a I’équilibre pour le modeéle D2Q9 (équation (2.55)),
dépend toujours de la vitesse u? et s’écrit comme suit :

3(éaq- 9(q.u)?  3u?
o) St _ 3]

a=0,.,8 (3.29)

eq _ 1
Ja wap[ * c? 2c4 2c?

La variable macroscopique, soit une variable ¢(t) , est reliée a la fonction de

distribution par :
8

oty =) [ (3.30)
a=0
La diffusivité thermique est reliée au temps de relaxation par 1’équation :
Ax? 1

a=2o(r=3) (3.31)

Comme déja indiqué, la méthode LBM consiste en deux étapes; collision et
propagation. L’étape de collision est une étape locale dont 1’équation est :

fa<$, y7t + At) = fa(x7 y’t) - % (fa(x7y7t) - f;q(a’/’,y, t)) 7a = O? °t) 8 (3'32>

Et I'équation désignant 1’étape de propagation des particules ou le streaming
est :

folz + Az, y + Ay, t + At) = fo(z,y,t + At),a =0, ..,8 (3.33)

L’étape de propagation caractérise le déplacement des particules; par exemple
la particule occupant la position (7,7j) dans la direction 1, dont la fonction de
distribution est f1(i,j), aprés propagation se déplace vers la position (i + 1, ;) de
la méme direction 1, fi(i 4+ 1,j) comme le montre la figure (3.8).
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propagation

HG.J) ======> fii+L])
F@g) =====> f,(i.j+])
£ ) ======> f(-1))
i) =====> f,(i.j-1)
5 )) =====> f;(i+1j+])
Ji(1.J) =====> f.(i-1j+1)
5G.j) =====> f,(i-1.j-1)
S, )) ====> fi(i+1.j-1)
e | o N /7 T
= ) . + _F ] + / / + T T

Va4 b N\
- + + + +
MM T W by NN\

FiG. 3.8 — Etapes de propagation des particules du modele D2Q9.
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Schéma LBM (D2Q9)

Pour ce cas une cavité carrée initialement a une température 7' = Tj est consi-
dérée (figure (3.9)). La paroi verticale gauche de la cavité est maintenue a une
température chaude, celle de droite & une température froide et les parois horizon-
tales sont adiabatiques. Il est proposé de calculer la distribution de la température
dans une cavité de nxn nceuds.

adiabatique

T=Tc T=To T=Tt

adiabatique

Fi1c. 3.9 — Géométrie bidimensionnelle

Comme pour le cas monodimensionnel, les pas de temps et d’espace sont pris
égaux a 'unité : Ax = At = 1. Ainsi, la diffusivité thermique est reliée au temps

de relaxation par :

1 1
a=c(r=3) (3.34)

En se basant sur ’équation (3.30), la variable macroscopique qui est toujours le
champ de température dans un cas bidimensionnel est obtenue par la relation :

8

T(x,y,t) =Y falz,y,1) (3.35)

a=0

Pour résoudre ce probléme de diffusion dans le cas bidimensionnel, les étapes
suivantes sont suivies :

e Initialisation du probléme
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A T’état initial qui correspond & un état d’équilibre :

8 8

T(x,y,t) =Y falw,y,t) = Y f(x,y,1) (3.36)

a=0 a=0

: 8 S
Puisque ) _,w, = 1, on peut aussi écrire :

8 8
> fwy ) = > waT(x,y,t) (3.37)
a=0 a=0
Ainsi :
fél(x,y,t) = w, T (z,y,t), «a=0,.,8 (3.38)

En remplacant les facteurs de poids par les valeurs relatives au modele D2Q9
(équation (3.28)), les valeurs initiales des fonctions de distribution correspondantes
a la température initiale supposée sont définies comme suit :

fa(@,y,t) = f(2,y,1)
folz,y,t) = (2, y,1)
fa<x7 Y, t) - fgq(x7 Y, t)

gTo, a=20
éTO, 1<a<4 ;t=0,1<z,y<n (3.39)
w10, 5<a<8

e Conditions aux limites

Pour ce cas bidimensionnel, deux types de conditions aux limites sont distin-
gués, conditions de Neumann pour les parois horizontales et conditions de Dirichlet
pour les parois verticales. Considérant les quatre faces Ouest, Est, Sud et Nord de
la cavité (figure (3.10)). Pour la face Ouest ol une température est imposée, les
inconnues sont fi, f5, fs et les connues sont fs, fg, f7 dont les valeurs sont obtenues
par le processus de propagation. Pour la face Est, les inconnues sont f3, fg, f7 et
les connues sont f1, f5, fs toujours obtenues par le processus de propagation. Aussi
pour la face Sud de la cavité, les inconnues sont f, f5, fs et les connues sont f4, f7, fs
et pour la face Nord, les inconnues sont fy, f7, fs et les connues sont fs, f5, f¢ -

Les valeurs des fonctions de distributions inconnues peuvent étre déterminées
en fonction des conditions imposées.

e Conditions de Dirichlet (T=Cste)

Pour la face West correspondant a (z =1,y = 1,..,n), on a imposé une tempé-
rature T'(1,y,t) = T, et les inconnues sont les fonctions de distribution fi, f, fs.
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West

6 2 5
3:< ':1
6 2 5 6
7 4 8
1 3
6 2 5
7 /4 8 7
3 1
7 4 8
Sud
conuues
inconuues

F1c. 3.10 — Configuration des conditions aux limites
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Or:

8
T(Ly,t) =Y fa(l,y,1) (3.40)
a=0
= f0(17y7t) + f1(17y7t) + f2(17y7t) + f3(1ay7t)
+ f4(1’y7t> + f5 1’ 7t> + f6<17y7t> + f7(17y7t) + f8(17y7t)
Donc :
Tc — fO(lvyvt) + f1(17y7t) + f2(17y7t) + f3(17y7t) (341)
+ f4<17 y>t) + f5<17 y>t) + f6<17 y>t) + f7(17 yat) + f8(17 yat)
Et :
fl(Lyvt) + f5(1>yat) + f8(1>ya t) = Tc — (f()(l, y7t> + f2(1a y?ﬂ (342)

(. J/
-~

inconnues

+ f3(17y7t) + f4(1vy7t) + fﬁ(lvyvt) + f7(17y7t))

Sur la base du traitement de Bao et al [13], consistant & la détermination d’un
variable fictive (densité) selon les lois de conservation, il s’écrit :

fl(layvt) = W1ipPo
f5(1ayvt) = WspPo (343)
(17y7t) = WgpPo

Ce qui permet de retrouver la valeur de la constante py tel que :

(wﬁiﬁwg)(Tc—(fo(l,y,t)+fz(1,y,t)+f3(1,y,t)+f4(1,y,t) (3.44)

+ f6(17y7t) + f7(17y7t)))

Po =

Et ainsi les inconnues peuvent étre déterminées en remplacant ’équation (3.44)
dans 'équation (3.43).

Les mémes calculs permettent d’évaluer les inconnues de la face Est.

e Conditions de Neumann ( 2£= 0)
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Les conditions de Neumann sont imposées sur le terme du flux de telle sorte
a avoir une frontiére adiabatique ( ou il n’y a pas de transfert de chaleur par
conduction dans la direction normale & travers cette frontiére).

Par exemple pour la face Nord (z = 1,..,n,y = n), une condition de Neumann
est imposée.

(2= 0 ), et les inconnues sont les fonctions de distribution fy, f7, fs.

on
Donc :
8
Y eafa=0 (3.45)
a=0
Ce qui implique que :
Lot fot+fo—fo—fr—[fs=0 (3.46)
Et donc :
fitfrt+fs=/fat[fs+ e (3.47)
%,—/
Or:

f4($7 n, t) = W4pPo
f7(f17, n, t) = WrpPo (348)
fS(xu n, t) = WsgpPo

Ce qui nous permet de retrouver la valeur de la constante pqy tel que :

1
Wy + wry —i—wg)

Po = ( (fa(x,n,t) + fs(x,n,t) + fe(z,n,t)) (3.49)

Et ainsi les inconnues peuvent étre déterminées en remplacant 1’équation (3.49)
dans ’équation (3.48).

Les mémes calculs se font pour évaluer les inconnues de la face Sud.

La figure (3.11) montre les résultats obtenus par la méthode LBM comparés a
ceux de la méthode des différences finies pour (Lz, Ly) = 1002100 et ¢ = 600[76].
Aussi, pour ce cas bidimensionnel on remarque une bonne concordance entre les
deux méthodes, ce qui permettra de valider, dans un premier temps,l’application
de la méthode LBM pour des problémes classiques tels que celui de la diffusion de
la chaleur.
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F1a. 3.11 — Comparaison des résultats obtenus en LBM (D2Q9) et en DF.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a ’application de la méthode
de Boltzmann sur réseau pour résoudre les problémes de diffusion de chaleur. La
méthode d’application de LBM dans les cas mono et bidimensionnels est explicitée.
Le schéma D1Q3 a été utilisé dans le cas monodimensionnel et le schéma D2Q9
dans le cas bidimensionnel.
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Chapitre 4

Nouveau modéle LBM :
Application aux phénomeénes de

transmission a ’interface

4.1 Introduction

Les transferts aux interfaces présentent une importance particuliére dans de
nombreux problémes appliqués et posent des défis numériques dans leur modéli-
sation, qui dans la plupart des études, est basée sur des raccordements a base
d’éléments discrets (méthodes numériques classiques de type différences finies DF,
volumes finis VF, éléments finis EF,..).

Par ailleurs les méthodes de Boltzmann sur réseau (LBM) émergent comme une
alternative sérieuse aux méthodes conventionnelles (EF, VF, ..). Les développe-
ments se focalisent sur les problémes d’écoulements isothermes|33, 32, 74, 83, 10, 91]
puis aux couplages avec les transferts[79] mais un potentiel important est possible
pour des problémes particuliers (interfaces, contact, milieux multiphasiques, po-
reux, ..). Des développements spécifiques pour les conditions aux limites sont requis,
cette partie s’inscrit dans cette perspective.

En effet, dans ce chapitre on présente un nouvelle approche, basée sur la mé-
thode LBM, pour traiter quelques phénomeénes de transmission a l'interface. Cette
nouvelle approche est basée sur le calcul de 'image des fonctions de distribution lors
du passage d’un milieu & un autre (IP). On I’applique pour la modélisation de la ré-
sistance thermique de contact ainsi que pour ’étude d’'un probleme de changement
de phase, le probléme de Stefan.
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4.2 Résistance thermique de contact (RTC)

4.2.1 Définition de la RTC

Dans la plupart des études théoriques, le contact physique entre deux milieux
isotropes est supposé thermiquement parfait[78, 80, 91], alors que dans la réalité,
une résistance thermique de contact non négligeable existe du fait de la présence
d’une fine couche de transition, due aux irrégularités, a la rugosité et a la non
planéité des surfaces de matériaux en contact, ainsi que la présence éventuelle d’une
phase interstitielle, ou d’impuretés, qui constituent une barriére a la circulation
normale du flux thermique. Cette résistance est d’autant plus importante lorsqu’ il
s’agit de solides en contact, ol le contact ne s’effectue jamais sur toute la surface
apparente, mais seulement en certaines zones de surface trés faibles devant la surface
apparente.

Ainsi, [’analyse du champ de température s’établissant entre deux milieux ac-
colés, traversés par un flux de chaleur, révele une importante perturbation dans une
région extrémement localisée de part et d’autre de I'interface. La température subit
une brusque variation dont I'importance dépend du flux de chaleur qui traverse
Iinterface, des caractéristiques thermophysiques ainsi que de la qualité du contact
entre les deux milieux.

Dans ce cas deux modes de transfert thermiques se superposent (figure (4.1)) :

e Un transfert par conduction au niveau des zones de contact ;
e Un transfert complexe a travers le milieu interstitiel.

Entre les zones de contact existe un espace interstitiel qui constitue un frein au
transfert de chaleur, qui de ce fait passe de maniére préférentielle au niveau des
contacts directs 1a ol le passage de la chaleur est facilité. Le champ de température
se trouve donc considérablement perturbé dans la région localisée de part et d’autres
de linterface. Il en résulte une constriction des lignes de flux responsable de la
résistance thermique de contact (RTC)[12].

En régime permanent, la résistance thermique de contact est définie par :

AT
q

R, (4.1)

Ou AT la différence de températures entre les deux zones de contact et ¢ le
flux de chaleur a travers l'interface.
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Transfert de chaleur \ GRADIENT DE
Solide- fluide -solide TEMPERATURE
Conduction |
solide-solide -

Fi1G. 4.1 — Transfert de chaleur a l'interface de deux solides en contact imparfait

4.2.2 Nouveau modéle LBM : images des particules (IP)
Modéle du rebond partiel << Partial Bounce Back (PBB)>>

Récemment, Han et al[44] ont utilis¢ la technique de réflexion partielle (PBB)
pour représenter la résistance de contact par la méthode de Boltzmann sur réseau.
Deux corps en contact {21 et {25 sont considérés; I et J deux nceuds adjacents de
I'interface dans les deux corps €2; et €25 respectivement. La surface de contact avec
résistance thermique de contact est placée au milieu entre les deux nceuds I et J
comme illustré sur la figure (4.2).

L’idée dans ce modele PBB consiste a déterminer les fonctions de distribution
lors du passage d’'un milieu & un autre en considérant une réflexion partielle de
I’énergie de la particule sur I'interface de contact. Seulement une partie de 1’énergie
interne d’un noeud de frontiére du corps €2y peut se propager a son noeud adjacent de
frontiére du corps ()5 et la partie restante rebondit de nouveau au noeud lui-méme
dans la direction opposée. Par exemple, si fI est la fonction de distribution
interne d’énergie du noeud I de la frontiére du corps 1 dans la direction « et si
on note par ¢ le parameétre de controle variant dans 'intervalle [0 1], la quantité
(1—08) fL54 est la quantité qui se propage au noeud J de la frontiére du corps 2 et la
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F1c. 4.2 — Schéma de la configuration du modéle PBB (Partial bounce back)

quantité § f1% rebondit de nouveau au nceud I dans la direction @ . Le choix de §
est congu de maniere a ce que la résistance de contact soit correctement représentée.

La relation liant le paramétre du modeéle PBB ¢ et la résistance de contact R.
est donnée par[44] :

R.= -2 (4.2)

Nouveau modéle IP (images des particules)

Dans le cadre de la modélisation de la résistance thermique de contact par la
méthode de Boltzmann sur réseau, une nouvelle approche basée sur l'image des
fonctions de distribution lors du passage d’un milieu a un autre (IP) est proposée.

Le principe de traitement de ce modeéle par un schéma LBM est présenté sur
la figure (4.3), pour la transmission entre deux milieux en vue d’une application a
un bicouche. Afin de tenir compte du régime transitoire pour une large gamme du
temps de relaxation, supposons que les deux frontiéres en contact sont juxtaposées
et que leurs fonctions de distribution sont proportionnelles lors de la propagation.
Le coefficient de proportionnalité est indépendant de la direction de propagation
(hypothese d’isotropie) mais dépend du milieu considéré.
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Fia. 4.3 — Configuration du nouveau modéle LBM pour le traitement de la RTC.
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La figure (4.3) représente les fonctions de distribution des deux cotés de I'in-
terface de sorte que les fonctions de distribution provenant d’un milieu & un autre
doivent étre corrigées. Dans le cas isotrope, les fonctions de distribution sont liées
par la relation :

5 a 0 0 5 2 B0 0 !
Sl=1o o)) e l=loso || s
o 00 a e e 00 3 o

(4.3)

Le modéle propose de calculer les valeurs de « et 5 en considérant les deux
relations de passage :

Conservation de flux 4 = Qe1 = Ge2 A4
Condition de résistance thermique de contact R.= AL (4.4)

Ces deux conditions donnent un systéme de deux équations linéaires permettant
de calculer les inconnues « et [3.

4.2.3 Reésultats numériques

e Validation du modéle IP

Pour valider ce nouveau modeéle de traitement de la résistance thermique de
contact, une comparaison avec la solution analytique[16] ainsi qu’avec les résul-
tats du modele PBB[44] est utilisée, pour cela, considérons le cas d’'un matériau
bicouche en contact imparfait (figure (4.4)). Les deux couches sont portées a deux
températures initiales différentes. L’interface de contact est localisée au point x=0,
les parois horizontales sont adiabatiques et celles verticales sont maintenues a des
tempértaures différentes.

T=1 T=0

F1G. 4.4 — Diagramme simplifié d’un matériau semi-infini

La solution analytique de ce probléme basée sur la méthode de la transformée
de laplace est donnée par :

1
+ B*t)erf c(= ’

2 \/Oélt

A 1 =z B
T (y,t) = T + B [erfc(§ \/oz_lt) — eXP(\/a—l
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B 1
) — exp(—m— + B?*t) erf ¢(—= i

4/ Ol2 2\/@215

C 1 =z
T t) ="1T. — |erfe(—=
2<y7 ) 20+B |:€I C( 2\/06_2t

+ BV1)
(4.6)

—Te/a ko/a1+k1/a ?Tﬁval
AVGC A= eyl B = Moy Thly a2 C — vy
. kiRc 7 kikaRc ) koRc :

T, = Tio — T, out T et Ty sont les températures initiales respectivement dans
la 1lére et la 2éme couche.

Afin d’effectuer une comparaison entre les résultats issus des deux modeéles,
considérons les variables sous forme adimensionnelle. Les deux couches sont sou-
mises aux températures respectives Tjp = 1 et To9 = 0. Les deux matériaux sont
de méme nature. Ainsi, 71 = 75 = T et par conséquent les coefficients de diffusion

1 1

adimensionnels : a; = ap = 3(7 — 3).

L’é¢tude comparative est portée sur une large gamme de temps de relaxation
allant de 0.55 a 1.

La figure (4.5) présente la distribution de la température dans I'espace a I'ins-
tant ¢ = 10000lu pour 7 = 1 et R. = 1000, les deux modeéles donnent le méme
comportement thermique avec une bonne précision en référence de la solution ana-
lytique. Les résultats générées par le modele PBB pour 7 = 1 sont expliqués par
les hypothéses de bases adoptées par Han et al[78] qui supposent :

1

fo=fa=f"= 8 (4.7)

Cette condition n’est vérifiée que pour les régimes permanents ou un temps de
relaxation égal a 1.

Les figures (4.6) et (4.7) présentent le profile de la température a I'instant ¢t =
5000lu et t = 10000lu pour 7 = 0.8 , R. = 1000. Le profile obtenu avec le modéle
PBB n’est plus proche de la solution analytique. Ce qui peut étre expliqué par le fait
que lorsque le temps de relaxation s’éloigne de la valeur 1, le modele est éloigné des
hypothéses adoptées en régime transitoire et la sous estimation de ces deux fonctions
fa et fy introduit des imprécisions au niveau du calcul pas seulement du gradient
thermique sur 'interface mais aussi de la distribution de température dans les deux
corps et justifie d’ou la différence entre les résultats numériques correspondants et
le modéle analytique.

Pour mieux vérifier la validité de notre approche, nous considérons des temps
de relaxation encore plus faibles 7 = 0.6 et 7 = 0.55. Les figures (4.8) et (4.9)
comparent la solution analytique et le modéle PBB. En effet, le profile du modéle
présenté est trés proche de la solution analytique tandis que le modele PBB s’éloigne
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Fi1G. 4.5 — Distribution de la température dans ’espace pour 7 = 1, R. = 1000,
t = 100007u
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F1G. 4.6 — Distribution de la température dans I’espace pour 7 = 0.8, R. = 1000,
t = 50000u
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F1G. 4.7 — Distribution de la température dans I’espace pour 7 = 0.8, R. = 1000,
t = 10000lu
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Fic. 4.8 — Profile de la température pour 7 = 0.6, R. = 1000, ¢ = 2000/u

de la solution analytique. Afin de bien illustrer la capacité du modéle présenté de
traiter une large gamme de résistance de contact, nous avons tracé dans la figure
(4.10) la distribution de la température le long de la direction de variation pour
des valeurs de la résistance de contact entre 0 et 10000. Ce qui montre bien que les
faibles valeurs de la résistance de contact représentent un contact parfait. Plus la
résistance augmente plus le saut de température a I'interface devient important.

e Application du modéle IP a des matériaux de différentes conducti-
vités
Par ce modele IP, nous proposons de comparer les deux solutions analytique et

numeérique dans le cas d’un matériau dont les conductivités sont les mémes et dans
le cas ou les conductivités sont différentes.

Dans le cas ou les conductivités sont les mémes on adopte un maillage 200x10.
On prend une résistance thermique de contact Rc = 500, et 74 = 5 = 0.75. On
remarque une bonne concordance entre les deux solutions comme montré sur la
figure (4.11).

Dans le cas ou les conductivités sont différentes, gardons le méme maillage
200x10 et la méme résistance thermique de contact Rc = 500 et prenons différentes
conductivités. Une bonne concordance a été relevé pour ce cas et remarquons que
plus le temps de relaxation est élevé, c’est-a-dire que la conductivité est élevé, plus
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Fic. 4.9 — Profile de la température pour 7 = 0.55, R. = 1000, ¢ = 5000/

le temps assurant une bonne concordance entre le résultat analytique et numérique
est ¢levé. En effet pour 77 = 1.0 et 75 = 0.55 (figure (4.12)), le temps permettant
cette bonne concordance est de 'ordre de ¢ ~ 1000, pour 7, = 1.0 et » = 0.6, le
temps nécessaire est de 'ordre de ¢t ~ 5000 (figure (4.13)) alors que pour 7y = 1.0
et 7o = 0.75, le temps est de 'ordre de t ~ 6000 (figure (4.14)).

Aussi, afin de valider notre modeéle, on se raméne au probléme de contact ther-
mique parfait, établit par De Monte[80]. Dans la méme configuration, considérons
un matériau bicouche dont les 4 parois sont soumises a la température initiale T;,,;
(figure (4.15)).

Dans le cas d’un contact parfait, comme illustré sur la figure (4.16), remarquons
une continuité de lignes isothermes au niveau de la surface de contact entre les deux
couches ce qui est en accord avec les résultats de De monte [80].

Dans le cas ou le contact thermique entre les deux couches est imparfait (R, #
0), les figures (4.17)et (4.18) montrent clairement ’apparition d’une discontinuité
au niveau de l'interface, cette discontinuité devient si importante lorsque la valeur
de la résistance thermique de contact R. est importante.

73



1.0

0.8
< |
3 0.6 R-=10000, 1000, 125, 0
‘@
£
S 04-

0.2

00 e

-100 -50 0 50 100

X(lu)
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Fic. 4.15 — Schéma simplifié du probléme de conduction en 2D, avec les conditions
aux limites.

4.3 Cas d’un flux discontinu a ’interface

4.3.1 Probléme de Stefan

Le modéle le plus simple des phénoménes de changements de phase est le pro-
bléme de la frontiére mobile ou probléme de Stefan [7]. Ce modeéle constitue la
base sur laquelle de modéles complexes ont été étudiés en intégrant quelques effets
ignorés auparavant. La caractéristique des problémes de changement de phase est
que, en plus du champ de la température, la position de 'interface est inconnue.
Ce sont des problémes avec des conditions aux limites en mouvements. L’étude de
ces cas remonte a 1831 avec Lame et Clapeyron[63]. Stefan fut le premier a étudier
'interface entre les deux phases [101, 102], et par la suite le traitement de ce genre
de problémes a été dénommé probléme de Stefan.

Le probleme de Stefan classique est I'un des rares problémes de changement
de phase dont les solutions analytiques existent (solidification ou fusion d’un lac
gelé). Cette solution de base permet la validation des solutions analytiques obtenues
pour des problémes semblables, dans le cas de dimensions finies de conditions aux
limites inhomogenes. Il s’agit de la modélisation du changement de phase solide
-liquide ou liquide - solide dans un domaine semi-inifini. Bart et Hoogendoor [14],
ont établit que les solutions analytiques (exactes) sont connues seulement pour un
petit nombre de problémes physiques, et I'un des modéles les plus connus et les plus
utilisés, est la solution exacte appelée la solution de Neumann pour le probléme de
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F1G. 4.16 — Isothermes d’un matériau bicouche pour 7 = 0.6, R. = 0, t = 2000
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Fi1c. 4.17 — Isothermes d’un matériau bicouche pour 7 = 0.6, R. = 100, ¢ = 2000
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Fic. 4.18 — Isothermes d’'un matériau bicouche pour 7 = 0.6, R, = 500, t = 2000
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Stefan, qui est la solution analytique de fusion ou de solidification dans un domaine
semi-infini, avec une condition au limite de type température imposée. Le milieu
est caractérisé par un point de transition, la densité est la méme dans les deux
phases, et les autres propriétés sont considérées constantes et indépendantes de la
température [31]. La conduction est le seul mode de transfert considéré.

Hypothéses

La formulation de base de ce probleme de Stefan comporte plusieurs hypotheses
qui sont, pour la plupart du temps, acceptables. Pour mettre ’accent sur ces hypo-
theéses, présentons un récapitulatif (tableau 4.1) des facteurs physiques impliqués
dans le phénomeéne de changement de phase et des hypothéses simplifiées qui ménent

au probléme classique de Stefan.

Facteurs physiques impliqués dans
le processus de changement de
phase

Hypothéses simplifiées pour le
probléme de Stefan

1. Transfert de chaleur par conduction,
convection et radiation.

Transfert de chaleur isotrope par
conduction seulement.

2.Emission ou absorption de la chaleur
latente

La chaleur latente est constante; elle
est émise ou absorbée & la température
de changement de phase.

3.Variation de la température de chan-
gement de phase.

La température de changement de
phase est connue, propriété du maté-
riau.

4.Finesse de 'interface et la structure

La surface séparant deux phases est
supposée fine a la température de chan-
gement de phase.

5.Variation des propriétés thermophy-
siques

Supposées constantes chaque

phase.

pour

6.Changement de la densité

Supposée constante.

TAB. 4.1 — Hypothéses adoptées pour le probléme de Stefan

Formulation mathématique du probléme de Stefan

En se fondant sur les hypotheéses citées ci-dessus, formulons mathématiquement

le probléme de Stefan classique.
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T=T,

t
A PLX’=—kLTx+kSTx
x=X(@)
leaSTn
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T=T,>T, —ks T, =0
TI‘“LT:::
- X
0 T=Ts<T, !

Fic. 4.19 — Digramme espace-temps pour le probléme de Stefan
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La formulation de Stefan d’un probléme de changement de phase liquide so-
lide se fonde sur I'écriture dans chacune des phases de I’équation de diffusion de
'énergie par conduction (formulation de Stefan & deux phases) (figure (4.19)). Dans
le cas bidimensionnel, les équations aux dérivées partielles régissant la conduction
thermique dans les deux phases s’écrivent :

Dans la phase solide :

orT *’T  O°T
EI (a$2+82> T<Tf (4.8)

Dans la phase liquide :

ar o*T  O°T
EZ l(@ +62) T>Tf (4.9)

Telle que « représente la diffusivité thermique et s’écrit en fonction de la conduc-
tivité du matériau & = —-. Les indices s et [ représentent respectivement les phases

solide et liquide.

La solution de Neumann

Une solution analytique de I’évolution de la position du front de solidification
en fonction du temps existe, et peut se mettre sous la forme :

X(t) =2\ at (4.10)

Ou X (t) est la position de l'interface solide-liquide et A une constante donnée
par la relation suivante :

_)\2(&s
K fos {Tf_Th} e M) Ahf\/_ (4.11)
KoV oy [Ty =T, erf c(\ /% o(Ty — T,

Et :
o Ty + (Ty — Tp) % X < X(1) (solide) )
1) = o) .
T, — (T, ~Ty) (j“i X > X (1) (liquide)

erf et erfc représentent respectivement la fonction d’erreur et la fonction d’er-
reur complémentaire .

Les parametres utilisés sont résumés dans le tableau suivant :
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H Température de fusion H Ty, °C H 0.6 H
H Température de congélation H T, °C H 0.0 H
H Température initiale H Ty, °C H 1.0 H
| Densité | p, Kg/m? [10 |
H Conductivité thermique H ks =k ,\W/mK H 1.0 H
H Chaleur spécifique H ¢, J /kg K H 1.0 H
| Chaleur latente | hyd/ kg [05 ]
H Longueur caractéristique H L, m H 1.0 H
H Pas du temps H At | s H 0.0001 H
H Nombre de Stefan H — H 1.2 H

TAB. 4.2 — Propriétés physiques et paramétres utilisés pour le probléme de Stefan

4.3.2 Application du nouveau modéle LBM au probléme de
Stefan

Appliquons ce nouveau modeéle LBM pour le traitement d’un probléme de chan-
gement de phase, le probléme de Stefan dans le cas monodimensionnel. Le principe
de traitement de ce modeéle par un schéma LBM, pour décrire ’évolution du front
de solidification entre les deux phases en contact ; solide et liquide, est présenté sur
la figure (4.20).

La figure (4.20) représente les fontions de distribution des deux cotés de 'inter-
face de contact entre les deux milieux solide et liquide. L’idée pour ce modéle est
de pouvoir corriger les valeurs des fonctions de distribution lors du passage d’un
milieu & un autre. Dans ce cas monodimensionnel, les fonctions de distribution sont
liées par la relation suivante :

fi=afs
{ﬁzﬁﬁ (4.13)

Ce modele consiste a déterminer les paramétres de correction « et S en consi-
dérant la relation de passage a l'interface, relative au probleme de Stefan et donnée
par :

T, =1,
_ ax (4.14)
{ Q= (gs+ pL ot
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F1c. 4.20 — Configuration du nouveau modéle LBM pour le traitement du probléme
de Stefan 1D.
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Dans 'équation (4.14), T; et 1} (gs et ¢;) décrivent respectivement les tempé-
ratures (flux) a linterface des deux milieux solide et liquide et X la position de
I'interface.

4.3.3 Résultats numériques

Pour mettre en évidence 'application de notre modele (IP) aux phénomeénes de
changement de phase, on se propose de ’appliquer au probléme monodimensionnel
de Stefan. Considérons une barre semi infinie, initialement a une températue froide
(T'= —0.1) et appliquons une température chaude (7' = 1.0) sur le coté gauche de
cette barre, comme indiqué sur la figure (4.21).

T=-0.1

T=10@®

Sens de progression de
I'interface

F1G. 4.21 — Géométrie adoptée pour le probléeme de Stefan 1D.

Un maillage du réseau Lx=200 est considéré. Le transfert de chaleur est pure-
ment conductif.

En tracant I’évolution de la position du front de solidification en fonction du
temps, on a pu comparer les résultats numériques & ceux analytiques. En effet,
la figure (4.22) montre une bonne concordance des résultats numériques (LBM)
avec les estimations analytiques pour une valeur de Stefan Ste = 2.5. Ainsi, cette
validation montre la capacité du nouveau modele LBM (IP) a décrire avec précision
I’évolution de l'interface solide-liquide en mode conductif.

Aussi, on s’est intéressé aux effets de la variation de la chaleur latente sur
I’évolution de la position de I'interface solide-liquide. Cette évolution qu’on a tracée
pour différents nombres de Stefan.

La figure (4.23) montre bien que la progression du front de solidification est
accélérée par I'augmentation du nombre de Stefan (diminution de la chaleur la-
tente). en effet, plus le nombre de Stefan augmente, plus I’évolution de l'interface
solide-liquide s’accélére .
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FiG. 4.22 — Comparaison des résultats LBM aux résultats analytiques pour le pro-
bleme de Stefan 1D.
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Fic. 4.23 — Evolution de la position de l'interface solide-liquide pour différents
nombres de Stefan.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons simulé quelques problémes de transmission &
Iinterface par une nouvelle approche fondée sur le calcul de 'image des fonc-
tions de distribution lors du passage d’un milieu a un autre. Nous avons com-
mencé par établir le traitement de la résistance thermique de contact. Cette nou-
velle approche donne des résultats satisfaisants aussi bien dans le cas stationnaire
que dans le cas instasionnaire. Puis nous ’avons appliqué pour simuler le pro-
bléme de Stefan, et les résultats obtenus sont comparables & ceux de la solution
analytique.
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Chapitre 5

Couplage de la méthode de
Boltzmann sur réseau non
uniforme a la méthode de volumes
finis : Application a un probléme
diphasique solide-liquide

5.1 Introduction

Les problémes de transfert de chaleur impliquant une transition de phase (soli-
dification ou fusion) sont en général des problémes de frontiéres libres ou mobiles.
L’écoulement du fluide et les effets thermiques associés durant le changement de
phase, sont d’un grand intérét dans différentes applications d’ingénierie telles que
les systémes de stockage d’énergie par chaleur latente, I’étude de phénomeénes géo-
physiques comme la fonte des glaciers, la solidification et le gel des lacs, ou les
éruptions volcaniques, la congélation d’aliments et la préservation des matiéres or-
ganiques, la fusion de la glace ou le gel de I’eau, I’étude de la sécurité des réacteurs
nucléaires, le refroidissement des composants électroniques, le controle thermique
des stations et engins spatiaux, I'utilisation dans les procédés de purification des
métaux, etc[75, 95, 96, 113].

Ces problémes de changement de phase évoquent généralement une frontiere
déformable séparant les deux phases solide et liquide, qui se développe et progresse
dans le matériau au cours du processus. Les propriétés thermophysiques peuvent
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étre considérablement différentes entre les deux phases. De plus un couplage impor-
tant est mis en jeu au niveau de 'interface avec le transport de masse et d’énergie
d’une phase a I'autre. Dans ce type de problémes, la position et la forme de I'inter-
face ne peuvent pas étre identifiées & priori et sont des inconnues du probléme.

Dans ce chapitre nous proposons un couplage hybride associant a la fois la
méthode de Boltzmann sur réseau non uniforme & la méthode des volumes finis. La
méthode LBM est utilisée pour la détérmination du champ de vitesses tandis que la
méthode des volumes finis est appliquée pour déterminer le champ de température.

5.2 Changement de phase

5.2.1 Formulation mathématique du changement de phase
Formulation empirique

Dans la formulation empirique, 'effet de la convection thermique sur le pro-
cessus de changement de phase est pris en compte, en exprimant une valeur de la
conductivité thermique effective qui inclut la dispersion due a I’écoulement. Cette
méthode demande une connaissance a priori du processus de transition d’état et
de son interaction avec les différents phénomeénes en présence. Ce qui ne peut étre
réalisé qu’a partir des essais expérimentaux ou en ayant recours a des formulations
mathématiques complexes pour recueillir les informations nécessaires a priori. Cette
approche a été utilisée dans des problémes de métallurgie[105, 34].

Formulation classique

Les méthodes adoptant cette technique sont aussi appelées formulations de suivi
de front, I'interface solide-liquide est localisée explicitement et un maillage curvi-
ligne épousant la forme de l'interface est généré a chaque pas de temps. Chaque
phase est modélisée séparément et un bilan d’énergie est effectué a l'interface entre
les deux phases solide et liquide, & partir duquel la position au pas de temps sui-
vant est déduite. Dans un tel cas, des techniques d’adaptation du maillage aux
positions de l'interface sont généralement utilisées. D’autres auteurs, utilisent un
maillage a référence fixe a 'aide d’une transformation en coordonnées curvilignes
généralisées[59].

Pour expliciter cette technique, considérons le probléme conductif de change-
ment de phase, le flux de chaleur pour les deux phases solide et liquide, est représenté
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par la loi de Fourrier :

LT,
oT,
plcj,a—tl = V.(k,VT) (5.2)

Les indices s et [ représentent respectivement la phase solide et la phase liquide, p
la masse volumique du fluide, C), la chaleur spécifique et k la conductivité thermique.

A Tinterface entre les deux phases, les deux équations ci-dessus doivent satisfaire
aux conditions de continuité du champ thermique T = T, et la condition de la
conservation de l'énergie a l'interface (condition de Stefan) traduite par le saut
de flux thermique dégagé par chaleur latente a l'interface s’écrit sous la forme :
koL — k‘l% = pL¢Vs.n tel que L est la chaleur latente de fusion-solidification, V'
est la vitesse de déplacement de l'interface solide-liquide et n le vecteur unitaire
normal a la surface.

Formulation enthalpique

Contrairement aux méthodes de suivi de front, les méthodes enthalpiques aussi
nommeées, méthodes & maillage fixe, ne nécessitent pas une génération de maillage
a chaque pas de temps, ce qui présente un gain important en temps de calcul. Elles
peuvent étre mises en place facilement dans des codes de calculs (CFD) existants
[24, 35, 50, 21, 57, 84, 108, 60, 109, 110, 55, 92].

La formulation enthalpique permet de reformuler les équations de Navier-Stokes
relatives a la phase fluide et d’en faire ’extension a ’ensemble du domaine y com-
pris la phase solide. La vitesse dans la phase solide est annulée par 'introduction
d’un terme source dans ’équation de conservation de la quantité de mouvement.
L’énergie libérée ou absorbée par chaleur latente est isolée par le biais d'un terme
source dans I’équation de conservation de ’énergie ou d’une chaleur spécifique équi-
valente. Les équations ainsi modifiées sont alors résolues sur I’ensemble du domaine

physique|2, 3, 6, 29, 88|.

La formulation enthalpique a été proposée initialement par Eyres et al.[37] en
remplacant les équations aux dérivées partielles non linéaires par des équations
différentielles ordinaires dans un but d’application de I’équation de la conduction de
la chaleur. Apres, différentes études ont été menées pour évaluer les performances
de la formulation enthalpique[90]. Bell et Wood[17] ont étudié la fusion dans un
domaine monodimensionnel semi-infini contenant un matériau initialement a sa
température de fusion et en appliquant une température chaude a sa frontiére. Voller
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et Cross[109] ont obtenu un bon accord entre la solution obtenue par volumes finis
associée au modeéle enthalpique pour le probléme de Stefan et la solution analytique.
Leur méthode permet de traiter I’évolution de la température et la progression du
front de solidification.

L’ensemble de ces travaux se sont limités & des configurations de changement
de phase totalement controlées par la conduction thermique. La prise en compte
de la convection thermique dans le liquide nécessite un traitement spécifique de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement pour décrire I’écoulement
dans le liquide et I’absence de tout mouvement dans le solide. Voller et al.[112] ont
proposé une formulation générale de type enthalpique fondée sur des termes sources
convenables pour modéliser ’évolution de la chaleur latente et de I’écoulement dans
la zone de transition solide-liquide (mushy zone ou zone pateuse).

1. Enthalpie

La différence d’enthalpie volumique totale AH = H(T') — H,.; d’un corps est
définie comme la somme de la chaleur sensible et de la chaleur latente par :

T
H(T) = pyels + / p,CodT (5.3)

Tfusion

Tel que p, représente la masse volumique de la particule, C), sa chaleur spécifique,
Ly la chaleur latente du matériau et ¢ la fraction du liquide.

2. Formulation enthalpique de I’équation de conservation d’énergie

Dans cette formulation, le domaine physique d’étude est constitué de trois ré-
gions ; la région qui correspond & la phase solide, celle qui correspond a la phase
liquide et une région intermédiaire ol coexistent les deux phases, appelée « mushy
Zone » ou zone pateuse.

A Téchelle macroscopique, les propriétés thermodynamiques du matériau varient
contintiment depuis la phase solide jusqu’a la phase liquide a travers la zone de
changement de phase. Ainsi, il est possible d’établir une formulation homogeéne
des équations de conservation sur ’ensemble du domaine d’étude. Les propriétés
thermodynamiques du matériau dans la zone de changement de phase sont calculées
en fonction de la fraction massique des phases solide et liquide en présence.

La formulation enthalpique consiste & introduire la fonction d’enthalpie H du
milieu, en tant que la somme de l’enthalpie latente et I’enthalpie sensible. Ainsi
nous pouvons écrire :
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Pour la région ou régne la phase solide, T' < T :
Ts
HL(T) = / pC5dT (5.4)
T
Pour la région ou régne la phase liquide, T > T; :

T
H(T) = / pCLdT + pL; (5.5)

s
Pour la zone ou coexistent les deux phases, T, < T < 1T :

H,(T) < Hy(T) < H(T) (5.6)

Dans le cas d'un changement de phase isotherme, la relation enthalpie tempé-
rature d’un matériau pur est représentée schématiquement sur la figure (5.1a) :

TK) A T(K) 4

Matérian alliage
Matériau pur

Tliquidus

Tiusion Tsolidus

- >

Ho Ho+L H[k_lﬂ{g:l Hn Ho+L H{H"rkg:l

(a) (b)

F1G. 5.1 — Relation enthalpie-température pour un matériau pur et alliage

Alors que pour un alliage, représenté sur la figure (5.1b), le changement de
phase est non isotherme et s’effectue dans une plage de température comprise entre
T, <T <1, cet intervalle qui représente, pour le processus de fusion-solidification,
une zone dynamique qui dépend de I’évolution du systéme suivant un diagramme
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d’équilibre thermodynamique du matériau. Dans ce cas, la chaleur latente cumulée
devient fonction de la température et varie de la valeur zéro (solidus) a la valeur 1
(liquidus).

Ainsi, le saut thermique au voisinage de la température de fusion peut étre
régularisé par une fonction linéaire explicitée sous la forme suivante :

T-T,
H{(T) = pC'T + pL; (Tz — ) (5.7)

A partir de cette régularisation, nous pouvons définir un parameétre qui joue le
role d’indicateur de phase, et qui permet de faciliter ’écriture des variables ther-
miques. Ce parameétre est la fraction massique de matériau solidifié, f,, qui s’exprime
en fonction de la température comme suit :

= (77) o

Notons que ce paramétre prend la valeur 1 dans les zones purement solides, la
valeur 0 dans les zones liquides et des valeurs comprises entre 0 et 1 pour les zones
ou coexistent les deux phases solide et liquide. Par suite, la fraction massique de la
phase liquide est donnée par : 1 — f;.

En introduisant le terme de la fraction massique de la phase solide, I’enthalpie
h a pour expression :
h = fshs + (1 — fo)ly (5.9)

ou :

{ hy = Co()T (5.10)

h = CL(T)T + Ly

Ainsi, I’équation de la conservation locale de I’énergie dans un élément de volume
dV d’un corps solide est donnée par :

% +V.(pVh) = V.(kVT) + S, (5.11)

Tel que S}, est le terme source qui permet de tenir compte de I’énergie libérée
ou absorbée correspondant & la chaleur latente, £ la conductivité thermique et V'
le vecteur vitesse.

3. Formulation enthalpique de I’équation de la quantité de mouvement
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La formulation de I’équation de conservation de la quantité de mouvement lors
du changement de phase, doit tenir compte du saut de vitesses dans la zone de
transition. En effet, ce saut de vitesse est dii a la variation de la vitesse d’une
valeur non nulle dans la phase liquide, sous 'effet de la convection thermique, &
une valeur nulle dans la phase solide. Voller et Prakash[111] ont considéré la région
de changement de phase comme un milieu poreux de porosité . Avec € = 1 dans la
phase liquide, € = 0 dans la phase solide et 0 < € < 1 dans la zone de changement
de phase.

En tenant compte du terme de porosité € qui peut étre exprimé en fonction de
la fraction solide par : ¢ = 1 — f, la vitesse est exprimée sous la forme :

Vi Dans la phase liquide
V=¢ (1-f)V Dans la 'mushy zone’ (5.12)
0 Dans la phase solide

Tel que V] est la vitesse de filtration dans la phase fluide.

En supposant que le fluide est newtonien et incompressible et en prenant en
considération ’équation (5.11), I’équation de la conservation de la quantité de mou-
vement s’écrit comme suit :

dpu dp p

S v4 = L V. (it u 1
BT + V.(pVu) pe +V (ulpru) +5 (5.13)
Y (o) = - v (L) + 5 (5.14)
ot AP Oz ‘ 'ulpl ’

Tel que p est la pression, u et v représentent respectivement les composantes de
la vitesse suivant les directions = et y, p; est la viscosité du liquide et S représente
le terme source qui dépend de la force de la poussée d’Archimeéde ainsi que d’un
terme représentant la transition de phase.

5.3 La méthode de Boltzmann en réseau non uni-
forme

La méthode de Boltzmann sur réseau s’est récemment révélée comme une mé-
thode efficace pour la simulation des écoulements complexes (chapitre 2). Cepen-
dant la restriction de I’équation standard de Boltzmann sur réseau a un maillage
régulier limite cette méthode. Dans plusieurs cas, il est plus intéressant d’opter
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pour un maillage non uniforme adapté a la nature des écoulements et aux types
de frontiéres, ce qui permet un temps de réponse plus rapide et des résultats plus
précis.

Cette restriction de la méthode LBM & un maillage uniforme dérive de la mé-
thode des automates cellulaires Gas sur réseau (LGCA, Lattice Gas Cellular Auto-
mata) [39, 114]. Pour la méthode LCGA, la condition essentielle pour représenter
les équations de Navier Stokes est la symétrie du réseau, cette symétrie garantit
I’isotropie du tenseur du quatriéme ordre composé des vitesses des particules. En
effet, la condition de 'uniformité de la méthode LBM se traduit par le fait qu’une
particule & un noeud du réseau doit pouvoir se mouvoir vers les noeuds voisins
dans le méme pas du temps. Bien que la méthode LBM [58, 89] dans le modele
Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)[20] ait fait de grands progrés pour la LGCA, elle
hérite la fonction uniformité des méthodes d’automates cellulaires Gaz sur réseau.

Théoriquement, dans 1’équation standard de Boltzmann sur réseau, il n’est pas
nécessaire de garder I'uniformité de ’espace de réseau puisque les fonctions de distri-
butions des particules restent continues dans ’espace physique. Ainsi, pour mettre
en place la méthode de Boltzmann sur réseau dans une géométrie quelconque, nous
nous proposons d’utiliser la méthode TLLBM (Taylor series expansion and least
square-based Lattice Boltzmann Method)[99, 97, 98]. Cette méthode est fondée sur
la méthode LBM, le développement en séries de Taylor, la méthode de Runge-Kutta
et la méthode d’optimisation des moindres carrées.

5.3.1 La méthode TLLBM

Cette méthode est fondée sur ce que la fonction de distribution est continue
dans ’espace physique et peut étre définie dans n’importe quel maillage.

Dans le cas bidimensionnel I’équation BGK de réseau s’écrit :
1
fOZ(:E + éa$§t7 Y + éay5t7t + 6t> = fa(xa Y, t) - ; {fa@f, Y, t) - f§q<x7 Y, t)] (515)

Ou :

T est le temps simple de relaxation ;

fa est la densité de la fonction de distribution suivant la direction «;
154 est la densité d’équilibre ;

a(€az, €ay) €st le vecteur vitesse d’une particule suivant la direction o.
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Cette équation se résout selon deux étapes : collision et advection. Les va-
riables macroscopiques telles que la masse volumique p et la densité des moments
pu s’écrivent :

p= far  pu=) cafa (5.16)
a=0 a=0

Supposons une particule initialement au point (z,y,t) du maillage, suivant la
direction a.. Apres collision cette particule se trouvera a la position (z + é,,0t,y +
EayOt, t + 6t) .

Si le maillage est uniforme, nous aurons : dr = €,,0t et Oy = €,,0t . Cette
deuxieme position se trouve sur les grilles du maillage. Dans le cas ou le maillage
est non uniforme, cette position ne va pas étre raccordée sur les grilles du maillage
(figure (5.2)). Pour déterminer la nouvelle fonction de distribution & cette position,
un développement en séries de Taylor est proposé.

Soit le schéma suivant :

c E H’
C E H

B’ Pi G’
B P G

A D’ F
A D F

Fic. 5.2 — Configuration des noeuds du maillage uniforme et non uniforme.

Le point A (point du maillage uniforme) a pour coordonnées (4,44, 1)

Le point P (point du maillage uniforme) a pour coordonnées (zp,yp, t)
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Le point A7 (point du maillage non uniforme) a pour coordonnées (4 +€,,0t, ya+
EayOt, t + Ot) .

La fonction de distribution au point A’ s’écrit selon I’équation (5.15) :
1
foe(Alvt + 5t) = fa<A7t) - ; [fa(A> t) - f;q(Aa t)] (517)

Remarquons que si le maillage était uniforme, A7 devrait coincider avec P.

Pour déterminer la fonction de distribution au point A/, développons f,(A’,t +
dt) en séries de Taylor autour du point P.

Le développement d’une fonction f, autour d’un point a telle qu’elle soit infini-
ment dérivable en ce point, est donné par :

> £n) (g
fla)y=>" S )(33 —a)" (5.18)

~ n!
Ainsi, on a :
, Of(P,t+ Ot Of (P, t+ Ot
fal A/ t+0t) = fo(P, t+6t)+(xA/—xp)%+(yA'—yP)%4‘9(---)2
(5.19)
Avec :
Al’A =Ty —Tp =Ty + éamat — Tp
Aya =ya —yp = ya + €00t —yp
En remplagant I’équation (5.19) dans (5.17) :
Of (Pt + Ot Of (Pt + Ot
fa(P,t+0t) + Am% + AyA% = fu(A1) (5.20)

2 [FalA ) — 594,

Cette équation est une différentielle du premier ordre, avec trois inconnues,
pour la résoudre il faut encore deux équations pour fermer le systéme. Ainsi, nous
prendrons en considération les noeuds voisins.

98



Pour plus de précision, le développement de Taylor avec une différentielle du
deuxiéme ordre est utilisé, nous nous retrouvons avec une équation a 6 inconnues :

Of. (Pt + dt) Of.(P,t + Ot)

fa<A/, t+ 8t) = fa(P,t + 81%) + Az y or + AyA ay (5.21)
N (Az4)* 0% fo(P,t + Ot) N (Aya)® O%fo (Pt 4 Ot)
2 0x? 2 0y?
0?f, (Pt + Ot) 5
+ AZEAAyA (’h@y + 8()

Avec une équation & six inconnues, pour avoir un systéme fermé nous aurons
besoin de prendre en compte les fonctions de distributions aux nceuds voisins.

Pour ce faire, pour le modele D2Q9, deux cas sont considérés :
e (as a six nceuds voisins

e (Cas a neuf noeuds voisins

Interpolation a six nceuds voisins

Pour le cas a six noeuds, parmi les huit nceuds voisins du modeéle D2Q9, choi-
sissons six noeuds.

Choisissons les nceuds A, B,C, D, E (figure (5.3)) :
Configuration des noeuds du maillage non uniforme avec six nceuds voisins.

Apres collision, les nceuds A, B, C, D, E prennent respectivement les positions
A1, B1,C1, D1, El, ainsi en appliquant le développement de Taylor (équation (5.21))
pour chaque nceud autour du point P, nous obtenons :

GT =PF" (5.22)
ou :
G ={g:}" . gi=fali,t) = L [fali,t) = f(i,1)] i = P,A,B,C,D, E

Of (Pt+0t) Of(Pt+0t) 02f(Pt+0t) 02f(Pit+0t) 02f(Pt+0t T
FT:{f(P’t_i_at)’ fPetoy) Di(Pitdy) PyPLIoy PUPLOY Of(Pir >}
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c E’
c E H

B’ P’
B P G

A D’
A D F

Fic. 5.3 — Configuration des noeuds du maillage non uniforme avec six noeuds
voisins

1 Az, Ay, (Agp ) i (%) Azx,Ay,
1 Azy Aya (222) (A)° AzsAy,
p_ 1 Az Ayp <A§B>2 (%)2 AxgAyp
1 Aze Aye (A;C ) 2 (A—gc) 2 AxcAyc
1 Az, Ay, (A§D>2 (%)2 Az, Ay,
1 Azp Ayp (222) (A2) AzpAyg

Avec :

Aa:i =x; + éaxat — X9
Ayz =Y+ éozyat — Yo

Le choix des positions de ces six noeuds voisins du noeud principal repose sur
le fait que la matrice P doit rester inversible. Ainsi les configurations utilisées pour
chaque direction du modele D2Q9 sont schématisées sur la figure (5.5), et le schéma
des coordonnées des noeuds est donné comme suit :
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i-1, j+1 I, j+1 i+1, j+1

L i i+1,

1,1 i, j-1 i+1, j-1

F1G. 5.4 — Coordonnées des nceuds entourant le nceud (i,j)

Direction 1 Direction 2 Direction 3 Direction 4
1P 2
A
Plg QA OA
T <
2T da 1P A 1 2 ¢
2 1P
Direction 5 Direction 6 Direction 7 Direction 8
4 5 P P 1 2 2 3 3 4
A 0A
oA 1 5 oA 1 5
3 2 4 3 P 5 4 2 1 P

Fic. 5.5 — Configurations utilisées pour le maillage non uniforme avec six points
d’interpolation.
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Interpolation a neuf noeuds voisins

Pour le cas a neuf points, on ne va pas s’intéresser seulement a six points parmi
les huit entourant un point du modeéle, mais pour plus de précision et pour avoir une

interpolation beaucoup plus fiable, nous prendrons tous les nceuds en considération
(figure(5.6)) .

C E’ H’

C E H
B’ P’ G’

B P G
A D’ F

A D F

Fic. 5.6 — Configuration des noeuds du maillage non uniforme avec neuf points
VOISIns.

Dans ce cas, la matrice P n’est plus une matrice d’ordre (6, 6), mais une matrice

d’ordre (9, 6).

Par suite, le systéme d’équations donné par ’équation (5.22) devient :

G" = PF" (5.23)

ou: G = {gi}T ) gi:fa(ivt)_%[fa(iat)_foezq(ivt)]vi:P>A7B707DaE

T _ OF(Pi40t) Of(Pitdt) 02f(Pi+dt) O2f(Pi+dt) 92f(Pi+or) |~
et F = {f(P,t + 8t>, Oz 5 dy 5 522 9 y? ) 80y }
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2 2

1 Az, Ay, (A;”> (%) Az,Ay,

1 Azra Aya (B22) (A)? AzaAy,
Ax 2 Ay 2

1 A(IZB AyB (23) (TB) AxBAyB

1 Azc Ay (Agc)z (82)° AwcAye

r=11 Az, Ay, (A;D> (A%)Q Az, Ay,

1 Azp Ayp (222) (A2)° AzpAyg

1 Azp Aye  (222) (A2) AzpAyp
Az 2 Ay 2

1 AZL‘G AyG <2G> (TG) Aﬁ@AyG

L Azy Agr (%2)° (%4%)" AenAyy

Avec :

AIi =x; + éax8t — X
Ay; = y; + €ay0t — Yo

Vu que la matrice P est d’ordre (9, 6), on va la multiplier par sa transposée pour
pouvoir inverser la matrice carrée PT.P, ainsi, on a :

PT.G" =Pt PFT (5.24)

Et par suite, le systéme a résoudre numériquement est donné par :

FT = (PT.P)" PT.G" (5.25)

Aussi le choix des positions de ces huit noeuds voisins du noeud principal repose
sur le fait que la matrice P doit rester inversible. Ainsi, les configurations utilisées
pour chaque direction du modéle D2Q9 sont schématisées sur la figure (5.7) :

5.4 La méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation bien adaptée
pour la simulation numérique de divers types (elliptique, parabolique ou hyper-
bolique) de lois de conservation; elle a été intensivement employée dans plusieurs
domaines, tels que 'aérodynamique, le transfert de la chaleur et de masse, etc.

103



Direction 1 Direction 2 Direction 3 Direction 4

1P 2
» P“ 0A 2 0A
0lA 1P O[A 1
/
2 1P
Direction 5 Direction 6 Direction 7 Direction 8
4 S 1 2 2 3 3 4
0A 0A
0A 1 5 OA 1 5
3 2 4 3 5 4 2 1

Fic. 5.7 — Configurations utilisées pour le maillage non uniforme avec neuf points
d’interpolation.

Cette méthode se distingue des autres méthodes numériques par la conservation
locale des flux numériques, ce qui la rend tout a fait attrayante en modélisant les
problémes pour lesquels le flux est d’importance, comme dans les caractéristiques
aérodynamiques, simulation de dispositif de semi-conducteur, le transfert de chaleur
et de masse. . .

Dans la partie présentée I’accent est mis sur les modalités d’application de cette
méthode qui se fonde sur l'intégration des équations du transport, les différents
schémas relatifs a la discrétisation spatiale et temporelle ainsi que les avantages et
les limitations de chacun de ces schémas sont explicités.

Dans cette méthode, le domaine de calcul est subdivisé en un nombre fini de
sous-domaines élémentaires, appelés volumes de controle ou cellules. Cette méthode
numérique se fonde sur 'intégration des équations de transport qui gouvernent les
écoulements des fluides et les transferts de la chaleur, sur chaque volume de controle.
Un noeud dit neeud principal (P) est enveloppé par ce volume de controle (figure

(5.8)).

Le principe de cette méthode consiste a établir le bilan des grandeurs physiques
(masse, quantité de mouvement, énergie, ...) sur chaque volume de controle du
maillage considéré. La méthode doit obéir aux quatre conditions suivantes :

e [’ensemble des volumes de controle doit couvrir le domaine de calcul dans
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A
\
n
A
\J

(DX)w (Dx)e

Fi1G. 5.8 — Schéma du volume de controle dans le cas bidimensionnel.

son intégralité ;

e les cellules sont toutes fermées;

e les flux & travers les faces des cellules doivent étre calculés indépendamment
des cellules ou ils sont considérés;

e le modele choisi doit étre stable et convergent.

L’avantage de cette méthode de volumes finis par rapport aux autres méthodes
numériques est qu’elle est conservative : tout ce qui sort d'un volume de controle
entre dans un autre.

Pour expliciter ’application de cette méthode, considérons ’équation générale
de transport qui s’écrit pour une propriété ¢, comme suit :

9 (po)

5 + div (ppu) = div([', grad ¢) + S, (5.26)

En d’autres termes :

(variation de ¢ dans un) + ( flux net de ) _ (Variation de ¢ dﬁe) + (variation de ¢ dﬁe)

élémentde fluide \l’élément de fluide a la diffusion aux sources

' Vv NV
terme convectif terme diffusif terme source
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Tel que I'y, représente le coefficient de diffusion et S, le terme source.

La résolution de I’équation (5.26) par la méthode des volumes finis, réside es-
sentiellement dans 'intégration de celle ci sur un volume de controle :

0
/cv %dv + /Cv div (pou) dv = /w div(I'y grad ¢)dv + / Sedv (5.27)

Ccv

5.4.1 Etapes de résolution par la méthode des volumes finis
Maillage

Cette étape permet la subdivision du domaine considéré en grilles longitudi-
nales et transversales dont I'intersection représente un nceud. La discrétisation du
domaine est obtenue par un maillage constitué d’un réseau de points (noeuds) de
telle sorte qu'un élément de volume (volume de controle) est défini autour de chacun
de ces noeuds. Les frontieres du volume de controle (w et e) (dans le cas monodi-
mensionnel) sont placées a mi-distance des deux noeuds adjacents (W et F) du
neeud P (figure (5.9)). La distance entre les nceuds W et P et celle entre les noeuds
P et E est notée respectivement par dxyp et drpp. Aussi, on note par dz,p la
distance séparant w et P et par dxp. la distance séparant P et e. Chaque volume
de controle a pour longueur Ax = dx ..

Discrétisation

Dans le cas bidimensionnel, I’équation de transport s’écrit sous la forme :

0<p¢)+8(0¢U)+3(0¢v) _ 9 06, 0 0

= —Ty=—)+ —Ty=— 2
ot E o~ or\ar) T g, \Teg,) T (5:28)
Cette équation peut s’écrire sous forme simplifiée :
d(po 0 0
(at ) %(Jx) + 8_y(Jy> = 5 (5.29)

Jr = pou — F¢@
Avec :
{ Jy = pov — Faé_g

J, et J, sont les flux totaux (convection et diffusion) par unité de surface dans
les directions z et y.
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dxwe dxpe
-4 -
dXwp dXpe
- |

I
- 0 -

m

W P e

Dx=dxXwe

O  Noeud principal

@® Noeuds adjacents

] Volume de contrble

F1c. 5.9 — Configuration du maillage en 1D en volumes finis.
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L’idée principale dans cette étape est 'intégration de ’équation de transport
permettant ainsi la transformation de I’équation différentielle de transport en un
systéme d’équations algébriques. L’intégration de 1’équation (5.29) sur le volume
de controle et sur un intervalle de temps At est donnée par :

t+At [3 P¢ t+At t+At e n
/ / / ——=dxdydt+ / / / ( )da:dydt / / / Sedrdydt
Ji w Js t w Js .

-

I 111
(5.30)

[’approximation de cette équation sous forme algébrique impose la prise en
compte de quelques hypothéses :

e La variable généralisée ¢ varie linéairement entre les noeuds principaux entre
les deux directions ;

e Les termes diffusifs et convectifs sont uniformes a travers les faces correspon-
dantes;

e Le terme source est uniforme sur le volume de controle.

e Discrétisation temporelle

Dans ’équation (5.30), le terme de dérivée temporelle (1) est intégré entre I’ins-
tant t et t + At, pour tout le volume de controle, ainsi :

Jz/ttwa r9) / / dwdy /HAtag’d))dmv lopb, AT AV (5.31)

Sachant que l'indice P représente un noeud principal et (W, E, S, N) les facettes
entourant ce dernier, l'intégration temporelle des termes (I1) et (I11) est approchée
selon la formule suivante :

t+At
/ gudt = (5072 + (1= 8)¢l) At,  i= P, E,W,5, N (5.32)
t

Ou J est un parametre compris entre 0 et 1, trois schémas sont distingués suivant
la valeur de ce paramétre.
* Schéma explicite

Lorsque ¢ vaut 0, ce schéma permet de calculer la variable ¢4 en fonction
de la valeur de la variable ¢! (i = E,W, S, N) a I'instant ¢. Cette méthode est re-
commandée pour traiter les écoulements non permanents parce qu’elle est reconnue
robuste. Cependant, compte tenu de son faible degré de précision, il est préférable
de ne pas employer des pas de temps élevés[79].

* Schéma de Cranck-Nicolson
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Lorsque 0 prend la valeur 0.5 le calcul de la valeur de la variable ¢t2* dépend
aussi bien de ¢! que de ¢f+At. Ce schéma impose le respect d’un critére de stabilité
comme il nécessite une grande capacité de stockage des données et reste fiable pour
des pas de temps relativement petits [86].

* Schéma implicite

Dans le cas ou ¢ vaut 1, la valeur de ne peut étre calculée directement et
le schéma est dit implicite. Ce schéma est inconditionnellement stable.

A
¢Z+ t

e Discrétisation spatiale

L’intégration du flux total représentant le terme diffusif et convectif (termell)
dans I’équation (5.30) entre les instants ¢ et ¢ + At, pour tout le volume de controle
est donnée par :

t+At e n
]I:/ // < )dxdydt (5.33)
t+At
= dt/ dy 8J /dx/ 0J )dy)

(Je T AyAt+(J” T5) AzAt

0Jy +8J
dy

Jo = JiAy Jn = J Az
Jw = JY Ay Js = J; Az

La forme intégrale du terme de flux total se réduit a :

En posant :

II = (J.— Jy+ Jn — J,)At (5.34)

L’intégration du terme source (I11) de I’équation (5.30) entre ¢ et t + At dans
tout le volume de controéle est donnée par :

t+At e n
II] = / { / / S¢d9:dy] dt (5.35)
t w s

En admettant I’hypothése que le terme source est uniforme sur le volume de
controle, nous trouvons :

t+At e n 3
1] = / Sy { / / d:vdy} dt = S,AV At (5.36)
t w Js

Ou S, est la valeur moyenne du terme source sur le volume du volume de
controle.
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Par suite la forme stationnaire de 'équation (5.30) est donnée par :

Jo— Ju+ Jy— Js = SsAV (5.37)

ou : J, = <p¢v - Fa—¢)

Pour évaluer les termes des flux totaux J;(i = e, w, s,n) sur les quatre facettes
du volume de controle, différents schémas ont été proposés.

o Schéma aux différences centrées

Ce schéma permet d’approcher les termes diffusifs par un calcul simple des
différences entre les valeurs de la variable sur les faces du volume de controle comme
il permet d’approcher les termes convectifs par interpolation.

En effet, les termes diffusifs sont donnés par :

T 3¢>|e =T, ¢oE—9p

€0z ( )
=T,
TR e
ob| dN—b (5.38)
Tngyln =Tn éfsmf
r 3«5’ =T, ¢P ¢s
sy ls

Et les termes convectifs sont donnés par :

gbe = %((QSE + ¢P))

¢w = 5 ¢P + ¢W

On = g(d)z\/ + ép) (5.39)
¢s = 5(0p + ¢5)

En remplagant (5.38) et (5.39) dans I’équation (5.37), nous obtenons un systéme
pentadiagonale et la forme finale de ’équation discrétisée sur chaque volume de
controle est donnée par :

aptp = apdp + awdw +andy +asgs + b (5.40)

Ol ay, ag, aw, ay et ag sont les coefficients de convection-diffusion et b le terme
représentant le terme source et les termes explicites issus du schéma, avec :
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ap:aE—i—aW—l—aN—i—aS—SpAV

(5.41)

ngm

D,
=Dy,
D,

D+

Mlpwqul\?k le

D, = % est un terme positif qui représente la conductance de la diffusion et
F; = pu; le flux massif convectif par unité de surface.

L’introduction du nombre adimensionnel dit ‘Peclet’, défini par :

F; PUOT;
P,=—= 5.42
D, T (5.42)

permet d’examiner la convergence de la solution numérique. Ce nombre re-
présente le rapport entre les flux de convection et de la diffusion dans la maille
numérique considérée. C’est un indicateur sur le type d’écoulement traité. C’est
un schéma qui est rarement sollicité pour le terme de convection car il n’est pas
capable d’identifier la direction de I’écoulement et ne donne des solutions réalistes
que dans des conditions bien précises (nombre de Peclet inférieur a 2). En effet,
dans le cas des écoulements ot la convection domine sur la diffusion, le Peclet peut
atteindre des valeurs dont le module est supérieur & 2; dans ce cas les conditions
de convergence du schéma seront défavorables.

Les coefficients de ’équation (5.41) exprimés en fonction du nombre de Peclet
(Pe) sont donnés par :

) (5.43)

e Schéma de discrétisation amont «upwind>»

L’un des schémas les plus utilisés dit schéma «upwind>» est fondé sur un poly-
nome de premier ordre. Ce schéma est utilisé pour exprimer le flux de convection,
les valeurs discrétes de ¢ sur les faces du volume de controle, sont exprimées en
fonction des valeurs de ¢ aux nceuds voisins, ainsi :
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e = Fic(gbp max(F,,0) — ¢p max(—F,,0))
Ou = Fl (¢pw max(F,,0) — ¢p max(—F,,0))
On = n(gf)p max(F,,0) — ¢y max(—F,,0))
¢S = Fls(¢5 HlaX(Fs, 0) - ¢P maX(_Fsa 0))

Le systeme a résoudre est : a,¢, = ap@r + awdw + anon + agps + b. Dans ce
cas les coefficients de convection-diffusion sont donnés par :

ag = D, + max(—F,,0)
aw = D, + max(F,,0)

ay = D,, + max(—F,,0)
as = Dy + max(Fj,0)

(5.44)

(5.45)

Le schéma «upwind» est une approximation qui garantit un certain réalisme
physique des équations de ’écoulement. Ce schéma favorise les conditions de stabi-
lité et de convergence d’autant plus que le Peclet a son module important. Cepen-
dant, 'ordre inférieur du polyndéme utilisé peut introduire des erreurs numériques
considérables surtout dans le cas des écoulements bidimensionnels ou tridimension-
nels [86, 66].

e Schéma Hybride

Ce schéma est celui de Spalding [100], il est fondé sur la combinaison des deux
schémas de discrétisation «centré» et «upwind». L’approximation de la variable
généralisée ¢ aux différentes interfaces du volume de controle est donnée par :

Pe = Qep + (1(_ Q) 925)E

¢w:aw¢ + 1_aw gb

¢n = an¢pw+ (1 - an) ¢NP (5.46>
¢s = a5¢5 + (1 - as) QSP

Ou les coefficients (o, i = e, w, n, s) sont donnés par :
0 si Po<—=2  (Schéma Upwind)
o =1 3 | Po| <2 (Schéma centré) (5.47)
1 si Po>2 (Schéma Upwind)

Le systéme a résoudre reste le méme : a,¢, = ag¢r +awdw +andn +agps+b
, ce sont les coefficients de convection-diffusion qui différent selon le schéma, ainsi :
ap = max(—F,, D,

)
aw = max(F,, D, — F2 0)
ay = max(— Fn,D F" ,0)
as = max(Fg, D O)

(5.48)

112



Ce schéma est reconnu fiable pour la prédiction pratique des écoulements. Son
unique limitation est son ordre de précision de premier ordre.

e Schéma Loi de Puissance

Le Schéma Loi de Puissance «Power Law Differenting Sheme» [86] est recom-
mandé seulement dans le cas unidimensionnel ol son approximation produit une
solution précise et meilleure que celle du schéma hybride. Dans ce schéma lorsque le
nombre de Peclet dépasse 10, la diffusion est prise égale & zéro. Lorsque 0 < P. < 10
, le flux est évalué par une expression polynomiale. Par exemple pour la facette Est
(e), le coefficient de convection-diffusion ag est approché par :

—P..D, , si P, < —10
_J (1+0.1P..)° — P..) D, si. —10< P,.<0
=9 (1-0.1P.)°D, , si 0< P, <10 (5-49)
0, si P..> 10

92 . . s . , 92 . s o
L’équation de discrétisation de ce schéma s’écrit aussi : a,¢, = ag@p + awow +
aNpn + asps + b ,avec :

ap = D.max(0, (1 — 0.1 |P,..|)®) + max(—F,0)
aw = Dy, max(0, (1 — 0.1|P,,]|)°) + max(F,,0)

an = D, max(0, (1 — 0.1|P.y|)?) + max(—F,, 0) (5.50)
as = Dymax(0, (1 — 0.1|P,|)°) + max(F, 0)
fW fe
0 —— | o —
W E EE
w P e

F1G. 5.10 — Position du noecud du c6té amont 1D.

e Schéma de différentiation quadratique «QUICK Schéma»

En vue d’augmenter la précision du schéma numérique, le schéma Quick basé
sur une interpolation quadratique a été proposé [64]. La valeur de ¢ est obtenue en
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utilisant une fonction quadratique passant par deux noeuds (en chaque face) et un
noeud du coté amont (figure (5.10)). Par exemple sur la face Est :

o= {

Ou CF représente le facteur de correction de la courbure (pour ce schéma
CF=1/8). Ce schéma est caractérisé par une erreur de troncature de troisiéme
ordre.

(¢ + ¢p) — CF (¢ — 20p + dw) si Fo>0

(65 + ¢p) — CF(dp — 205 + dpr)  si Fo <O (5.51)

D [ =00 [ =

Pour éliminer toute oscillation introduite par la discrétisation d’ordre élevé, la
méthode ‘ULTIMATE2D’ «Universal Limiter for Transient Interpolation Modeling
of the Advective Transport Equations» est utilisée. Cette méthode est basée sur un
schéma de troisiéme ordre pour les termes de convection en appliquant un limiteur
de flux universel, elle utilise ’approche de diagramme des valeurs normalisées NVD
«Normalised Diagram variables» introduite par Gaskell et Lau[41] et développée
ensuite par Leonardi [65].

5.5 Couplage LBM non uniforme a la méthode
Volumes finis

La méthode LBM dans cette partie est congue pour le calcul des champs de vi-
tesses. Le passage du maillage uniforme & un maillage non uniforme vise a optimiser
les calculs en terme de précision alors que l'introduction d’une méthode classique
telle que la méthode des volumes finis optimise les calculs en terme de gain en temps
de calcul[5, 93]. En effet, la méthode des volumes finis est utilisée pour la discrétisa-
tion de I’équation d’énergie, les termes diffusifs sont discrétisés a ’aide d’un schéma
centré et un schéma Quick associé a un limiteur de flux de type ULTIMATE est
utilisé pour les termes convectifs. Un schéma d’Euler implicite d’ordre 2 est utilisé
pour la discrétisation temporelle. L’équation de transport associée & des conditions
aux limites adéquates est réduite alors & un systéme linéaire résolu par ’algorithme
classique de Thomas pour les systémes tridiagonaux (TDMA).
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5.6 Reésultats numériques

5.6.1 Probléme de changement de phase avec conduction

Dans une premiere simulation par la méthode hybride couplant la méthode LBM
et celle des Volumes Finis, nous nous proposons de simuler le probléeme de Stefan
dont la formulation mathématique est explicitée précédemment et dont la solution
analytique existe.

Pour simuler ce probléme de Stefan, adoptons la géométrie indiquée sur la figure
(5.11). Considérons une cavité rectangulaire semi- infinie de rapport de forme 0.04,
remplie d’'un matériau caractérisé par un nombre de Stefan Ste = 1.2, et dont
les parois sont adiabatiques sauf la paroi gauche qui est froide. Considérons un
maillage réseau 125x5 dont les parameétres utilisés sont explicités sur le tableau
(5.2). Le transfert de chaleur est seulement da a la conduction.

Température
froide

Adiabatique

» Adiabatique

Sens de progression de
l'interface solide/liquide

FiG. 5.11 — Géométrie adoptée pour le probléme de Stefan

En tracant I’évolution de la position du front de solidification en fonction du
temps, comparons les résultats numériques a ceux analytiques. La figure (5.12)
montre une bonne concordance des résultats numériques (LBM-FV) avec les es-
timations analytiques pour une valeur de A\ = 0,445. L’erreur introduite par la
considération d’'une longueur finie de la cavité reste négligeable pour des positions
de 'interface ne dépassant pas une limite maximale. Ainsi, cette validation montre
la capacité de la méthode a décrire avec précision I’évolution de I'interface solide-
liquide en mode conductif.

Nous nous sommes intéressés par la suite aux effets du nombre de Stefan ; c’est
a dire aux effets de la variation de la chaleur latente sur ’évolution de la position
de l'interface solide-liquide.
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0,10-

0,05- . L
—=— solution numérique

Position de l'interface

——solution analytique

0 500 1000 1500 2000 2500
Temps (lu)

FiG. 5.12 — Comparaison des résultats numériques LBM-VF aux résultats analy-
tiques
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Position de l'interface

)

01 - ————————
100 Temps (lu) 1000

Fic. 5.13 — Evolution de la position du front de solidification en fonction du temps
pour différentes valeurs du nombre de Stefan
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La figure (5.13) montre que la progression de l'interface solide-liquide est freinée
par 'augmentation de la chaleur latente (diminution de la valeur de Stefan).

5.6.2 Probléme de changement de phase avec convection

Pour simuler le cas de la convection thermique par la méthode hybride LBM-
VF, considérons une cavité carrée remplie d’un fluide caractérisé par un nombre
de Prandtl (Pr = 7.36) et portée a une température chaude adimensionnelle
(T = 0.33). Nous avons appliqué brutalement une température froide 7' = —0.67
aux frontieéres. La température de fusion est prise égale a 0. Le phénomeéne de chan-
gement de phase (solidification) du fluide est étudié pour différents nombres de

Rayleigh. Pour ce faire, nous avons considéré la géométrie indiquée sur la figure
(5.14) :

4m
-
Tc = -20°C
A A
o &
e | Pr=7.36 e
< | 0 Ti=10°C n{<
= =
\ y
Tc = -20°C
-
4m

FiG. 5.14 — Géométrie adoptée pour le probléme convectif

Le phénomeéne de changement de phase (solidification) du fluide, dans le cas
convectif, a été étudié pour différents nombres de Rayleigh. Pour les nombres de
Ra < 10%, les mouvements convectifs sont trés faibles et n’affectent pas la cinétique
de changement de phase. Ce qui est bien illustré dans les figures (5.15) et (5.16).
Cependant, pour les Ra > 107, les mouvements convectifs développés au sein de la
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zone fluide améliorent ’échange thermique entre les deux phases et accélérent par
conséquence le processus de solidification.

[ RY

L=

;;;;;;

Temps (iu)

FiG. 5.15 — Evolution globale de la température maximale

Pour Ra > 107, les mouvements convectifs développés au sein de la zone fluide
améliorent 1’échange thermique entre les deux phases et accélérent par conséquence
le processus de solidification. La fraction liquide totale évolue suivant une loi ex-
ponentielle figure ((5.16)). La figure (5.17) montre la progression du processus de
solidification pour Ra = 108 & travers la variation interfaces et champs de vitesses
en différents instants de la solidification.
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Ra=10
—v—v¥— Ra=10"
2] —r—+— Ra=10"
] —%—%— Ra=10
o— Ra=10°

Fraction g oide
|
u

Temps {iu)

Fic. 5.16 — Evolution temporelle de la fraction liquide totale

t =15000(Iu) t=101312(lu) t =230000(1u) t =337500(1u)

Fi1G. 5.17 — Interfaces et champs de vitesses en différents instants de la solidification
pour Ra = 108,
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Pour mettre 'accent sur ’effet du nombre de Stefan sur I’apparition des cellules
convectives, et ainsi sur I’évolution temporelle de la fraction liquide, nous avons
simulé le phénoméne de changement de phase pour Ra = 108, pour différentes
valeurs du nombre de Stefan (figure (5.18)).

Ste=1.0 & Ra = 10°
t =15000(lu) t =101312(lu) t =280000(lu) t =537500(lu)

Fi1G. 5.18 — Interfaces et champs de vitesses en différents instants de la solidification
pour différents nombres de Stefan

Aussi, en tragant 1’évolution de la fraction liquide en fonction du temps pour
différentes valeurs du nombre de Stefan, remarquons que plus ce dernier augmente
plus I'évolution de la fraction liquide devient rapide comme illustré sur la figure
(5.19).
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—&h——a— Ste =01
— %——%— Ste =05
—e——ee— Ste =10

Fraction liquide

FiG. 5.19 — Evolution temporelle de la fraction liquide pour différents nombres de
Stefan.
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé une méthode hybride couplant la mé-
thode de Boltzmann sur réseau non uniforme (TLLBM) a la méthode de volumes
finis. La méthode LBM est implémentée pour le calcul du champ de vitesses alors
que la méthode des volumes finis a été concue pour le calcul de la température.
En effet, nous avons introduit la méthode non uniforme de Boltzmann sur réseau
(TLLBM) pour avoir la possibilté de raffiner le maillage dans les zones necessitant
un traitement particulier. Ainsi, nous avons validé notre code en comparant nos ré-
sultats avec des résultats de référence relatifs a une cavité carrée différentiellement
chauffée sans changement de phase puis dans une cavité allongée pour la fusion du
Gallium.
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Conclusion générale et
perspectives

Dans cette thése nous avons étudié la méthode de résolution Boltzmann sur ré-
seau (Lattice Boltzmann) aussi bien dans son contexte analytique que numérique.
Dans une premiére partie, aprés une bréve introduction afin de situer cette mé-
thode relativement aux autres méthodes CFD, nous avons présenté en détail les
fondements de base de la méthode LBM, a savoir sa relation directe avec la théorie
cinétique des gaz et la mécanique des fluides ainsi que sa dérivation des méthodes
d’automates cellulaires, notamment les modeles HPP et FHP.

Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés a l’application de la
méthode LBM aux problémes de diffusion & une dimension et deux dimensions
d’espace. Les différentes étapes a suivre pour simuler un probléme physique ont été
explicitées.

Le développement d’un nouveau modele LBM pour I’étude des phénomeénes avec
transmission a l'interface a fait 'objet d’une troisieme partie. Ce modeéle (modéele
IP) fondé sur le calcul des images des particules a I'interface de passage d’un milieu
a un autre, a été appliqué pour traiter la résistance thermique de contact (RTC)
et pour résoudre un probléme de changement de phase; le probléme de Stefan. En
effet, pour la RTC, ce nouveau modéle a été validé dans le cas bidimensionnel en
comparaison avec un autre modele, dit modele PBB(Partial Bounce Back) et un
modele analytique dans le cas transitoire. Il a été démontré que ce modeéle reste
valable aussi dans le cas du régime établi. Ainsi, ce modéle (IP) nous a permis de
traiter le déplacement et la déformation de I'interface de séparation entre les deux
phases solide-liquide. Dans le cas du probléme de Stefan 1D, les résultats obtenus
sont validés par comparaison avec la solution analytique. Nous nous proposons dans
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le futur, une généralisation de ce nouveau modeéle pour I’étude des problémes de
transmission & l'interface aussi bien en dynamique qu’en thermique ainsi que le
couplage avec le changement de phase et la résistance thermique de contact. Aussi,
ce modele peut étre amélioré pour le traitement des conditions aux limites d’une
surface courbe.

Dans une quatrieme partie, nous avons développé une méthode hybride cou-
plant la méthode de Boltzmann sur réseau non uniforme & la méthode des volumes
finis pour traiter des problémes de changement de phase. La méthode LBM a été
concue pour le calcul des champs de vitesses. Le passage d’un maillage uniforme a
un maillage non uniforme vise & optimiser les calculs en terme de précision alors
que l'introduction d’une méthode classique telle que la méthode des volumes finis,
utilisée pour la discrétisation de 1’équation d’énergie, vise a optimiser les calculs en
terme du gain de temps de calcul. Comme premiére simulation de cette méthode
hybride nous avons opté pour la cas bidimensionnel du probléme de Stefan, ce qui
nous a permis de valider nos calculs. Par la suite nous nous sommes intéressés a
I’étude d’un probléme diphasique solide-liquide que nous avons validé en compa-
raison avec des références relatives a une cavité carrée différentiellement chauffée
sans changement de phase puis dans une cavité allongée pour la fusion du Gallium.
Ainsi, I'extension de cette méthode hybride pour étudier la cinétique de changement
de phase solide-liquide dans des configurations de croissance cristalline complexes,
serait efficace.
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Annexe : Algorithme de Chapman
Enskog

De grands efforts, en théorie cinétique, ont été consacrés a la résolution de
I’équation de transport, ainsi ’équation de Boltzmann.

Des noms exceptionnels sont associés a cet effort : Boltzmann, Maxwell, Hilbert,
Chapman, Enskog et Grad, etc. Une méthode de perturbation pour résoudre I’équa-
tion de Boltzmann est la procédure suivie par Chapman- Enskog. Cette méthode
fournit des solutions normales de I’équation de Boltzmann.

Développement de Chapman—Enskog et solution
normale

La procédure de Chapman- Enskog est une méthode pour résoudre 1’équation de
Boltzmann par développement asymptotique et pour passer des équations régissant
I’état mésoscopique aux équations macroscopiques du systéme. Pour ce développe-
ment, il est nécessaire d’introduire formellement un petit parameétre de développe-
ment pour lequel celui-ci soit valide, supposant ainsi un faible écart a 1’équilibre
local.

Le parameétre utilisé dans cette procédure est le nombre de Knudsen K, .

K, = (6.1)

Ou ¢ est le libre parcours moyen (représente la distance moyenne parcourue
par une molécule entre deux chocs intermoléculaire) et L est ’échelle de longueur
macroscopique typique du systéme.

K, doit étre petit pour que la description hydrodynamique soit valide.

126



A coté de ¢ et L, d’autres paramétres du systéme sont importants tels que le
temps a 1’échelle macroscopique, 7, et le temps a ’échelle microscopique 7 qui est
I'intervalle de temps entre deux collisions successives.

Si on se restreint au régime ou :
0(¢) = 0(=) = O(=) = O(v) (6.2)

Cette écriture montre bien que l'importance de la vitesse microscopique, & ,
est de méme ordre que celle de la vitesse macroscopique, v et notons que / est

-1

2
. N i . . ~
proportionnel & (fn—g) , une analyse dimensionnelle montre que le terme & gauche

de Péquation de Boltzmann est de l'ordre de (79)~' et %, alors que le terme de
collision est de ’ordre (mio)vrg = . En comparant les deux parties de '¢quation

de Boltzmann, il est possible d’introduire un petit parameétre € tel que :

Df of of 1
D= e~ W) (63)

Le parameétre e = K, est introduit pour obtenir des équations successives du
méme ordre.

Pour résoudre 'équation ci-dessus, supposons que la dépendance entiére du
temps de f(r,I',t) est seulement contenue dans les variables thermodynamiques
p, v et T. Ainsi, la fonction f(r,I',t), au lieu d’étre fonction de temps ¢, elle est
traitée comme fonction de p, v et T'. Cette hypothése de Chapman-Enskog méne
formellement au remplacement :

f(r.&t) = f(r,&, p,0,T) (6.4)

Dans cette procédure de Chapman-Enskog, une solution de la forme suivante
est cherchée :

f(rt) = fO@r )+ & fO ) + Ef D t) + EFD(rt) + .. (6.5)
— f(eq) (r, t) + f(neq) (r, t)

- ie" £ (1)

En remplacant f(r,t) par son développement dans 1’équation de Boltzmann
(2.17) nous trouvons :

1 p
/ ef@ | ¢ |=| (6.6)
(€ —v)? 3pRT



1
/dgf(”) . 3 =0,n>1 (6.7)

— U)2

Notons que f, comme fonction de 7, £ et t n’est pas développée en séries de
fonctions de e.

En fait £ dépend de e d’une maniére complexe seulement & travers les variables
thermodynamiques p, v et T.

Puisque : f(r,&,t) — f(r,& p,v,T)

it - OF _ 0f9p 4 Of0v 4 Of OT 1, Lol -
Soit = 5F = 9,0t T ovor T ar a0 bien que les moments def , i.e. : p, v et € ne

sont pas des développements de ¢, leurs dérivations le sont.

Par substitution du développement de f, les équations des moments de f de-
viennent :

dp
E + V.(,OU) =0 (68)
ov 10 Ry (n)
E = —’U.V’UZ‘ + ;a_(lj] EO € Uij (69)
oT 2 Z+°° ns () OV (n)

(n)
N 21 _ (n _625 1
ou : {&rz)}_fdff()[ &?ﬁgm]

Pour la commande appropriée des limites des termes de 1'ordre O(e™), 'opéra-
teur g—’; est introduit :

dp — _yy (

r=—V.() ' (6.11)
{ G =0n>1
P v 1 059
0 — —.Vu; + -2
ot . p Oz (612)
Onv; 16‘7¢j >1
ot — p oz’

ot 3Rp tj Ox j

BT = 2 (oW T Q) n > 1

{ WL = VT + 52-(0) 00— v.QO) 6.13)

tj Ox;j
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En utilisant les notations ci-dessus, nous pouvons écrire :
Omp O v 0 0,T 0 )
O, — nem 6.14
Z Zatap b o o o (6.14)
=y
—~ ot

Donc le terme & gauche de 1’équation de Boltzmann devient :

Of  Of <= . 0nf f ZDnf
o T = G )_ZETt (6.15)

n=0 n=0

alors que le terme & droite est :
1 1 <2 &
~C(f) = EC(f(O)) Y ety o, fem) (6.16)
n=0 m=0

Ou C(f) et C(f©) sont définies par I'équation (2.19), et C(f™, ™) par :

C(m, f7) = — / 4Sde, |6 — €1 [/ (€ 0 F P (€ t)  (6.17)
+ f(n)(r7 5,7 t)f(m)(rv 517 t) - f(m) (Tv f, t)f(n)(ra 517 t)
— fOr, &) F (r, 60, 1)]

L’ensemble d’équations de f(™ peut donc étre obtenu en faisant 1’égalité des
termes du méme ordre que le parametre e. Nous allons dériver deux solutions
une dite du premier ordre et I'autre du second ordre en utilisant ’algorithme de
Chapman-Enskog.

Solution du premier ordre

En considérant les termes d’ordre O(¢~1) , nous obtenons ’équation du ler ordre
du développement de Chapman-Enskog :

C(f®)y=0 (6.18)



Suite aux conditions données par I’équation (6.6) et (6.7), I’équation du premier
ordre méne immédiatement au fait que f(© est la fonction de distribution locale de
Maxwell- Boltzmann.

Cette solution du premier ordre est en effet une conséquence directe du théo-
réme H de Boltzmann. Ainsi 'approximation du premier ordre méne aux équations
gouvernant le mouvement d’un fluide non visqueux, i.e, équations d’Euler.

Solution du second ordre

[’équation du second ordre est obtenue en faisant I’égalité des termes de 'ordre
O(€%) , cette équation est fonction de f™)

Dof _

(0) (1) (1) £(0)
S = OO, D) + O £ ) (6.19)

= 20(£, £) = 2f1Lo(6")

ou, ) = % et 'opérateur linéaire est donné par :
1
La@) = - [ dsdes s = €l fle) @ + o7 = 60— o") (620

La solution de I’équation (6.19) n’est pas aussi triviale que celle de I’équation du
ler ordre, c’est un processus plutdt délicat, pour ce fait nous allons nous contenter
de quelques résultats.

Puisque f© = f;, est connue le terme 2oL depend seulement de (). On peut
donc écrire exphcltement en fonction de p, v et T et leurs dérivées :
Dy f dp 0 oOv 0 JT 0 0
— = —.— — 21
Dt <8t8p+0t o0t arar TV (6:21)
Iz ov;
= 0 0 ikl 5~ SOkSOL
2RT((S (D+2)RT)&.VInT + S f o)
§o v
= (555 — —)50 VInT + - (50250 5 i ) )
2RT J 0~ ]

L’équation non homogene (6.19), a une solution dans I’espace tridimensionnel :

f © dv;

Ly

fV=- 7 (A&, 7).V InT + B(&o. T) (€oio; — 50 %) 5.) (6.22)
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ou A(&,T) et B(&,T) sont les solutions respectives de :

S O

~Lo(A%o) = (5595 — 3)éo (6.23)

— L (B-(80ioj — éf{%z’j)) = &0i§oj — %535@-

Résoudre ces équations est une tache difficile aussi pour les potentiels inter-
molécules simples que pour les potentiels dans des sphéres rigides.

Une fois f1) est obtenue, afjl ) ainsi que Q) peuvent étre calculés facilement
et donc il serait facile de calculer les coefficients de transport correspondants; la

viscosité cinématique v et la conductivité thermique £ :

15 RT / deSgAfL (6.24)

k= At (6.25)

6RT

Par conséquent, I’équation incompressible de Navier Stokes a été dérivée ainsi
que les coefficients de transport correspondants, & partir du développement de
Chapman-FEnskog.
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Nomenclature

Nomenclature Latine

p pression (Pa)

H enthalpie

T température (K)

T.  température froide (K)

T, température chaude

t temps ()

u vitesse macroscopique, ab (ms™1)

v vitesse macroscopique (ms!)

Cq célérité du son du réseau

cp chaleur spécifique & pression constante (J.kg— 1. K1)
Cy chaleur spécifique & volume constant (J.kg~'. K1)
e valeur de vitesse nodale (unité)

f fonction de distribution

f, fraction solide

f; fraction liquide

fed fonction de distribution a 1’équilibre

g constante de pesanteur (m.s™2)

132



Longeur (m)

chaleur latente massique (J.K ')
hauteur (m)

conductivité thermique (W.m 1. K~1)
flux thermique (W)

constante du gaz parfait (J.mole . K1)
énergie (J)

moment (modele MRT de LBM)

Ty température de fusion

5 H®me xome o

Nomenclature grecque

diffusivité thermique (m?.s71)

coefficient de dilatation thermique
énergie interne, précision de calcul
constante, solution de Neumann
viscosité dynamique (kg.m—t.s71)
temps de relaxation adimensionnel
viscosité microscopique (unité)
viscosité cinématique (m?.s71)
masse volumique (kg.m=3)

opérateur de collision

S T S M YT o> 0w D

symbole de kronecker

Nombres adimensionnels

Ma  nombre de Mach Ma = CL
Pr  nombre de Prandt Pr=2
Ra  nombre de Rayleigh Ra = LATI3

Re  nombre de Reynolds Re = %
Ste  nombre de Stefan Ste = %



Indice

S solide
| liquide
i direction selon x
j direction selon y

k  direction selon z
eq équilibre

in entrée

out sortie

init initiale

Abréviations

BGK  Bhatnagar, Gross et Krook (modéle)

HPP Hardy, Pazziz, Pomeau (modéle)

FHP Frisch- Hasslacher- Pomeau (modéle)

DF Différences finies (méthode)

EF Eléments finis (méthode)

LB Lattice Boltzmann

VF Volumes finis (méthode)

BR Boltzmann sur réseau

DnQm Type de modeéle LB, (n : dimension, m : nombre de vitesses discrétes)
EDP Equations aux Dérivées Partielles

RTC Reésistance Thermique de Contact

Termes en anglais

BC Boundary Conditions
LBM Lattice Boltzmann Method
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LGA  Lattice Gas automata
MRT  Multiple Time Relaxation
CFD  Computational Fluid Dynamics(méthode)
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Résumé

Dans ce travail de these, le transfert de chaleur et de masse est modélisé numériquement par la
méthode de Boltzmann sur réseau (Lattice Boltzmann). Dans un premier temps, les fondements
de base de cette méthode numérique sont présentés. Une attention particuliere est donnée a
I'application de cette méthode aux problemes de diffusion multidimensionnels. Dans un second
temps, I'extension de la méthode de Boltzmann sur réseau est traitée: d'une part pour résoudre les
phénomenes de transmission a l'interface, d'autre part pour résoudre un probléme diphasique
solide-liquide par I'élaboration d'un couplage entre la méthode LBM non uniforme et la méthode
des volumes finis.

Mots clés : Methode de résolution Boltzmann sur réseau, gaz sur réseau, diffusion, interface
solide-liquide,

Abstract

In this thesis, we formulate and implement the numerical modeling of the heat and the mass
transfer by the Lattice Boltzmann method (LBM). In a first part we present the basic foundations
of this numerical method. Particular attention is given to the application of this method to
multidimensional diffusion problems. In a second part we treat an extension of the Lattice
Boltzmann method: firstly to solve the transmission phenomena at the interface, secondly to
solve a two-phase solid-liquid through the development of a coupling between the non-uniform
LBM method and finite volume method.

Key words: Lattice Boltzmann method, lattice gas, diffusion, solid-liquid interphase





