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DEFINITION D’UN SYSTEME CHAOTIQUE :

La théorie du chaos traite des systémes dynamiques rigoureusement déterministes, mais qui
présentent un phénomene fondamental d'instabilité appelé « sensibilité aux conditions
initiales » ce qui les rend non prédictibles en pratique sur le « long » terme.

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme
dynamique défini par des équations deterministes. Du point de vue mathématique la notion

générale de systeme dynamique est définie & son tour a partir d’un ensemble de variables qui

forment le vecteur d’état X ={x, € R},i=1...n ot n représente la dimension du vecteur. Ce

jeu de variables a la propriété de caractériser complétement I’état instantané du systéme
dynamique générique. L’ensemble de tous les états pouvant étre pris par le systeme s’appelle
I’espace des phases. Le processus évolue de maniére déterministe si ses états futurs sont
caractérisés par la connaissance de son présent et de ses états passés. En conclusion, la notion
de déterminisme provient du fait que le systeme considéré est completement caractérisé par
son état initial et sa dynamique.

De maniére générale, on peut classer les systemes dynamiques chaotiques en deux catégories :

Systéeme dynamique a temps continu.

Systeme dynamique a temps discret.

Un systtme dynamique en temps continu est décrit par un systéme d’équations

différentielles :

X(t)=F(x(t),t) @
ou F:R"xR*+—>R" désigne la dynamique du systéme. Si on associe a cette dynamique un
état initial : x, =x(t;), pour chaque couple choisis(X,,t,)on peut identifier une solution
unique du systeme définie a 1’aide de 1’équation (1). L’évolution des ensembles d’états
successifs du systeme a chaque instant t, s’appelle trajectoire. Les systémes de Rossler [1] et

de Lorenz [2] sont parmi les systéemes dynamiques chaotiques les plus connus. Le systéme de

Lorenz est défini par les équations suivantes :


http://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_dynamique
http://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9terminisme
http://fr.wikipedia.org/wiki/Instabilit%C3%A9_(homonymie)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Sensibilit%C3%A9_aux_conditions_initiales
http://fr.wikipedia.org/wiki/Sensibilit%C3%A9_aux_conditions_initiales
http://fr.wikipedia.org/wiki/Hasard
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du
E—O’(V—U)
ﬂz—uw+p.u +V
dt
OI—W:uv+ﬂw (2)
dt

ou u,v et w sont les variables d’état du systéme, o, p et f sont les parametres réels. Les
parametres et les conditions initiales de 1’équation (2) ont été choisis de la maniére suivante :
o =10; p=28; S =2.5avec (Up, Vo, Wp) = (1.5, 4.8, 19.5). On observe que la dynamique du
systéme de Lorentz donnée par (2) est indépendante de I’instant considéré, et généralement ce
systeme est qualifié d’autonome. la figure suivante illustre une trajectoire particuliere du

systéeme de Lorenz.

20 _—P——s\
15 / T s

10

état

Figure 1 : exemple de trajectoire pour un systéme de Lorenz

Pour les systemes dynamiques a temps discret, on a le modeéle général suivant :
x(k+1)=G(x(k).k) 3)

Ou G:R"xZ"+—>R"est une fonction au moins continue ou continue par morceaux qui

définit la dynamique du systeme discret. En fixant un état initial xo = X (Ko), nous générons

une solution unique de G.

Un exemple est donné par la fonction polynome de Chebychev d’ordre 2 :
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X = lef -1 (4)

Ou {x} est réel.

La figure 2 donne une représentation de la fonction G défini par (4) dans le plan (Xk, XK+1).

0.8

0.6

0.4r

0.2

x(k+1)
o
T

-0.2

0.4}

0.6

0.8

: : : : : : : : :
-1 08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1
x(K)

Figure 2 : La trajectoire pour la récurrence (4) avec xo=0.15

I. COMPORTEMENT DES SYSTEMES DYNAMIQUES

A partir d’un état initial Xo et aprés un régime transitoire, la trajectoire d’un systéme
dynamique atteint un régime limité de ’espace des phases. Ce comportement asymptotique
obtenu pour tk —»oest une des caractéristiques les plus importantes a étudier pour tout
systtme dynamique. Si dans le cas d’un systéme linéaire la solution asymptotique est
indépendante de la condition initiale et unique, en présence de non — linéarité il existe une
plus grande variété de régimes permanents différents, parmi lesquelles on trouve, par ordre de
complexité : point d’équilibre, solution peériodiques, solution quasi-périodiques et chaos,
respectivement. Il faut préciser que cette fois le comportement développé par un systeme
dynamique particulier est fortement dépendant de la condition initiale choisie [3][4].

Pour illustrer les comportements, nous prenons comme exemple 1’équation logistique définie

de la maniere suivante [5] :

X =T (1=X ) %, (5)
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Le mécanisme de construction d’une séquence est tout d’abord montré sous la forme d’un
diagramme en toile (web diagram [6]figure 3). Cette méthode permet la génération de la
séquence choisie, graphiquement en utilisant la projection des états successifs par rapport a la
diagonale principale figure 3.

0.9

0.8 -
\\"”
\¢
0.7 -

0.6

0.5

0.4

0.1 - A

\\

Figure 3 : Diagramme d ‘évolution pour la fonction logistique (WEB DIAGRAM), r = 3.9

Suivant les valeurs de r et la valeur initial xo de la suite x, celle-ci présente des
comportements trés différents. L’étude de I’évolution de la dynamique du systéme vers un
comportement chaotique consiste a analyser la variation de la valeur du parameétre r, appelé
aussi parametre de bifurcation (figure 4). On appelle cette représentation diagramme de
bifurcation parce que le comportement asymptotique subit, pour des valeurs du paramétre r
bien déterminés, une bifurcation de 1’ensemble des états limites. Dans le cas continu la

bifurcation se manifeste comme une multiplication des trajectoires possibles.

0.9

0.8 /<

0.7

/[
\
N\

£ o5
x

0.4
0.3

0.2 /
0.1 /

Figure 4: Le diagramme de bifurcation pour la fonction logistique
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Pour chaque type de régime permanent on a :

e points d’équilibre . Dans ce cas, la solution asymptotique est représentée par un point,
sa valeur étant déterminée en fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des
conditions initiales différentes on peut retrouver plusieurs points d’équilibres. De
méme ces points peuvent étre stables ou instables suivant que les trajectoires voisines

convergent ou divergent entre-elles.

Dans le cas de la dynamique logistique, on observe que pour toute valeurr e[1,3], le

régime permanent est formé par un point limite stable, sa valeur étant dépendante du choix
de paramétre r. La figure 5 nous donne un apergu d’une telle trajectoire pour r = 2. Ainsi
on observe qu’apres une période de transition relativement courte la séquence se stabilise

autour du point fixe qui cette fois est : x, =0.5.

1

0.9

0.8

0.7

< 05
<

0.4

|
|
OGl
|
|

0.3 V

0.2

0.1

séquence générée
3 F T r r r r r r

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

0

Figure 5 : séquence générée et états limites pour r = 2.
e régime periodique : Le regime asymptotique permanent périodique correspond a une
trajectoire dont les répliques d’une portion €lémentaire sont espacées a des intervalles
nT,neN", T désignant la période. Pour la fonction logistique par exemple le choix de

r = 3.2 nous garantit que I’ensemble des €tats limites est formé par deux points, et la

période correspond a deux échantillons (figure 6). .
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séquence générée

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

Figure 6 : séquence générée et états limites pour r = 3.2.

régime quasi-périodique : correspond a une somme de solutions périodiques dont le
rapport des périodes est un nombre irrationnel. Un régime quasi-périodique peut étre

représenté dans 1’espace d’état par un tore.

régime chaotique : le régime chaotique est par définition tout régime permanent qui
n’appartient a aucune des classes présentées antérieurement. Une telle solution a une
trajectoire asymptotique bornée avec une extréme sensibilité aux conditions initiales.
Ainsi deux trajectoires générées a partir de CI (conditions initiales) tres proches, vont
diverger tres vite I’une par rapport a 1’autre. Cette sensibilité par rapport aux CI traduit
aussi le comportement en apparence stochastique des générateurs chaotiques, de telle
sorte qu’une prévision a long terme du comportement du systeme est impossible. Dans
la figure 7 un exemple est donné pour deux CI espacées par une valeur de 10 et on
peut observer que juste aprés quelques itérations les deux trajectoires divergent et

deviennent non corrélées.
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0.9 A ﬂ
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0.11 | V 00‘87

k

Figure 7 : séquences générées et sensibilité aux CI pour r = 3.9

Généralement, I’ensemble des solutions asymptotiques stables décrites ci-dessus est qualifié
d’attracteur ; il représente la région de 1’espace d’état au voisinage de laquelle les trajectoires
restent confinées lorsque, t,k — co. En paralléle avec la définition de I’attracteur, apparait la
notion de bassin d’attraction qui est défini comme la région de 1’espace d’état formée par
I’ensemble des C.I a partir desquelles 1’attracteur sera atteint.

Le diagramme de bifurcation donné dans la figure 4 résume I’évolution d’un systéme
dynamique non linéaire vers le chaos. Il porte en abscisse les différentes valeurs de r et en
ordonnée les valeurs xi aprés un grande nombre d’itérations. Par exemple, pour la fonction
logistique le diagramme montre que pour une valeur critique r <r, avec r, =3.57, la suite xi
présente un comportement périodique suivant une structure ordonnée. Lorsque
r>r, avecr, =3.57, pour la plupart des valeurs de r la suite s’apparente a un cycle d’ordre
infini. De plus a chaque valeur xo correspond une orbite différente, alors que pour les valeurs

de r<rV x,€]0,1], la suite converge vers un ensemble fini de points. Pour certain valeur de

r > r¢ le systéme peut devenir chaotique.

Il. CHAOS ET COMMUNICATION

La dynamique non linéaire et la théorie du chaos ont attiré I'attention de nombreux chercheurs

dans de nombreux domaines différents [7][8]. Cependant, a part les capacités de modelisation



INTRODUCTION GENERALE

de la dynamique non - linéaire et la théorie du Chaos, les signaux produits par les systemes
chaotiques conviennent particuliérement bien a d’autres types d’application grace a leurs
caractéristiques particuliéres. Par exemple, les séquences chaotiques sont intéressantes pour
I'analyse du signal, la synthese de signaux et pour les communications numériques et
analogiques [9][10]. Parmi les propriétés des signaux chaotiques qui les rendent si
intéressants, on peut citer leur génération facile et une faible probabilité de détection. Par
conséquent, il n'est pas surprenant qu'ils aient été considérés depuis longtemps pour les
applications de communication et de cryptographie [11][12][13][14][15][16][28].

Le comportement chaotique de ces systemes rend leurs utilisations trés importantes pour les
systemes de communication sécurisés. L’intérét d’utiliser des signaux chaotiques dans ces

systémes réside dans trois propriétés fondamentales des signaux et systéemes chaotiques :

- un signal chaotique est obtenu a partir d’un processus purement déterministe ; il est
donc possible de le reconstituer en se placant dans les mémes conditions que celles qui
ont contribué a le créer ;

- un systeme chaotique engendre un signal a large spectre et peut donc permettre de
transmettre des signaux tres variés.

- Deux trajectoires de signaux chaotiques issues d’un méme systéme chaotique, mais
obtenues a partir de conditions initiales différentes, ont une inter-corrélation tres
faible.

Ces systemes ont été étudiés dans les systemes de communication Multi-Utilisateurs
[17]1[18][21][29][30][31][32], par exemple, pour les systémes d’accés multiple par code
(CDMA), en plus, ils ont également été considérés comme des candidats potentiels a la
réalisation de codeurs de canal [33][34][35][36][37].

111. PLAN DU MEMOIRE DE THESE

C’est dans ce contexte de candidats potentiels a la réalisation de codeurs de canal que se situe
le travail de these présenté dans ce mémoire. Nous allons étudier différents schémas de
codeurs de canal générés a partir de signaux chaotiques et quantifier leur efficacité selon les

différents contextes de transmission étudiés. Nous distinguons principalement deux contextes.
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Le premier concerne les systemes que nous pourrions appeler pseudo-chaotique ou I’alphabet
de sortie du modulateur ou encore la constellation transmise reste celle d’une modulation
MAQ-N classique. Cependant, le codeur de canal classique & base de OU exclusif est
remplacé par une fonction non-linéaire de type modulo. On peut obtenir, ce faisant, des
codeurs de canal avec des performances intéressantes a condition de bien optimiser la distance
libre obtenue.

Le second concerne le cas beaucoup plus complexe ou la constellation transmise présente une
distribution uniforme (i.e. la plus aléatoire possible) dans un intervalle donné. Dans ce cas le
signal modulé présente une distribution uniforme et un comportement que 1’on pourrait
qualifier de réellement chaotique. Concevoir des codeurs de canal performants dans ce
contexte est un défi difficile. Nous verrons en effet, dans le chapitre 3, que 1’état de I’art avec
des fonctions de mapping chaotiques mono-dimensionnelles ne permet méme pas d’obtenir
des performances aussi bonnes qu’un systéme NRZ non codé. Fort heureusement, les travaux
de Kozic [41][46] ont montré que I’utilisation de mapping multi-dimensionnels permettait
d’améliorer sensiblement les performances en utilisant une détection a Maximum de
Vraisemblance a base d’algorithme de Viterbi en réception. En particulier, nous montrerons
dans le chapitre 4 que 1’utilisation de mapping de dimensions 2 ou 3 permettait d’obtenir de
meilleures performances qu’un systtme non codé. Cependant, 1’amélioration des
performances reste encore faible et ne justifie pas ’emploi de systémes aussi complexes.
C’est pourquoi nous proposons dans le chapitre 5 une généralisation a des mapping de grande
dimension obtenus a partir de matrices creuses de grande taille. Cette fois, nous devons opérer
avec un algorithme de décodage différent pour limiter la complexité du récepteur. Nous
proposons a partir des idées de Kozic 'utilisation d’un graphe factoriel pour modéliser
I’ensemble codage plus modulation et ainsi dérouler I’algorithme de propagation de croyance
(B.P : Belief Propagation) sur 1’ensemble de ce graphe. Les performances obtenues sont
excellentes et augurent d’une réelle possibilité d’envisager les codes proposés comme des

alternatives crédibles aux codes performants que sont les turbo codes et les codes LDPC.
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I. INTRODUCTION

Le travail de thése présenté dans ce mémoire a d’abord eu pour cadre le projet ANR ACSOM
(Apport du Chaos dans les Systéemes de transmission Optique et Micro-onde) ou nous avons
d’abord travaillé sur des schémas de codeur non-linéaires sans considérer le probleme du
mapping de sortie comme faisant partie de la génération de chaos. C’est ainsi que les résultats
présentés dans ce chapitre concernent ceux de codeurs non-linéaires opérant a base de
fonctions troncature ou modulo bien connues en génération de chaos mais dont le mapping de
sortie reste celui de modulations MDP-N ou MAQ-N classiques (mapping de Gray par
exemple). Ainsi, la constellation des symboles transmis est celle d’une modulation MAQ-N
classique. Les schémas présentés dans ce chapitre ne sont donc pas des systemes
complétement chaotiques nous les qualifierions plutét de semi-chaotique. Certains travaux

existent dans la littérature dans ce domaine méme s’ils restent marginaux [19][20].

Un vrai systeme chaotique doit contenir un mapping de sortie qui inclut une fonction
génératrice de chaos pour que sa constellation transmise soit la plus imprévisible possible et
possede une distribution de probabilit¢ qui s’approche d’une loi uniforme sur I’ensemble des
valeurs possibles a transmettre. La raison du choix de ces systémes semi-chaotiques est
qu’historiquement nous avons d’abord utilisé, en le modifiant largement, un schéma de
génération de chaos issu des travaux de Mr A. Layec [21] ol nous avons voulu montré qu’une
détection a Maximum de Vraisemblance avec 1’algorithme de Viterbi permettait d’obtenir de
meilleures performances que la simple reconstruction d’états d’un filtre a réponse
impulsionnelle infinie qui était utilisée jusqu’alors. C’est cette premicre approche qui a été
retenue et que nous présentons dans ce chapitre. Il faut signaler que récemment, certain
auteurs[22][23][24] se sont intéressés a I’utilisation de codeurs a base de chaos avec un
mapping de sortie inspiré des regles de partitionnement de Ungerboeck mais dont en sortie

’alphabet appartient a une modulation MAQ-N classique.

Nous montrons d’abord la structure de base étudiée avec 1’algorithme de décodage par simple
reconstruction des états puis nous développons nos propres algorithmes pour proposer une
détection a Maximum de Vraisemblance et une utilisation de ce schéma de codage en tant que
composant d’un turbo-code a concaténation paralléle. Enfin, une étude des performances de

ce codeur en présence de canaux sélectifs en fréquence est proposée pour conclure le chapitre.
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Il. STRUCTURE DE BASE

Le schéma que nous avons utilisé pour notre encodeur non-linéaire est donné sur la figure ci-
dessous. Il s’agit principalement d’un structure de filtre a réponse impulsionnelle infinie de la

Yz) 1 1

f :H(2)= = = 1).
orme : H(2) X(z) D(z) d,+d.z'+d,.z?+..+d .z @
d
Nb bits /\ Nb bits Nb bits Nb bits e
_>\\‘/ » F() » D » D » m
A u
a b
F( FO
Nb bits Nb bits
| Y
FQ ©< F( @

Figure 1 : structure de base de [’encodeur

Les opérateurs F(.) sont simplement des opérateurs de saturation qui permettent de conserver
les mémes formats en sortie de telle ou telle opération que les formats d’entrée. Ceci est
particulierement important pour les opérations de multiplication ou le risque de dépassement
du format en sortie est élevé. Pour les calculs de performances nous avons pris un nombre
limité de bits avec une valeur limitée de Nb au maximum égale a 6 et nous avons opéré une
troncature des bits de poids fort pour chaque résultat d‘opération arithmétique de maniere a
toujours conserver un nombre de bits en sortie égal a Nb. On obtient alors une caractéristique

non linéaire pour F(.) que I’on peut représenter sous la forme du schéma de la figure 2.
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A
2Nb—1 _1 F(X)

_oNb-L oNb-1 1 X

_2 Nb-1

Figure 2 : Représentation de la fonction troncature ou modulo

On peut alors considérer le schéma d’encodage de la figure 1 de deux fagons :

= soit comme un simple filtre RII et dans ce cas on peut reconstituer la séquence
des symboles envoyés avec 1’équation de récurrence issue de (1) :
X(2)=Y(2).(dy+d,.z +d,.z% +..+d_.z") (2
Ce qui conduit au décodage des x(n) a partir des y(n) en utilisant la relation :
x(m) =y(m).d, + y(m-1).d, + y(m-2).d, +...+ y(m—n).d, 3
L’inconvénient de I’équation est évidemment son extréme sensibilité au bruit
comme Frey I’avait déja observé dans son article fondateur sur le chaos. C’est
pour ¢a que dans la thése de Mr A. Layec c’est une modulation de fréquence

numérique moins sensible au bruit que les modulations de phase MDP-N qui a

été retenue.

= soit comme un codeur convolutif dont les états sont constitués par le contenu
des deux registres a Nb bits sur la vois supérieure de I’encodeur de la figure 1.
En prenant Nb égal & 6 on obtient un codeur convolutif & 2** = 4096 états, ce qui
est considérable (a titre d’exemple le codeur convolutif le plus complexe de la
norme 3G est un codeur a 512 états). Le rendement de ce codeur est égal a un
puisque le nombre de bits en sortie (Nb) est égal au nombre de bits en entrée
(Nb).
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Il y a de plus une difficulté supplémentaire liée a I'utilisation de ce codeur ; il s’agit du choix
des paramétres a et b du filtre de la figure 1. Le choix de ces parametres peut se faire en
essayant de maximiser la distance libre de ce codeur. Le probleme est que, contrairement a un
codeur linéaire, il n’est pas possible d’utiliser une séquence de référence toute a zéro et il faut
donc tester toutes les séquences possibles au départ de tous les états. Pour calculer sa valeur il
faut déterminer les trajectoires dans le treillis qui partent depuis le méme état S;=S;" et qui
évoluent ensuite a travers des chemins disjoints (apres L coups d’horloge) vers le méme état
S=Sk, non nécessairement égale a Si. On parlera alors de boucles de longueur L. Une
recherche exhaustive dans le cas proposé ici s’avére donc impossible (4096 états !!) et nous
nous sommes contentés de tests limités a des séquences de longueur L faible (L < 5). Nous
présentons dans le tableau ci-dessous les résultats que nous avons obtenus avec différentes

valeurs de Nb pour les meilleurs couples de valeurs de (a, b) sélectionnés.

Nombre de bits 3 4 5 6
Nb

Distance libre 4 6 7 11
df

Tableau 1 : distances libres du codeur de la figure 1 pour différentes valeurs de a et b

On constate que les distances libres obtenues restent tres faibles, a titre de comparaison il faut
se rappeler qu’un simple codeur convolutif binaire (5, 7) a une distance libre de 5 et qu’un
codeur convolutif binaire (133, 171) a une distance libre de 10. Ceci est particulierement
pénalisant pour les valeurs importantes de Nb, en effet le codeur dans ce cas sort les bits par
groupe de 6, et une distance libre de 11 signifie qu’entre les deux chemins les plus proches
qui s’écartent puis se rejoignent dans le treillis il n’y a que 11 bits qui différent en sortie. Par
contre, il faut signaler que pour chaque valeur de df obtenue, il existe a priori une infinité de
choix de valeurs de a et de b. En fait, nous avons toujours obtenu au moins 10 valeurs de
couples (a,b) qui permettaient d’obtenir les valeurs de df annoncées.

Nous avons ensuite tracé les performances des codes obtenus sur canal de Gauss pour les cas
Nb = 3, 4 et 6. Le probléme qui se pose dans ce cas est d’abord le choix de la modulation.
Nous avons opté pour des modulations de type MDP-8 pour Nb = 3 bits, puis MAQ-16 pour
Nb = .4 bits et enfin MDP-8 pour Nb = 6 bits, ce qui oblige dans ce cas a couper en deux les

blocs de 6 bits qui sortent du codeur. Ainsi, dans le cas ou Nb = 6 bits, les 6 bits de sortie du
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codeur sont convertis en 2 symboles MDP-8 (mapping de Gray). Dans les cas Nb = 3 et 4, on
a utiliseé un algorithme simple de Viterbi pour le décodage en ce sens ou on cumule les
métriques sur I’ensemble de la durée des paquets. Les simulations sont réalisées sous Matlab.
Par contre, dans le cas Nb = 6, au vu du nombre des états, nous avons utilisé un algorithme de
Viterbi a fenétre glissante en essayant d’optimiser la taille de cette fenétre pour avoir le
meilleur compromis performance-complexité. Les courbes tracées en fonction du rapport

signal a bruit (Es/NO) sont données ci-dessous.

TEB

JEEEY T o - <

|~ Nb=4bits | e A A N B ]
- Nb = 3 bits ] : \ :
10° T i i i ¥
7 8 9 10 11 12 14
SNR (dB)

Figure 3 : Performances du codage chaotique (Figure 1) sur canal a bruit additif Gaussien

On peut remarquer un effet plancher dans le cas Nb = 6 bits. Ceci peut provenir d’un mauvais
choix de la taille de la fenétre glissante pour I’algorithme de Viterbi (taille qui a été¢ d’abord
prise égale & 128) mais, méme en augmentant la largeur de cette fenétre, nous avons constaté
le méme phénomene. Une autre explication plausible est que la distance minimale trés faible
(11) géneére des mots d’erreur de poids faible qu’il est trés difficile d’éliminer méme en
augmentant le SNR.

A titre de comparaison, nous avons tracé sur la Figure 4 les resultats obtenus par
reconstruction d’états du filtre a 1’aide de 1’équation (3). Il est clair que 1’utilisation du

Maximum de Vraisemblance a 1’aide de I’algorithme de Viterbi permet d’améliorer
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considérablement les performances avec des gains supérieurs a 3 dB pour les cas Nb = 4 bits
et Nb = 6 bhits.

TEB

L Nb = 6 bits, Viterbi -
F| -&- Nb = 6 bits, reconstruction d'états |
r| —=— Nb = 4 bits, Viterbi i
L| —=- Nb =4 bits, reconstructiond'états ... R N e
L| -2 Nb =3 bits, Viterbi | U . U . S TR —
. —=7- Nb = 3 bits, reconstruction d'états : : :

10 I I I |

7 8 9 10 11 12 13 14
SNR (dB)

Figure 4 : Performances du codage chaotique (Figure 1) sur canal a bruit additif Gaussien, comparaison entre

I"algorithme de Viterbi et la reconstruction d ‘états du filtre (3)

1. AMELIORATION DES PERFORMANCES DU CODEUR

I1 est clair qu’en I’état ce codeur ne possede pas de redondance et donc aucun pouvoir de
correction réel. Cependant son effet de mémoire (2 x Nb bits) lui permet éventuellement
d’étre utilisé en concaténation série avec un décodeur de canal conventionnel pour échanger
des informations extrinséques. Il faut lui adjoindre une information supplémentaire pour en
faire un codeur a part entiere, c’est pourquoi nous ajoutons l’information systématique
d’entrée, ce faisant nous obtenons un codeur M-aire (sortie sur 2 x Nb bits) systématique

récursif dont la structure est semblable a celle des codeurs convolutifs utilisés en
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concaténation paralléle pour les turbo-codes. Nous travaillons donc sur les structures

suivantes
Nb bits
Nbbits § —
»| X
Nb bits Nb bits Nb bits
Ly .
—>\“/ » F() D » D
a b
FO FO
) 4 |
P )
FO NP FO D

Figure 5 : Structure du nouveau codeur utilisé

v

v

v

Codeur 1

Y

— | Codeur 2

Figure 6 : Structure du turbo-codeur chaotique en concaténation paralléle
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Pour des raisons évidentes de complexité de I’algorithme de décodage, nous nous limiterons

ici @ Nb = 3 bits pour le codeur de la figure 6. Dans le cas du codeur de la figure 5 le choix

des parametres a et b a été fait une fois de plus pour optimiser la distance libre du codeur ; les

essais limités que nous avons effectués nous ont permis d’obtenir les performances suivantes

en termes de distance libre.

Nombre de bits 3 4 5 6
Nb

Distance libre 8 10 11 15
df

Tableau 2 : distances libres du codeur de la figure 5 pour différentes valeurs de a et b

L’algorithme de décodage utilisé est du type Viterbi pour le schéma de la figure 5 et du type

Max-logMAP pour le schéma de la figure 6. Le principe de 1’algorithme Max-logMAP est

décrit a la fin de ce chapitre. Les performances obtenues par le code de la figure 5 sont

illustrées sur la figure 7.

TEB

10°

Figure 7 : Performances du codage chaotique (Figure 5) sur canal a bruit additif Gaussien

L[| —- Nb= 6 bits

—©— Nb = 4 bits
—#- Nb = 3 bits
I

6

SNR (dB)

1

Par rapport aux résultats de la figure 3 on voit que 1’effet plancher pour le cas Nb = 6 bits a

quasiment disparu. De plus, les performances dans les cas Nb = 4 bits et Nb = 3 bits se
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trouvent améliorées. Par exemple avec un TEB de 10™ et Nb = 4 bits le SNR nécessaire sur la
figure 7 est égal & 9.7 dB tandis que le SNR requis pour un TEB & 10 sur la figure 3 est de
12.3 dB. On obtient un gain de 2.6 dB. Avec un TEB de 10 et Nb = 3 bits le SNR nécessaire
sur la figure 7 est égal & 8.7 dB tandis que le SNR requis pour un TEB & 10 sur la figure 3
est de 11.4 dB. On obtient un gain de 2.7 dB.

Les performances du turbo codeur a concaténation parallele sont illustrées sur la figure 8 dans
le cas Nb = 3 bits et sans poingonnage alternatif des symboles de parité du codeur supérieur et
du codeur inférieur. Un probléme classique de 1’utilisation des turbo-codes réside dans la
taille et le type de I’entrelaceur choisi. Nous avons pris dans nos simulations des entrelaceurs

de type S-random ou pour une taille N de paquet donné 1’on est assuré que deux positions

successives en sortie sont au moins écartées de/N/2 . Pour la taille des blocs on prend une

taille raisonnable de 512.

TEB

Nb = 3 bits, iteration 1
10 Nb = 3 bits, iteration 2
F| —=- Nb = 3 bits, iteration 3
—«— Nb = 3 bits, iteration 4 |-
-=- Nb = 3 bits, iteration 5
L| = Nb = 3 bits, iteration 6 |
—>- Nb = 3 bits iteration 7
I I

T i I i i i i
4 45 5 5.5 6 6.5 7 75 8 8.5 9
SNR (dB)

Figure 8 : Performances du turbo codeur chaotique (Figure 6) sur canal a bruit additif Gaussien et sans

poingonnage

On constate, malgré 1’effet de plancher di a I’utilisation d’un codeur a faible distance libre et
a la concaténation paralléle utilisée, une amélioration des performances par rapport a la

courbe de la figure 7. Le TEB de 10-4 est atteint au bout de la cinquiéme itération a un SNR
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de 8 dB alors que sur la courbe de la figure 7, cette valeur de TEB est obtenue avec un SNR

de 8.7 dB. On obtient donc un gain de 0.7 dB avec le schéma turbo non poingonné

—- Nb = 3 bits, iteration 1 i i g
—&— Nb = 3 bits, iteration 2 | : : : : : o : <Y
H e ND = 3 bits, JEFAHON 3 [ oo e
—#— Nb = 3 bits, iteration 4
-=- Nb = 3 bits, iteration 5
—— Nb = 3 bits, iteration 6
-~ Nb = 3 bits, iteration 7

I |

i i i
6 6.5 7 7.5 8 8.5 9
SNR (dB)

10°

Figure 9 : Performances du turbo codeur chaotique (Figure 6) sur canal a bruit additif Gaussien et avec

poingonnage

Les performances du schéma poingonné sont illustrées sur la figure 9 avec également 7
itérations. On constate une dégradation des performances par rapport aux résultats de la figure
8. Pour un TEB de 107 le SNR nécessaire est égal & 8.8 dB & la septiéme itération pour le
codeur poinconné de la figure 6 tandis que la méme performance (TEB = 107%) est obtenu & un
SNR de 7.4 dB pour le codeur turbo non poingonné, soit une perte de 1.4 dB. Par rapport au
schema conventionnel de la figure 5, le turbo codeur poingonné est moins performant puisque
le TEB de 107 est obtenu @ SNR = 8 dB pour le codeur conventionnel contre 8.8 dB pour le

turbo-code poingonné.
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IV. UTILISATION DU CODE CHAOTIQUE DANS LE CAS
D’UN CANAL SELECTIF EN FREQUENCE

Dans cette partie on regarde les performances obtenues avec ce codeur dans le cas d’un canal
sé¢lectif en fréquence. Nous proposons d’insérer le schéma de codage de la figure 5 dans la

chaine de transmission suivante.

Rand Chaotic - PSK Add cyclic
generator coder " modulator " prefix
\ 4
AWGN ;()
S
5
2
FET < : P < Discard .cycllc :
X prefix
Channel H T Viterbi
Estimation " Equalizer Tl IRFT ! P/S decoder

Figure 10 : Chaine de transmission utilisant le codeur chaotique dans Le cadre d’une transmission sur canal

sélectif en fréquence

Nous choisissons, pour simplifier 1’algorithme d’égalisation, d’opérer un passage dans le
domaine fréquentiel en réception a 1’aide d’un FFT. Ce faisant, et méme si on n’utilise pas
une modulation multi-porteuses de type OFDM, on obtient en réception de pouvoir
transformer un produit de convolution en un produit simple. Cependant, et de la méme facon
qu’en OFDM, P’'insertion d’un préfixe cyclique en téte de chaque paquet permet d’éviter en

réception les interférences entre blocs adjacents. Le principe de I’égalisation dans le domaine
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fréquentiel est le suivant. Un bloc de signaux d(k),(0<k <N-1) de longueur N égale a la

taille de la FFT choisie est transmis sur le canal. Un préfixe cyclique de taille au moins égale

a l’ordre de sélectivité du canal est inséré entre chaque bloc pour €éliminer les interférences
entre blocs. En supposant que le canal s’écrive : h=[h(0),h(1),...h(M)]", le vecteur du signal
recu s’écrit dans ce cas.

y=Hd+n (4)

avec d =[d(0),d(1),...,d(N—1)]", H est une matrice de Toeplitz circulante en bloc (matrice de

convolution). Le vecteur Y dans le domaine fréquentiel s’exprime par :

Y=F.y=Ad+F.n (5)

ou F est la matrice de transformation de Fourier discrete : K, =(1/ \/ﬁ).exp(—j.(z.;r/ N).Ik).

0<Il,k<N-1. Une matrice de FFT diagonalise une matrice circulante de convolution donc

A est une matrice diagonale avec comme élément numéro k sur la diagonale principale :
v . 2T
H, = Zh(l).exp(—J.W.k.l) (6)
1=0

etonalarelation: H=+N.Fh (7) avec: H =[H,, H,,...H,,]".

Pour réaliser 1’égalisation du canal, il faut d’abord estimer les composantes fréquentielles Hy
de ce dernier. Pour cela on utilise une séquence de symboles pilotes : p=[p,, Py Pyl >

avec cette séquence on peut réécrire (5) sous la forme :Y =P.H +N (8) avec P qui est une
matrice diagonale correspondant a la TF des symboles pilotes. Le filtre de Wiener estimateur

de H s’écrit alors :
HMMSE = RHY R\: Y (9)

Ou: R, =E[HY"]=R,,.P" (10)

Et: R, =E[YY"]=P.R,.P"+c21,  (11)
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R,, et R, sont les matrices d’intercorrélation entre H et Y et la matrice d’autocorrélation de
Y. R,, estla matrice d’autocorrelation de la fonction de transfert du canal dans le domaine

fréquentiel H, et elle est supposée connue au récepteur. On obtient alors I’estimateur de

Wiener ou des moindres carrés sous la forme :
Hymee = Ry (R +o-(PPP)Y )™ H  =Q.H (12)

Avec: H =P7Y et: Q=R,,.(R,, +o2.(P"P)™)™.

L’égalisation du canal dans le domaine fréquentiel consiste a appliquer alors les coefficients

H, . . : X
K= k2 ~  (13) sur chaque composante fréquentielle du signal recu. Apres
|Hk| +o, /oy
égalisation fréquentielle et Transformée de Fourier inverse le signal recu devient le vecteur z

égal a:

_ H
z=F"CY (13)
=F"CAd+F"CFn
Ce sont les échantillons de z dans le domaine temporel qui rentrent dans le décodeur de
Viterbi.

La figure ci-dessous donne des exemples de résultats de simulation avec une FFT de taille
256, le premier mot OFDM contient des symboles pilotes. On insert un mot OFDM contenant
des pilotes tous les dix mots OFDM, ce qui donne une efficacité de remplissage de trame de
9/10.
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—#— With Ch. Est
—©— Perfect Ch. Est ‘ ;
T T 1 1 1 1 1

7 8 9 10 1 12 13 14 15
ES/NO (dB)

Figure 11 : Exemple de performances sur canal sélectif en fréquence (Nb = 3 bits)

V. ANNEXE : ALGORITHME MAX-LOGMAP

Le procédé de décodage est trés semblable a celui des turbo-codes binaires mais il faut utiliser
ici des probabilités au niveau des symboles. L’algorithme de décodage pour les treillis non

binaires est appelé symbol-by-symbol MAP algorithm.

Le décodeur calcule le rapport de vraisemblance logarithmique A(ct = i)de chaque groupe de
bits d’information ct = i. La sortie “soft” A(Ct = i)est donnée par [25]

Pr(ct =1 rf)
Pr (ct =0 r{)
Z(l,r)esf at—l(ll)yti (I,’ I)IBt (I)
Z(w)esp a, (N7 (A1)

ou i représente un groupe de bits d’information dans 1’ensemble {0,1,2...,2k —1}, et les

A(c, =i)=log

(14)

probabilités y; (1'1),a,(I)et 3 (1)peuvent étre calculées récursivement [26]. Le symbole i
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avec le rapport de vraisemblance logarithmique le plus élevé dans 1’équation (35),

i 6{0,1,2...,2k —1} est alors choisi comme symbole décidé (hard decision).

Le gros probléme de I1’algorithme MAP réside dans [’utilisation importante du calcul
d’exponentielles et de multiplications pour calculer les rapports de maximum de
vraisemblance. Cela peut conduire a des problémes d’instabilité. Pour éviter ces problémes, il

est plus avantageux de travailler au niveau des logarithmes des rapports de vraisemblance. On

utilise alors les logarithmes de probabilité pour le calcul dey, (I',1), ¢ (I)et B(l). Ces
logarithmes de probabilité sont alors notés 7, (I',1), &, (1)et S (1) respectivement (avec des

notations évidentes).L’algorithme de calcul des coefficients &t(l)procéde de la fagon

suivante (algorithme ascendant)
Iogz a7 () (15)
avec la condition initiale &, (0) =0etq,(1)=—o pour 1 £0.
et les probabilités 4, (I ) se calculent par 1’algorithme descendant
ﬁt =log ZI - LAl 7 (1) (16)

avec ET(O):OetB,(I)z—oo pour | =0

avec les probabilité de transition sur le canal données par
21 .
=log > 7 (I'1) (17)
i=0
et:

pt_(i)exp _(rt,l _Xti,l (I))2+(r’[,Q _Xti,Q (I))2
7 (11)=1p,(0) 20°
0

pour (1,1") € B

18
otherwise 18)

B, correspond a 1’ensemble des transitions S, ; =1"—S, =1 lorsque le symbole d’entrée est
C=i. I et ry g sont les composantes en phase et en quadrature du signal regu. p, (|) représente
la probabilité a priori que le symbole c: soit égal a i. Les coefficients, (I)et A (I)dans les
équations (15) et (16) peuvent se calculer en utilisant I’algorithme du Jacobien.
log(e* +e” ) = max(5,,5,)+log (1+ e"52"51‘) (19)
=max(s,,6,)+ f, (|6, - )
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fc(.) est une fonction de correction que 1’on peut implanter en mémoire ROM (look-up table).

L’expression log (e51 +...+e% ) se calcule de fagon récursive en utilisant 1’équation (19) par la

procédure suivante.

Iog(e51+...+e5")=log(A+e5”), A=e’ 4. . +e’ =¢°

=max (log(A),5,)+ fc( ) (20)

=max(5,6,)+ f.(j6-5,|)

log(A)-5,

Le processus itératif de décodage de 1’algorithme symbol-by-symbol MAP est similaire a
celui utilisé dans le cadre des turbo-codes binaires mais la nature de I’information échangée
entre les deux décodeurs est différente [27]. Dans le cas des turbo-codes binaires on peut
décomposer la sortie du décodeur MAP en trois termes: 1’information a priori générée par
I’autre décodeur, I’information systématique présente a I’entrée du décodeur et I’information
extrinseque générée par le décodeur lors de cette nouvelle itération. L information extrinseéque
dans le cas des turbo-codes binaires est indépendante de 1’information a priori et de
I’information systématique. Par contre, dans le cas des turbo-modulations codées en treillis,
on ne peut plus séparer I'influence de Dl’information systématique et de I’information
systématique, elles sont présentes toutes les deux a I’intérieur d’un symbole codé. Dans ce cas
ce ne sera plus I'information extrinseque seule qui sera échangée entre les deux décodeurs
mais I’ensemble de I’information extrinseque et de 1’information systématique. L’ensemble

information extrinséque plus information systématique en sortie du premier décodeur est
notée par A, ., (¢, =1i)et peut s obtenir par

A (=)=, (¢ =i)-log P2 (2

P (0)

L’ensemble information extrinséque plus information systématique A, (c, =i)est alors

les

utilisé (apres entrelacement) comme probabilité a priori dans le prochain étage de décodage.
Aprés entrelacement cet ensemble est noté : A, (¢, =i). L’ensemble information extrinséque
plus information systématique du second décodeur est donné par

A, (C =1)=A,(c, =1)— A, (c =1) (22)
Lors de la prochaine itération de décodage, le second terme de droite de I’équation (21) est
remplacé par I’ensemble information extrinséque plus information systématique issu du

second étage de décodage noté A, (c, =i).
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Il faut remarquer que le décodage symbol-by-symbol MAP implique que chaque décodeur ne
peut utiliser la méme information systématique qu’une seule fois a chaque itération [27]. Pour
les schémas de turbo-modulations codées en treillis chaque décodeur recoit alternativement la
sortie bruitée de son propre codeur ce qui implique que le symbole codé regu en seconde
position appartient a I’autre décodeur et doit étre traité comme poingonné.

Par exemple, si on considere ici le premier décodeur, pour chaque signal recu impair
I’algorithme de décodage procéde exactement de la méme fagon que pour les turbo-codes
binaires car le décodeur regoit bien le symbole en provenance de son propre codeur. La seule
différence réside dans la nature de I’information transférée au second décodeur qui comprend
I’ensemble information extrinséque plus information systématique. Cependant dans le cas des
signaux recus pairs, le décodeur recoit le symbole poinconné dans lequel le symbole de parité
est généré par 1’autre codeur. Dans ce cas le décodeur ignore ce symbole en mettant a zéro la
métrique de transition correspondante dans le treillis. A ce stage la seule entrée dans le treillis
est la composante a priori obtenue a partir de I’autre décodeur. Cette composante contient

I’information systématique.
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. INTRODUCTION

L’idée d'utiliser les signaux chaotiques pour transporter lI'information a été proposée par Frey
en 1993 [28], Depuis ce temps, I’idée de transmettre de I’information a 1’aide de systémes
générateurs de chaos pour mieux la sécuriser a été reprise par de nombreux chercheurs et dans
de nombreux domaines des communications numériques comme le cryptage de I’information,
le codage de canal ou I’étalement de spectre...Le comportement chaotique de ces systemes
rend leur utilisation tres intéressante pour les communication sécurisées.

La principale utilisation des systemes générateurs de chaos en communications comme en
atteste la littérature tres abondante [21][29][30][31][32] dans le domaine concerne les
systémes de transmission a étalement de spectre ou les séquences d’étalement sont générées a
I’aide de systémes chaotiques et peuvent présenter des propriétés d’intercorrélation plus
intéressantes que les séquences d’étalement classiques comme Gold, Walsh-Hadamard,
Kasami etc...Un contexte d’utilisation pratique naturel est bien sir constitué par les réseaux
de radiocommunication cellulaire de troisiéme et quatrieme génération (UMTS, HSPA,
LTE...).

D’autres applications intéressantes sont apparues récemment pour les systémes a base de
chaos. L’idée de les utiliser pour concevoir des cceurs de canal n’est apparue qu’assez
récemment avec les travaux principalement de Kozic et d’Escribano [33][34][35][36][37].

La premiere approche [38]qui a été retenue consiste a utiliser une fonction de mapping
monodimensionnelle non-linéaire inspirée des fonctions de base mod map, tent map ou
Bernoulli Shift map en sortie d’un codeur convolutif classique binaire ou M-aire pour obtenir
une densité de probabilité des messages transmis telle que les signaux générés ressemblent le
plus possible a du bruit blanc (chaos parfait). Les fonctions de mapping retenues dans ce
chapitre seront de type discret, i.e. elles seront décrites par une équation du type:
X,., = F(X,) qui décrit I’évolution de I’état ou de la sortie du systéme entre deux instants
d’échantillonnage consécutifs n.T, et (n+1).Te. Cependant, le choix d’une fonction de

mapping non linéaire peut rendre délicate la tiche du décodeur en réception; en d’autres

termes le démapping peut présenter une complexité prohibitive.
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C’est cette premiére approche que nous allons expliciter dans ce chapitre avec différentes
fonctions de mapping. Cependant, nous montrerons que les performances obtenues restent
assez limitées puisque souvent inférieures a celles d’un systéme de transmission non-codé
BPSK, ceci est dii a I’utilisation d’un mapping monodimensionnel. Les chapitres suivants
montreront que I’utilisation de mappings multidimensionnels permet d’augmenter
considérablement les performances et de dépasser cette fois ci nettement celles d’un systéeme
non codé.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la seconde partie nous rappelons le principe
d’encodage retenu pour différents types de mapping non-linaires. La troisieme partie est
consacré au calcul des performances théoriques des codeurs obtenues. La quatriéme partie,
quant a lui, est consacré aux algorithmes de décodage évolués qui permettent de tenir compte
de la redondance présente entre deux états successifs du codeur pour obtenir une corrélation
semblable a celle d’un codeur convolutif. On peut alors utiliser des algorithmes de décodage
tels que 1’algorithme de Viterbi ou I’algorithme BCJR issu du décodage souple des turbo-

codes convolutifs.

Il. ENCODAGE DES DONNEES BINAIRES AVEC DES
FONCTIONS CHAOTIQUES DISCRETES

Pour encoder une séquence binaire de longueur N contenant I’information, b, e{O,l}, n=

1,...,N nous utilisons une méthode bien connue [39][40][41] qui emploie un effet de
troncature. La séquence b, a transmettre est une séquence de bits de distribution
uniforme : P(b, =0)=P(b, =1)=1/2 ; les bits b, sont supposés indépendants i.e. non-corrélés

. . t N d E b b 5 50 m= 0si m=0
ce quli revient a aire que : . = avec . ' .
q q { n n+m} 0,m 5O,m —1si m=0

Les mappings utilisés dans ce chapitre sont limités a I’intervalle [0,1], pour plus de facilité

dans les calculs de SNR’s. La fonction de mapping vérifie donc les propriétés suivantes :
f(x):[01]—>[01] (1)

Nous allons étudier d’abord les propriétés de deux mappings bien connues a savoir le

mapping appelé fonction Bernoulli Shift map et le mapping dit logistic map modifiée
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(modified logistic map). L’expression de la fonction de correspondance ou de mapping

Bernoulli Shift map est donnée par :

La figure 1 montre le diagramme de la fonction Bernoulli Shift map que I’on peut résumer par

I’équation mathématique : f(x)=2.x mod1.

0.9+
0.8}t / /
0.7h

0.6

0.4f /
03 / /
02f / //

0.1

Figure 1 : diagramme de la fonction Bernoulli Shift map

L’expression de la fonction de correspondance ou de mapping logistic map modifiée (figure

2), est donnée quant a elle par :

4%, (1-%,)  si X, <%
Xn+1 =f (Xn ) = . 1 (3)
1-4x%,(1-x,) si X, 25

Sa représentation graphique est donnée sur le graphe de la figure 2.
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0.9F
0.8
07F

06

/
0.4 /
0.3F

02t /’

Figure 2 : diagramme de la fonction logistic map modifiée

L’encodage d’une séquence de bits a transmettre [by,by,b,,....by_4,by] se réalise alors de la

fagon suivante. Dans le cas de la fonction Bernoulli Shift map, on définit 1’état symbolique du

systéme par :
N
r= an.Z‘” 4)
n=0

On définit de méme 1’état initial de la séquence chaotique générée par : x, =r . Il suffit alors

d’appliquer la reégle d’encodage donnée par I’équation (2) pour obtenir la séquence chaotique
de sortie de I’encodeur. On peut récupérer les bits d’information transmis par la formule treés

simple :
by =| X, +1/2] (5)
Ou | x | représente la partie entiére de x c’est-a-dire le plus grand entier plus petit que x.

La méme reégle d’encodage et de décodage donnée par (5) peut encore s’appliquer dans le cas

de la fonction logistic map modifiée a condition de prendre ici :
X =cos’[7.(1-1)] (6)

Lorsque 1’on peut appliquer les mémes regles d’encodage et de décodage pour des fonctions
de mapping différentes, on dit que les fonctions de mapping en question sont conjuguées [40].

Ainsi, les fonctions Bernoulli Shift map et logistic map modifiée sont bien conjuguées a
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condition de prendre: x,=r pour la correspondance Bernoulli Shift map et

Xo =cosz[%.(1—r)] pour la correspondance logistic map modifiée.

On a de plus la propriété fondamentale suivante extraite de [42]. Lorsque deux fonctions de
mapping sont conjuguées, en particulier lorsque 1’on cherche une fonction de mapping
conjuguée avec la fonction de correspondance Bernoulli Shift map, la fonction d’initialisation

g(r) peut étre calculée a partir de la densité de probabilité p(x) supposée connue de la fonction
de mapping utilisée grace a la formule : g(r)=F~(r) avec: F(r) :jp(u).du qui représente la
0

fonction de répartition (1’intégrale de la densité de probabilité) de la fonction de mapping ou
de fagon équivalente la fonction de répartition des symboles transmis par le codeur.
Par exemple, on sait que la p.d.f des symboles transmis est uniforme dans le cas de la fonction

Bernoulli  Shift map, ie. pXx)=1 vxe[01] tandis qu’elle est égale a:

, Vxe[0,1] pour la fonction logistic map modifiée. La fonction de répartition

1
p(x):r\/ﬁ
de la correspondance logistic map modifiée est alors égale a: F(x)=1-(2/x).cos(x/x) et on
peut vérifier facilement que: g(r)=F~(r). La propriété est immédiate pour la fonction
Bernoulli Shift map.

Il peut étre intéressant, a partir de ces propriété, de vouloir construire des fonctions de
correspondance performantes qui permettent d’obtenir de meilleures résultats qu’avec les
fonctions Bernoulli Shift map et logistic map modifiée. Nous allons en donner un exemple
concret dans les lignes qui suivent.

Pour cela, Escribano & al [33] ont montré qu’il fallait rechercher des fonctions de mapping
antisymétriques par rapport au point x = 0.5. Ceci s’explique par le fait que les fonctions de
mapping symétriqgues comme la tent map ou la logistic map conduisent a la synthese de
codeurs avec des distances libres médiocres (voire nulles) [43]. Partant de cette remarque, on
peut chercher une fonction telle que sa p.d.f soit maximale en 0.5 ; la fonction recherchée
possédera la méme forme de p.d.f que la fonction logistic map modifiée mais sera translatée

par rapport a cette derniere. On obtient alors pour la p.d.f souhaitée :

1
Plx)= 2 J(x+1/2).112-X) vxelod/2] -
p(x) = L vx ell/ 2,1]

Al (x=112).(3/2—X)
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Nous allons alors chercher le mapping correspondant a cette p.d.f pour que la nouvelle
fonction de correspondance ainsi construite soit conjuguée a la fonction Bernoulli Shift map
ce qui permet de conserver la régle de décodage donnée en (5). Pour trouver la nouvelle
fonction de mapping, on peut se servir de la régle de construction suivante extraite de [42]:
lorsque la fonction de correspondance cherchée est conjuguée de la fonction Bernoulli shift

map, si la condition initiale d’encodage pour la fonction Bernoulli shift map s’écrit : x& =ret

C

si la condition initiale d’encodage pour la fonction de mapping conjuguée s’écrit: X5 =r,

alors on doit avoir la relation suivante pour chacun des symboles générés :
fE0§) = fElgNI=glfg (NI=alfE ()  (8)
Ou f2[x] désigne la niéme itération de la fonction de mapping conjuguée de la fonction de

Bernoulli et fZ[x] est la niéme itération de la fonction de mapping Bernoulli shift map. Cette

derniere égalité est la conséquence directe de la définition des fonctions de mapping
conjuguées puisque 1’on a (si f; et f, désignent les deux fonctions de mapping conjuguées) la
relation : f,(X) =g{f,[¢2(X)]} ou la fonction ¢(x) désigne une bijection de I’intervalle [0, 1]
sur lui-méme. A partir des relations (7) et (8) et en tenant compte de la symétrie de la p.d.f par

rapport au point 0.5, g(r) posséde les propriétés suivantes :

00)=0, 95)=3 9O-L
©ip=pl; s m-t1 ©
9B =105 95 =15,

Ou g(r) représente une fonction monotone croissante. On a également de facon simple les

résultats suivants :

g(2.r) si r<0.5

g(2.r) si r>0.5 (10)

felg(n] ={

De plus, en tenant compte du fait que g(r) est inversible et en posant g(r)=x et r=g7(x),

on obtient :

g(2.97%(x)) si x<0.5
= 11
felx] {g(Z.gl(x)) §ix>05 D

Ceci donne I’expression de la nouvelle fonction de mapping appelée flip-flop map map.

Quelques calculs mathématiques simples conduisent alors au résultat final :
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1.2 .cos( x+2) Si xs%
F)=12 7 (12)
3 2 1
———.cos( x——) Si X>=
2 2

cosZ[— (——r)]—— si x<

gn={ 2 o )

cos? C]+L si x> =
[5.G-n1+5 si x>3
Et:
1 5, . 1
4.X ..|=—X; sl 0<x, <——
n 4 n 2\/5

1-4.X,. }l—xn si —_x <l
1 1 1 (14)
J— — — — 2 J— f— S—
4.1 xn).f (L-x,)" si <x <1 Wi
1-4.1-x 1x25|1——£xsl
( )J —(1=x,) 5

(%)=

La nouvelle fonction de mapping flip-flop map est représentée sur la figure 3 ci-dessous :

09 i
i
i
0.8 I
I
i
0.7+ /o
I
|
0.6 / }
xn+1 s | .
05 e i
|
0.4+ s |
|
03 s |
I
|
0.2 s !
I

o1/

Figure 3 : diagramme de la fonction flip-flop map
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Les differentes fonctions g(x) sont représentées sur la figure 4 ci-dessous :

09

0.8

06

x0

osk flip-flop map

Bernouilli map 4
0.3
0.2

logistic map modifiée -

0.1

Figure 4 : Les différentes fonctions X, = g(r) pour les trois fonctions de mapping proposées

Remargues fondamentales :

* Dans le cas d’un systéme réel il est clair que la taille N des messages a transmettre
atteint trés rapidement plusieurs dizaine de milliers de bits; dans ce cas la regle
d’encodage proposée n’est plus applicable car elle suppose une précision infinie. Pour
pouvoir continuer a encoder les messages transmis une méthode simple consiste
cependant a partitionner les messages en blocs de D bits et a ensuite encoder chacun
de ces blocs en suivant la régle de codage donnée précédemment. On aura dans ce

cas .

n+D-1
= > by 2™t
m=n

X, =9(r)

(15)

Par rapport & une séquence codée x, obtenue avec une précision infinie D —+w0, On peut

toujours écrire :

X;1 =X, +7, (16)
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OU 77, = 9(27°) est le bruit de quantification que 1’on considére approximativement comme

un bruit blanc dont la puissance décroit rapidement avec D. Dans la pratique une valeur de D
comprise entre 15 et 20 sera suffisante pour considérer ’effet de la troncature comme

négligeable. Ce fait sera justifié par 1’évaluation théorique du TEB dans le chapitre suivant.

* On peut toujours donner une interprétation de 1’encodage avec des fonctions
chaotiques a 1’aide d’un schéma bas¢ sur le principe des modulations codées en

treillis. La séquence des bits a transmettre est codée a I’aide de deux étapes :

Premiére étape : calcul du nouvel état z, a partir de I’ancien état z,_,

z,=f(z,,,b,)+b, /27"

n

Deuxiéme étape : calcul de la sortie

X, = g(zn) = 2'Zn -1

Avec: f(,0)=f,() et f(,)=f() qui correspondent aux deux trongons de

mapping situés de part et d’autre du point 0.5 et qui laisse I’intervalle [0, 1] invariant.

Une représentation sous la forme d’un codage convolutif peut alors étre obtenue comme le

montre le schéma ci-dessous :

Y| N r rs F———- o
| | I EI, 7
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I11. DECODAGE ET PERFORMANCES THEORIQUES.

Le canal de propagation considéré pour évaluer la performance de systéme proposé est un
canal a bruit additif blanc Gaussien. Dans ce cas si la séquence envoyée sur le canal est x,, la

séquence regue Yy, s’écrira sou la forme :
Yn =Xty (17)

Avec n, qui est un bruit additif blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance o2 . La densité

de probabilité ou p.d.f d’un tel bruit prend la forme bien connue :

-x?/5?

1
p(x) = Nz £ (18)

Quant au modeéle de transmission incluant le canal de propagation il est illustré sur la figure 5

ci-dessous.
" X Vi , { ; }
{bn } Générateur Décodeur )
chaos chaos
ny

Figure 5 : Schéma de transmission a base d’encodeur chaotique

Connaissant la regle de décodage trés simple proposée en équation (5) il est possible, dans un
premier temps, de décoder le message recu symbole par symbole en utilisant la comparaison
suivante (hard decoding) :
1 ~
Yo < ) —>Db,=0

)
yn ZE—)bn :1

Il est clair que les performances obtenues seront mediocres car on ne tient absolument pas
compte de la redondance qui existe entre deux symboles transmis consécutifs. Cependant,
sachant que I’on connait les p.d.f’s de chaque fonction de mapping, il est facile dans ce

contexte de calculer une expression exacte de la probabilité d’erreur sur canal AWGN.
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P, = Proba(y, < 1 n_—)+Proba(yn_1 X, <—) (20)

Par symétrie on obtient immédiatement :

P, =2.Proba(y, 2 —) 2.Proba(n, > 1 —Xns Xn < )
1/2 +o0 1/2 1 (21)
=2. j p(X). j p(r).dr.dx = j p(X). erfc[( —X).—=—Jdx
0 1/2—x 0 \F
+00

En tenant compte de la relation bien connue : I p(r).dr = erfc( ) (22). Le résultat de

J’.o

(21) pour les différents mapping testés s’écrit :

TE -3.E,
= Bernoulli map : PB——erfc[ b] ! (A—e M) (23)
2 No 12z5§
N,
1/2
- o om 2Eb
= Logistic map modifiée : B, = erfc[1-2.x). [—=2].dx (24)

1
E'). X @=x)

1/2
= Flip-flop map : PF =I ! erfc[(1-2.x). L.i].dx (25)
1, 1 3-8 Ng
0 7. (x+§).(§—x) pn

..., E , . . Yy . . . oy
La quantite N—b désigne classiquement le rapport de I’énergie par bit transmis sur la densité
0

spectrale du bruit additif blanc. Dans notre cas, nous avons : %= P/(2.0%) ou o2 désigne la
0

puissance du bruit additif. La quantité P quant a elle représente 1’énergie utile par symbole
transmis, elle varie bien entendu selon le mapping utilisé. Dans le cas de la fonction Bernoulli

map, en supposant D (voir équation (15)) suffisamment grand pour qu’on puisse négliger le

bruit de quantification (i.e. 7, —0 dans I’équation (16)), on obtient : &2 =% . De méme, avec

les mémes hypothéses, on trouve 05:% pour la fonction logistic map modifiée et
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o2 =>—-1/7 pour la fonction flip-flop map. Les résultats des calculs (23-25) sont illustrés sur

| w

la figure 6. Il apparait clairement sur cette courbe que les systémes a base de mapping
conjugués de la fonction Bernoulli Shift map ne sont absolument pas compétitifs par rapport a
un systeme BPSK non codé. Le systeme BPSK non codé est particulierement intéressant a
étudier en ce sens qu’il représente un cas limite des systémes étudiés avec une densité de
probabilité composée de deux Diracs centrés respectivement en 0 et en 1. Au niveau de la
comparaison entre les mapping conjugués de la fonction Bernoulli Shift map, c¢’est la fonction
flip-flop map qui présente les plus mauvais résultats. Ceci est di au fait que cette fonction
posséde le plus grand nombre de points autour du seuil 1/2 de tous les mapping utilisés. On
peut constater aussi que la fonction logistic map modifiée permet d’améliorer 1égérement les
performances du mapping Bernoulli Shift map; ceci se justifie par une densité de points

moindre autour du seuil 1/2.

10°
— A
o S 7 Ve
© VV(' >
B 107
'_
BPSK
Bernoulli Shift Map
10° —©— Logistic Map Modifiée
Flip-Flop Map
10"
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
SNR (dB)

Figure 6 : Performances des différentes fonctions de mapping sur canal AWGN

Il faut bien comprendre que ces performances sont dans I’ensemble trées médiocres car
I’algorithme de décodage treés simple présenté en (5) n’exploite aucune redondance entre les
données transmises. Des versions plus sophistiquées d’algorithmes de décodage conduiront a

de bien meilleures performances.
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Il est également possible de caractériser 1’effet de troncature qui consiste a opérer sur des
blocs de taille réduite D. En effet, les calculs (23-25) supposent D — +oo. En fait, tenant
compte d’une valeur finie de D, on peut écrire la densité de probabilité (pdf) de la fonction
Bernoulli Shift map sous la forme :

201 1

PO)= 3 S50x-5)  (26)

i=0

L’écriture (26) ci-dessus s’interpréte trés facilement, cela signifie que chacun des 2P

échantillons possede une probabilité LD (pour D assez grand, cette densité de probabilité
2

tend vers la densité uniforme dans ’intervalle [0, 1]). En utilisant la regle (21) on arrive alors

P, = 2% lzi:l%.erfcﬁ% ZLDJ - \F} .zl{ erchE—zLDj Lﬁ} (27)

2D
Pour traduire cette expression (27) en termes de rapport signal a bruit : E, /N, il suffit de

remarquer que 1’on a la relation :

) 1 22D+2D+3_3
ot-m 222 g

Il est clair également d’apres (27) que dans le cas ou o —0il reste toujours un plancher de

TEB égal a: . Cependant, en pratique, des valeurs de D comprises entre 15 et 20

2D+l

permettent de réduire ce plancher a des valeurs tellement faibles qu’elles pourront étre

négligées en pratique.

IV. ALGORITHMES DE DECODAGE AVANCES

Pour améliorer les performances du premier algorithme de décodage proposé il est clair qu’il
faut exploiter la redondance présente dans les messages successifs transmis. Il est ainsi facile

de constater que chaque symbole x, a D - 1 bits en commun avec les symbole x,; et x,.q,
D - 2 bits en commun avec les symboles x,_, et x,,, et ainsi de suite ...La premiére méthode

de décodage est une méthode que 1’on pourrait qualifier de méthode ad-hoc qui tient compte
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de certaines propriétés particuliéres des systémes chaotiques a savoir que deux trajectoires
issues de conditions initiales tres proches vont diverger rapidement et de méme deux
trajectoires issues de conditions initiales différentes peuvent converger vers le méme état.

Ainsi, pour le decodage du symbole: y,, on peut considerer le symbole y, 4 et

reconstituer toutes les trajectoires possibles depuis I’instant n qui conduisent a la valeur

Ynim-1- A chaque instant d’échantillonnage on a deux expressions possibles pour les
fonctions de mapping selon que x, est plus grand ou plus petit que 0.5. On peut donc voir
facilement que 1’on aura en tout 2™ trajectoires possibles pour remonter depuis Y,y
jusqu’a y,. Par exemple, dans le cas de la fonction Bernoulli Shift map, on a les deux

antécédents possibles :

Zr? = fl_l(yn+l) = yr]2+1 29
1_ ¢ Yoa 1 (29)
Ly = f2 (yn+l) = 2 +E

Attention, on suppose bien entendu que toutes les valeurs vy, . ,_; ont été normalisées pour

rester dans I’intervalle [0, 1] pour des raisons de stabilité puisque les fonctions de mapping

sont toutes définies dans cet intervalle. On a donc la regle de saturation :

Ynem-1>12Ypma =1 (
30)
Ynim-1 <0 Ynim1=0

Dans le cas de la fonction logistic map modifiée et toujours avec M = 2, les deux antécédents
s’écrivent :

_ 11
Zr? = fl 1(yn+1) =§_§\ﬁ_ Y+

11 (31)

> +§\/ Yni

Z% = f271(yn+1) =

Pour le cas de la fonction flip-flop map, on obtient (cf (14)) non pas deux mais quatre

antécédents :
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Si y,,q<1/2:
171 1
e
2l 21 21 (32)
z%]_l—E L 2,
Si y,,21/2:
11,1
z :E\/§+§x/1—4-(1— Yni1)® (39)

111
Zﬁ:l_EJE_Em

On note les séquences {zlf'} résultant reconstruites avec : k=n..n+M -1, 1 =1..2""* Le
vecteur s, definit la I"®™ trajectoire sous la forme : (01100...01) avec & chaque fois 0 ou 1 qui

identifie le k™™ bit obtenu en remontant les trajectoires avec les regles (29-33). La trajectoire

décidée ou trajectoire @ Maximum de Vraisemblance est celle qui conduit a la métrique

n+M-1 2
cumulée : Z (zi“" —yk) la plus petite parmi toutes les trajectoires possibles, i.e. elle

k=n

vérifie:

n+§_1(2§“" - yk)2 < ngn_l(ZE”' - Yy )2 (34)

Avec: (m=1..2"") et d, e{l...z“"’l}. Le bit décidé b, est obtenu selon la régle de

décision :

>

0
. (35)
2 >1/2 - b =1

2 <1/2 —

Comme on le voit, ce premier algorithme tire parti de la redondance entre y et les M
symboles qui suivent. Par contre, il ne tient pas compte de la redondance entre y, et

I’ensemble de la séquence transmise et ceci pénalise fortement les performances. Pour

remédier a cet inconvénient on peut penser a appliquer 1’algorithme récursivement. Une fois

gue la séquence la plus vraisemblable z* a été calculée pour chaque valeur de n = 1,...,N, le
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méme algorithme déja décrit précédemment peut étre appliqué en remplacant y, par la
séquence z* correspondante. De cette maniére, il est clair que la redondance présente dans la

séquence compléte depuis y, est propagée pour étre utilisée lors de la prochaine itération. Ce
nouvel algorithme peut étre qualifié de méthode ad-hoc récursive. En fait, ces deux
algorithmes ad hoc fonctionnent assez bien a forts SNR’s mais comportent un plancher
d’erreur qui dépend entre autres de la longueur du bloc M et du nombre d’itérations

Pour améliorer encore les performances on peut également recourir & des algorithmes
puissants classiques comme 1’algorithme de Viterbi basé sur le principe du maximum de
vraisemblance (ML) ou I’algorithme BCJR basé sur le critere du Maximum de Vraisemblance
a Posteriori (MAP). Ces deux algorithmes opérent ici par fenétre glissante. Pour leur mise en
ceuvre il est nécessaire de procéder a une étape de quantification. Ainsi les symboles X
transmis subissent une étape de quantification avant d’étre envoyés sur le canal. Cette étape
de quantification consiste a partager I’intervalle [0, 1] en une série d’intervalles disjoints I; de

la forme [i/P,(i+1)/P[ pouri=0, 1,...,P-1, le centre de ces intervalles étant de la forme :
¢, =i/P+1/2.P. P représente le nombre d’intervalles que 1’on prend en pratique égal a une

puissance de 2 pour simplifier I’implémentation des algorithmes de Viterbi et du BCJR. De
cette facon le seuil 0.5 représentera a la fois le point le plus élevé dans un intervalle donné et
le point le moins élevé dans un autre intervalle. Ainsi le fait de savoir si un point X, se trouve
dans un intervalle I; permet d’affecter la valeur 0 ou 1 au bit a décoder correspondant. Si I’on
substitue la séquence originelle a transmettre par la séquence des intervalles ou se trouvent les
symboles correspondants on obtient une représentation symbolique de la séquence transmise
qui peut étre décrite comme un processus de Markov du premier ordre avec une matrice de

transition T. Le terme t; représente la probabilit¢ de transition entre D'intervalle i et

I’intervalle j. Dans le cas de la fonction de mapping Bernoulli Shift map, 1’opération de
multiplication modulo 1 se traduit par une probabilité de transition égale a 0.5 depuis
I’intervalle d’origine vers deux intervalles adjacents. Par exemple, dans le cas P = 4, on

obtient la matrice de transition :

(36)

—

I
o B O B
o B O B
_ O Kk O
_ O Kk O
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Dans le cas de fonctions de mapping plus sophistiquées il est plus difficile de définir des
matrices de transition. On peut cependant y parvenir de la fagon suivante : la probabilité de

transition entre les €tats correspondants aux intervalles I; et I, est égal au quotient de la
longueur de l’intersection entre I’intervalle image de la fonction de mapping f(l,) et

Iintervalle |; et de la longueur de 'intervalle : f(I;).

_longueur[ f (I;) " 1;]
~ longueur[ f (1,)]

(37)

i

On considére alors la séquence symboligue associée aux symboles x d,, k=0,...,L—1, ou

d; =c (0 ou 1) selon que X« appartient ou non a I’intervalle I.. L représente la longueur du

block nécessaire (largeur de la fenétre glissante) au décodage (a 1’émergence d’un chemin)
d’un symbole xi. De la méme fagon, on affirmera que le processus de Markov est dans 1’état
s, =1 aux instants k =1,...,L si X«. appartient a I’intervalle : |,. L’état de départ est pris égal
a 0 tandis que, au fur et a mesure que 1’algorithme de Viterbi (ou I’algorithme BCIJR) se

déroule, I’¢état initial est remis a jour d’apres les valeurs obtenues lors de I’étape précédente.

V. RESULTATS DE SIMULATION

Les résultats sont donnés sur les figures 7 a 14 pour les différents algorithmes présentés
précédemment et pour différents parametres. Dans tous les cas, on prend D = 20 bits par

symbole. De cette fagon on s’assure que la différence entre X, et X, est négligeable. Dans

tous les cas de figure c’est la fonction de mapping Bernoulli shift map qui posséde les
meilleures performances devant la fonction logistique map modifiée (performances assez
préches) et devant la fonction flip-flop map (de loin la moins performlante). La figure 7
représente les résultats de simulation obtenus pour la méthode ad-hoc en faisant varier la taille
des blocs M dans le cas ou on utilise la fonction de mapping Bernoulli shift map. Les figures
8 et 9 illustrent les performances obtenues avec ce méme algorithme respectivement dans le

cas des mapping avec la fonction logistic map modifiée et la fonction flip-flop map.
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Figure 7 : Résultats de TEB pour la fonction de mapping Bernoulli shift map avec I’algorithme de décodage ad-

hoc pour D = 20 bits et différentes valeursde M : M =1, 2, 3, 4 symboles
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Figure 8 : Résultats de TEB pour la fonction logistic map modifiée avec [’algorithme de décodage ad-hoc pour

D = 20 bits et différentes valeursde M : M =1, 2, 3, 4 symboles
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Figure 9 : Résultats de TEB pour la fonction flip-flop map avec [’algorithme de décodage ad-hoc pour D = 20
bits et différentes valeurs de M : M =1, 2, 3, 4 symboles

On voit clairement sur ces courbe 1’amélioration des performances avec I’augmentation de la
valeur de M. Cependant, on distingue sur chague courbe une zone ou le TEB diminue de
fagon réguliére avec le SNR et une autre zone ou le TEB entre en saturation avec un effet de
plancher prononceé. La raison de la présence de cet effet plancher vient du fait que certains

échantillons vy, ,, , peuvent se retrouver en dehors de I’intervalle [0, 1] comme nous allons le

montrer dans le calcul théorique qui suit. Les symboles transmis sont d’autant mieux décodés
que le nombre d’échantillons a prendre en compte augmente ce qui permet de mieux exploiter
la redondance entre symboles consécutifs. Cependant, la redondance présente dans les
symboles successifs transmis n’est que partiellement exploité par cet algorithme.

Pour illustrer ces interprétations on peut essayer de calculer théoriquement la probabilité
d’erreur pour le cas M = 2 (Lorsque M > 2, le calcul devient impossible). Pour mener a bien

ce calcul, on peut distinguer trois cas :

yn+1 < 0

Dansce casona z0 =0 et z: =1/2 et on obtient :
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Per = P[yml <0’(Zr11 _yn)2 <(Zr(1) _yn)z 1 Xn <%:|+P|:yn+1 <Ov(zr(1) ~Yn )2 <(Zﬁ ~Yn )21Xn 2%:| (38)

" yn+l > 1

Dans ce cas, z. =% et z'=1, le symbole décodé sera toujours égal a 1, on obtient

donc :

peZ = P‘:yml >1' Xn < %i| (39)

b OgywlSl

Ici aucune restriction ni normalisation ne s’applique et 1’on aboutit a :

Pe3 = P|:OS yn+1S1v(Z% _yn)z <(Zr(1)_yn)zlxn <%i|+P[OS yn+1S1v(Zr?_yn)2 <(Z% _yn)zlxn 2%:| (40)

En se rappelant que, dans le cas de la fonction de mapping Bernoulli shift map on a:

Yo =X, ,+n  =f(x)+n , 2°=y /12, 2=y ,/12+1/2, y, =% +n et en supposant

n+1?

de plus que n, et n ., sont des échantillons de processus Gaussiens indépendants et

n+1

identiqguement distribués, on arrive au résultat :

yn+1<o
peBlzi.[merfc ox 2o Jerfc (l—xj 120 |4
470 N, 4 N,
(41)
+1j1 erfc| 2x 125 1—£erfc (E—x) 125 dx
2 2 N, )| 2 4 N,
yn+l>l

1

Lol 5 )
/)2 /48;rb
NO

(l— e—12Eb/NO ) (42)
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" Ogymlgl

peBS=—1 r[l—EHerchE——J 12E—}+erfc[[1+§j 125}}4“ (43)
5 ol2 2 4 2 N, 4 2 N,

I1 est également possible d’obtenir ces probabilités d’erreur avec la fonctions de mapping

logistic map modifiée :

yn+l<o
w o lpz 1 1 E, 1 E,
o[ erfe| 2| T —x | [2=t x| 1-Zerfcl2[—4x(1-x)] 2=
P 2I0 - xl—x)er({ (4 xj No}{ Zerc{[ X(1-x)] NoHdX
(44)
+J-1 SN PR ps 2(1—x] 250 L1 Lerte 2[-4x(1-x)] 250 | i
vz g [x(1-x) 2 4 N, 2 No
yn+l>1

1 4x(1—x)] ZE}dx (45)

1/2
P2 =7 I - ':x - erfc{ N,

= 0<y,, <1

pM = 1/2 J‘l " /ﬂ Nb e . erfc{ 1+ \/h )+2 ——\/1 h(x)-z - ’2—}d
! ) [2F, I3 {
+L/2 p(x)j_lm( oz N, —be [2 erfc{1+ \/h )+12 ——\/1 h(x } ZN_oHdZdX

et h(x)=4x(1-x).

Avec : p(x):#\/?x)

Toutes les intégrations, a I’exception de 1’équation (42), doivent étre faites numériquement.
Les résultats sur le calcul de la probabilité p!) montrent bien a chaque fois la présence d’un
taux d’erreur plancher a forts SNR’s. La raison de la présence de cet effet plancher apparait

plus clairement maintenant. Par exemple dans le cas de 1’équation (45), lorsque : y,,, >1, on
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obtient comme valeurs inverses possibles 5 et 1, les deux valeurs conduisant a la méme prise

de decision b, =1 et ceci correspondra a chaque fois a une erreur lorsque : X, <§ a eteé

réellement transmis. Les autres termes dans le calcul des probabilités d’erreur tel que (41) et
(44) ne sont importants qu’a faibles SNR’s et ne présentent aucun effet plancher a forts
SNR’s. La conclusion de cette analyse est simple : le fait d’augmenter M permet de mieux
compenser les phénoménes d’erreur de décision produits par des symboles regus qui se
trouvent en dehors de I’intervalle [0, 1]. Ceci montre en fait toute I’importance d’inclure le
maximum d’échantillons possible en sortie du canal pour dérouler les algorithmes de

décodage.

Les performances de 1’algorithme de décodage ad-hoc récursif sont illustrées sur les figures
104 12.

10
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F * 7 Iteration
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Figure 10 : Résultats de TEB pour la fonction de mapping Bernoulli shift map avec I’algorithme de décodage
ad-hoc récursif pour D = 20 bits, M = 4 symboles et pour différents nombres d’itérations de [’algorithme (1, 2, 3
et7).
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Figure 11 : Résultats de TEB pour la fonction de mapping logistic map modifiée avec l’algorithme de décodage
ad-hoc récursif pour D = 20 bits, M = 4 symboles et pour différents nombres d’itérations de [’algorithme (1, 2, 3

et7).
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Figure 12 : Résultats de TEB pour la fonction de mapping flip-flop map avec ’algorithme de décodage ad-hoc
récursif pour D = 20 bits, M = 4 symboles et pour différents nombres d’itérations de I’algorithme (1, 2, 3 et 7).
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On voit clairement sur ces figures 1’intérét d’utiliser la redondance présente dans toute la

séquence (non seulement la redondance est exploitée entre y et y ., mais aussi entre y_ et

Y. )- On peut de plus constater que pour des TEB’s de 1’ordre de 107,107, I’écart avec le

systtme BPSK non codé se réduit fortement par rapport a I'utilisation du simple algorithme
ad-hoc puisqu’il devient de ’ordre de 1.5-2 dB, ce qui représente un avantage de plusieurs dB
(4-6) par rapport a la version non-récursive de cet algorithme. Cependant la complexité de
décodage passe de $(2") a 9(g.2™) ol g est le nombre d’itérations.

Les performances de 1’algorithme de Viterbi sont illustrées en figure 13 dans le cas P = 32 et

L =10.

10°
10"
-2
10 ¥
m
L
. 4
10°
" %+
10 = BPSK
& V' Bernoulli shift map
i *  logistique map modifier
- O FLP ma
10° : P :
0 2 4 6 8 10 12 14
SNR (dB)

Figure 13 : Résultats de TEB pour les fonctions de mapping Bernoulli shift map, logistic map modifiée et flip-

flop map avec I’algorithme de décodage de Viterbi pour P = 32 états et L = 10 symboles.

On constate sur cette courbe que les résultats obtenus avec Viterbi sont trés proches de ceux
réalisés avec 1’algorithme de décodage ad-hoc récursif au bout de la septieme itération.
L’écart entre ces deux algorithmes est inférieur a 0.5 dB pour des TEB’s de 1’ordre de
107,10, La constatation est la méme avec I’algorithme BCJR en figure 14 méme si dans ce
cas on constate ne amélioration non négligeable des performances de Viterbi et de
I’algorithme ad-hoc récursif (amélioration de ’ordre de 0.8 dB). Ainsi, 1’algorithme BCJR

apparait comme le plus performant. Sa complexité étant de 1’ordre de $(L.P) avec P qui est
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une puissance de 2 reste tout a fait comparable a celle de I’algorithme de Viterbi et de

’algorithme ad-hoc récursif.

10’
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Figure 14 : Résultats de TEB pour les fonctions de mapping Bernoulli shift map, logistic map modifiee et flip-

flop map avec l’algorithme de décodage BCJR pour P = 32 états et L = 10 symboles.

V1. CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons examiné les performances de différentes fonctions de mapping
chaotiques monodimensionnelles basées sur des transformations de la célébre fonction
Bernoulli shift map. Apres avoir montré comment il était possible d’encoder une séquence
binaire a 1’aide ces fonctions non linéaires, nous avons développé et testé différents
algorithmes de décodage. Parmi eux nous avons proposé un algorithme baptisé algorithme de
décodage ad-hoc récursif qui est quasiment aussi performant que les algorithmes classiques a
base de Maximum de Vraisemblance (ML) ou de Maximum de Vraisemblance a Postériori

(MAP) et qui présente une complexité d’implémentation réduite.
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. INTRODUCTION :

Dans ce chapitre nous étudions une nouvelle classe de modulations codées non linéaires basée
sur des systemes dynamiques chaotiques & temps discrets. Le gros intérét de cette classe de
modulation est d’associer le codage de canal avec le « mapping » pour obtenir une
constellation en sortie qui ressemble, lorsque le pas de quantification est suffisamment petit, a
un signal réellement imprévisible donc chaotique au sens de la définition de Frey.

L’idée de développer une telle modulation codée est basée sur le contréle appropri¢ des
systemes dynamiques. Ceci peut étre réalisé en utilisant la dynamique symbolique. L'espace
d'état du systeme chaotique est divisée en un nombre fini de régions qui sont marquées par
des symboles. De cette maniére, une trajectoire dans I'espace état correspond a une séquence
symbolique infinie. Puisque la trajectoire est déterminée par une condition initiale, a chaque
état initial correspond une séquence symbolique infinie. Au lieu d'essayer de fixer une
condition initiale avec une précision infinie, on contrble la trajectoire avec des entrées de
commande de faible amplitude afin d'obtenir une séquence symbolique souhaitée.

Le nouveau modele des modulations codees en treillis est donc obtenu par la combinaison de
ces deux approches :

L’utilisation des systémes de contréle pour les systémes en temps continu [44].

L’utilisation de la dynamique symbolique pour les communications numériques [45].

Dans ce chapitre, nous nous basons sur les travaux antérieurs de S. Kozic [46] concernant les
modulations codées multidimensionnel basées sur des systemes chaotiques.

Le but est d’optimiser les performances du schéma de modulation en calculant la distribution
du spectre des distances du codeur. Nous allons montrer dans ce chapitre que la distribution
du spectre des distances du codeur peut étre approximée soit par une loi de Rayleigh, soit par
un mélange de lois Gaussiennes ou de lois de Rayleigh. La caractérisation précise du spectre

des distances du codeur nous permet bien sir d’optimiser les paramétres de ce dernier.

Puis nous étudions les performances du schéma de modulation chaotique proposé lorsqu’il est
concaténé avec un code temps-espace en bloc de type Alamouti [47]. Ces études sont faites
dans le cas de canaux non-sélectifs en fréquence mais en tenant compte éventuellement d’une
forte sélectivité temporelle (effet Doppler). Utilisant la modélisation de la densité de

probabilité des distances du codeur, nous sommes capables d’obtenir des expressions
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théoriques pour la probabilité d’erreur par symbole ou par bit. Ces résultats complétent ceux
de Jun He and Pooi Yuen Kam [48]qui ont étudié le comportement du schéma d’Alamouti
dans les canaux trés sélectifs en temps. Dans tous les cas, nous avons quantifié le gain de
diversité du schéma de transmission proposé. C’est ainsi que nous montrons que la technique
MRC classique pour le décodage d’Alamouti conduit a une perte de diversité compléte sur
des canaux tres sélectifs en temps. Pour restaurer une certaine diversité nous avons propose

une égalisation ZF (Zero Forcing) et nous avons quantifié son efficaciteé.

Il. MODULATION CODEE CHAOTIQUE A BASE DE
FONCTIONS MULTIDIMENSIONNELLES

Le systéeme étudié et proposé auparavant par S. Kozic [46]est constitué d'un codeur convolutif
linéaire et d’un mapping non-linéaire multidimensionnel en sortie du codeur convolutif. Un
tel schéma qui associe mapping et codage de canal est semblable dans son principe aux
modulations codées en treillis.

La fonction multidimensionnelle utilisée dans le mapping en sortie du codeur est définie par :

Ou A = {a;} est un matrice de taille nxn. X, est un vecteur de symboles analogique qui peut

s’interpréter comme la sortie d’une modulation codée multidimensionnelle.

Les séquences symboliques de fa sont définies par un partitionnement n-dimensionnel de

’espace, i.e. : I’espace est subdivisé en 2" segments [[= {P1, P»,..., P,"} avec la régle :
sc=i si x eR (2
L’état xi de la fonction fa peut étre exprimé en fonction des vecteurs d'entrée binaires :
T
A ——

Ces vecteurs sont obtenus en partitionnant le vecteur des bits a transmettre b en blocs by de n

bits. La sortie X, du codeur se calcule alors de la maniére suivante :
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Q . .
X = 227('”) A%7'by,;_o mod 1+% p (3
0

Oup=(A-)teavec e= [J,l,...,l]T et g = 279" La somme des termes dans ce développement

binaire multidimensionnel est finie et donc les vecteurs binaires by.i.q qui entrent dans le
modulateur permettent de contrdler la trajectoire xy en sortie. A chaque itération les vecteurs
d’entrée binaires sont décalés d’une ou de plusieurs position vers la gauche (shift register) de

fagon totalement similaire a un codeur convolutif classique.

L’expression du signal multidimensionnel de sortie xx appelé aussi signal modulé peut étre
réécrite (3) sous une autre forme qui montre 1’évolution des états du codeur entre les états k et

k+1 en fonction du vecteur d’entrée by.1 :
X = fa(Xc)+a(b, —1/2€) mod 1, e= [Ll,...,l]T q=2°1 (4

Dans le cas asymptotique, lorsque le pas de quantification tend vers zéro i.e. Q tend vers
I'infini, il est clair que g tend vers zéro et on retrouve 1’équation (1) du mapping

multidimensionnel. La partie q(b,,—1/2e) se comporte alors comme une perturbation

stochastique qui permet de contrdler la trajectoire de sortie des vecteurs xx. Ainsi, ce systéeme

chaotique peut-il étre représenté sous la forme suivante (Fig. 1) :

by

Figure 1 : Systéme chaotique multidimensionnel contrdlé par perturbation stochastique

Le vecteur de sortie x, peut prendre M = 2 "@*Y différentes valeurs en fonction des valeurs de
by,. . ., bxon. Par conséquent, la modulation codée proposée est une modulation numérique

comportant M niveaux discrets.
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11.1. Structure du codeur

Le systéme décrit par 1’expression (3) peut étre représenté comme un codeur convolutif
linéaire de rendement n = 1/(n.(Q+1)), ou, a chaque coup d’horloge, un bit by entrant donne

naissance a (Q+1) vecteur v chacun de n bits.

Ce codeur est décrit par:

h(O)=E e =0 1.0 ] (5)

ou D est un retard de telle sorte que chaque séquence d'entrée by,by,...,by,... est représentée

par la série infinie :

b(D)=b +b,D+b,D*+... (6)

Le signal de constellation (mapping) est décrit par la relation:
Q " .
D)=> 27" A%y, (D)mod1  (7)

Donc, I’expression (3) peut étre interprétée comme la sortie d’un codeur d’une modulation

codée en treillis (TCM), comme illustré sur la figure 2 :

by ni1 b oy b;c O+ nt
ﬂ EI n
ol 4e
A A f‘
+ (T -
%9 -———- > V7 ]
y h 4 h 4
TlQ T[L TlU
2249

2778 40

Figure 2: schéma de la modulation codée chaotique multidimensionnelle
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Le code convolutif peut étre décrit sous une forme matricielle T;; = {t,‘ﬁn},(l,m :O,n_—l)

t(()I"()J)-’_ t(()I,’lJ)D_'_ t(()l,’rL)]_Dn_l ]
(D)= e+ gD+ o
o+ o+ o ) ot

Les blocks des matrices T utilisées pour 1’optimisation du codeur sont : Tt €t Tient -

Tij =Tehire 1=

T= L 9
{Tij:Ttent 1# ] ()

1 00 O 100 O
. 010 1100
OU Tshift = et Ttent =
0 01 1110
0 0O 111 -

Il existe une autre forme plus générale pour le codeur chaotique donnée par 1’équation :

Qa ) ) Q .
K =22 A D)+ Y 20Ny (D) mad) (10

Cette équation est plus générale que (7) car elle fait intervenir un paramétre supplémentaire
Qa . A partir de I’indice Q, +1, la matrice A est remplacée par la matrice identité 1. Nous
avons constaté que cette écriture permettait (pour des faibles valeurs de Q et Q,) d’obtenir de

meilleures distances libres que la forme (7).

11.2. Distance minimale et spectre de distances

Les performances des codes en treillis dépendent bien sir de l'algorithme de décodage mais
aussi et surtout de la distribution des distances du codeur. Le paramétre le plus important en
codage de canal est la distance minimale dsree définie comme la distance minimale entre deux
séquences qui partent d’un méme état du codeur et qui reconvergent vers un méme état (non

nécessairement le méme que 1’état initial) au bout d’un certain nombre de périodes
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d’horloges. Pour les codeurs linéaires ce calcul est relativement aisé car on peut prendre
comme sequence de référence la sequence de bits tous égaux a zéro. Malheureusement, cette
simplification n’est plus valable pour un codeur non-linéaire tel que le schéma considéré dans
ce chapitre. Pour calculer sa valeur il faut déterminer les trajectoires dans le treillis qui partent
depuis le méme état S;=S; et qui évoluent ensuite & travers des chemins disjoints (aprés L
coups d’horloge) vers le méme état S=S , non nécessairement égale a S;. On parlera alors de
boucles de longueur L.

La distance correspondant de S;et Sk est donnée par :

2

oo =S x| @
m=1

Ce calcul doit étre fait pour tous les états initiaux du codeur et pour toutes les valeurs
possibles de L. Ce calcul est d’une complexité rapidement prohibitive puisqu’il faut tester
2@ 2" trajectoires de longueur L. Pour obtenir une complexité raisonnable nous avons
imposé a L de varier dan D’intervalle [Qn+1, n.(Q+m)], ce qui implique que la longueur des
boucles varie de Qn+1 (la longueur de contrainte plus un) a n.(Q+m) avec m = 3 au maximum
(les simulations effectuées ont montré que cette valeur était suffisante).

Plusieurs parametres entrent dans 1’optimisation du codeur : les matrices Tj;, les matrices A, le
parametre Q, etc...Pour simplifier notre recherche nous avons imposé des formes particuliéres
aux matrices Aet T.

Pour la matrice A nous avons pris la forme suivante [46]:

&
1 1 1
A=la, 1 1|pour n=3 (12)
4y a, 1

Le choix des paramétres a;; se fait en optimisant la distance libre du codeur.

Pour les matrices T nous choisissons systématiquement : T;j=Tsnix pour i=j et T;=Ten: POUF i
%]

Par exemple la figure 3 illustre le spectre obtenu pour lecasn=2aveca;; =8 et Q =Q,=3.

Attention, il s’agit ici d’un histogramme et non d’une densité de probabilité (p.d.f).
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35 40

Figure 3: spectre de Distance pour n = 2 avec a,;= 8

En fait, la distribution normalisée ou p.d.f de ce spectre est tres bien approximée par la

fonction (distribution de Rayleigh):

X=M:)  _(em 1?2602
fc(x)=—( 2‘).e Cem) 129 > m,
o (13)

fc () =0,x<m;

Par exemple avec le spectre de distance obtenue a la figure 3, en utilisant le technigue MMSE
classique pour obtenir les paramétres, on aboutit a : m; = o-jz ~ 6.7 (ce qui correspond a une
distance minimale de codeur égale diee= 6.7). La comparaison entre la distribution de
Rayleigh et le spectre de distance normalisé obtenu est illustrée dans la figure.4 (I’erreur

quadratique moyenne obtenue est inférieure & 107°):
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Figure 4: spectre de Distance et distribution de Rayleigh

Pour certains cas, il existe des formes plus compliquées pour la distribution des distances du
codeur. Par exemple, le spectre de distance illustré dans la figure. 5 est obtenue pour :

Tij=Tshite pour i=j et T;;=Tren: POUr i #j, aveCc @z =5,n=2¢et Q =Q,=3.

16000

14000

12000

10000

8000 +

6000 -

4000 +

2000 +

25

Figure 5: spectre de Distance pour n =2 avec a,;=5.
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Dans ces cas, la fonction de densité de probabilité peut étre approximée comme nous allons le

voir dans le prochain paragraphe a 1’aide d’une mixture de lois Gaussiennes ou de Rayleigh
[51]

La distribution normalisée du spectre prend la forme:

J J
1 2 2
fo(x) = E T,. o (M) /2on E T A (m o2 14
C() — n y—z. o, ~ n ( n n) ( )

Il est clair que trouver les parametres J, m, m, et on, est un probleme d'optimisation
compliqué. L’algorithme EM (Expectation Maximization) permet de réduire

considérablement cette complexité [49][50][51] .

Pour un nombre fixé J de lois gaussiennes et pour un ensemble d’observations données

= ={&,i=1..,n}, ’algorithme doit déterminer I’ensemble 0E{ﬂj’mj,0j, j :1,_,_,3} en cherchant

la solution du probléme a Maximum de Vraisemblance suivant :

O=ag max log pg (&)
Z 7Z'J=1
j=1

n J
—arg maxZIogZﬁj.¢(§i;mj,af) (15)
=t

HIZﬂj =1 i—1
j=1

Notant  ¢(x;i,02) la  densité de probabilitt dune loi Gaussienne de
parametres u et o2 : N'(1,02) . Pour résoudre (14) 1’algorithme E.M procéde en deux étapes a

partir d’un jeu initial de coefficients 6® : une étape de moyennage et une étape de

maximisation. Les deux étapes se résument de la fagon suivante [51] :

= Etape de moyennage, on calcule:

Q(8]6") =Ey {log pp(X)| =} (16)
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= Etape de maximisation, on calcule :
60*) = argmax, Q(a\ 6y (17)

Pour procéder a ces étapes de calcul, il faut définir I’ensemble des données cachées

Z ={z,i=1..,n}ou z estun vecteur de dimension J qui sert de fonction indicatrice.

i &= .
T AL
0 sinon

L’ensemble des données complétes est donneé par : X =(=,Z2), et on obtient :
n J 7.
pg(E,Z):HH[ﬂj.¢(§i;mj,aﬂ T (19)
i=l j=1

La fonction de vraisemblance logarithmique des données complétes devient alors:

LI L 1 2 (&-m))?
log pg(5.2) =D 7 ;.logx; +22zi,j.[—§.|og(aj)—T]+c (20)

i=1 j=1 i=1 j=1 O

ou C est une constante quelconque.

On peut alors préciser completement le déroulement de 1’algorithme E.M, on a :
Q(6|6") = Epflog pe(=.2)| =}

Q(0]67=3" 2, [logr, ~log(o) - (52_:;)

i1 j=1 i

1+C (21

AVec :

2 :E;{ziyj‘E,el}:Pé{zi’j =1}

Po (& ‘ Zi i 21)-Pé(zi,j =1)

3
Z Po (& ‘ 2y =1).Py(z;y =1)
=)

L CHURIPES

BN
PN CHURS DL
1=1

(22)

Pour I’étape de maximisation, on calcule les dérivées partielles.
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. {7: i } est obtenu par:

M:O = 7. =

= mjestobtenue par:

2Q(8,9) _0 = imm] =0, j=1..,3J

om, Y 2.(71'2
m. .n n _."_
SUD P ST TS
j =t izl O]
Zé:i'zij
=m, == ,i=1..3 (24)
7

Enfin, la variance o est obtenue a I’aide de la résolution de I’équation suivante :

. . )2
M:O => 2ij'[_i+w]=o’ j=1'“_,\]
0o, i of lop
:>o-j2.,_1 2”-:‘_1 2']'(§i_mj)2’ J:]" ,\]
2 46 -m))’
O'J2 =i - , )=1..J (25)
Z.

Finalement, les étapes de calcul de I’algorithme E.M peuvent étre résumées de la facon

suivante : a partir d’un jeu initial de paramétres 8© et des données observées {&, }:

= Faire 6 =9 Vet calculer {2i'j,i =1...n;j=1.. | d’aprés la formule (22).

= Calculer{z;,j=1..J d’aprés (23) et calculer {m,j=1..3}, {0, i=1..,3} d’apres les

équations (24-25). A partir de 13, faire6® =g.

Pour la distribution illustrée en figure 5, on peut trouver une mixture de deux lois Gaussiennes

avec les paramétres 7,=0.6, m;=4.2 et 0,=2.24. 1=0.4, m,;=9.5 et 0,=2.44. Les résultats sont

illustrés sur la figure 6 :
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20 25

Figure. 6: distribution de la densité de la probabilité normalisée en figure 5 obtenue par un mélange de lois

gaussiennes.

La distribution normalisée du spectre prend la forme:

L) =37, B goenrizat _$ 7 2m o7)  (26)

n=1 n n=1

Ou 7&(m,, o) représente une loi de Rayleigh de paramétres : m_ et o2. Utilisant la méme

approche et les mémes notations que pour un mélange de lois gaussiennes, on peut obtenir :

log p,(5.2) =37 logz,+> >z, [log (& - m)—log(o)—@] c (27)

i=1 j=1 i=1 j=1 |

Notant w(x;u,0°) la densité de probabilit¢ d’une variable aléatoire Z(u,o2), on peut

obtenir :
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Q(8|6") = Epllog py (5, 2)| =}

(é:i_mj)

Q(0]6)=3"3 "2, [log, +log(& —m.)~2.log(,) - ]+C  (28)

i=1 j=1 |

Avec
2,=E,{z,] 2.6}=P{z, =1z}

_ J‘//(égi;m‘j’aljz)'”} (29)
.Z::‘l//(é o).

L’étape de maximisation Se résume comme suit :

Pour obtenir {m;}:

0Q(6.9) _

1 .
0 =rm.==.) 7 =1..J 30
or, > 7T n iZ:;,ZI,J J ( )

Pour obtenir {m;}:

0Q(6.,9)

5 2 5 2 2 i
2 2,07 = 2 (& -2m.&+mi), j=1..J
> 2i,j.§2—2.mj.;l 2,,.& erj?.;z,j :Zﬂ:z”.af, ji=1..3 (31

) n - _ 2

0Q0.9) _o_, 3y -2 8 g o1
90, i=1 O j

=>2.07 712,,.=_712”(§.—m,. i=l.,d 0 (32)
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Les équations (31-33) constituent un ensemble d'équations non linéaires couplées, on peut

utiliser la primitive fsolve de Matlab pour trouver des solutions admissibles.

Les figures 7, 8 montrent les distributions du spectre dans le casn = 3 et Q = Q4 = 2, avec

différentes matrices A, toujours avec T, ; =T, pouri=jet T =T pouri#]j.

Les meilleurs résultats obtenus sont donnés sur la figure 8 ou la distance minimale est

égale dg =13.
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i 10°

0
10

1 11
Figure. 7: spectre de distancepour A=| 4 1 1|,n=3,Q=Q,=2

On présente alors quelques résultats de simulation concernant le taux d’erreur binaire en
fonction du rapport signal sur bruit sur un canal gaussien AWGN, en utilisant les
optimisations obtenue par le calcul du spectre des distances.

L'algorithme de decodage appliqué, pour décoder les séquences chaotiques, est 1’algorithme
de Viterbi. Cet algorithme est rapidement limité par la complexité en le nombre d'états, qui est

égale a2"(Q

La figure 8 montre les résultats pour n=2 a= 8 ou 5, Q = 3 et différentes valeurs de Q.
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Figure. 8: Performances de la modulation codée chaotique sur canal AWGN,n=2a=80u5,Q =3

Le codeur chaotique est plus performant que le systteme BPSK non codée pour un rapport
signal sur bruit (SNR) élevé grace a des bonnes propriétés asymptotiques avec une distance
libre suffisante. Cependant la faiblesse de ce type de codage réside dans un rendement de

codage tres faible : en effet lorsque I’on décale les bits un par un pour obtenir le gain de

codage le plus élevé possible le rendement obtenu est égal a: ﬁ ce qui est
n.(Q +

effectivement tres faible. 1l existe plusieurs solutions pour I’améliorer.

La premiére est de faire entrer les bits dans le codeur par des groupes de k bits. Dans ce cas le

. k - ] A
taux de codage est egalm. Cependant, cela réduit le degré de corrélation entre deux
n.(Q +

états et rend le treillis non binaire. Nous n’avons pas constaté sur les exemples testés
d’améliorations des performances avec cette méthode. Au contraire, une nette déegradation du
TEB a toujours été observée.

La seconde méthode consiste a utiliser des codes poingonnés (punctured codes) pour

augmenter le rendement de codage.
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La figure 8 montre des résultats avec les meilleurs motifs de poingonnage pour des taux de
poingonnage respectivement égaux a : 9/7 et 3/2 que nous avons trouvés expérimentalement
dans le cas: a =8, Q = 3, Q, = 1. Les performances illustrées sur la figure 8 montrent une
meilleure pente asymptotique a forts SNR’s (gain de diversité plus élevé) que le systéme non-
codé ; cependant si on considére une plage pratique d’utilisation d’un tel codeur en terme de
rapport signal a bruit, il est clair que le systeme non-codé est préférable a cette modulation
codée chaotique poingonnée.

En d’autres termes, il apparait nettement que pour n = 2, la modulation codée chaotique

n’apporte pas de gain suffisant par rapport a un systéme non codé.

Remargue : Comme il était prévu par les résultats du spectre de distances, les

. 1 . ]
performances du code avec la matrice A:{5 1} sont dégradées par rapport au cas

A:E ‘1]

La figure 9 montres le taux d’erreur binaire en fonction du rapport signal dans lecas n =3

1 11
pour Q=2et A=| 2 1 1] (cf spectre des distances de la figure 6, la distance minimale
-2 81

est égale & 6). Le nombre d’états pour n = 3 et Q = 2 est égal & 2° = 512. Grace & une meilleure
distance libre par rapport au cas n = 2, les performances du BER sont améliorées et le codeur
chaotique devient plus performant que le systeme BPSK non codé a partir d’un rapport signal
sur bruit égale a 8,5 dB. Les meilleurs codes poingonnes, avec des taux de poingonnage égaux
a 9/7 et 3/2, sont incapables de dépasser le systtme BPSK non codé méme a forts rapport

signal sur bruit car la distance libre diminue rapidement avec le poingonnage.
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Fl —8— a21 =2, a31=-2, a32=8, Q=2, Qa=1, puncturing 3/2 [ s B g
—&— 821 =2, a31=-2, a32=8, Q=2, Qa=2, puncturing 9/7 \—
B a21 =2, a31=-2, a32=8, Q=2, Qa=1, puncturing 9/7 |~ ‘ | """"" ‘ """ T
B T T T T T T
10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Eb/NO (dB)

Figure 9: Performances de la modulation codée chaotique sur canal AWGN, n =3, Q = 2,

Les meilleures performances du codeur pour n = 3, Q = 2 sont obtenues avec la matrice

1 11
A=| 4
-6 2 1

nettement supérieure (égale a 13), les performances des codes poingonnés (9/7 et 3/2) peuvent

1 1| etelles sont données sur la figure.10. Cette fois avec une distance minimale

dépasser les performances du systéeme BPSK non codé a forts rapport signal a bruit.
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TEB

—+- a21=4, a31=-6, a32=2 Q=2, Qa=1, no-| puncturlng : : \\\ : |
-&- a21=4, a31=-6, a32=2, Q=2, Qa=2, no-puncturing : N 4
. e uncodedBPSK . . PR, . . .\\b. . . d
107 F —— a21=4, a31=-6, a32=2, Q=2, Qa=2, puncturing 3/2 ¥
F —=— a21=4, a31=-6, a32=2, Q=2, Qa=1, puncturing 3/2 : ! 3
—— a21=4, a31=-6, a32=2, Q=2, Qa=2, puncturing 9/7 : :
S == a21 =4, a31 -6, a32=2, Q=2, Qa=1, punctunng 9/7 ‘ : ‘
3 I I
10 0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10

Eb/NO (dB)

Figure 10: Performances de la modulation codée chaotique sur canal AWGN, n=3,Q =2,

1 11
A= 4 1 1|
-6 21

Pour compléter ces résultats, la figure.11 montre I’évolution des performances avec
I’augmentation de Q (diminution du pas de quantification) ce qui conduit & une augmentation

importante du nombre d’états du codeur. Pour ces résultats, 1’optimisation du spectre des

1 1 1
distances du codeur conduit pour la matrice Aa A=|2 1 1| avec une distance libre de 8.
3 61

Il est clair que ’utilisation d’un pas de quantification plus faible va rendre le systeéme plus
sensible au bruit additif ; on peut donc s’attendre a une diminution des performances pour le
TEB. Par exemple avec n = 3 et Q = 3 on obtient un codeur a 4096 états.

Les résultats de la figure 11 confirment bien cette analyse, on constate bien que
I’augmentation du niveau de quantification entraine des pertes. Quand on compare les
résultats des figures 10 et 11, la perte en termes de SNR pour un BER de 10 10 est
d'environ 1 dB. De plus, les codes poingonnés sont incapables de dépasser le systeme BPSK
non codé méme a forts SNR’’s.
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B e A e e e A A

TEB

—+- a21=2, a31=3, a32= 6 Q=4, Q =1, no-puncturing
-&- a21=2, a31=3, a32=-6, Q=4, Qa=4, no-puncturing
|| = uncoded BPSK
107H —=— a21=2, a31=3, a32=-6, Q
[ —5— a21=2, a31=3, a32=+6, O
—— a21=2, a31=3, a32=-6, Q
—— a21=2, a31=3, a32=-6, O

I I I I I L

I
0 1 2 3 4 5 6 7
Eb/NO (dB)

=1, puncturing 5/6 [ e
=4, puncturing 5/6 :

=1, puncturing 4/3
=4, puncturing 4/3

4, Qa
4, Qa
4, Qa
4, Qa

10

Figure 11: Performances de la modulation codée chaotique sur canal AWGN, n =3, Q = 3,

[N

I11. CONCATENATION DU CODEUR CHAOTIQUE AVEC
UN CODE TEMPS ESPACE EN BLOC (STBC) DE TYPE
ALAMOUTIL.

I11.1. Calcul de la PEP (Pairwise Error Probability)

Le but de cette partie est d’étudier le comportement du codeur chaotique dans un contexte
plus général et plus complexe, lorsqu’il est concaténé avec un code temps espace en bloc de
type STBC, code prévu pour une utilisation en antennes multiples (figure 12). Le schéma de

code STBC retenu est celui bien connu d’Alamouti [47].
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v

Chaos STBC » Channel MRC Viterbi

Combiner

code

Decoder

l_

Encoder

Figure 12: Schéma de transmission pour le codeur chaotique concaténé avec un code STBC (Alamouti)

Pour simplifier, en considérant le cas ou n = 2, X¢ sera un vecteur de deux symboles
X, (K)
X, (k)
d’émission en utilisant le schéma d’Alamouti avec la matrice temps espace :

S;(n(k) -3 (K) X (K) —xz(k)]
X (k) %K) X (k) x(k) )

analogique transmis : X, :( j Ces deux symboles seront transmis sur deux antennes

J , ou dans le cas des symbole réel transmis : S =(

Dans la suite, les calculs seront faits en considérant des canaux non sélectifs en fréquence (ce
qui peut étre obtenu en utilisant des modulations multiporteuses (OFDM)) mais fortement
sélectifs en temps avec la possibilité de considérer des variations temporelles entre deux
symboles transmis successifs dans les cas extrémes. De plus, dans les calculs qui suivent,
nous considererons uniquement le cas d’un systtme multiantennes (MIMO) avec deux
antennes d’émission et une antenne de réception.

Dans le cas de canaux quasi-statiques non sélectifs en fréquence, les paramétres des canaux
restent constants sur la durée d'un paquet transmis mais changent complétement d’un paquet a
un autre et il n'est pas nécessaire d'utiliser un entrelaceur entre le codeur de canal et le code
temps espace STBC.

Le signal regu dans deux créneaux temporels successifs s’écrit :

LO=RAO xR0
y,(n+)=y,(n)= _huxz (n)+ h21X: (n)+n,(n)

hi1 et hy; sont deux variables aléatoire complexe de moyenne nulle et de variance égale a 203>
n; et n, sont deux échantillons de bruit blanc additif gaussien complexe de moyenne zéro et

de variance égale a 2%
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Dans le cas particulier des codes STBC orthogonaux comme celui d’Alamouti, la détection a

Maximum de Vraisemblance des signaux recus y,(n) se réduit de fagcon remarquable a la

technique MRC (Maximum Ratio Combining) souvent utilisée en réception pour des canaux
sélectifs en fréquence.
Par combinaison MRC (Maximum Ratio Combining) on obtient alors les variables

décisionnelles z,(n) et z,(n) définies par :

Zy(n)= h1*1-Y1(n) + herI (n+1)
Z,(n)= h%-)’l(”) - hll'y::(n +1)

Ce qui peut encore se réécrire sous la forme :

20 = (Il D6+ i)
Z,(n) = ( |hy|" +[ho,|")-x, (n) + 3.0, (n) —hy,.nj ()

On peut alors étudier la Pairwise Error Probability (PEP) a partir de I’équation (35). En notant
B= (Jhu[*+|ha1[), Il y aura alors une faute dans la détection au niveau du décodeur de Viterbi,
lorsqu’on envoie la séquence : X = (X, (M), X,(M),..., x,(m+L-1),x,(m+L-1)), a chaque fois
que la métrique cumulée sur une boucle de longueur L sera plus petite sur le chemin erroné
que sur le chemin réel. Nous appellerons : x' = (x,(m), X,(m),..., x,(m+L-1),x,(m+L-1)) la
séquence erronée.

Ceci se traduit par 1’équation :

L+m-1
P.(x = x'|h;, hy,, x) =Proba( >

L+m-1
<2
n=m

Z, ()~ ( |hll|2+|h21|2).x1(n)‘2+ Z,()—( |h11|2+|h21|2).x2(n)‘2

2, (0~ +ha )60+ ]2~ + a6 ) (36)

Transformant (36), on obtient :

P, (x = X'|hyy, g, X)
L+m-1

=Proba(B”.[ Y, [ X' (n)—x(n) |+ (m) - () fI<

L+m-1

2B. )" Re(Zy(n).| (M) —x(n) |+ Re(Z,(M). X, ()~ x,(n) |)
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Avec

Re(Z,(n) = Bxy(n) + Nf (n)
Re(Z, (M) = B, () + N5 (n)

et

N{ (n) = Re(N, (n)) = Re(hyy.1y; (n) + hyy.n5 () (37)
NZ (n) = Re(N,(n)) = Re(hyy.vy () — hyy.nz(n))

On obtient alors la régle suivante :

P(x— X'|hna hy1, X)
L+m-1

= Proba(2.B. Z N (n).(x () =X, (N)) + N (n).(%, (n) = x, (n)) >
L+m-1
BZ.( D, (4(M=x ) +0,M-x1)%)  (38)

Notant :

h, = thl + Jh1|1

hy = hZRl + j-hzll

m(n) =nf(n) + j.n/ (n)

n,(n) =ng (n) + j.n; (n)
On suppose que :

E(h)=E(ng[)=E(n[)=E(hh[)=0? (h, et hysont considérées ici

comme des constantes).

On suppose également que :

BT (g (1) = B (g (M) =B () o)
= E(n{ (n)n (m) = E(my (n).n; () = E(ng (n)-ng (n) = O

et:

E(n; (n).n; (M) = E(MF (N)nf (n) = ..
.= E(ny () (m) = E(n3 ()nf (n)) = o7

On en déduit que :
EQNE®)[) =[haf” EOF ) + > EQF () = 07 ([ + | ) =Bo?  (40)

E(NFM])=E(NFO) = Bo?
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La variable aléatoireD = 2.B.L+£_1 NS (n).[xl(n) - xi(n)]+ N (n).[xz(n) - x'2(n)] pour les
n=m

séquences x et x> données, est clairement une variable gaussienne aléatoire puisqu’elle est

obtenue comme une combinaison de variables aléatoires gaussiennes. Sa moyenne est nulle

comme celles de N (n) et NS(n) , et sa variance est égale a:

L+m-1

£=4B0%87. Y [xm-xm] +[pm-xm] (4)

n=m

> —4B%C%? avec C?= L:gm:[xl(n) —x M) + oM -xm]°

On peut alors calculer la probabilité d’erreur (PEP) conditionnellement & h,,h,,x, sous la

forme :

P, (X = X'|hy, My, X)=P(D>A)  (42)

Avec A= BZ.Lzm:[xl(n) - xi(n)]2 + [xz(n) - x'z(n)]2 =B2C?

Donc finalement:

2

+00 X
1 Top3~2 2
P.(Xx = X'lh, Ny, X) = —————. J. g 8B°.C7.0" dx 43
¢ s e 22708 C 3. (43)

On utilise alors la nouvelle variable : u = x/(2.4/2.8%2.C.5), on obtient :

~+00

1 _u?
Pe(x_>x'|hn,h21,x)=f. I eV du  (44)
T Bl/ZC
Z.ﬁ.o
P.(x = x'|hy4,hyq, X) ==erfc 45
e( |h11 21 ) 2 (Z\EO') ( )

En utilisant la définition de B et C, on obtient finalement la probabilité d’erreur

conditionnelle :
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P(X— X'|h11’ hyp, X) =

L+m-1 1/2
( hu|2+|h21|2)1’2{ > [xl(n)—x;(n)}z+[x2(n)—x'2(n)]z]
E.erfc( 2V20 ) (46)

Pour continuer le calcul de la probabilité d’erreur et moyenner sur les parameétres du canal, on
se sert du fait que la variable B =(|hy |2 +|hyy |2) est une variable y 2 (Chi 2) de degré 4 ce qui

s’écrit:

1 d/2-1 X
. .exp(— 47
cl.2'21r(d/2) P 2.0,3) (47)

Ps (X) =

avec d = 4, moyenner 1’équation (47) sur B, conduit a :

. 1/2
P (x - x|X) = | S erfo(X o) L xe ™27 g
02 2420 407 1(2

Xl/ 2

¢ )xe /290 dx (48)

2.«/5.0

+00
P,(x = x'|x) =i4 I erfc(
O}, 0

(En utilisant 1’égalité: T'(n) =(n—1)!, on a biensir: I'(2) =1)

1/2

Pour obtenir (48), il faut calculer H :T erfc(x )_X_e—X/Z-aﬁ dx
0

2.\/5.6

En utilisant les variables suivantes:

2 2
du = x.e /27" dx u=-2x0} e X2on _ 4o} e X120
1/2 => G2
x'C xc?
v =erfc(—=) dv = — 1 o 807 31120 gy
2N2.0 2270

Il est possible de calculer H en intégrant par parties.
On obtient:
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1/2 +e
H :{(—Z.X.aﬁ.emﬂ“2 4.0t e7¥12 ) erfe(= c )}

Z.ﬁ.a 0
+o0 C x.C?
2 2 -
—J (2xofe X2 p 4o e o) = 80" x2 dx
5 2Al2.7r0
C o0 x.C? C o0 x.C?
-5 2 5 2
—4op - Ioﬁ.xl’z.e R - I 2.00.x V2 80" g7 X2% dgx (49)
\/271.0' 5 \fZTL'.O' 0
Donc il reste a évaluer les intégrales suivantes :
+00 xC* +o0 xC?
T 5 2 5 2
| = [ x¥%e 80" g/2% dx et J = [ xH2e 80" @7¥/2% dx.,
0 0
. . C?02 +4.57 .
Pour calculer | et J, on utilise la variable u = Shﬁ.x et on obtient :
O 'Gh

3/2 1o 32

8.0'2.01? U2 - 8.02.0ﬁ

|=| 2% .Iu etdu=| 2 | T1@3/2) (50)
Cc.of +4.0 5 Clop +4o

et

8.0 02 U2 4o 9 8.0 02 1/2
J=| —— J. ucetdus| ——"—| I'@@/2 (51
C’of +4.0° 5 Clof +4.0° ( )

+00
En utilisant les égalités pour fonction T’ :(F(z) = | t2te™ .dtj
0

I'(z+)=zI(2)

I'(z)I(l-2) = Sin(’;z) (52)

On obtient: T(1/2) =z et T(3/2) =z /2 (53)

Ensuite, en reportant ces résultats dans (49), nous trouvons :

C 8 2 2 3/2 c 8 2 2 1/2
H=40] - 02( 7 Oh j \/;/2——.2.0;3,[&] Jr

\2r .0 h CZ.Gﬁ +4.0° \27.c Cz.oﬁ +4.0°

C 8 2 3/2 C 8 2 1/2
H=4.0ﬁ——02.0§{¢2} ﬁ/Z——.Z.aﬁ.(%J Jz  (54)

oz Vo

Clof +4o ot +4.0°

Nous obtenons finalement la probabilité d'erreur pour une séquence x de longueur donnée L :
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N 227 Clo? +4.0° 2z

~h

5 32 2 U2
Pe(X—>X'|X)=i 4.6:—M02.6hz. 80, —C'\/;-Z-G:- %
8.0 Co

1 Co’o, Co,

P.(x = X'|X) =
o | )= 2 (C20'h+40')3/2 2(C2.<7§+4.c72)1/2

(55)

Gain_de diversité : Pour des SNR’s éleves, il est intéressant de calculer le gain de

diversité obtenu. En utilisant des développements limités classiques on arrive a :

P(x—>x|x)—1—C6 Th L - SO -
2 Cc® (1+4.0°IC> 2)3/2 2CO'h (1+4.0'2/C2.of)1/2
1 o 30.0* 1 6.0*
(-245210262 4399 954 - (1——4 0% ICP .ot + =+ (o)
2022 2" " Cot 2 " Clopn
60" 9o (69)
“Clo
Avec : ¢% = ! , (voir 61) on obtient:
6.(Q+1).n.(E, /N,)
P(X—>x'|x) =~ L (57)
[high SNRs— 6,C* ot .n?.(Q +1)%.(E, / N,)

On voit donc (I’exposant de E, /N,a haut SNR étant égal a 2), que I’on obtient un gain de

diversité égal a deux.

Pour calculer la probabilité compléte : P,(x — X'), il est nécessaire d'étudier le spectre des

distances du codeur, en d’autres termes nous avons besoin de moyenner (55) sur la
distribution C.

Comme nous I’avons vu aux paragraphes 1.2.2.1 et 1.2.2.2, la distribution du spectre des
distances du codeur chaotique peut étre approximeée avec une bonne précision par un mélange
de lois gaussiennes ou de lois de Rayleigh. L’obtention de la PEP définitive nécessite donc de
moyenner 1’équation (55) par rapport a ces types de distributions. Pour ce faire, il est plus
commode d’utiliser des développements en série entiere (D.S.E) pour les fractions

rationnelles ou intervient C.
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Pour exprimer P, en fonction de o, nous développons donc P,(x — x'|x) en serie entiere

en utilisant les regles suivantes.

1 (D 2" @)t o™ 1 422 2
[+ 407 [XoT)" =1+ Z ()2 S Pour: 4.0°/x°o; <1
h
Et
1 Z( )".2"(2n+1)! o° 1
(1+4.0% 1 x*c?)¥? — (n1)? o X"
Ces calculs proviennent bien sir de :
1+x)% =1+ oz.x+%.x2 ot a.(a—l)...('a—n+1)_xn +... pour |x|<1
! n!
On aalors:
1 1 o’ 1

1
P(X—=>X'|X)==—-=. - :
+( 9 2 2 (1+4.0%I1C%00)"* o!.C* (1+4.0°IC%0}7)?

Pour des SNR’s suffisamment élevés et donc pour des valeurs de o suffisamment faibles on

a:4.0%/x*c? <1 et donc nous pouvons écrire:

1 Z( "2 @en)! o™ 1 "

Pe(x—>x'|x):%

2 (n)? o
o’ -D".2"2n+n! ™ 1
1+ . .
2C2 { Z_l: (n1)? ol CZ”)

On obtient:
m-1 1 2(m+1)
P.(X - x[x) = Z( 1)".2"".(2m+2)! il 2(1m+1>
~ (m+1)1)? o, C
n+l An | 2(n+1)
+2( ™2 (2n+1)! - 21l
— (n!) h(n+) C (n+1)

| +o0 (_1)n+1_2n_n_(n +l)(2n _|_1)| O_Z(n+1) 1
Pe(x — X |X) = Zl ((n+1) ')2 . O_z(n+1) 'CZ(nJrl) (58)
n= 1 :
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C’est cette expression que nous allons utiliser pour le moyennage de P,(X — X'|X) avec les

lois de Gauss et de Rayleigh.

= Distribution gaussienne :

1 ~(x-m;)?12.0%

—— "pour la variable
\/2.7z.0j

aléatoire C? et en utilisant le fait que la fonction f(x)=e

Avec la fonction de densité de probabilité p(x)=

~0m)Y29] hrend des valeurs

significatifs sur I’intervalle [d,,,+oc[ nous avons :

e ()™ 2 n(n+1).2n+ D)1 g2 T 1 g em)2el gy (59)

P(x—x)= e
: 2 ey P N
Ona:
J. (X m) /20J .dX_ oo —u /20‘J dU n}j e_uzlz,ajzldu 00 —-u /20‘J du
n+l - n+l n+l n+l
dmin X diin—m; (U +m; ) Amin—M; (U + mj) m; (U + mj)

Utilisant I’expression classique pour x < 1:

(1+1X)k = g(_l)”n-(n—l)---(n—k+2)_Xn—k+1

+00 nl
— -1 n_ _Xn—k+1
Ek( ) (N+1—k)!

On obtient:

2 2

“m; (U+m; )n+l

I'T'IIH

—u?/2.6%

Idu

=l P p(p-D.(p-(4D+2) ] (u/m)P e

n+l”
j p=n+1 dmln m;

+Z p+1(1)p p(p-1..(p—n+1) fup” UZ/Z'G'Z.du
n+

p= J dm|n mj
p+1 I '
p=n+1M; (p n)! 4 din—m;

Et, pour la seconde intégrale, on a:
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o _—u?/2.0% +0 _—U /20

e '.du o on [ ©
ey > (VPP m) I—u du

p=n+1

Utilisant :

m; 0 _—U%/2.0%
) —u?/2.6? e )
Ip: jup.e O-J.du et JpZJT.dU
up
dmin—M; mj

Nous obtenons finalement :

L &)™ (+D.2n+D! oM & (—D)p ! )
F’e(x—>x)—; (D) Toro ™ p;l o= n)l. pﬂ +(m;)"™".J,)]  (60)

= Distribution de Rayleigh :

) ., ( m) —(x-m;212.0% .
Avec la fonction de la densité de probabilité : p(x) = e ,ona:

J'

(=DM (n+D).(2n+ D)1 gXY F (x=m;) e 2 gy
P(x—x)= z( ) ( )2( ) — ! — (61)
n=1 ((n +1) ') (o m; 2'01' X

On peut écrire:

m

(X — mj)'ef(xfmj)zlz.cr,2 dx u.e—u2/2.of du -u?/2.6% du u.e—u2/2.olz du
J. n+1 = n+1 J. n+l n+1
X o, (U+m;) o (U+m;) (u+mj)

m;

On obtient ;
. _u?2/2.62
"ue™* du

o (U+m;)

== Z( DP.p(p-1..(p— (n+1)+2)IU(U/m)p(”+1)+1 122,62 ! du

j p=n+1

-3 mF,+1(1)”|0(|0 D...(p~ n+1)jupn I du

p=n+1
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()P —— L [urreree g
pzmmp ' (p n)! !
+00 l
-y Loy Py
p=n+1 mjp+ (p_n)l
Avec |, = Iu"‘“.e‘u 271 du
0
et:
Tu.euz/z.af du ~ z L . ( _)p—(n+l)+lt|o.erZ/2lo-]2 "
S uam) T A (p 1 ;o
Z (- )p ) (my)*.
p=n+1

+00 —u2/2.¢7j2

Avec Jp:J' o

m

du

]

Finalement on obtient :

o2 & (-DP p! ( (m )P0 J )] (62)

N2 (ED)M2"n.(n+1).(2n +1)!
P(x—>x)=> (D)) ot L2 o

n=1

p+1

Remarque:
Les intégrales dans les calculs (60-62) peuvent étre calculées de maniére récursive.

Nous avons:
o _—u%/2.07 +o0 u e—u2/2.0'12
Jp:j du=-0} | ————7—du
n U n O3 U
—u?/2.0 +o0 e—u2/2cr
2 2
~o[ ] (p+DarI ——du
m;
—m-ZIZ.JJ
— 2 (
= p+1).0:.J
J p+1
(m;)
Ce qui donne :
e—mJ-Z/Z.a'JZ l J
p

I, = -
" (p+D).(m)™ ot (p+)

En fonction de la parité de p, la formule précédente permet de calculer J, a partir des

premieres valeurs J; oulJ,.
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Pour Jq, on a:

o —u2/2.0% © 2y A-u?12.6%
! % T(ulo?)e J
JI:J' ' .du:—af.f Juz .du
m]?/‘[.a]-2
+ooe
Avec: El,(X) = det
4o ot +o0 a—Xt +o0 a—Xt n—l
S e e i Et SR

1 t o 1+t n=1 n.n!

Avec y la constante d'Euler (y =~ 0.5773).

Pour Jg, on a:

+00

Jy = I e™"2 du = V2.0, I e .dx= \/%’Gi erfe(m; /\2.0))

m; m; /2.0

Concernant I'p le calcule est simple en utilisant le développement en série entiere de la

2 2
fonction e /%
2n 2n
—UZ/Z.O' 1 g n u 1
e 1 —= -1 —,
Z( Ay n! (2.0]-2)n ngo( ) 2"n! O'J?”
On obtient:
m; oo 1 (m_)2n+p+1
1 uPdu= (=", —
Z( T "nlo’ g ngo( ) 2"nlof" (2n+p+1)

Le calcule de I, est completement similaire a celui de | p .

Remargue :

L’expression des probabilités d’erreur (60-62) sont des développements en série en

fonction de la variance o 2. Ils peuvent aussi étre exprimés en fonction du rapport Ep/No en

tenant compte du fait que:
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1 _ 1
3.Q+1).nNy  6.(Q+1).nc?

E, /Ny = E, /(n.(Q+1).Ny) =

(63)

) 1
o =
6.(Q+1).n.(E, / Ny)

La quantité : E; =1/3 correspond a 1’énergie moyenne par symbole transmis. Le calcule
complet de la probabilité d’erreur dans (60-62) est utilisé pour obtenir une limite supérieur de

la probabilité d’erreur binaire (Bit Error Probability (BEP)) pour le schéma de codage

comprenant le codeur chaotique concaténé au code STBC d’Alamouti.

111.1.1. Probabilité d’erreur binaire

On considére tout d’abord une partie du treillis entre deux instants d’échantillonnage
successifs m et m+1 et on suppose qu’une séquence X a été transmise a partir d’un état donné
S. nous avons un nombre d’état total égal a Ns. On appelle E(w,d,l) 1’événement défini par
la condition suivante : une autre séquence X4, qui part du méme état S, avec une distance de
Hamming w entre X et X4 et avec une distance euclidienne entre G(x) et G(Xq) égale a d (G est
la fonction d’encodage) et de longueur | est active c'est-a-dire qu’elle posséde la plus petite
métrique dans D’intervalle (m, m+1). En outre, on note e(w,d,l) I’événement d’erreur a
I’instant m, ayant une distance de Hamming w par rapport a x, une distance euclidienne entre

G(x) et G(xq4) égale a d et une longueur I. La probabilité de I’événement E(w,d,l) peut étre

majorée simplement par I’expression :

PIE(w,d, )] <1.P[e(w,d,1)]=1.Cy, 4,-Po(X = X4) (64)

Avec P[e(w,d,l)] qui représente la probabilit¢é d’un événement d’erreur produit par un
chemin incorrect x4 avec une distance de Hamming w par rapport a X, une distance

euclidienne d entre G(x) et G(xq), et une longueur I. C,, 4, est le nombre moyen de tels

chemins. L’inégalité obtenue en (64) repose sur le fait que pour étre actif ans ’intervalle (m,

m+1), I’événement d’erreur e(w,d,l) de longueur | doit avoir débuté entre m-1+1 et m.
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La probabilit¢ d’erreur par bit conditionnellement a la séquence X et a I’état S:

P, (e‘ X,S) = Pbx'S peut étre définie par la probabilité d’obtenir un bit erroné dans I’intervalle

(m, m+1) et est donnée par :

pXS < gl d_;f_ gpbxvs[q E(w,d,D].P[E(w,d,)] (65)

Avec, pour un codeur de rendement : k,/n, =1/n.(Q+1), le résultat suivant

Pbx's[e|E(W,d,I)]=¥ (66)

En fait, w est le nombre de bits qui différe entre x et x4 et | est le nombre total de bits transmis
dans x et xq (les bits entrants sont encodés les uns aprés les autres). En utilisant (66),

1I’équation (65) peut se réécrire sous la forme:

Pbx'sﬁi i +ZOO:W.CW’(,’,.PQ(X—>xd) (67)

w=l d=dmin I=1

Pour obtenir P, il faut alors moyenner (67) sur I’ensemble des états de départ et sur

e
I’ensemble des séquences de référence transmises. Si on assume des densités de probabilité
uniformes pour chacune de ces distributions (la probabilité d’étre dans un état donné et la

probabilité de transmettre ne séquence donnée) on aboutit a :

1 ~+00 +00

R XYY 3 YWl R(xx) (69

s X S w=l d=dmin I=1l

Dans le cas de notre modulation code chaotique en treillis, on peut remplacer les sommations
discrétes sur d et | par des intégrales (sommes continues) car, comme nous I’avons déja vu, le
spectre du code est tres riche et, pour un événement d’erreur de longueur w, la densité de
probabilité de d peut étre approximée par un mélange e lois gaussiennes ou de lois de

Rayleigh. On obtient alors le résultat final suivant :
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P, Sz WP, (x—>x)  (69)
=1

Avec P, (x— Xx') qui represente la PEP pour les paires de séquences ayant une distance de

Hamming égale a w entre elles. P, (x — x") a déja été calculee en (60-62).

111.1.2. Résultats de simulation

Nous avons verifié la formule (69) en utilisant le codeur chaotique de la Figure. 1 (a=8, n =
2, Q = 3) et le codeur optimisé pour n = 3, Q = 2. Nous comparons la limite supérieure de (69)
avec les résultats de simulation sur la Figure. 13. On peut voir que les deux courbes sont trés
proches les unes des autres dans les deux cas (n = 2 et n = 3). Ceci montre I'exactitude des
formules (60, 62) et (69). Le systéme avec n = 3, Q = 2 a un gain de diversité élevé a forts
SNR’s; en effet on voit que sa pente est plus importante que dans le cas h = 2, Q = 3. Cela est

da a une meilleure distance libre obtenue grace a 1’étude du spectre des distances.

—— Alamouti Uncoded BPSK, 2 Tx, 1 Rx
—o— Alamouti + CCM (n = 2) Simulation
—- Alamouti + CCM (n = 2) Thoretical BER
[l —#— Alamouti + CCM (n = 3) Simulation
—=- Alamouti + CCM (n = 3) Thoretical BER
I I I

L L L
6 8 10 12 14 18 18 20
Eb/NO (dB)

10

Fig. 13: Performances (TEB) de la concaténation Codeur Chaotique et Code Temps-Espace en bloc,

comparaison résultats théoriques et simulations
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111.2. Cas d’un canal sélectif en temps

Les équations correspondant au modéle équivalent en bande de base a la sorti de 1’antenne de
réception sont semblables a (34), cette fois nous considérons que les parametres du canal
peuvent varier d'un échantillon a l'autre, ce qui correspond a des canaux hautement sélectifs

en temps. On obtient le systéme d’équations :

y(2n) = hy;(2n).x(2n) +hy (2n).x(2n+1) + n(2n)
y(2n+1) = hy, (2n+1).x"(2n) —h; (2n+1).x" (2n+1) + n(2n +1)

(70)

On peut écrire ces équations sous la forme matricielle équivalente:

y2n) 1\ ( hy(2n) hy,(2n) X(2n) ., ( n(n)
y'2n+1)) (hy@n+1) —h;2n+1) \x@2n+1)) (n"(2n+1)

Y(n)=H(n).X()+N() (71

L’utilisation de I'égalisation MRC classique consiste a multiplier le vecteur Y recu par la

matrice H" (n), ce qui conduit a:
HT ()Y (n)=H"(n).HM).X(")+H™(n).N(n) (72)

Nous avons:
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h(2n)  hy(2n+1) (hll(zn) hy; (2n) J

hy(2n) —hy(2n+1) | (o1(2n+1) —h;(2n+1)

_ |1 (20)] 2+ |y (20 +1)| 2 hy1(2n).h,1(2n) —hy; (20 +1).hy, (20 +1)
hp1 (2n).hy1 (2n) —hyy (2n+1) by (20 +1) |na (20)|%+{hy; (20 +1)|?

HH(n).H(n):[

De méme que dans [48], nous utilisons les notations suivantes :

¢ (n) =|hll(2n)| ? +|h21(2n+1)| 2
¢,(n) =|h21(2n)| 2 +|h.L1(2n+1)| 2
w(n) = h;;(2n).h,, (2n) —h;; (2n+1).h, (2n+1)

La présence d’éléments non nuls hors diagonale dans la matrice H" (n).H(n) provoque de

I’interférence entre symboles. Par conséquent, les variables décisionnelles : Z(2.n) et Z(2.n+1)

doivent inclure la présence de ces termes d’interférence et on aboutit a :

Z(2n) = (|hyy (20)] 2+ oy (20 1) 2 Jx(2n) + (n) X(20 +1) + B (2n).n(2n) + hyy (20 +1).0(20 +1)
Z(2n+1) = (\h21(2n)\ “+ |y (2n+1)| 2)x(2n +1) +y (n).x(2n) + hy, (2n).n(2n) — h;;(2n +1).n(2n +1)

Si on suppose connu le coefficient hy,(2n) i.e. pour hy;(2n) fixé, le coefficient du canal

h;;(2n+1) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne : R, (1).h;(2n) et de variance :

1—|Rh (1)|2. En effet on a, en utilisant le modéle de Jake classique :

E[h;(2n).hy(2n+)]=c.R,(Q)  (73)

Avec : o =E[h;(2n).h;,;(2n)] (74) et R, (1) = J,(2.7.f4T,1) ou J,(.) est la fonction de
Bessel de premiere espéce d’ordre zéro et f, est le décalage Doppler maximal. En

remplagant oﬁ extrait de (74) dans I’expression (73), on obtient:

Efhy; (2n).hy; (2n+1) =R, (@) by (2n).hy; (2n)] =0 (75)
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Si on suppose connu le gain de canal : h;;(2n), la variable aléatoire h;;(2n+1) est une

variable aléatoire gaussienne complexe puisqu’elle est obtenue comme combinaison linéaire

de variables gaussiennes. Pour calculer sa moyenne, on peut réécrire (75) en simplifiant les
termes fixes hy; (2n) :

E[hy; (20 +1) = R, (1.3 (20)]), oy =0

Ce qui conduita :

E[hll(zn +l)]‘hn(2“) = Rh (l)h_|_1(2n) (76)
Pour la variance, on a le calcul suivant (on suppose: o7 =1/2):

oF = El(hy (2n-+1) ~ Ry (1)hyy (20).(hyy (20 +2) — Ry 1)1y (2n)) ]
=E[(h1(2n+2).h3(2n+1)] - R, (O-E(hy1 (2n +2).hy; (2n))
Ry (0-E(hyy (2n) 3 (20 +1) +|R, @) (77)
=1-2.0% Ry () R () — 2.02 Ry (O)-Ri ) +|Ry (O
=1-|R, @)’

Donc, finalement on a bien obtenu :

hyy (20 +2) oy = N (R, @):3(20) 1-|R, @)
De méme, on pourrait démontrer que:

hzl(zn)\hﬂ(zml) = N (R, (2n+1)1-|R, (1)|2)

Utilisant ces deux propriétés fondamentales, il est facile de démontrer que le terme

d'interférences w(n), conditionnellement aux parametres de canal h;;(2n) et hy,(2n+1), est
une variable aléatoire gaussienne complexe, de moyenne nulle et de variance:

(I (2n)| 2]y (20 +2)| 2.2 -|R, @[ , SOt :

l//(n)‘hn(Zn),hﬂ(Zn-rl) = -/1/(01 (|h11(2n)| 2""|th(2n +l)| 2)-(1_|Rh (1)|2)) (78)



CHAPITRE Il : MODULATION CODEE BASEE SUR DES FONCTIONS CHAOTIQUES 119
MULTIDIMENSIONNELLES

En supposant connus les paramétres du canal : hy, (2m),h,;(2m+1),...,h,, (2(L+m-1) +1), il

est alors possible d’exprimer la PEP sous la forme :

R (x—> X" H (n),n=m:L+m-1- X) =

L+m-1

Proba[ Y. |Z(2n)—£y(n)x@n)|* +[Z2(@2n+1) - S (M x@n+1)°  (79)
Ler:—r:TL1
<> |Z(2n) - & (M) x'@)| +]Z(2n+1) - &, ().x'@n+)[]

On remplace ensuite les variables décisionnelles par leurs expressions :

Z(2n) = & (n)x(2n) + Ny (n)
Z(2n+1) =&, (n).x(2n +1) + N, (n)
Avec :
N, (n) = w(n).x(2n +1) + h_(2n).n(2n) + h,,(2n +1).n(2n +1)
N, (n) = (n).x(2n) + h,,(2n).n(2n) — h,,(2n +1).n(2n +1)

On obtient la PEP sous une nouvelle forme:

P,(x —> X ‘ H(nem: Lemar X) = Proba{uzm:_lz Re(<&,(n).[N; (n).(x(2n) —x'(2n))] +...
+2.Re(<, (n).[N; (n).(x(2n+1) — x'(2n +1))]

L+m-1

>y |§1(n)|2[|x‘(2n)—x(2n)|2} +|g2(n)|2[|x'(2n+1)—x(2n+1)|1] (80)

La variable aléatoire:

L+m-1

X = Z 2.Re[¢; (n).[N; (n).(x(2n) = x'(2n)] + ¢, (n).[N (n).(x(2n +1) = x'(2n +1))]]

peut étre caractérisée de la fagon suivante. X, en supposant les paramétres du canal fixés, est

une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance :
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m+L-1

O = 2 A& XN X @)1 (0.0-[R, )20 +D)+ 024 ]+

+4.22(n).(x(2n+1) - x'(2n+1)%[& (n).(1—|Rh(1)| ).X2(2n)+ 02, (n)]  (8))

On peut alors préciser la valeur de la PEP dans 1’équation (80) :

1

Pe( ' H(n),n=m: L+m-1? X) = E.erfC(

m+L-1
X1 am ["Cht] &0 [y (82)

1/2)

zﬁ.rf}fm)o & (0).0-[R, @) @0 +D) + 028 (] + £ (M).CE, . [& (1).LR, O )2 (20) + 02, (0]

avec: C2 =(x(2n)—x'(2n))? et CZ , = (x(2n+1) — x'(2n+1))?
Pour aller plus loin dans le calcul on utilise les approximations suivantes (malgré 1’hypothése

de départ d’une forte sélectivité temporelle du canal):

Ihyy @+ D) +[h ) = by (2n+D) +|hy 2n)
~ |y @m+D)” +|hy@m)f vne[mm+L-1]

C’esta dire: £;(n)=<,(n)= £,(m),vne[m,m+L-1], on obtient :

P (X = X1y, (2t g (omy» X)
+L-1
1 | 51 | z C22n +C22n+l
ot erfc( o=t 7)) (83)

2.{%2_1(: [0-[R, @) (2 +2) + 0?1+ C2, 1 [(A-|R, @[ ) (2n) + 0]

Pour compléter le calcule de PEP, nous avons a moyenner (73) sur la distribution de & (m). Il
n’est pas difficile de montrer que la variable aléatoire & (m) suit une distribution de type y 2

(Chi 2) de degré 4, ce qui s’écrit:

p —;mxp(— )
MW 4etr@)” 200"
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Pe(X - Xl‘rhl(zmﬂ)vhn(zm)’ X)

12"G 2 | 2
1= X Z (Con +Cona 1202
— n=m —XI 2.0}
=2 J’ erfc( — )xe ¥ dx
O} 2

° 2.ﬁ.{ Y ChIe-|R,@ ).x2(2n+1)+cfz]+C§n+l.[(1—|Rh(1)|2).x2(2n)+02]1
On pose alors:

o'= [milcjn.[a—mh @O)x*@n+1) + 2]+ CZ,.,.[A~|R,@|")-x*(2n) +02]}

m+L-1
et C= ) (C,+C7.,).ona:

n=m

1 +o0 Xl/ZC
hy1 (2m+1),hy, (2m) ) 8(-)-;11 -([ (2.«/20"

P(x—x' )xe ™27 dx  (84)

Utilisant (54), on obtient:

1 Co”.o, C.o,

P(X—=>X'|X)==- -
e |) 2 (CPol+4.0%)¥ 2(Clo?+4.07?)?

(85)
Pour les valeurs de SNR’s élevés, on a:

m+L-1 2 ) 1/2
a'{ Z CZ. [~ |R,@)x*(2n+1)]+CZ, .. [1—|R, () )-X2(2n)]}

qui est indépendant de o et I’expression (85) montre alors que nous obtenons un plancher

d’erreur irréductible a forts SNR’s. Dans ce cas I’égaliseur MRC perd complétement le gain

de diversité celui-ci devient nul.

Par conséquent, la sélectivité de temps du canal fait que 1’égaliseur (MRC) classique linéaire
fait perdre toute la diversité du schéma d’Alamouti (diversité d’ordre 2 classiquement). Pour

rétablir certaine diversité il faudra donc supprimer les termes d’interférences dans les

expressions Z(2n),Z(2n+1) .
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Pour obtenir le taux d’erreur binaire final, nous avons a moyenner (85) sur la distribution du
spectre des distances du codeur chaotique. En utilisant les approximations a base de mélange
de lois gaussiennes ou de Rayleigh, nous sommes capables d’obtenir une limite inférieure en

terme de E, /N, .

Les résultats de simulation mettent en évidence le phénoméne de plancher de taux d’erreur
binaire pour des rapports signal a bruit élevés comme le montre la figure 14. Selon la
sélectivité temporelle du canal ou la valeur de la fréquence doppler, les résultats de simulation
coincident bien avec les limites inférieures théoriques sauf pour le cas f,.T, =0.01ou notre
hypothese qui consiste a considérer les parametres de canal constant sur toute la longueur des
séquences divergentes est trop optimiste.

La différence entre les résultats de simulation et la limite inférieure dans ce cas est de 1’ordre

de 2 dB, tandis qu’elle reste inférieure a 1 dB pour les fréquences doppler peu élevées.

BER

v

| —— Alamouti fd. Ts = 0.001 R -
—&— Alamouti fd. Ts = 0.005 :

H —+— Alamouti fd.Ts = 0.01 :
-#- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.001, simulation R
—7— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.001, lower bound
-=- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.005, simulation
—— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.005, lower bound |-
—=— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.01, simulation
—<4— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.01, lower bound

T T T

2 4 6 8 10 12 14 16
Eb/NO (dB)

Fig. 14: résultats de simulation de MRC et limites inférieures théoriques pour des canaux sélectifs en temps

Pour réduire le plancher d'erreur provenant de I’interférence entre symboles causée par les

éléments hors diagonale : w(n), il faut construire des variables décisionnelles qui atténuent
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I’influence de w(n). Pour supprimer ’interférence entre Ssymbole, due a la variation
temporelle dues coefficients du canal, une idée naturelle consiste a diagonaliser H(n), c'est-a-

dire a forcer I’interférence entre symboles a devenir nulle.

La matrice qui diagonalise H (n) est donnée par :

Q(n):{hl*l(Znﬂ) h21(2n)} (%)

hu(2n+1) —hyy(2n)

En multipliant les deux cotés de (71) par Q(n), on obtient :
Q(n).Y =Q(n).H(n).X +Q(n).N  (87)

La matrice Q(n).H(n) est égale a :

Q(n).H(n) =(t11*1(2n+1)-hu(2n)+h21(2n)_h;1(2n +1) 0 j

0 h,,(2n).h,; (2n+1)+h;,(2n).h; (2n +1)

On pose : A(n) = h;(2n +1).h;(2n) + h,,(2n).h,; (2n +1) .
Utilisant le modele équivalent (87), on obtient, apres diagonalisation, le modéle mathématique

suivant :

Z(2n) = A(n).x(2n) + hy; (2n+1).n(2n) + hy; (2n).n" (2n +1)
Z(2n+1) = 2(n).x(2n+1) + hy; (2n +1).n(2n) —hy; (2n).n" (2n +1)

(88)

En supposant les parametres du canal : h, (2m),h;;(2m +1),...,h,, (2(L + m—1) +1) connus, on

peut calculer la PEP :

L+m-1

P.(X > X mynemtom s X) = Proba[ > [2(2n) - A()x(@n)| +|Z(2n+1) — A(n).x(2n +1)|2]

L+m-1

<Y |z@n) - A(n)x'@n)]* +|Z(2n+1) - A(n).x'(2n+1)
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On obtient finalement :

P(x— x" H(mnemLem-1r X) = Proba[LilZ. Re(|/1(n)|2 X'(2n).(x'(2n) — x(2N)) +...

+A(n).N; (n).(x'(2n) — x(2n)) + |ﬂb(n)|2 X (2n+1).(x'2n+1) - x(2n+1)) +...
+A(n).N, (n).(x'(2n+1) — x(2n +1))

< 5 PO enf -xanf +jeian=2f -en2f]| @9

avec .

Z(2n) = A(n).x(2n) + N, (n)
Z(2n+1) = A(n).x(2n+1) + N, (n)

et:

N, (n) = h;;(2n+1).n(2n) + hy, (2n).n"(2n +1)
N, (n) = hy;(2n+1).n(2n) — h;; (2n).n" (2n +1)

En reportant dans (89), on obtient :

P(x—> x“ H (e : Limar X) = Proba[Lin:—lZ. Re(A(n).[N; (n).(x(2n) - x'(2n)) +...
+N,(n).(x(2n+1) - x'(2n +1))

>L§4 |/1(n)|2[ |X-(2n)—X(2n)|2+|x'(2n +1)—x(2n +1)|2] ] (90)

Pour développer la calcule de la probabilité d’erreur, il faut alors caractériser la variable

aléatoire:

X = 3 2.Re(A().[N; (n).(x(2n) = X'(2n)) + N3 (n).(x(2n +1) — X' (2n +1))]

En supposant les paramétres du canal connus, X est une variable aléatoire gaussienne de

moyenne nulle et de variance o' .
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L+m-1
X = Z 2.Re[(/1(n).[h11(2n+1).n*(2n)+h§1(2n).n(2n +D)].(x(2n) = x'(2N)) +...
n=m (91)
+A(n).[h,; (2n+1).n"(2n) — hy; (2n).n(2n +1)].(x(2n +1) — x'(2n +1))}

On décompose chaque A(n),h;(2n),n(2n),h,;(2n),n(2n+1)... avec ces parties réels et

imaginaires.

A(n) =AM+ j.A' (n)

hy; (2n) = hfj (2n) + j.hy; (2n)

n(2n) =nR(2n)+ j.n' (2n)

hy; (2n) = h33 (2n) + juhp (2n)
n2n+1) =nR(2n+1)+ jn' (2n+1)

En remplacant ces expressions dans (91), on obtient:

L+m-1

X = Z 2.(1R(n)+j./i'(n)).[(hfl(zn+1)+j.hl'1(2n+1)).(nR(2n)—j.n'(2n))+...

+(h5 (2n) - j.h3, (2m).(nR(2n+D) + j.n' (2n +1)) ].(X(Zn) —x'(2n)) (92)
+2.(AR M)+ j.A! (n)).[ (Y (2n+1) + jh (2n+1).(n"R2n+1) + jn' (2n+1)) +...
~(hfi(2n) - jhis (2m).(n 2n+1)+ jin' 2n+1)) |- (x(2n+1)-x2n+1)

X = Lgl 2.(x(2n) —x'(2n)).[A% (n).[h] (2n+1).n* (2n) +h/,(2n +1).n' (2n) + h5 (2n).n% (2n) +h) (2n).n' (2n +D)]+...

A (n)_.[hl'l(Zn +2).n%(2n) —h}(2n+1).n" (2n) + hY (2n).n" (2n+1) —h}, (2n).n" (2n +1)] ]+...
+2.(x(2n+1) - x'(2n +1)).[A% (n).[h5 (2n +1).n% (2n) + ), (2n +1).n" (2n) —h5 (2n).nR (2n+1) —h/ (2n).n' (2N +D)] +...
="' (n).[h),(2n+1).n%(2n) = 2% (2n +1).n' (2n) + h/,(2n).n" (2n +1) —h](2n).n" (2n +1)] ]

A partir de la derniére expression, on obtient finalement:

L+m-1

ol = Z 4.(x(2n) - x'(2n)2.0%.[ |y @n+D)[ +|h, N1 JA(M) |* +...

+4.(x(2n+1) - x'(2n+2)%02[ |y, 2n+D)|" +|h, )1 A(n) [
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Pour obtenir (93), on utilisant le fait que n®(2n),n'(2n),n%(2n+1),n'(2n+1)...sont des bruits

blancs, c'est-a-dire :

E[nR(k).n' (1N] =0, vk =1 et E[nR(K).n?(1)] = E[n' (k).n' (1] =0, vk =]

E[(n"(k))*1=E[(n' (k))*]1=0?
Ainsi, on obtient :

L+m-1

o% =45% Y |Aln) |2{ [y (2n+D)|* +] hyy (20) [*1(x'(2n) ~ x(21))? +...

A h @+ [+ g (2n) [F1.(x' (20 +2) - x(2n +1))2}

En utilisant la distribution gaussienne de X, on calcule alors la PEP :

P, (X = X[A(mM), hyy (2M+1), hyy (2m), .., by (2(m + L —1) +1), hyy (2(m + L —1)), X) :

On obtient les résultats suivants.

P.(X —> X 'M(m), h1(2m+1), hy (2m),..., 1 (2(m+ L -1) +1),hyy (2(m+ L -1), X)
m+L-1
> [A0)|*[C, +Chrual (94)

=L erfe(——— A= )

V2o (Y [ P (@D +|roa @) S +{ a2 +Df + (@) | 5,002

Avec: C2 =(x(2n)-x'(2n))? et C2. ., = (x(2n +1) — X' (2n +1))?

En utilisant la forme de Graig de la fonction erfc(.), on peut également écrire:

P.(x—>x '|/1(m), h,(2m+1),h, (2m),h,(2(m+L-1)+1),h, (2(m+ L -1), X)

m+L-1
L (X | A(m) [° €5, +C] )7 de
==.| exp( 0 n=m

T )
To 20703 | A0 [ @D+ CF o+ ha(@n+D) 4y 20 ) CF D sin 6
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Pour aller plus loin dans le calcul précédent, on utilise [1’hypothese :
A(n) =cste, Vne[m,L+m—1], c'est-a-dire, on considére d’abord le cas d’effets doppler

modérés, on obtient :

P.(x = x'|4(m),h,, (2m +1), hy, (2m), x)

o [ am) |3 [ €2 +CEd e
= exp( e - = - - )
" 20t Am (Y ( Ihyy 20+ +[hy, (20)| ).c§n+( Iy @n+D)f + |y, (2n)| ).c:;n+l ).sin? g
2 ) 7.3 [ C4+Cyal O
=;.j exp( f=m )

g 2.02.(m+_zL_l[ ( |hn(2n+1)|2+|h21(2n)|2).C22n+( |h21(2n+1)|2+|hu(2n)|2).C22n+l ).sin2 @

En outre (si on consideére le cas d’effet Doppler modérés), on suppose:

Iy @n+D) +|hy @) =[Py 20+ D +|hyy 2n)
= by (2m+1)° +|h21(2m)|2 vne[m,m+L-1]

On utilise de plus le lemme suivant :
Lemme: si x est une variable aléatoire gaussien de moyen m, et de variances2, ona:

2
w.m
exp(————*

p(l—z.w.af)

1/1—2.\/\/.02 (%5)

E[exp(w.x?)] =

On obtient alors ’expression suivante de la PEP :

P, (x = X'|A(m), hy(2m +1), hy; (2m), X)
m+L-1
ml2 _|ﬂ“(m)|2'( Z [C22n+C22n+1])-d‘9

~—. n=m 96
P ;[ exp(z.o-z.(|hll(2m + ) +|hy 2m)[).sin 9) )
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Pour moyenner (96) sur la distribution de A(m), on peut remarquer que conditionnellement
aux parameétres de canal :h,(2m+1),h,,(2m), A(m) est une variable aléatoire gaussienne

caractérisée par :
(M) = N (Ry @).[ iy @m +2) [* + |y 2m) 1, 0= |Ry Q)] iy @M +D) [ +] hyy (2m) 1)

Ainsi Re(A(m))est indépendant de Im(A(m)) et on peut moyenner la probabilité d’erreur

conditionnel séparément comme suit:

P(x— X'|hll(2m +1),h,,(2m), x)

1 ~[Re(a(m)|("S TCE +CE.a1) ~im(am)2("S [, +Chya)do
2 TElop(— s ) Efep(—s = )]
A 2.0°%.(hy2m+1)|" + |hyy (2m)[*).sin* 0 2.0°%.(hy2m+1)|" + |y, (2m)[*).sin* 0

Appliguant le lemme (95) ci-dessus, on aboutit a:

P (x = x|y (2m+1), hy (2m), x)

R @)|° 7. (s @m + 1] +|hps (2m))
sin? 6+ (L-|R, @) |*).

] 1+ (1R, @ ") /sin? 0

1, €XP(=

Q
3|+

m+L-1
avec: y = Z [Czn +C2n+1] (98)
On sait que : |y, (2m +1)|2 +|h21(2m)|zsuit une distribution de type y 2 (Chi 2) de degré 4, ce
qui s’écrit:

1 d/2-1 X
X .€ - .
ol .2421r(d/2) o z.aﬁ)

pg(X) =

Moyennant la probabilité d’erreur sur sa distribution, on obtient :

712 1 +<>Oe B |Rh (1)|2.;/.X)

5 —— — 5 )-Pg (x).dx.d@
0 1+(@1—|R,(@)|).»/sin*O 0 sin®0+(1—|R,@)|").»

P.(x = X|x) £
T
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C’est-a-dire :
7l2 +00 2
R,@)| .rX
Pe(x—>x'|x)zl.j Jx - R )2 -x).dxdo  (98)
1+(1- |Rh(1)| ).y 1sin® @ ¢ sin® 0+ (1-|R, (V)| *).»

+ao I

En Appliquant I’identité classique: | x”.exp(—ax).dX:%:%, et aprés quelques
0 a a

manipulations ,on obtient :

sin @.(sin? @+ (1- |Rh(1)| )7) 4o
(sin? 0+ y)?

P.(x — x'[x) z% I
0

(99)

Remargue : I’expression (99) suppose que le parameétre A(n) reste constant sur toute la

longueur L de la séquence erronée. Cela correspond a un cas optimiste (comme montre la
figure 14) de faible sélectivité temporelle et, pour étre plus précis, on peut choisir une

meilleure approximation de A(n)sur la longueur du bloc L. on propose de choisir la valeur

suivante :

Ynem,.. m+L-1
A(n) ~ hy (2(m+ L —1) +1).hy; (2m) + h,, (2m).ho, (2(m+ L —1) +1) = A(m, L)

On peut démontrer, que conditionnellement a h;,(2(m+L-1)et h,,(2m), A(m,L) a une

distribution gaussienne:

Am,L) =
N (R (L) [ g 2(m+ L =2+ D)7 +| by 2m) 1, @Ry (WP g 2(m+ L -1+ [* +| hpy (2m) 1)

Et, en utilisant cette approximation, on obtient:

25in2 0.(sin? 0+ (1 - |Rh(L)| )7 4o
(sin O+ )2

P.(x = x'|x) z% J.
0

(100)
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Il est intéressant d’utiliser (100) pour estimer le nouveau gain de diversité du systéme. Pour

un rapport signal sur bruit élevé ona » >>sin?@ et donc:

i LAzsin?0.@-Ry (L)) 1 1Ry
Pe(x - X |X) ~ ; {) do _Z' m+Lfl[C22n +C22n+1]
z o2
n=m O
1 1-|Ry (L)f
P.(x = X'[x) = (101)

12.(Q+1).n.(E, / Ng) ML T
PN 68 +CRl

n=m

On voit donc d’aprés (101) que le gain de diversité est égal a 1. On a rétabli un gain de
diversité dans le systéme mais ce gain reste inférieur au cas d’ Alamouti conventionnel.

Pour obtenir les limites de taux d’erreur binaire (BER), nous avons a moyenner (101) sur la
distribution du spectre des distances. On obtient les courbes de la figure 15.

rrrrr

du taux d’erreur binaire ont été améliorées pour les taux Doppler élevés f,.T, =0.01, puisque

on obtient un taux d’erreur binaire de 7.10™ a Ey/Ng = 20 dB, tandis qu’il sature & 1.7.10°3,

sur la figure 14.

107

BER

10
[| ==~ Alamouti + CCM fd.Ts = 0.001 upper bound
| —&— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.001 simulation
-©- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.001 lower bound
—+- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.005 upper bound
|| —¢— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.005 simulation
—- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.005 lower bound
—=- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.01 upper bound
—— Alamouti + CCM fd.Ts = 0.01 simulation
—7- Alamouti + CCM fd.Ts = 0.01 lower bound

I

I T L L L
2 4 6 3 10 12 14 16
Eb/NO (dB)

10

Fig. 15: résultant de simulation ZF et limites inférieures théoriques pour des canaux sélectifs en temps
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V. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons optimisé les performances du schéma de modulation
multidimensionnelle codée chaotique proposé antérieurement par S. Kozic.

Nous avons proposé¢ une nouvelle méthode d’approximation du calcul de la
distribution du spectre des distances du codeur a 1’aide de lois de Rayleigh ou de
mélanges de lois gaussiennes ou de lois de Rayleigh. Cette approximation nous fournit
ne méthode d’optimisation de la structure de ces codes. Nous avons montré qu’une
telle structure faisant appel a un mapping multidimensionnel permettait d’obtenir des
performances en terme de TEB supéricures a celle d’un systéme no-codé BPSK
particuliérement a forts SNR’s.

Puis nous avons étudié les performances du schéma de modulation chaotique proposé
lorsqu’il est concaténé avec un code temps-espace en bloc de type Alamouti dans le
cas d’un systeme a deux antennes d‘émission et une antenne de réception. Ces études
sont été faites dans le cas des canaux quasi-statiques non-sélectifs en fréquence mais
sélectifs en temps. Dans tous les cas, nous avons approximé les limites de BER puis
nous avons montré que le récepteur perd tout gain de diversité a forts SNR’s (gain de
diversit¢ nul) avec Iutilisation d’une combinaison MRC (Maximum Ratio
Combining). Pour conserver une certaine diversité sur des canaux tres sélectifs en
temps nous avons proposé une égalisation matricielle de type ZF (Zero Forcing) et

nous avons montré que le gain de diversité était égal a un dans ce cas.
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I. INTRODUCTION

Les performances des schémas de mapping geénérés a base de chaos presentées dans les
chapitres précédents restent faibles. En effet, avec des mapping multidimensionnels tels que
ceux présentés dans le chapitre précédent on arrive a dépasser les performances d’un systéme
non codé mais dans des proportions relativement modestes (de 1’ordre de 3 dB de gain). Il est
difficile avec de tels résultats de parler de codage de canal performant! Le but de ce chapitre
est de montrer qu’il est possible de construire des codes détecteurs-correcteurs d’erreurs qui
offrent d’excellentes performances et qui peuvent se présenter comme une alternative sérieuse
aux schémas classiques de codes linéaires performants tels que les turbo-codes ou les codes
LDPC.

Pour obtenir de telles performances il faut pousser le concept de mapping multidimensionnel
au bout de sa logique avec I’utilisation de matrices de mapping A de grande taille. En effet,
I’idée qui consisterait a augmenter la taille mémoire du codeur dans le chapitre précédent
n’est pas réellement exploitable car la complexité du décodeur de Viterbi associé explose
rapidement (complexité exponentielle avec la taille de la mémoire). Cependant I’utilisation de
matrices A de grandes tailles pose aussi le probleme de la complexité du décodage en
réception. Kozic & al [52] qui ont exploré cette voie en choisissant pour matrices A des
matrices de codes a faible densité (LDGM : Low Density Generator Matrix), ont proposé une
solution trés prometteuse pour ce probléme en montrant que I’ensemble des opérations
d’encodage-mapping pouvait se mettre sous la forme d’un graphe factoriel (graphe de Tanner
[53]) qui permettait d’utiliser un algorithme de décodage itératif basé sur la propagation de
croyance (B.P.: Belief Propagation). Le systeme proposé par Kozic & al dans [52] peut
s’interpréter comme un schéma de modulation de type BICM (Bit Interleaved Coded
Modulation) ou les matrices A servent a la fois d’entrelaceurs et de fonctions de mapping. 1l
est clair que la mise en facteur sous forme d’un graphe factoriel de I’algorithme de décodage
n’est pas aisée pour un code non linéaire utilisant un mapping basé sur des fonctions
génératrices de chaos. Cependant, si cette opération peut étre réalisée, le code obtenu peut
présenter des performances étonnantes et s’avérer une alternative crédible a des turbo-codes
ou des codes LDPC.

Dans ce chapitre, nous reprenons 1’idée directrice de Kozic issue de [52] en montrant

comment on peut factoriser le processus d’encodage-modulation du systéme mais nous
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proposons, pour aller plus loin, d’utiliser des matrices de mapping sur des corps plus
complexes que GF(2). En effet, les travaux récents de Declercq et Fossorier [54] ont montré
que I’augmentation de I’efficacité spectrale des schémas d’encodage a base de matrices de
parité creuse pouvait conduire a une amélioration des performances du decodeur en réception.
Cependant, la complexité du décodeur devant rester raisonnable, il faudra la aussi avoir
recours a des algorithmes de décodage sous-optimaux pour le décodage des codes LDPC sur
GF(q) avec: q=2". C’est ainsi que nous proposons I’utilisation de 1’algorithme EMS
(Extended Min-Sum) proposé initialement par Declercq [55][56][57][58]. Deux versions de
cet algorithme seront étudiées : la premiére travaille directement sur les probabilités et la

seconde opere dans le domaine logarithmique afin de simplifier I’implantation matérielle.

1. PROCESSUS D’ENCODAGE

Le systeme chaotique est défini par une fonction chaotique a grande dimension qui est elle-
méme basée sur des matrices a faible densité. La fonction chaotique utilisée dans ce chapitre

est définie:
X = 2.AX%, mod g @

Ou xi est le vecteur d’entrée de taille n et A est un matrice de dimension nxn dont les

éléments non nuls appartiennent a GF (q), autrement dit dont les éléments appartiennent a
I’alphabet : .4 =(0,1,...,g—1) avec g=2" Le corps de Galois utilisé est un corps d’extension
d’ordre 2.

Le schéma d’encodage est donné dans la figure suivante :

- 1
(D ---- 291,
K N bénm) bIEZ) bél) > Binary to g-ary
(D o 2°°. 27OV (A-1)e
k-1 .
S béir;) béa bé{)l S Binary to g-ary
1 1 Xk
1 -
o | 2 pog
k—Q béiné) bﬁ)Q bél_)Q S Binary to g-ary

Figure. 1 : schéma d’encodage
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L’ensemble des bits b=(b,,b,,...,b,,...)est groupé par des vecteurs b de taille np, =n.m

k+i-Q
avec m I’efficacité spectrale utilisée dans le processus de codage et de décodage. Donc on

peut écrire: b o =0 ,.bZ ,...b1">,bI)T. Un convertisseur binaire/GF(q) est
utilisé pour obtenir les vecteurs d,, ,=(d® . d? ,...d"2,d{" )" contenant des
symboles qui appartiennent a GF(q): d®, p=12,..n appartenant a I’alphabet:
A=(0,1...g-1).

Chaque vecteur d obtenu sera multiplié par la matrice a faible densité A% et pondéré par

k+i-Q

un facteur de 2 Y puis les vecteurs résultants sont sommés pour obtenir le vecteur

Q ) .
z,=> 27" A% d,,; , mod(q) . Finalement, pour obtenir la trajectoire chaotique, le vecteur
i=0

27 @Y (A—1).e estajouté. Avec: e=[L1,..,1] .

Ce qui nous donne 1’équation suivante :

O

2—Q
(=22 AYd, o +——.pmodq (2)

i=0

Avec: P=2°%(A-Ne=K (A-1)e

L’équation est appelée I’expression a tres grande dimension associée avec le systéme
chaotique On peut représenter la régle d’encodage d’une autre fagon en utilisant 1’équation

suivante :
X, ., =2.A.x, modq+2°(d,,, —1/2.e)modq ©)

L’équation (3) est plus simple que 1’équation (2) pour comprendre 1’algorithme de codage, et,
de plus, elle est mieux adaptée a une factorisation du graphe.
L’équation représente un systéme dynamique contrdlé par des perturbations stochastiques de

petites amplitudes 272 qui constituent le signal d’entrée. Il est évident que lorsque Q — +oo,

les petites perturbations s’annulent et le signal de sortie tend vers 1’état chaotique.

Il est important de noter que le décodage d’un code a faible densit¢ (LDPC) implique que

nous utilisons une forme systématique pour le processus d’encodage. C’est le cas ici:
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b=(b,b,,...,b,,...) estla partie systématique et x =(X;, X,,..., X, ,...) st la partie du contrdle
de la redondance.

Le taux de codage global est égal a 0.5 parce que la partie systématique et la partie contréle de

redondance ont la méme dimension.

I1l. GRAPHE FACTORIEL ET ALGORITHME DE
DECODAGE

Pour obtenir un algorithme de décodage efficace, il faut d’abord représenter le processus
d’encodage-mapping sous la forme d’un graphe factoriel. On peut alors utiliser 1’algorithme
de propagation de croyance pour itérer entre les nceuds de variable et les nceuds de parité afin
de décoder le signal regu. Cependant, dans le cas d’un systéme non-linéaire comme celui
étudié ici, I’obtention de la factorisation sous forme de graphe n’est pas évidente. Kozic dans

ses études a proposé plusieurs solutions :

= La premiére est basée sur 1’écriture de 1’équation (3) qui peut étre interprétée comme
une équation de parité généralisée.
= La seconde est basée sur I’écriture de I’équation (2) qui peut étre interprétée comme

un développement a grande dimension du systeme chaotique.

La premiere écriture n’est pas adaptée a un décodage fiable car elle supposerait d’obtenir des

informations sur b, a partir d’informations sur les états X, qui constituent le graphe des
neeuds de variables et des neeuds de parité et, de plus, d, se retrouve multiplié par une trés

faible valeur 2°° qui rend le décodage délicat.

La seconde écriture est donc la mieux exploitable pour la factorisation par graphe ; cependant
elle présente I’inconvénient de faire appel a des puissances de : A ce qui peut genérer des
cycles courts dans le graphe factoriel. Par exemple, méme si A ne presente pas de cycle court,
le calcul de A? fait apparaitre des cycles d’ordre 4.

La factorisation du graphe de ce codage non linéaire fait intervenir trois étapes. La premiére

etape concerne I’obtention des symboles X, a partir des vecteurs d,; , €t sera nommee

graphe du développement du systeme chaotique de grande dimension. La deuxieme étape
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concerne le décodage des codes LDPC contenus dans les matrices A, ce décodage doit tenir
compte que ces matrices sont construites sur un corps GF(g) non binaire et le graphe
correspondant est celui d’un code LDPC g-aire conventionnel. Enfin, la troisieme étape
concerne la facon dont les bits d’informations se décalent au fur et a mesure de 1’encodage

des vecteurs : b, ; . Ce décalage est totalement semblable a I’encodage d’un train binaire par

un codeur convolutif. Ce mécanisme étant totalement similaire au comportement d’un codeur

convolutif, son graphe sera nommé graphe du codeur convolutif.

C’est la premicre étape qui est la plus originale et la plus délicate a mettre en ceuvre. En fait,
tout est basé sur I’écriture de 1’équation (2). On définit alors, a partir de cette équation, une

fonction génératrice de la forme :

Q
1Lif x, =>2™a%g 19 ymodg (4)
9(X, Gyrerns by o) = : ,Z_Ol Q"o
0, otherwise

Pour aller plus loin dans le développement et la factorisation on définit alors les variables

supplémentaires ; ; par :

Q
X, = Z/"i,Q—i +279".pmodq ®)
i—0

On a de facon évidente la relation :
40 =Ap ;-modg (6)

avec: u,=2""d Avec ces variables la fonction g devient uniquement fonction des

k+i—Q

variables : ;. Pour continuer a factoriser g on introduit les fonctions g; ; définies par:

L, if g, =Am ;modg (7)
gi,j+l(lui,j+1’lui,j) = 0 otherwise

et g, :

Q
1L if x = g, +2 9 pmodg
gO(Xk’ﬂO,QHu_L,Q—l’“') = “ iZ:o: “ (8)

0 otherwise
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On peut alors écrire g sous la forme :

Q Q-i
00=0[[]9,0 ©

i j=

La factorisation de g(.) peut alors se mettre sous la forme d’un graphe représenté sur la

Figure.2.

ﬂ(}.ozz-{wl)dk K2p

=274 P(Yi/Xs)
Hoo et
Hooo=2"Y" d) Hoon -
0 4 H A
- \ Mo
Ho0=2" dyo i Ho.0-1
@ 4 HE—@---- @
Hod Ho.o

Figure 2 : graphe factoriel correspondant au développement de I'équation (2)

Il est possible de continuer a factoriser la fonction g(.) en suivant le formalisme du décodage
des codes LDPC. Pour cela, les variables a gauche de 1’équation (7) sont appelées les
variables de parité et les variables a droite sont appelées les variables d’information. On

définit alors de la méme facon que pour les codes LDPC les sous-ensembles suivants :

[A:(a,)] A ()={m:a, #0} qui représente I’ensemble des variables d’information qui
participent a 1’équation de parité . De méme, on définit ./l//(m):{l ‘A, ;tO} comme

I’ensemble des symboles de parité qui dépendent de la variable d’information m. Dans ce cas,

(7) peut se réécrire :

,Ui(,lj)+1 = Z alm-ﬂi(,T) modqg m,l [, n]x[L,n] (10)

me /(1)

On pose alors:
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| 1’ If ﬂi(,lj)+1: Z alm'lui(,r}]) mOdq
g( ) me (1) (11)

ijl T
0, sinon

Sur la figure (2) les cercles représentent des variables d’information tandis que les carrés
représentent les nceuds ou équations de parité. Le décodage symbole par symbole de la

trajectoire chaotique compléte peut s’écrire :

M+Q

d\IEJ—I—Q :arg maxd;gl)ri,oﬁ{oyl ..... q-13} ; p(XO)r:!: p(y] ‘X])X g(XJld]11dj_Q)X p(djaad]_Q)
~dlicg 1=

X p(xj+l vadj+1) 12)
La quantité ~d,,, signifie la sommation sur toutes les composantes sauf : d,, .

La deuxiéme étape est tout a fait conventionnelle et correspond a la mise sous forme d’un
graphe factoriel de la matrice de contrdle de parité d’un code LDPC. Ce graphe peut se mettre

sous la forme suivante :

ﬂiAi+1(l) ﬂiAi+1(2) ﬂiAi+1(3) ”iAi+l(4) ”iAi+l(5) ”iAi+l(6) .uiAi+1(7)

Figure 3 : graphe factoriel de la matrice A.

Une fois de plus les cercles représentent les noeuds de variable et les carrés les nceuds de
pariteé.

La troisiéme étape tient compte des opérations de decalage dans les registres et de conversion
binaire-q aire qui représentent les transitions des états entre les instants j et j+1. Cette

opération de décalage-conversion binaire-q aire peut étre résumée par la probabilité de
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transition suivante: g_ = p(X,,,

X;,d;,;). L’¢tat du codeur a I'instant j+1 depend des
séquences de symboles d,,,,...d;,, , et il peut étre calculé a partir des rapports de

vraisemblance des symboles d,,...,d;,, , et du rapport de vraisemblance du symbole

supplémentaire : d. ,. En combinant ensemble la factorisation de g. et la mise sous forme de

j+L e
graphe factoriel du développement du systéme chaotique a grande dimension [équations (2) et
(4)] on obtient le graphe factoriel de la Figure 4. Ce graphe tient compte du processus de
décalage dans les registres et comprend deux types de calcul de probabilité avant et retour

avec le calcul des coefficients « et fcomme dans le cas de ’algorithme BCJR.

& & (bM+.O+ln' . 'nbM+l)

Figure 4 : Graphe factoriel du codeur chaotique complet

Les quantités ¢, 5., 7, et o, sont définis de la méme fagon que dans[52] a la nuance pres

gue nous travaillons au niveau des symboles et non plus au niveau des bits. Ainsi, on doit par
exemple transformer des probabilités a priori au niveau des bits en probabilités a priori au

niveau des symboles. Ceci est obtenu avec la formule :

(N 2 m T m eblgii)fQ'A-e(béii),Q)
PIG,.1 = () 0.3 g1 o) 1= |
i=11+e

(13)

b o (Bl o)

La quantité ;le(bk(ﬂ_Q) désigne le rapport de vraisemblance logarithmique correspondant au
bit:bk‘ﬂ_Q. En ce qui concerne le probléme inverse on doit exprimer le rapport de

vraisemblance logarithmique du bit b,fﬂ_Q a partir des rapports de vraisemblance sur les

symboles, on a la formule:
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eAe(déi?,Q)

TL).mek g

) gl =
ABL) = log =

eAe(dk(ii’_Q) (14)

j (i-1).m+k
D BTy =0

Ou, de facon évidente, Ae(d,fﬂ_Q) correspond au rapport de vraisemblance logarithmique des

. (J) _ rh(i-D)m+l 1 (j-1).m+2 (j-1).m+m
symboles : d, i, =[b .5 b LG 5 bdig

IV. ALGORITHME DE DECODAGE DES CODES LDPC Q-
AIRES

L’algorithme de décodage global est le méme que celui présenté dans [52] a I’exception
notable de I’emploi d’un code LDPC sur un corps non-binaire de type GF(2"). Le décodage
d’un code LDPC g-aire présente de nombreuses spécificités par rapport au cas binaire et a une
complexité de décodage bien supérieure ne serait-ce qu’au niveau de la vérification des
équations de parité puisqu’il faut trouver tous les tuples ou groupes de symboles qui satisfont
certaines équations de parité. Un algorithme performant au sens du compromis
performances/complexité et récemment proposé par Declercq & al sous le nom d’algorithme
EMS (Extended Min Sum) a été développé pour notre application de codeur chaotique. Nous
allons rappeler ici les principales étapes de réalisation du décodage de canal a 1’aide de
I’algorithme EMS ou log EMS.

Pour I’algorithme de propagation de croyance des codes LDPC construits sur un corps non-

binaire GF(Q), il est utile d’utiliser une représentation tensorielle des messages transmis. Pour
un code LDPC, on définit parC,, I’ensemble des mots de code généré sur GF(q) avec q=2"

et la matrice de contréle de parité du code H de taille M x N qui définit le noyau du code est

une matrice creuse telle que :

C, ={ceGF(q)"|Hc=0} (15)
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Le graphe factoriel du code consiste en un ensemble de nceuds de variables appartenant a
GF(q), connectés a un ensemble de nceuds de parité. Les arétes qui connectent les deux types
de nceud transportent des messages qui représentent les densités de probabilité (pdf’s) des
mots de code. Puisque ces mots de code sont des variables aléatoires sur le corps GF(q), les
messages sont des densités de probabilité discrétes de taille g. La construction des corps de
Galois est présentée en Annexe 1. Lorsque le corps de Galois est une extension de GF(2),
avec typiquement q = 2", les messages peuvent étre convenablement représentés par des

tenseurs de taille 2 et de dimension m. En effet, sur GF(2™), les éléments du corps peuvent

m
étre représentés a 1’aide d’un polynome i(x) = Zi,.xl_1 de degré p-1 avec des coefficients

binaires (cf Annexe 1). Ainsi n’importe quel ensemble de m valeurs binaires

sur une aréte connectée a un nceud de variable est un tenseur {U[il,..., im]} . indexé par les
m

il ..... |
coefficients binaires de i(x). Par exemple, U[011] correspond & la probabilité

p(i(x) = x + x*) dans GF (8).

IV.1. Algorithme de décodage par propagation de croyance sur

GF(2m)

Pour un code sur GF(q), un nceud de parité est associé a I’équation de parité suivante :
d )
> h (x)d, (x)=0 modm(x) (16)
k=1

Ou m(x) est un polynéme primitif de degré m-1 sur GF(q). L’équation (16) exprime que les
nceuds de variables nécessaires au déroulement de ’algorithme de propagation de croyance
pour un nceud de parité ne sont pas constitués uniquement des mots du code d’origine mais
des mots du code multipliés par les valeurs non nulles de la matrice de parité H. La
transformation correspondante sur le graphe est réalisée en additionnant des nceuds de

variables correspondant a la multiplication des mots de code i,(x) par les valeurs

correspondantes non nulles de H. La transformation correspondante est illustrée sur la figure

1 ci-dessous.
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@ @ @ 00 200 00

Figure 5: Transformation équivalente du graphe

factoriel

La fonction de nceud qui connecte les deux neeuds de variables i, (x) et h, (x).i, (x) réalise

une permutation des valeurs des messages. La permutation qui est utilisée pour mettre a jour

les messages correspond a la multiplication des indices du tenseur par h, (x) pour passer du
neeud i, (X) au nceud hy (x).0, (X) et & la division des indices par h, (x) dans ’autre sens. En

utilisant cette transformation du graphe factoriel, la mise a jour aux nceuds de parité est une
convolution de tous les messages entrants, exactement comme dans le cas binaire.

On utilise les notations suivantes : on note {Vp\,}V 4 P'ensemble des messages entrant sur
v

d I’ensemble des messages de sortie de ce
\

un nceud de variable de degré d, et {U vp }v:l

nceud. L’indice pv indique que le message arrive d’un nceud de permutation et se dirige vers
un nceud de variables. De la méme fagon, I’indice vp indique 1’autre sens de propagation. De

la méme fagcon on définit les messages {U oo }c=1 d (respectivement {Vpc }C L 408 I’entrée

yeede 0~ A=l U

(respectivement a la sortie) d’un neeud de degré d..
L’initialisation du décodeur est réalisée avec le calcul des rapports de vraisemblance du canal

noté L[i;,...,i,]. Dans le cas ou le canal a des donnees binaires et un bruit additif Gaussien le

calcul des rapports de vraisemblance prend la forme :

L[il,...,ip]zi[ll(in) (17)
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avec 1(i,) = Proba(y,| b, =i,) =exp((y, —b,)?/2.c%) et ou byest le ™ bit du symbol

correspondant sur GF(q) et y, est la sortie bruitée du canal de propagation.

Les trois étapes d’une itération dans le décodage s’écrivent alors de la maniére suivante :

E1 : Mise a jour des nceuds de variables

Pour la mise a jour d’un nceud de variables de degré d,, :

Lx. TI V, t=1..d, (18)

soit encore :

. . . . dV . .
Utp[ll,...,lp]:L[Il,...,Ip]V:{\[/ﬁva[ll,...,lp] 19)

(iy,....i,) € {01} t=1,..d,

ou x. est défini comme le produit terme a terme de tenseurs et L désigne le tenseur des
rapports de vraisemblance issus du canal (voir équation (17)). De plus, comme les messages
représentent des densités de probabilité, on doit normaliser les messages obtenus apres 1’étape

(19) de telle sorte que 1 3 Uy [i,...,i,]=1.
i

il ----- p

E, : Etape de permutation, depuis les noeuds de variables vers les nceuds de parité

Ona:

vecU ) = P vecU,,)  (20)
ou encore :

U eliyseensip] =UypLizsees Jp] - (Qgyeensip) € {01}
avec i(x) =h(x).j(x)  (21)
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ou Py estune matrice de permutation (q x g) correspondant a h(x) et vec(U) rassemble dans

un vecteur colonne toutes les valeurs du tenseur U. On peut remarquer que, puisque les corps

de Galois sont des corps cycliques, la matrice de permutation B, représente un décalage
cyclique des valeurs du message transmis. Dans 1’autre direction, a savoir depuis les nceuds de

parité vers les nceuds de variables, on utilisera bien siir la matrice inverse Ph_&) .

E; : mise a jour des noeuds de parité

En utilisant les noeuds secondairesh(x).i(x), tous les nceuds de parité suivent les mémes
régles et ne dépendent plus des entrées non nulles de H. L’algorithme de propagation de
croyance pour un neeud de parité de degré d, correspond a un produit de convolution des
densités de probabilité sur GF(2").

Vyp =®%; U

c=1,c#t

6 t=l..d, (22

Oou encore :

dc - -
Voliy e 1= 5 T Upelig e Ix1ly, t=1..d, (23)

{ic(x) }.,q c=Lict glic(x)=0

Ou la fonction 115 désigne une fonction indicatrice égale a 1 si et seulement si la condition S

est remplie. On peut aussi exprimer la somme (23) sans 1’aide d’une fonction indicatrice en

utilisant un ensemble de configurations. On définit I’ensemble suivant :
. dC .
Conf; (,, = {{.C(x) b > i.(x)=0 } (24)
c=

En utilisant (24), 1’étape E3 peut se réecrire sous la forme :

Etape somme-produit : mise a jour d’un nceud de parité pour un neeud de degré d..

de . .
Voliy i 1= % [ Uplignic ] (25)

{ic () JeConf; () c=l.c2t
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IV.2. Simplification de ’algorithme par utilisation de FFT :

La complexité de 1’é¢tape Es dans 1’algorithme présenté précédemment peut devenir
rapidement prohibitive. En effet, le nombre d’opérations élémentaires nécessaires au calcul de

V,, croit exponentiellement avec la taille du corps g et le degré des eéquations de parité d..

Pour simplifier de fagon importante cette étape, plusieurs auteurs ont proposé de réaliser
I’étape E3 dans le domaine fréquentiel afin de transformer la convolution en produit simple.
La transformation des densités des variables représentées par des tenseurs dans le corps
GF(2™) depuis le domaine temporel vers le domaine fréquentiel est trés simple puisqu’il s’agit

de transformée de Fourier d’ordre 2.

une densité de probabilité de la variable aléatoire i(x) e GF(2™), alors la transformée de

Fourier de U;, i, est donnée par :

W=FU)=Ux; Fx,F..x, F (26)

OU x, représente le produit tensoriel sur la k™" dimension du tenseur et F est la matrice de la

transformée de Fourier rapide donnée par :

11 1
|:=E{1 _J 27)

Avec ces définitions, le produit tensoriel Z=Ux,F est défini par:

(POUI(iyeey iy g iysg i) € {01}PT)

Z[ig,eig,0,1 400151 = %.(U [y lkg 0y i JH U B g Ligg e ip]) - (28)

Z[il,...,ik_l,l,ik+1,...,ip]:%.(U[il,...,ik_l,o,ik+1,...,ip]—U[il,...,ik_l,l,ik+l,...,ip]) (29)
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En utilisant la transformée de Fourier (31), on change les nceuds de parité en nceuds produits
dans le graphe factoriel du code sur GF(2™). La figure 2 illustre ces transformations dans le
cas d’un code LDPC régulier avec (d,,d.) =(2,4).

Avec le passage dans le domaine fréquentiel, 1’étape E3 est modifiée de la fagon suivante :

E’; : mise a jour des noeuds de parité en utilisant une FET

La mise a jour dans le domaine fréquentiel s’écrit :

c=1,c#t

th:}"[ I .f(UpC)j t=1..d, (30)

Ainsi, la complexité de I’étape Eg3 est réduite en (d..m.q) with q=2". De plus, on peut

remarquer que la forme particuliére de la FFT dans GF(2™) fait que 1’on ne traite plus que

des additions, il n’y a plus de multiplication.

Symboles d’information

Noeuds de

permutation

_________________________________________________________________

Transformée
F F F
de Fourier
Noeuds
produits

Figure 6 : Graphe factoriel équivalent dans le domaine fréquentiel
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1VV.3. Algorithme EMS dans le domaine logarithmique :

Nous présentons dans ce paragraphe 1’algorithme EMS proposé par Declercq et Fossorier
dans [56] qui opere, comme pour le Max-log-MAP des turbo-codes dans le domaine
logarithmique a I’aide de rapports de vraisemblance logarithmiques. Le rapport de

Proba(u = 0)

dans le
Proba(u =1)

vraisemblance logarithmique s’exprime sous la forme : LLR(u) = Iog(

cas q = 2. Dans le cas g = 2", le message est composé de q composantes dont ¢ — 1 qui sont
non nulles. On utilise alors la définition suivante pour les rapports de vraisemblance

logarithmiques de n’importe quel message tensoriel U :

Uliy,eooi ]

Uliyeip] = Iog( Ulo. 0

JV(il,...,ip)e{O,l}p (31)

Ainsi, on a forcément : U[0,...,0]=0.
Le but de I’algorithme EMS est de simplifier encore 1’étape E’3 obtenue en travaillant dans le
domaine fréquentiel avec une FFT. Pour cela, la premiere idée est de sélectionner (on suppose

un corps avec un nombre élevé d’éléments typiquement m est au moins égal a 6) dans chaque

message arrivant Upc un nombre limité de valeurs a savoir les ny, valeurs les plus élevées.

Toute la difficulté est bien sir de bien choisir np,. Les auteurs de ’article original évoquent
une possibilité de changer sa valeur d’un message a l’autre en tenant compte d’une

dynamique maximale. Cependant, pour des raisons de simplicité, on se contentera ici de

prendre une valeur ny fixe. On note : US;C), k. =1...,n,, les ny valeurs les plus élevées de

Upc . L’élément associé a une contrainte de parité dans le corps de Galois GF(2™) est noté:

Proba(h, (x).i,(x) =0)

-0 (ke) (k)
=U [05cl e ]

G |og[Pr°ba(hc(x).ic (x) = o (x))}
p (32)

A partir ce cet ensemble de ny, valeurs, on construit I’ensemble suivant des configurations :
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Conf(n,) = {ak = [ (9)..... 25 (0] T: VK =[k1,...,kdc_1]Te{1,...,nm}dc*1} (33)

Chaque vecteur de taille d,—1 dans le corps GF(2™) est appelé une configuration.
L’ensemble Conf(n,,) correspond a I’ensemble des configurations construites a partir des Ny,

valeurs de probabilité les plus grandes dans chaque message entrant. Ainsi, son cardinal est :
|Conf(n,)|=n%"  (34)

Conf (1) contient seulement une configuration qui sera appelée la configuration d’ordre zéro.
Pour certains cas, lorsque les valeurs de d. et n, sont importantes, le nombre de
configurations dans Conf(n,) est trop important. Pour le réduire, on considére le sous-

ensemble suivant de Conf(n,) pour n, <d, —-1:
Conf(n,,,n.) = Conf(n )@ UcConf(n,)® u..uConf(n,)™ (35)

Ou Conf (nm)(') désigne le sous-ensemble de configurations qui différent de la configuration
d’ordre zéro pour exactement | entrées. L’ensemble Conf(n,,,n.) est donc le sous-ensemble
des configurations appartenant & Conf(n,) qui different par au moins n. entrées de la

configuration d’ordre zéro. Le nombre d’éléments dans Conf (n,,n.) est égal a:
nC
| Conf (ny,,n.)| = kzocgc_l(nm -Dk=Cl ny  (36)

L’idée d’utiliser Conf(n ) ala place de Conf(n,) est, une fois de plus, de simplifier la

m? nC
complexité car la cardinalité de Conf(n,,n.) est généralement bien inférieure a celle de
Conf(n,).Onade plus : Conf(n,)=Conf(n,,d, -1).

Un degre de confiance est attribué a chaque configuration, cette confiance est calculée par la

formule :

L(ay)= Yo (37)
d.-1

c=l,...,d;
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A partir des degreés de confiance L(a,) des configurations Conf(n,,n.), on est alors capable
de définir un algorithme simplifié de propagation de croyance trés efficace que les auteurs de
’article ont appelé algorithme EMS (Extended Min-Sum). Pour détailler cet algorithme on

note Conf; (,(ny,.Nn;) le sous-ensemble de Conf(ny,,n.)défini par les contraintes aux

nceuds de parité :
) el
Confi, o (M 1;) ={ak & Conf(np, ne) Ny, (g () + 3 @) (%) =0} (39)
c c c ]

Un probleme peut se poser lorsque I’ensemble Conf(n,,n.) est vide. Si I’ensemble

Conf(n ) est vide pour certaines valeurs de iy (X), cela peut poser un probleme de

m? nC
convergence pour I’algorithme EMS. On peut cependant contourner ce probléme en utilisant

les sous-ensembles Conf; (,,(9,1) qui ne sont jamais vides pour n’importe quelle valeur

e (X

iy, () € GF(q).

Algorithme EMS :

En utilisant les notations précédentes, on arrive alors a 1’algorithme suivant :

E1 : Mise a jour des nceuds de variables

Pour la mise a jour d’un nceud de variables de degré d,, :

U,=L+ V t=1..,d, (39)
Ou encore :

Ugpliyerip] = E[il,...,ip]+v::zvv t\_/pv[il,...,ip] (iynip) €{01)"  (40)
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E, : Etape de permutation, depuis les noeuds de variables vers les noeuds de parité

Ona:
vec(U ) =B o-vecU,,) (41)

ou encore :

Ueliyserip] =OypLizses o] (igyeenip) € {01}
avec i(x) =h(x).j(x)  (42)

L’¢étape de permutation depuis les nceuds de parité vers les nouds de variables est réalisée

avec la matrice Py, .

Es : mise a jour des noeuds de parité

A partir des d, —1messages arrivant :U ., construire les ensembles :

pc

S;, (¥)=_Conf; (,,(q,1) © Conf;_(,(Ny,n:) ; On obtient alors :

Voo pliag i, 1= M8, o5, {L@)} (g, ig ) {01} (43)

Traitement final :

Voliysrig] = Viglig, i 1=V, [0,.,0]  (44)

(iy,....i;) €101}° c=1...d,

V. RESULTATS DE SIMULATION

Dans cette partie nous presentons quelques résultats de simulation pour montrer les
performances du systéme proposé en utilisant 1’algorithme EMS logarithmique pour les codes
LDPC sur GF(q). Puisque le but est la comparaison de notre systéme avec le travail de Kozic

& al [52], on utilise ses résultats comme référence pour notre systeme proposé. Nos matrices
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A sont générées avec les mémes parameétres par exemple, pour n = 512 et n = 1024 comme
taille du vecteur binaire d’entrée avec Q = 2 ou 3 (cf Figure 1) et une matrice A avec un poids
de 3 sur chaque colonne, nous avons simulé le systeme de Kozic en binaire. Pour les systémes
proposés ici sur GF(q) nous prenons, a cause de la complexité de 1’algorithme de décodage,
une efficacité spectrale limitée avec q = 4 et g = 8 ; c'est-a-dire on travaille avec GF (4) et GF
(8) avec des efficacités spectrales respectivement égales a 2 et 3 bit/s/Hz.

Les résultats sont illustrées sur les figures 7 et 8 avec respectivement des tailles de bloc égales
a 512 et 1024. On peut remarquer (Figure 7) que les performances de nos codes chaotiques
sur GF(4) et GF(8) de taille 512 sont comparables a celles des codes binaires de Kozic & al.
Sur la figure 8 il apparait clairement que nos codes de taille 1024 sont plus performants que
les codes binaires de Kozic exhibant la méme taille. Pour Q = 2, le gain pour un TEB
référence de 10 est approximativement égal a 0.5 dB pour GF(8) et devient égal & 0.75 dB
pour GF(4). L’amélioration des performances est encore plus importante dans le cas Q = 3 ;
on obtient sur la figure 8, 1 dB de gain pour GF(8) et 1.5 dB de gain pour GF(4). Les gains de
diversité c’est-a-dire les pentes des courbes de TEB & forts SNR’s sont identiques entre les
différents codes. Ces résultats confirment bien les résultats connus de la littérature sur les
codes LDPC a savoir que 1’utilisation de corps étendus GF(q) permet de construire des codes
plus performants que leurs homologues binaires.

BER

L l\ ! : 4
[| =&~ Kozic,n=1024, Q=2 1" 1 N S S S ]
s | Kozic, n =1024, Q =3 ‘\‘
107 —- GF(8),n=512, Q=2 |[ommns s T T T Siasrsesnosonas E
F| —=— GF(4),n=512,Q ; :
-=- GF(8),n=512,Q
—— GF(4),n=512,Q
T

2 B PR .
3 sl ; ‘\ : ot et ]
3 4 . : Il

T 1 1 =% Il 1 1

1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5

Figure 7 : Résultats de simulation des codes chaotiques sur GF(q) pour des tailles de bloc égales a 512
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Figure 8 : Résultats de simulation des codes chaotiques sur GF(q) pour des tailles de bloc égales a 1024

V1. CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre un schéma de codage chaotique performant a 1’aide
d’une fonction de mapping opérant a partir d’'une matrice A de grande taille. Nous avons du
définir un algorithme de décodage particulier pour ce systéme en nous basant sur la théorie
des graphes factoriels. Par rapport aux travaux initiaux de Kozic nous avons proposé d’utiliser
des matrices A définies sur un corps de Galois GF(g). Un algorithme de décodage sous-
optimal performant basé sur I’algorithme EMS de Declercq et Fosserier a été mis au point qui
permet aux codes synthétisés a partir de mapping chaotique d’obtenir d’excellentes
performances et de devenir des alternatives réellement crédibles aux turbo-codes et autres
codes LDPC.
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VII. ANNEXE : CORPS DE GALOIS

VI1.1. Corps De galois : Définition

Un corps de Galois a q=2" éléments noté GF(q) = GF(2™), oli m est un entier positif est

défini comme une extension polynomiale du corps GF(2) constitué simplement des éléments
0 et 1. Le polyndme g(x) a utiliser pour construire le corps GF(q) doit étre irréductible c’est-a-
dire non factorisable dans GF(2), de degré m et a coefficients dans GF(2). Les éléments du
corps de Galois GF(q) sont définis modulo g(x) et ainsi, chaque élément du corps peut étre
représenté par un polynéme de degré au plus égal a (m — 1) et a coefficients dans GF(2).

Exemple :

Considerons un polyndéme irréductible dans le corps GF(2) de degré m =2 :
g(x)=x*>+x+1 (45)
Ce polyndme permet de construire un corps de Galois a 4 éléments. Les éléments de ce corps

sont de la forme :
aa+b ou abeGF(2) (46)

soit :
GF(4): {0La,a+1} (47)
On peut remarquer que si on éléve 1’élément o aux puissances successives 0,1 et 2, on obtient

tous les éléments du corps GF(4) a I’exception de 1’élément 0. En effet, le carré de o est

encore égal & (o +1) modulo & +a +1. L’élément a est appelé élément primitif du corps
GF(4).

On appelle élément primitif d’un corps de Galois GF(Q), un élément de ce corps qui, lorsqu’il
est élevé aux puissances successives 0, 1, 2,..., (q - 2) ; q=2" permet de retrouver tous les

éléments du corps sauf 1’élément 0. Tout corps de Galois posséde au moins un élément

primitif. Si « est un élément primitif du corps GF(q) alors les eléments de ce corps sont :

GF(q) : {0,050,051,...,04‘4*2 }avec a%t =1 (48)
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Propriétés :

e Un élément primitif oo d’un corps de Galois GF(q) est racine de I’équation X" +1=0
si n=q—1. En effet, si on tient compte du fait que a%* =0 et que n=q—1 alors
a" +1=0 (rappelons que —1 = 1 dans le corps GF(2) ainsi que dans un corps GF(2™)).
o Sil’élément o est racine de x" +1 alors o est aussi racine de x" +1. En effet, nous
avons " =1 et ainsi nous pouvons écrire :
(") =)’ =1
En permutant les exposants n et j, nous obtenons :
()" =1 ()" +1=0
Ces deux propriétés peuvent étre utilisées pour factoriser le polynéme x" +1 (n =q—1) dans

un corps de Galoisa q =2" éléments. En effet, si o est un élément primitif du corps GF(2™)

alors a,a?,...,a" sont aussi des racines de x" +1 et ainsi nous pouvons écrire :

X" +1=[I(x+al) (49)
j=1

Exemple :

Factorisons le polyndme x®+1 sur le corps GF(4) construit & partir du polynome
g(x) = x* + x+1. Nous avons vu que « est un élément primitif du corps GF(4) et ainsi, les 4
éléments de ce corps sont :

GF(4): {0La,a?| (50)

Nous pouvons écrire :

3 .
X +1=[I(x+a’) = (x+a).(x+?).(x+a®)  (51)
i1

En développant cette expression, on obtient :
XX +1l=x>+x°. (@ +a+)+x(@® +a+D)+1=x3+1 (52)
En tenant compte du fait que les opérations dans GF(4) sont faites modulo @ +a +1, le

deuxiéme terme de I’égalité (52) est bien égal & x* +1.



CHAPITRE IV : MODULATION CODEE BASEE SUR DES FONCTIONS CHAOTIQUES DE 160
GRANDES DIMENSIONS

Le polyndme minimal m,(x) a coefficients dans GF(2) associé a un élément quelconque S

d’un corps de Galois GF(2™), est un polyndme de degré au plus égal a m, ayant S comme
racine. Ce polyndme est unique et irréductible dans GF(2) mais deux éléments du corps de
Galois peuvent avoir le méme polyndme minimal. Si £ est un élément primitif du corps de
Galois GF(2™) alors le polyndéme m 4 (x) est exactement de degré m.

Avant de calculer le polyndme minimal associé a un eélément £ rappelons qu’un polyndme a
coefficients dans GF(2) vérifie la propriété suivante :

[f]7 =0 =[F00]" =10")  (89)
Ainsi si Best racine du polyndme f(x) alors 32, 8*,...sont aussi des racines de ce polynéme.

Si le polyndme f(x) est de plus irréductible dans GF(2) et de degré m, alors si Sest racine de

A . A : m-1
ce polyndme, les autres racines de ce polynéme sont simplement : 32, 8*...., B?

Cette propriété des polyndmes a coefficients dans GF(2), nous permet d’écrire le polynome

minimal associé a g sous la forme :
My (x) = (X+ B).(x+ B%).(x+ B*)....  (54)
Ou encore :
M (%) = (X+ B).(x+ B2).x+ B*).(x+ 7 ) (55)

si Best un élément primitif du corps GF(2™).

Exemple :
Calculons le polyndme minimal associé a 1’élément primitif « du corps de Galois GF(4).

GF(4): {0La.c?
Le polynéme minimal associé a 1’élément « a donc pour racine aet a? (m = 2) et il a pour
expression :

m,(x) = (x+a).(x+a?) =x* +x(a+a®)+a®  (56)
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En tenant compte du fait que «® =1 et que a+a? =1dans le corps GF(4), le polyndéme
m,, (x) est encore égal a:
m,(x)=x*+x+1 (57)

Pour clore ce paragraphe sur la notion de polynéme minimal, on peut rajouter la propriété

suivante :

Soient B, Bives By les  éléments d’un  corps de Galois GF(2™) et soient
Mg (X, Mg (X),..,Mg (X) les polyndmes minimaux associés respectivement a ces

éléments. Alors le polynéme g(x), de plus bas degré, a coefficients dans GF(2) ayant

Prress Pisers Py COMmMe racines est égal a :

g(x) =P.P.C.M(Mmg (X),.... M4 (X),.... M4 (X)) (58)
ou P.P.C.M est I’abréviation de Plus Petit Commun Multiple. Si les polyndmes minimaux
sont distincts, (ce qui n’est pas toujours le cas puisque deux éléments d’un corps GF(2™)

peuvent avoir le méme polynéme minimal) alors le polynéme g(x) est simplement égal & :

9(%) =H m, () (59)

Le polyndme minimal m;(x), a coefficients dans le corps de Galois GF(q) associé a un

élément B =a’ (o élément primitif du corps GF(q)) de ce corps, est le polynéme de plus bas

degré ayant  comme racine. En utilisant une généralisation de la relation (53) au cas des

polynémes a coefficients dans GF(q), nous pouvons écrire :
[F00]7=Fx)=[f00]" = Fx*")  (60)

Ainsi, si S est racine du polyndme f(x) alors ﬂq,ﬂqz, ....... sont aussi des racines de ce

polynéme.

En tenant compte du fait que dans le corps GF(q) a%* =1, alors ,qu = (0(")qp —ql = pet

ainsi, le polynéme minimal m,(x) est simplement égal a :

my(X)=x+p4  (61)
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Un polynéme a coefficients dans GF(2) est primitif si il est le polyndme minimal associé a un
¢lément primitif d’un corps de Galois. Dans I’exemple présenté dans le paragraphe 1.2, le
polyndme m,, (x) était un polynéme primitif.

Un polynéme primitif est donc irréductible dans GF(2) et peut par consequent étre utilisé pour
engendrer un corps de Galois. Lorqu’un polyndme primitif est utilis€¢ pour engendrer un corps
de Galois, tous les éléments du corps sont obtenus en élevant I’¢lément primitif, racine du
polyndme primitif & des puissances successivement croissantes. Les principaux polyndmes
primitifs étant répertoriés dans la littérature, la construction d’un corps de Galois a q=2"

éléments peut alors se faire simplement en utilisant un polynéme primitif de degré n.

Exemples de polyndmes primitifs

Degré du polynéme Polyndmes primitifs
2 X% +X+1
3 X2+ x+1
4 X +x+1
5 x® +x% +1
6 x® +x+1
7 X" +x3+1
8 X8 +xt +x%+x% +1
9 x° +x* +1
10 x4 x3+1

Pour terminer cette partie introductive aux corps de Galois, nous donnons un exemple de
corps de Galois & q =16 (m = 4) éléments construit & partir du polynéme primitifx* + x +1.
Les éléments de ce corps sont :

GF@6): PLa,a’,a®,..a™|  (62)
A ces 16 ¢éléments on peut associer une représentation polynomiale ainsi qu’une

représentation binaire. La représentation polynomiale d’un élément de ce corps est de la

forme :
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aa®+ba’®+ca+d  (63)
ou a, b, ¢ d sont des coefficients binaires appartenant a GF(2). Le corps de Galois GF(16)
étant constitué¢ de 16 ¢léments, la représentation binaire d’un élément de ce corps est faite a
I’aide de 4 symboles binaires appartenant a GF(2). Ces 4 symboles sont respectivement égaux
aux valeurs prises par les coefficients a, b, c et d.

Eléments du corps GF(16) Représentation polynomiale Représentation binaire
0 0 0000
1 1 0001
o a 0010
o> o> 0100
ol ol 1000
ot a+1 0011
a’ a’+a 0110
a® o’ +a? 1100
a’ o +a+1 1011

ab a® +1 0101
o’ a’+a 1010
o™ a?+a+l 0111
at @ +a’+a 1110
at? o +a? +a+l 1111
a® o’ +a® +1 1101
o™ o’ +1 1001

Eléments du corps de Galois GF(16)

Dans un corps la somme de deux éléments du corps est un élément du corps. Nous pouvons

veérifier cette propriété pour le corps de Galois GF(16). Faisons par exemple la somme des
éléments «° et o®. En utilisant les représentations polynomiales de ces deux éléments, nous
avons a faire la somme de (a®+a) et de (a®+1) ce qui donne (a+1)=a*puisque

2.a® =0. Pour faire la somme de o et «®on peut aussi utiliser leur représentation binaire.

Dans ce cas on doit faire la somme bit a bit de 0110 et de 0101 ce qui donne 0011 soit encore

4
a .
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Conclusion générale et perspectives
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Dans cette thése nous avons abordée une thématique encore peu explorée dans le domaine des
communications numériques a savoir 1’utilisation de fonctions génératrices de chaos pour
synthétiser des codeurs de canal.

Nous avons, dans une premiere approche, étudié des systemes pseudo-chaotiques ou nous
avons remplacé I’encodage classique linéaire a base de OU exclusif par une structure de filtre
numérique a réponse impulsionnelle infinie qui utilise des opérateurs de saturation en sortie
des multiplieurs ou des additionneurs pour genérer le chaos. Cette structure a été étudiée plus
en détails dans la thése de Mr Alan Layec. Cependant, nous avons conservé en sortie un
mapping conventionnel (Gray par exemple) ce qui fait que la constellation transmise est
exactement celle d’une modulation MAQ- N. Nous avons testé la structure du codeur dans
différents contextes et nous I’avons modifié en rajoutant une sortie systématique pour pouvoir
obtenir la structure d’un turbo-code a concaténation paralléle. Nous avons montré que par
optimisation de la distance libre il était possible de choisir des parametres du filtre a réponse
impulsionnelle infinie tels que le codeur obtenu présente de bonnes performances y compris a
forts SNR’s en évitant les effets de plancher. Enfin, 1’utilisation de ce codeur dans le cadre
d’une transmission sur des canaux sélectifs en fréquence a été testée et les performances
quantifiées. Pour 1’égalisation, nous avons utilisé un passage dans le domaine fréquentiel ce
qui permet d’obtenir des structures a faible complexiteé.

Cependant, il apparait clairement que pour obtenir un systéme réellement chaotique il faut que
la constellation de sortie soit associée au processus de génération de chaos. En effet, il faut
que la constellation de sortie présente toutes les caractéristiques d’un signal imprévisible avec
par exemple une distribution pour la densité de probabilité des signaux qui s’apparente a celle
d’une loi uniforme. C’est ainsi que nous nous sommes intéressés dans le chapitre 2 a la
réalisation de schémas d’encodage-modulation qui utilisent des fonctions génératrices de
chaos comme la fonction Bernoulli Shift Map. Les fonctions testées dans ce chapitre sont
toutes mono-dimensionnelles. Nous avons proposé différents algorithmes de décodage pour
essayer de tirer au mieux parti de la corrélation présente entre les échantillons successifs
transmis sur le canal. Les performances ont été testées sur canal a bruit additif Gaussien. Nous
avons constaté pour les différentes fonctions d’encodage-mapping testées qu’il est difficile
voire impossible avec un mapping mono-dimensionnel d’obtenir de meilleurs résultats qu’un
systtme MDP2-NRZ non codé, ce qui est bien sdr un objectif minimal pour tout codeur de
canal.

Dans le troisieme chapitre nous avons généralisé les fonctions de mapping mono-

dimensionnelles du chapitre 2 a des mapping multi-dimensionnels faisant appel a des
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multiplications matricielles associées a des opérateurs modulo. C’est a partir de ce chapitre
qu’apparaissent les contributions originales de ce travail de thése. L’augmentation de la
dimension du mapping peut étre interprétée avec beaucoup de précautions comme étant
similaire & la diminution du rendement d’un code avec I’augmentation de la part de
redondance. Cependant, 1’augmentation de la dimension nécessite une optimisation plus
poussée des codeurs obtenus. Nous avons proposé en nous basant sur une modélisation
approximative du spectre du code & base de mélange de lois Gaussiennes ou de Rayleigh une
fagon d’optimiser la recherche des paramétres des matrices d’encodage-mapping. Les
performances ont été alors quantifiées de facon théorique sur des canaux a bruit additif
Gaussien mais également sur des canaux quasi-statiques a évanouissements par blocs non-
sélectifs en fréquence. Les résultats de simulation ont bien confirmé les calculs théoriques
justifiant la modélisation choisie pour la distribution du spectre des distances. Cette approche
originale vient compléter les travaux de Kozic dans le domaine. Cependant, il faut signaler
que les structures de codes employés ici s’apparentent & celles de filtres a réponse
impulsionnelle finie. C’est ainsi qu’une des conditions énoncées par Frey dans son article
fondateur en 1993, a savoir qu’une suite finie en entrée provoque une sortie la plus étendue
possible dans le domaine temporel, n’est pas satisfaite. Il faudrait donc, et c’est une
perspective de recherche a court terme, généraliser les structures de codeurs proposées dans
ce chapitre au cas des filtres a réponse impulsionnelle infinie. Cependant, les premiers essais
effectués montrent que ces derniéres structures exhibent des distances libres inférieures a
leurs homologues a réponse finie.

L’amélioration des performances obtenue avec des mapping multi-dimensionnels d’ordre 2 ou
3 s’avére cependant assez marginale. Pour obtenir une nette amélioration des performances il
faut utiliser des matrices de grande taille pour la génération de chaos. C’est ainsi que nous
proposons d’utiliser dans ce chapitre des matrices creuses de type LDPC pour la génération
des produits matriciels. Comparé aux travaux de Kozic, nous avons utilisé des matrices
géneratrices de codes LDPC sur des corps de base non-binaires (GF(q)). L’algorithme de
décodage par propagation de croyance proposé se base sur un graphe factoriel qui tient
compte de I’ensemble de la chaine d’encodage-modulation ou d’encodage-mapping et qui
permet de conserver une complexité raisonnable. Nous avons utilis¢é I’algorithme EMS
(Extended Min-Sum) proposé récemment par Fossorier et Declercq pour le décodage des
codes LDPC sur GF(q). Les performances obtenues deviennent tout a fait satisfaisantes a un
point tel qu’il devient raisonnable d’envisager ces codes comme de réelles alternatives a des

solutions trés performantes comme les turbo-codes ou les codes LDPC. Les perspectives de ce
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chapitre concernent d’abord 1’étude du seuil de déclenchement de I’effet cascade (Water Fall
region) de ces codes a 1’aide des courbes d’EXIT CHARTS. Ce travail est en train d’étre
effectué¢. Une autre perspective concerne évidemment 1’implantation hardware de tels codes

avec une évaluation de la complexité matérielle nécessaire a leur réalisation.
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Résumé :

Dans ce mémoire de these nous présentons une utilisation originale des fonctions génératrices
de chaos a savoir leur emploi en tant que codeur de canal. Aprés avoir mis au point des
structures semi-chaotiques dans lesquelles le mapping ne faisait pas partie de la génération de
chaos, nous avons associé le processus de génération de chaos au mapping de sortie de
I’encodeur. Les performances obtenues lorsque le mapping de sortie fait appel a des matrices
génératrices de codes LDPC de grande taille sont excellentes et permettent d’envisager ces
schémas d’encodage CCM (Chaos Coded Modulation) comme des alternatives crédibles a des
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APPLICATION OF GENERATING FUNCTIONS OF CHAOS TO THE
REALIZATION OF CHANNEL ENCODERS.

Abstract:

In this work we present our contribution to the study of channel coding using chaos based
generating functions. We have at first proposed to use chaotic function just as binary
generators without taking into account the output mapping in the chaos process. Then, we
include the chaos based mono-dimensional generator functions such as the Bernoulli Shift
Map into the mapping process. The poor performances we obtained forced us to work with
multi-dimensional chaos based generator functions. Using high dimensional LDPC based
matrices for the joint channel-coding and mapping function enables us to obtain outstanding
performances. In this case the obtained schemes constitute good alternative schemes for
powerful channel coders such as turbo-codes or LDPC codes.
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