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Calcul de topologie de courbes et surfaces algebriques résd

Résumé: ce travail de these reléve du registrel@ddgorithmique de courbes et sur-
faces algébriques réelledDans le domaine de leeprésentation de formesnous avons
développé trois algorithmes. Le premier est un algorithgml®lique-numérique certifié,
fortement basé sur les propriétés des sous-résultantsrraefiant le calcul de la topologie
d’'une courbe algébrique plane avec la meilleure complexitéue. Le deuxiéme algorithme
traite le probleme du calcul de la topologie d’'une courbéllgue spatiale définie comme
intersection de deux surfaces algébriques implicitesr Ronstruire cet algorithme, nous
avons introduit la notion de courbe spatiale en positiorugsegénérique par rapport a un
plan. Cette approche conduit a un algorithme symboliquaérigue certifié disposant de
la meilleure complexité connue pour traiter ce problémetrbisieme est un algorithme de
maillage de surfaces implicites. C’est le premier algonighcertifié et implémenté qui ré-
soud le probleme du maillage isotopique de surfaces inpsigingulieres. Soulignons que
ce travail rentre aussi dans le cadre dpplications mathématiquespuisqu’on peut, a partir
d’une triangulation, calculer de nombreux invariants togmues. Enfin dans un travail sur
les arrangements pouvant se placer dans le cadgrolelemes de configurations spatiales
nous évoquons un algorithme permettant le calcul d'un tehgement.

Effective Topology of Real Algebraic Curves and Surfaces

Abstract : In this thesis, we got interested irttee Effective Computation of the Topology
of Real Algebraic Curves and Surface©ne can distinguish three main new algorithms
in the field of shape representation Our first algorithm is a certified symbolic-numerical
based on sub-resultants properties and computes the ¢gpofoa plane algebraic curve
with the best known complexity. The second algorithms caiepthe topology of a space
curve defined as the intersection of two implicit algebraidaces. For the designing of this
algorithm, we introduce the notion of space curve in psegeloeric position with respect
to a given plane. This approach leads to a certified symimiioerical algorithm with the
best known complexity. The third algorithms is a new and cletepone for computing the
isotopic meshing of an implicit algebraic surface. It inxesd only subresultant computations
and entirely relies on rational manipulation, which make#irect to implement. Finally, we
also design an algorithm for computing the cells in an areamgnt of quadrics which may
be classify on the area abnfiguration spaces computation
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Chapitre 1

Introduction

Au cours des dernieres décennies, la géométrie algoritieregt devenue un theme de
recherche tres productif, avec des applications dans desides tels que le graphisme, la
robotique et la conception assistée par ordinateur. leitiant la géométrie algorithmique
traitait principalement des problemes d’ensemble de ppite polygones et de polyedres
et utilisait des techniques de combinatoire pour les résouda nécessité d’accélérer les
progrés dans la visualisation des informations a mis enacotd géométrie algorithmique
avec d’'autres branches des mathématiques (topologie,&geralgébrique, géométrie dif-
férentielle...) et a fait énormément évoluer ses outilestchamps d’applications. Ainsi, en
modélisation, on distingue le probleme de I'approximatium objet a celui de I'étude de
sa structure i.e. sa topologie. Le calcul effectif de la togie d’objets mathématiques est un
sujet assez récent de recherche en géométrie algorithnidqune I'article B], plusieurs spé-
cialistes avaient ciblé differents domaines dans lesdaalgéveloppement du calcul effectif
de topologie aurait un réle crucial a jouer :

— La simulation physique

Dans plusieurs domaines tels que la modélisation de la csioblde systémes, I'aéro-
dynamique, la mécanique des structures, la dynamique oialée.., on utilise beau-
coup la représentation d’objets géométriques par desagasl pour la simulation de
phénomenes physiques. Toutefois, ces applications sqhiisien plus complexes et la
convergence locale des algorithmes numériques n’assaotuabent plus en pratique
leur bon fonctionnement. On voit alors apparaitre I'intél&€ chercher a combiner des
techniques d’analyse numérique avec des considératipobtiques.

— Les configurations spatiales

En robotique, biologie moléculaire, chimie..., on constdées modeéles avec un cer-
tain nombre de degrés de liberté. On est alors confronté at&rdination des con-
figurations possibles d’un tel systéme. Ce peut étre lesiposid’un robot ou d’'une
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molécule dont on connait quelques propriétés ou encoraicestdistances entre cer-
tains atomes. La modélisation des contraintes géomégriguphysiques que doivent
satisfaire de tels systemes débouche sur des systemesgitibégupolynomiales. L'é-
tude de la structure topologique des solutions de ces sgstpprmet de comprendre,
de décrire et de classifier les différentes configuratiossibptes.

— Lacquisition de formes

L’'acquisition automatique de la forme d’un objet physigseune technique tres utile
en imagerie médicale. Les formes qui vont étre manipuléesupardinateur sont
obtenues a partir d’'un objet réel par scanner. |l faut easerit recréer une approxi-
mation fiable a partir des mesures réalisées. Une partie geocessus concerne le
développement d’algorithmes permettant de transformersénie de mesures en une
forme de représentation topologiquement valide. Les fgcles utilisant la triangula-
tion de Delaunay 3D sont alors souvent combinées a des @asihs différentielles
et topologiques.

— Lareprésentation de formes

De nombreux modes de représentation de formes ont été g@éslonotamment les
représentations paramétrées, implicites, avec des efesedepoints, des maillages. Il
est important de développer des outils permettant de pdssemode de représenta-
tion a un autre. Les échanges d’informations a travers ledmeia le web, se dévelop-
pent beaucoup. Malgré les progrés technologiques, le fldfodmations est trop grand,
et il devient de plus en plus nécessaire de typer et compiesstonnées. On voit donc
se développer le web sémantique et un ensemble d’outilsidaritesoin pour fonc-
tionner. Il est essentiel d’adjoindre a un objet un enserdblehamps qui permettent
de le classifier et de le cibler plus facilement lors d’'unénezche. En ce sens le calcul
de topologie apparait comme un outil essentiel du web séqguant

— Lapplication mathématique

Le développement d’algorithmes autour du calcul de topelegt intéressant en lui-
méme. Cela a permis de résoudre, en utilisant la puissancelcd de I'ordinateur,
certains problémes, comme le théoreme des quatre coulelerp®bleme du calcul
du nombre de types topologiques de courbes implicites deeddgiit. De nombreux
travaux actuels portent sur le calcul d’invariants topajogs. Ces travaux permettent
de rendre effectives certaines classifications et mémesdeneéliorer.

Ce travail de thése se situe dans le champ'algorithmique de courbes et surfaces al-
gébriques Nous avons développé trois algorithmes.

Le premier est un algorithme symbolique-numérique certibéement baseé sur les pro-
priétés des sous-résultants, et permettant le calcul deptddgie d’'une courbe algébrique
plane. Cet algorithme d’'une complexité binairefdﬁdlor) (d étant le degré du polynéme
définissant la courbe étudiée,tdh taille binaire de ses coefficients) est une améliorat®n d
I'algorithme décrit dans32] dont la complexité binaire est das(d™®r).
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Le deuxiéme algorithme résoud le probléme du calcul de lalogye d’'une courbe algébrique
spatiale définie comme intersection de deux surfaces aige&s implicites. Pour construire
cet algorithme, nous avons introduit la notion de courbé&alesen position pseudo-générique
par rapport a un plan, notion qui nous a permis de garangistence de paramétrisations ra-
tionnelles par morceaux de la courbe par rapport a sa pimjestr ce plan. L'obtention
de ces paramétrisations a permis de ramener de facon aapsobleme au cas du cal-
cul de la topologie d’une courbe algébrique plane. Cetteagbe conduit a un algorithme
symbolique-numeérique certifié dont la complexité binairEctef)B(d21t).

Le troisieme est un algorithme de triangulation de surfaogdicites. Sa complexité binaire
est dominée par la phase de calcul de la "silhouette” de facguet est deg(d?!1). C'est

le premier algorithme certifié et entierement implémeniénaite le probleme de la triangu-
lation isotopique de surfaces implicites singuliéres.ligoons que ce travail s’'inscrit aussi
dans le champ despplications mathématiquespuisqu’on peut, a partir d’'une triangulation,
calculer de nombreux invariants topologiques.

Enfin dans un travail sur les arrangements pouvant se plaosrld cadre dgzroblémes de
configurations spatiales nous évoquons un algorithme permettant le calcul d’'urrtahge-
ment.

Structure de lathése. Cette thése se compose de trois parties :
e Prérequis algébriques
e Partie I. Topologie de courbes. Chapitre 3 et 4.
e Partie Il. Topologie de surfaces. Chapitre 5 et 6

Le Chapitre2 aborde différents outils et méthodes algébriques qui sécegssaires dans
les algorithmes que nous présenterons dans la suite. Lagyeesection de ce chapitre est une
discussion sur les outils essentiels permettant la geddsmombres algébriques. Dans cette
section, nous rappelons les algorithmes fondamentauxgttamt de compter, de comparer et
d’isoler les racines réelles d’'un polynéme univarié a cogffits dang) ou dans un anneau
Q[a], o étant un nombre algébrique. La deuxieme section préserdsdéution de systéemes
algébriques réels de dimension 0. Nous y rappelons lesithigws fondamentaux qui sont a
la base des solveurs de systemes d’équations polynomaigsoctant un nombre fini de so-
lutions complexes. La troisieme section est un rappel stivdarie des sous-résultants. Nous
y étudions les propriétés fondamentales des sous-résuliadant a appréhender les prob-
lemes sous-jacents au calcul de la topologie des courbesfates algébriques réelles. La
derniére section est un bref rappel sur la décompositiandrnytjue algébrique, particuliére-
ment axée sur I'algorithme de Collins et ses applicationsadcul de topologie de variétés
semi-algébriques réelles.

Le Chapitre3 traite du probléeme du calcul de la topologie d’une courbélaiigue plane.
Nous y présentons un algorithme symbolique-numériquéiéefortement basé sur les pro-
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priétés des sous-résultants. L'algorithme calcule laltape d’'une courbe algébrique plane
de degréd, avec une complexité binaire (f%(dlot), et s’inspire des techniques décrites
dans B2]. L'apport majeur de ce travail consiste en l'introductidinn algorithme modu-
laire, utilisant les propriétés des polynédmes sous-raéstdtpour certifier la généricité de la
position d’une courbe algébrique plane. Comparé a I'algoré de test de généricité (par cal-
cul d’encodage de Thom) décrit darg2], ce nouvel algorithme permet de réaliser un gain
d’'un facteurd® sur la complexité binaire globale de I'algorithme. Dansdat®n 3.2, nous
menons une analyse détaillée de la géométrie d’une cougBbrajue plane. La sectidh3
regroupe les différentes phases de I'algorithme calcldaopologie d’'une courbe algébrique
implicite plane. Nous y effectuons une étude comparativaatee algorithme de test et de
mise en position générique avec celui décrit d@%. [La section3.4 porte sur I'étude de la
complexité binaire de I'algorithme de calcul de topolodreur finir nous évoquerons 'im-
plémentation de I'algorithme avec MHEMAGIX et les expérimentations réalisées.

Dans le Chapitré nous présentons un algorithme symbolique-numériqudiéertlcu-
lant la topologie d’une courbe intersection de deux sudamglicites. L'approche que nous
developpons est basée sur une analyse des propriétés dagsoltants. Contrairement aux
algorithmes décrits dang8]] et [5], il n'utilise qu’une projection de la courbe d’intersec-
tion, et permet de calculer sa topologie dans le cas ou dloeséduite. Nous introduisons
la notion de courbe en position pseudo-générique par ragpon plan, ce qui nous per-
mettra de garantir I'existence de paramétrisations ragthes par morceaux de la courbe
par rapport a sa projection sur ce plan. La topologie de labeoprojetée est calculée avec
I'algorithme décrit dans le Chapiti® puis relevée morceau par morceau dans I'espace en
utilisant les paramétrisations. L'utilisation de ces pagfrisations rend le relévement rapide,
et évite les problemes numeériques souvent rencontrés eéaype de calcul. Lune des dif-
ficultés majeures des algorithmes basés sur la méthodesttim) puis relevement” est la
distinction entre les singularités de la courbe plane dhites par la projection, et les singu-
larités provenant de la projection de vraies singulariggaourbe spatiale. Nous proposons
un algorithme certifié permettant de distinguer ces deugsyge singularités de la courbe
projetée. Ce travail a été présenté et publié lors de la oeméé internationale sur le calcul
symbolique et algebriqusSAC 200817)).

Dans le Chapitr®, nous proposons un algorithme certifié calculant la tri¢atgan d’'une
surface algébrique implicite. Notre approche consisteléutsr d’abord la topologie d’une
"silhouette” de la surfacg. La "silhouette” calculée partitionne I'espace en desnclyks
connexes a l'intérieur desquels le nombre de nappes estanbnEnsuite des sections de
la surfaces, permettant le maillage des nappes a l'intérieur de chagliedce, sont cal-
culées. Concernant la phase de connection des différeapgges, nous proposons un nou-
vel algorithme ne nécessitant pas le calcul de la topologisetttions de la surface en les
pointsx-critiques de sa "silhouette". La connection est entiergrgeidée par la topologie de
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la "silhouette” calculée au départ. Une implémentationagdrithme a été effectuée avec
MATHEMAGIX . Il est essentiel de remarquer qu’il s’agit du premier cagdpahible, complet
et certifié calculant la topologie d’'une surface algébriopglicite singuliére. La complexité
binaire de I'algorithme est dominée par la phase de calauialsilhouette" de la surface,
et est debB(d21r), oud est le degré du polyndme définissant la surface, let taille bi-
naire de ses coefficients. Ce travail a été soumis3pkecial Issue du Journal of Symbolic
Computation 2009

Enfin dans le dernier chapitre nous évoquons un travail escawr le calcul d’'un ar-
rangement de quadriques. Le calcul d’'un tel arrangemerg-temd certains problémes de
géométrie algorithmique. Nous expliquons comment lesriiegles développées dans les
chapitres précédents permettent d’aborder ce probléme.






Chapitre 2
Prérequis algébriques

La premiére section de ce chapitre est une discussion sautis essentiels permettant
la gestion des nombres algébriques. Nous faisons réfé&enoealgorithmes fondamentaux
permettant de compter, de comparer et d’isoler les raciéadtes d'un polyndbme univarié a
coefficients dan€) ou dans un annea)|a], a étant un nombre algébrique. La deuxiéme
section présente la résolution de systemes algébriqusszém®-dimensionnel. Nous évo-
qguons les algorithmes fondamentaux qui sont a la base de=usslde systémes d’équations
polynomiales comportant un nombre fini de solutions congsexa troisieme section est
un rappel sur la théorie des sous-résultants. Nous y étsidésnpropriétés fondamentales
des sous-résultants aidant a appréhender les problénsgasents au calcul de la topologie
des courbes et surfaces algébriques réelles. La derniéiersest un bref rappel sur la dé-
composition cylindrique algébrique, particulieremeng axr I'algorithme de Collins et ses
applications en calcul de topologie de variétés semi-aigabs réelles.

2.1 Gestion des nombres algébriques réels

Les objets que nous étudierons dans les chapitres suivaritdes courbes et des surfaces
définies a l'aide d’équations polynomiales a coefficientmnaels. Nous allons principale-
ment nous intéresser a leurs propriétés topologiques. Blauwss donc besoin, au cours de
I'exécution de nos algorithmes, de répondre a certaindgainotamment : "la coordonnée
selon I'axe dex de ce point est-elle plus grande que celle de cet autre goittdmbien y
a-t-il de points réels sur I'intersection d’'une courbe awee droite ?". La réponse a ces ques-
tions est naturellement liée au probléme de la manipula@omombres réels. En effet, durant
I'exécution des algorithmes de calcul de topologie, apgpseat des polynémes univariés,
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a coefficients entiers, rationnels ou algébriques, conaentinformation topologique que
nous cherchons a décrire. Pour extraire de maniére cendtézinformation, il est nécessaire
de pouvoir compter, isoler et comparer sans ambiguité E@aea réelles de ces polynémes.
Nous discutons les techniques usuelles permettant dertcais questions.

2.1.1 Dénombrement et isolation des racines réelles &= Q[X]

Intéressons nous d’abord au probleme du dénombrement ésdlation des racines
réelles d’'un polyndme univarié a coefficients rationnetanEdonné un polynéme € Q[X],
cela signifie construire une séquence d’intervalleRdieux a deux disjoints contenant cha-
cun une et une seule racine Bell existe plusieurs techniques permettant de répondre a
ces guestions. Nous exposerons les trois principales nhéshdites de Sturm, de Descartes
et de Thom. Nous nous sommes inspirés @leef [7] pour rédiger cette sous-section, les
démonstrations des résultats exposeés ici peuvent y étseiitées.

La méthode de Sturm

Cette méthode est basée sur les propriétés des suites de &sociées au polyndome
P € Q[X] sur un intervallda,b] deRR et sur la notion de variation d’une séquence de nombre
réels.

Définition 2.1.1 Soient Pe Q[X], (fi)icjog une séquence d'éléments @eX] et [a,b] un
intervalle deR. On dit que( fi)icog €st une séquence de Sturm associee a Rashysi les
conditions suivantes sont remplies :

— fo=P;

— fsne s’annule pas sug, b ;

— pour tout i€ [0, s], pour touta € [a,b] tel que f(a) =0o0na f_1(a)fii1(a) <O;

— pour touta € [a,b] tel que §(a) =0, il existee > Otel que f(a+¢€)fi(a+¢€) > 0et
fo(a—¢)fi(a—¢) <O0.

Définition 2.1.2 Soit A:= (ap,...,an) une séquence de nombres réels. On appelle variation
(ou nombre de changements de signes) de A, ndd d V(ay, ...,an), le nombre de paires
(i,i+Kk) (k> 1) tels que g,k <Oeta.r =0pour0<r <Kk.

Exemple 2.1.3PourA=(-9,0,2,0,0,7,0,—1,4), on aVvV (A) = 3.
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SoientP € Q[X] et (fi)icjog une séquence de Sturm associdesar l'intervalle[a, b]. Soit
w: R — N l'application définie paw(x) =V (fo(X),..., fs(X)). La proposition suivante
explique l'intérét porté aux suites de Sturm dans la régwiudu probléme du dénombrement
et d’isolation des racines réelles d’un polynéme univarie.

Proposition 2.1.4 Le nombre de racines réelles de P $arb| est égal A w(a) —w(b)).

Pour tout élémen® € Q[X], nous noterons () le coefficient de téte d. La proposition
précédente s’étend sur l'intervalke

Corollaire 2.1.5 Soient Pe Q[X], (fi)icjog une séquence de Sturm associée a PIsur
wW(+o0) la variation de(lc(fp),...,Ic(fs)) et w(—oo) celle de(lc(fo(—X)),...,lc(fs(—X))).
Alors le nombre de racines réelles de P est égalé—0) — w(+)).

La question qui se pose ensuite est celle du calcul effectifedsuite de Sturm associé®a
La proposition suivante présente une maniére algorithenéiguconstruire une telle suite.

Proposition 2.1.6 Soient[a, b] un intervalle deR et P € Q[X] un polyndme sans facteur
carré. Soient § =P, fy =P et pouri> 2 fi_» = fi_10; — fi avecdeq f;) < ded fi_1) (fi
est 'opposé du reste de la division euclidienne de par fi_1 ). Soit s le plus petit entier
naturel tel que §n’admette aucune racine reelle dajasb]. Alors la séquencefi)icjo,g est
une séquence de Sturm associée a Fan].

Remarque 2.1.7 L'algorithme d’Euclide appliqué d = P et f; = P’ termine en retournant
fi := pgcd P,P’). Comme nous avons supposé duest sans facteur carré, aldksest une
constante et n'admet donc pas de racine réelle. En pratigobasits =t.

Le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréme de Stsiren|aebase de I'algorithme
de séparation des racines réelles d’'un polynéme univari@paéthode de Sturm.

Théoréeme 2.1.8Soienta, b] un intervalle deR et P€ Q[X] un polyndme sans facteur carré.
Soient §=P, fy =P etpouri> 2 fi_» = fi_1g; — fi avecdeq fi) < ded fi_1) (fi est'opposé
du reste de la division euclidienne de £ par fi_1 ). Soit s le plus petit entier naturel tel que
fsn’admette aucune racine réelle dajasb|. Alors le nombre de racines réelles de P Ryb)|

est égal aw(a) —w(b)) avec wa) =V (fo(a),..., fs(a)) et wb) =V (fo(b),...., fs(b)).

Notation 2.1.9 Soit Og la complexité binaire en ignorant les facteurs logarithoeg. Pour
a € Z*, nous désignons par(a) := [log,|a|| la taille binaire de I'entier a. Soit P un
polyndme a coeffients entiefay, ...,an) (en une ou plusieurs variables), nous désignons
par :

L(P):=max L(ag),...,L(an))
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A
M= | ]
i;) an
Nous supposons quedg P) = O(L(P)).

Proposition 2.1.10[43, 44, 55, 19| Soient P< Z[X], n:= dedgP), T := L(P), (fi)ic[og une
séquence de Sturm associée a PBuac 7 eto := L(a). Le calcul de \(fp(a),..., fs(a))
s’effectue avec une complexité binaire@gn?t + n%c).

Corollaire 2.1.11 [43, 44, 55, 19] Soient Pc Z[X], n:=dedP), 1:= L(P) eto := L(M).
La complexité binaire de I'algorithme de dénombrement @eses de P par la méthode de
Sturm est d@g(n?t +n?0).

A présent voici I'algorithme de séparation des racineslesed’'un polynéme univarié a
coeffients dan® par la méthode de Sturm. Précisons que séparer les raceltss ré’'un
polynéme consiste a fournir une séquence d’intervalleB deux a deux disjoints contenant
chacun une et une seule racine du polynéme.

Algorithme 2.1.1: Isolation des racines par la méthode de Sturm
Entrées: P= S &X' sans facteur carré dt = Siiolal
Sorties: Liste d’intervalles, chacun contenant exactement uneeateP
a) Construire une séquence de Stifimicjog associee &.
Pourx € R, soitw(x) =V (fo(x),..., fs(X)).
b) Soitxg = —M, x; =M etw = wj = W(Xg) —W(X1).
Siw = 0 alorsP n'admet pas de racine réelle.
Siw =1 alorsP a exactement une racine darg xi|.
Siw > 1, s0itx, = 3(Xo+X1). Calculenw, = w(xg) — W(Xz) et
W3 = W(X2) —W(X1) et retourner en pavecw = Wp puisw = Wws.

L'algorithme se termine lorsque les valeurs de tousMesalculés valent 0 ou 1.

La proposition suivante rappelle la complexité binairendel processus.

Proposition 2.1.12[19] Soient P< Z[X], n:=degP) ett:= L(P). L'algorithme d'isolation
des racines réelles de P par la méthode de Sturm a une corépbem@ire deOg(n*t?).

Démonstration En effet, 'algorithme d’isolation par la méthode SturmligaO(nt) appels

de l'algorithme de dénombrement. Legnt) appels correspondent au nombre de subdivi-
sions nécessaires pour isoler toutes les racines réellBs ldes tailles binaires des entiers
manipulés au cours de ce processus sont bornées born@grda nt). Ainsi par le Corol-
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laire 2.1.11, la complexité binaire est d@(nt) x Og(n?t+n?(0(n?+-nt))) = Og(n3t2+n°t+
n*t2). Commen = O(1), alors la complexité binaire esk(n*t?). O

La méthode de Descartes

Cette méthode est basée sur le lemme de Descartes :

Lemme 2.1.13Soient P= 3" &X' un polyndme a coefficients réels etAay, ..., an). Le
nombre N (P) de racines strictement positives de P comptées avec nititépbst majoré
par V(A). De plus N.(P) est congru & \{A) modulo 2.

Pour l'isolation de racines, cette regle est souvent coédnla manipulation de polynémes
univariés écrits dans la base de Bernstd#j,[[48].

Définition 2.1.14 Un polyndéme univarié P de degré n peut étre représenté dahada de
Bernstein par :

P(X) = _ibi BY(X).

.....

de controle suf0, 1]. Les polyndmesiBforment la base de Bernstein si@; 1]. De maniére
similaire, on dira qu’une séquence b représente le polynBraer l'intervalle [a,b] si :

P(X) = iibi (?) (b—ila)”(x —a)"(b— x>n—i,

etles polynﬁme(s‘i’) (b—la)” (X —a)"(b— X)) forment la base de Bernstein s .

Si on connait un polynbme dans la base de Bernstein associgdrgervalle[a,c|, pour
avoir les représentations de ce polynéme dans les baseséesséa, b| et [b, c|, on utilise
I'algorithme de de Casteljau.

Dans la base de Bernstein, la regle de Descartes s’énonceesnit :

Théoreme 2.1.15Soit V(b) le nombre de changements de signe dans la liste des cod#Hicien
de contrdle b= [bj],i =1...d, sur[0,1] d'un polyndme univarié P, on a :

1. le nombre de racines de P si@; 1] est borné par \(b) ;

2. le nombre de racines de P sj@; 1] est congru a \(b) modulo2.
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On peut alors isoler, avec une précis@iixee, les racines d’un polynénie= ([b], [a, c]) ([b]
désigne les coordonnées@elans la base de Bernstein sur I'intervddec]).

Algorithme 2.1.2: Isolation de racines par methode de Descartes
Entrées: Une précisiore et un polynéme représenté dans la base de Bernstein sur un
intervalle[a,c] : P = ([b], [a,c])
Sorties: Une liste de sous-intervalles ¢ c| contenant exactement une racine simple
deP ou une racine a pres, c’est-a-dire un point dans un intervalle de
longueur inférieure a.

a) Calcul du nombre de changements de s\g(i®.

b) SiV(b) > 1 et|c—a| > &, subdiviser la représentation en deux sous-represemsiio
etb™ correspondant a la subdivision de I'intervalle en deuxdgathme de Casteljau)
et appliquer récursivement I'algorithme a chacune des deprésentations.

c) SiV(b) > 1 et|c—a| < g, renvoyer(a+ c)/2 avec multiplicité/ (b).
d) SiV(b) = 0 supprimer l'intervallda, c|

e) SiV(b) =1 l'intervalle contient exactement une racine qui peut Soée & prés.

Proposition 2.1.16[27] Soient P< Z[X], n:=dedP) ett:= L(P). L'algorithme d’isolation
des racines réelles de P par la méthode de Descartes a undedtébinaire deOg(n*t?).

Encodage de Thom des racines réelles dec Q[X]

Outre les méthodes de Descartes et de Sturm, I'encodageae ddnstitue une méth-
ode permettant de dénombrer les racines réelles d’'un polgnée calcul d’encodage de
Thom nécessite de disposer d’'un algorithme de détermmaléoconditions de signe réal-
isées par une famille de polyndmes en un ensemble fini degpd@et tels algorithmes sont
détaillés dansf]. Nous rappelons ici ce qu’est 'encodage de Thom des racigles d’'un
polynébme univarié, et comment il est possible de I'utilipeur compter les racines réelles
d’'un polynéme.

La caractérisation des racines réelles d’'un polynéme paodage de Thom est une méthode
basée sur le lemme de Thol.[Lidée fondamentale de cette méthode est que les racines
réelles deP se distinguent les unes des autres en comparant les sigagmptes dérivées
successives de. En d’autres termes, chaque racine réellde P possede sa signature qui est
une succession de signes pris par I'évaluation des dérbuegssives de ena.

SoitP € Q[X] un polyndme de degnéet DerP) 'ensemble défini par :

Der(P) :={PV |i=0,...,n}
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ou Pl désigne la dérivée d’ordiedu polyndmeP.
Définition 2.1.17 Unecondition de signes sur 'ensemblder(P) est un élément de

o(x)=0 <<= x=0
{0,1,-1}P*™®) avec{ o(x)=1 <= x>0
ox)=—-1 < x<0

Définition 2.1.18 Soit P un polynbme univarié a coefficients réelsseine condition de
signe sur 'ensemblBer(P). On appelleréalisation d’'une condition de signe I'ensemble

R(0) = {xe R | Ageperp) SIgNEQ(X)) = o(Q)}. On dira que la condition de signe est
réalisablesi R (o) est non vide.

A présent voici le lemme de Thom.

Lemme 2.1.19 Soient P un polyndme univarié a coefficients réets @te condition de signe
sur I'ensembleDer(P). Alors R (o) est soit vide, soit réduit a un point, soit un intervalle
ouvert.

La proposition suivante est une conséquence du lemme de.Thom

Proposition 2.1.20 Soient Pc Q[X] un polyndme de degré n, x €tdeux réels donnés.
Soiento etd’ les conditions de signe sirer(P) réalisées en x et x

1. Sio =0’ aveco(P) =0d’(P) =0alors x=X.
2. Sic # o’ alors nous pouvons comparer x étde la maniere suivante. Soit k le plus petit
entier tel queos(P("K) =£ ¢/ (P("-X))_ Alors :
_ G(P(nkarl)) —0 ( p(n—k+1) ) £ 0,
— sig(P"KD)y = ¢/(P("—k+1)) = 1 alors x> X <= o(P("X) > ¢’ (P("K),

— sig(P"KD) = ¢/ (P("KtD) = —1 alors x> X <= o(P"N) < ¢’ (P("X).

Définition 2.1.21 Soient Pe Q[X] eto € {0, 1, —1}P¢®) une condition de signe sur 'ensem-
ble Der(P). La condition de signe estun encodage de Thorde xe R sio(P) =0etsio
est la liste des signes réalisés par les élémentBeeP) en x. Si tel est le cas, nous dirons
gue X est spécifié par.

Etant donné un encodage de Thormous noterong(o) la racine réelle d® dansR spé-
cifiée paro. Lintérét du calcul des encodages de Thom d’'une racinderékd P réside
dans le fait gu’il permet de la distinguer des autres racigefies deP. La liste ordonnée
des encodages de Thom Beest la liste(o,...,0;) des encodages de Thom des racines
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X(01) < ... < X(0oy). Cette liste peut étre obtenue grace a un algorithme dendiéiation du
signe d’'un polynéme univarié. Ci-dessous, nous rappekismplexité de I'algorithme de
calcul de 'encodage de Thom d’un polynéme univarié. Pous ple détails, consultes]f

Proposition 2.1.22[6]Soient Pe Z[X], n= dedgP) ett = L(P). La complexité binaire de
I'algorithme calculant 'encodage de Thom des racines desRle Og(n*t?).

Remarque 2.1.23Pour l'isolation des racines, I'algorithme disposant denkilleure com-
plexité est celui de Schanhage-Pa4|[ Son algorithme calcule une approximation des racines
avec une précison en Og(d®t + de) avece € O(dt) qui est la borne de séparation pour un
polyndme de degré et des coefficients de taille C’est I'algorithme que nous considérerons,
dans la suite, lorsqu’on doit éffectuer une isolation.

Outre dénombrer ou isoler les racines réelles d’'un polyndnaerive souvent qu’on ait be-
soin d’effectuer des comparaisons de nombres algébriquds déterminer le signe de I'é-
valuation d’'un autre polynédme en un nombre algébrique ddheg&iste plusieurs méthodes
permettant de répondre a ces questions, amplement détaiesp]. Dans la sous-section
suivante nous exposons une méthode basée sur les suitagmegBnéralisées.

2.1.2 Suite de Sturm et comparaison de nombres algébriquegels

Nous tacherons de répondre aux deux questions suivantes :
1. SoientP, Q € Q[X] eta une racine réelle dé. Quel est le signe d@(a) ?

2. SoientP,Q € Q[X], (a,B) € R? tel queP(a) = 0 etQ(B) = 0. A-t-ona > B, a < B ou
a=p"7

Définition 2.1.24 Soient PQ € Q[X]. Une séquence de polyndni&€;c (o] €St une sequence
de Sturm associée a P et Q si et seulement si :

- S=P,§=0Q,
— pourtout ie[1,r], § divise S,
— pourtout je[1,r], notanta; := % ona:
si c estun réel tel quej(c) = 0avecO < j <ralorsoj_1(c)agj+1(c) <O0;
si c est un réel tel quep(c) = 0 alors 0oy est du signe de X c au voisinage de c.

SoientP, Q € Q[X] et(S)ic[o,) Une séquence de Sturm associ¢eetP'Q.
SoitW : R — N I'application définie paw/(x) =V (S(X),...,S(X)). On a alors le théoreme
de Sturm généralisé :
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Theoreme 2.1.25Soient PQ € Q[X], (S(X))icpo,) UNe séquence de Sturm associée a P et
P'Q et]a, b[ un intervalle tel que Pa)P(b) # 0. Soit Zy-o(P) (resp. Z-o(P)) le nombre de
racinesa €]a, b de P telles que @) > 0 (resp. Qo) < 0).On a:

Zq>0(P) = Zq<o(P) =W(a) —W(b)

Remarque 2.1.26Dans le théoreme précédentPsdu Q sont sans facteur carré, le calcul de
la suite de Sturm associédP@t Q est suffisant.

Le théoréme de Sturm généralisé nous permet de répondresarpqdestions posées préal-
ablement. En effet, soit un nombre algébrique, racine d’'un polyndfe QQ[X], on cherche
a évaluer pour un polynén@ € Q[X] donné, le signe d@(a). Supposons que I'on ait isolé
o dans un intervalléa, b[ avec les techniques précédentes. S8ifco,) une séquence de
Sturm associéeRetP’'Q. Commen est I'unique racine dB dans|a, b|, alors par le théoréme
de Sturm généralis®y(a) —W(b) vaut 1 siQ(a) >0, -1 siQ(a) < 0 et 0 siQ(a) = 0.
Concernant la deuxieme question, considérons deux noralgélriquesx et 3 racines de
P e Q[X] et Q € Q[X] respectivement. Supposons que I'on ait ismlét B dans deux in-
tervalles|a, b[ et]c,d[ avec les techniques précédentes. On cherche a contpat§. Pour
simplifier la présentation, supposons quet 3 sont des racines simples Beet Q. Sib < ¢
(resp.d < a), on aa < B (resp. < a). Supposons maintenant qae: ¢ < b < d (les autres
cas se traitent de maniére similaire). Tout d’abord, onutelle signesdeP(a)P(c). Sis< 0
alorson a €)a, c[ eta < . Sis= 0, on a0 = ¢ (puisquen # a), ce qui implique quer < .
Si,s> 0, P n'a pas de racine dans l'intervalle, c|. Soit (S)icjo,;) Une séquence de Sturm
associée & etP’Q etv=W/(c) —W(b). Supposons qu@(c) > 0 etQ(b) < 0. Alors siv= 1,
on déduit du théoreme de Sturm généralisé q@éx) > 0 eta < . Siv=—1etQ(a) <0
alorsa > . Siv=0, alorsQ(a) = 0 eta = B. Le casQ(c) < 0,Q(b) > 0 se traite de maniére
analogue. Enfin, $9(c) etQ(b) ont méme signe, ona < f.

La question que nous allons considérer a présent est fomfal@ealans I'élaboration
d’algorithmes certifiés de calcul de topologie de courbekeeturfaces algébriques réelles.

2.1.3 Dénombrement et isolation des racines réelles &= Q[a][X]

Soit a un nombre algébrique racine d'un polyné@ec Q[X]. Supposons que I'on
ait isolé a dans un intervalléa, b[ avec les techniques précédentes. $oit Q[a][X] un
polynéme a coefficients dans I'anne@Jia]. On suppose quB est sans facteur carré. Dans
ce qui suit, nous décrivons une méthode permettant de déeombis d’isoler sans ambi-
guité les racines réelles d& sachant quer est I'unique racine suja,b[ d'un polynéme

Qe Q[X].
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Soit (fi)iejo.g € (R[0][X])** une séquence de Sturm associée sur R. Soitw(+) la
variation de(lc(fp),...,lc(fs)) et w(—o) celle de(lc(fo(—X)),...,lc(fs(—X))) ou Ic(fi)
désigne le coefficient de téte du polyndrfieAlors par le Corollaire2.1.5 le nombre de
racines réelles de est égal §w(—) —w(+)). Cependant comme pour tout [0, 3],

fi € Q[a][X], alors Iq f;) € Q[a]. La détermination de son signe n’est donc pas immédiate.
Elle passe par un calcul de séquence de Sturm généralispestdEcrit dans la sous-section
précédente.

Algorithme 2.1.3: Dénombrement des racines réelles de P e Qa][X]
Entrées: P € Q[a][X], Q € Q[X] tel queQ(a) = 0 et]a, b[ intervalle d’isolation
Sorties: Nombre de racines réelles &e
a) Construire la sequenc€ie(fi(X)))ic[o,g associee &

b) Evaluer les signes déc(fo(X)),...,lc(fs(X)))
c) Evaluer les signes déc(fo(—X)),...,lc(fs(—X)))
d) Evaluemw(+) la variation de la séquengke( fo(X)),...,lc(fs(X)))

e) Evaluew(—o) la variation de la séquenck(fo(—X)),...,lc(fs(—X)))
f) Retournerw(—oo) —w(+o0))

Proposition 2.1.27 Soient n= degP), m:= degQ), tp := L(P) et1g := L(Q). La com-
plexité binaire de I'algorithme de dénombrement des raziréelles de R Q[a][X] avec
Q(a) = 0, est deOg(mr? x maxnTp, 1q)).

Démonstration En effet, d’aprés le Théoren2e3.1Q I'étape a) a un co(t binaire d@(n“rp)

et retourne une listéfi)icoyy de polyndmes de degrés bornés paret dont les coeffi-
cients sont de taill@d(ntp). Toujours par le Theorém23.1Q comme deglc(f)) = O(n?)

et L(Ic(f;)) = O(ntp) alors I'évalution du signe de () a un codt binaire dé&g(m(n?) x
maxntp,1q)) = Og(mr? x maxntp,1g)). Cette opération devant étre répétée pour tous les
lc(f;), on arrive & une complexité binaire dg(mr x maxntp, 1g)). O

Quant a I'isolation des racines, elle s’opére avec une naide I'algorithme d’isolation
par la méthode de Sturm et nécesstentp) appels de I'algorithme précédent. Conduisant
ainsi a la complexité binaire rappelée ci-dessous.

Corollaire 2.1.28 Soient n=degP), m:=dedgQ), tp := L(P) et1g := L(Q). La complex-
ité binaire de I'algorithme d’isolation des racines rédlde Pc (Q[a][X] avec Qa) = 0, est
de Og(mrf x maxn?tp, 1g)).
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2.2 Resolution de systemes zéro-dimensionnels

Dans les algorithmes que nous décrivons dans cette thegeyé souvent que I'on ait
besoin de résoudre efficacement des systemes polynomiankaynombre fini de solutions
complexes. Différentes approches existent pour résolgltelsisystemes :

— les méthodes analytiques qui consistent a suivre les dun@nt un processus itératif,
comme Newton, Weierstrass{], Aberth [9];

— les méthodes par homotopie( ;

— les methodes numériques de subdivisir [

— les méthodes matricielle26) ;

— Les méthodes algébriques basées sur des systemes deirégsats1, 56, 28].

Nous nous sommes inspirés &5 pour rédiger cette section. Nous rappelons ici deux al-
gorithmes algébriques qui transforment la résolution dyieme zéro-dimensionnel en des
problemes d’algebre linéaire.

Soient f1,..., fn € R[Xy,...,Xn| tels que le systeméf, =0,..., f, = O} soit de di-
mension 0. Considérons l'idéal engendré par les polynémes., f, | := (f1,..., fn), et
A4 :=R[Xy,...,Xm|/I 'algébre quotient associéel aPour touta € 4 soit M, I'opérateur de
multiplication para dans4 et ‘M, I'endomorphisme transposé ti.

La résolution des systemes polynomiaux par des méthodegimls est basée sur le
résultat suivant :

Théoreme 2.2.1Soit({1,...,{p) 'ensemble des solutions complexes de notre systeme. Nous
avons :

— pour tout ac 4, les valeurs propres de Met M) sont dZ4),...,a(lp).

— pour tout ac A4, les formes linéaires évaluatioris,,...,1;, sont des vecteurs pro-
pres M, associés respectivement aux valeurs propi€s)a. .., a({p). De plus, a un
scalaire pres, ce sont les seuls vecteurs propres commumssdds endomorphismes
M,, ac 4.

Ce théoréme permet de réduire la résolution d’'un systéneedigrensionnel a un probléme
d’algébre linéaire. Les algorithmes de résolution baséssuhéoréeme ont besoin de con-
struire les matrices de multiplication darset font appel a des calculs de formes normales
[5]], ou de formes normales généralisé46][[52]. Les différentes étapes du processus de
résolution sont réesumeées dans 'algorithme suivant :
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Algorithme 2.2.1: Résolution de systemes 0-dimensionnels
Entrées: | = (f1,..., fn)
Sorties: {C3,...,{p} liste des solutions du systeni& =0,..., f, = 0}
a) Calcul d'une base dg.

b) En déduire les matrices de multiplication par.. ., X, dans cette base.

c) Calculer simultanément les vecteurs propredvie, ..., My, ainsi que les valeurs
propres correspondantes.

Une autre technique de résolution de systeme zéro-dinemaiatilisant des calculs de ma-
trices de multiplication est la Représentation Univariéddhnelle (R.U.R). La R.U.R est la
description des solutions d’'un systéme multivarié et zénoensionnef f; =0, ..., f, =0}

a l'aide des zéros d’'un polyndme en une variable et d’uneietfan rationnelle. Cette ap-
proche se préte bien aux calculs exacts sur des nombregiglgg) mais la méthode des
vecteurs propres décrites précedemment est plus avastagauterme de codt. Nous ré-
sumons ci-dessous les différentes étapes de l'algorittemoaldul de la R.U.R des solutions
d’un systeme zéro-dimensionnel. Les détails concernaatgerithme peuvent étre consultés
dans b6, 25|.

Algorithme 2.2.2: Calcul D’'une Représentation Univariée Rationnelle
Entrées: f1,..., fan e R[Xy,.... Xm] etl = (f1,..., fn)
Sorties: Une liste de polynémes univariédp, ds, ...,dm) tel que :

_ th(a) _ dm(0) _
Q1= dél)(a) voeslm= ah(o) » BVeca racine dedo.

a) Calcul d'une base dg.

b) En déduire les matrices de multiplication par.. ., X, dans cette base.

c) Calculer le determinam¥(up, . ..., Un) := det(ugld +uiMx, + ...+ unMx,,)
et sa partie sans facteur cad@, . .. ,Un).

d) Choisirun(ty,...,tm) € R™générique et calculer les premiers coefficients de
d(uo,t1 + ug,...,tm+ Um), considéré comme polynébme efy...,Un:

d(up,ty + U1, ... ,tm+ Um) = do(Upg) + u1d1(Ug) + . . . + Umdm(Up) + - . .

La condition de généricité requise pafty, . ..,tm) € R™ est que camnuplet sépareles so-
lutions du systéme, c’est-a-dire pour tdut= ({k1,---,lkm) €t = ({ja,---,¢jm)s Lk #

(= YMt.lki # St
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2.3 Sous-résultants

La théorie des sous-résultants est un outil essentiel péwude de la topologie des
courbes et des surfaces algébriques. Elle permet de répdednaniére précise a plusieurs
questions d’ordre géométrique. Par exemple, considérens dourbes algébriques planes
d’équations respectivelg X,Y) = 0 etg(X,Y) = 0 eta un nombre algébrique donné. Nous
nous intéressons aux propriétés géométriques de leurtsspbintersections d’abscisse
Pour trouver ces points, nous devons calculer le plus gransedr commun, noté pgcd,
des polyndémes (a,Y) etg(a,Y). Au lieu de calculer ce pgcd avec I'algorithme d’Euclide,
nous utiliserons la théorie des polynémes sous-résulthassraisons de ce choix résident
principalement dans les propriétés importantes de cenpoigs. En effet :

1. lls se définissent comme des expressions algébriques evd#icients dé (X,Y) etg(X,Y).
2. Leurs coefficients de téte nous indiquent le degré du pgddal Y) et deg(a,Y).

3. La séquence des polyndmes sous-résultants contienewpslynémes qui apparaissent
au cours de l'algorithme d’Euclide mais avec des taillesaidficients plus petites.

4. Les polyndmes sous-résultants ont un comportemenesdént par rapport aux homo-
morphismes : en effet, §i est un homomorphisme d’anneaux qui préserve le degifé de
etg, alors la suite des polynémes sous-résultants associgeamomesp(f) etd(g) est
'image par¢ de la suite des polyndmes sous-résultants assodiéd g

Cette derniere propriété est particulierement utile quamttlavaille sur des objets géométriques.
Nous nous sommes inspirés d@ ¢t [6] pour rédiger cette section.

2.3.1 Deéfinition et principales propriétés des sous-résulhts

Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre. Soient P jaX', Q = 3! (biX
deux polynémes a coefficients dafAs de degré respectih et g. Pour toutr > 0, notons
A[X]; I'ensemble des éléments dgX] de degré inférieur ou égalraSoit W : A[X]q-1 X
A[X]p-1— A[X]g4p-1 'application A-linéaire définie pa(U,V) =P U +QV etM(P,Q)
la matrice, & p+ q) lignes et(p-+ q) colonnes, associée\B dans les bases monomiales de
A[X]q_l X A[X] p-1 €t deA[X]q+p_1 :

ap bo
MPQ) = | ap ag bq bo

ap by
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La matriceM (P, Q) s’appelle matrice de Sylvester assocideet Q.

Définition 2.3.1 On appelle résultant de P et Q, nd®&gP, Q), le déterminant de la matrice
de Sylvester associee aP et Q :

RegP,Q) = detM(P,Q))

L'intérét majeur du résultant associ€ &tQ, tient au fait qu’il donne une conditon nécessaire
et suffisante pour que et Q aient un facteur commun dafgX].

Théoréme 2.3.2Soient PQ € A[X], alors RegP,Q) = 0 si et seulement si P et Q ont un
facteur commun dan& [X].

Le résultant nous indique seulement duet Q ont un facteur commun. L'outil qui permet
d’en savoir plus sur ce facteur commun est la suite des smudtants associéeRaet Q.
Soientk €[0,inf(p,q)], Wk : A[X]q—k—1 X A[X]p_k—1— A[X]q+p-k—1 'applicationA-linéaire
définie pay(U,V) =P U+ QV etMy(P,Q) la matrice, & p+q— 2Kk) lignes et(p+ q—k)
colonnes, associée a l'applicatibf dans les bases canoniquesAleX]q—k—1 < A[X]p_k-1
et deA[X]gspk-1.

Soit sii(P,Q) € A le déterminant de la sous matrige+ gq— 2Kk) x (p+q— 2k) deMy(P, Q)
formée a partir :

— des(p+q—2k—1) dernieres colonnes déy(P,Q),
— de lai®*M€colonne deMy(P,Q),
— de toutes les lignes ddk(P, Q).

Définition 2.3.3 On appelle R™€sous-résultant associé aux polyndémes P et Q, I'élément de

A[X] défini par :
k

S(P.Q) = %srk,i(P, QX'

=
Pour tout (k,i) €[0,inf(p,q)] x [0,K], st ;(P,Q) € A se nomme l¢k,i)*™®coefficient sous-
résultant associé a P et Q. En particulier, pourik, siick(P, Q) s’appelle ™€ coefficient
sous-résultant principal.

Remarque 2.3.4

1. Pourk = 0, Mg(P,Q) correspond & la matrice de Sylvester, par conséqueiP ) =
stoo(P,Q) = detMo(P,Q)) = RegP, Q).

2. Sig < p, nous avons 3P, Q) = (bg)P~971Q(X) et sk q(P,Q) = (bg) P~

3. Pouri € [k, p+q—k—1], onasg;(P,Q) =0 car c’est le déterminant d'une matrice ayant
deux colonnes identigues. Donc on peut écriigBQ) = 579 sy (P,Q)X.
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Lemme 2.3.5 Pour tout ke [0,inf(p,q)], Sk(P,Q) € ImW,.

Démonstration Soit Mx(P,Q) = (Ci.j) (i,j)e[L p+q—2k] x [0,p+q—k—1]- DeVeloppant (P, Q)
par rapport a sa premiére colonne, on obtient :

p+g—2k

stij(P,Q) = Zi (—)*c jmk

oum k est le déterminant de la matrice formee par(les- q— 2k — 1) dernieres colonnes de
Mk (P, Q) et de toutes ses lignes a I'exception dé1éf. Par le troisieme point de la remarque
précédente on a:

—k-1 i —k—1 —2k i i
SIP.Q) = 3z sii(PQX! =3 g 3BT e jmye)
= P My s g e X
—2k i N —k— i
= SPTHEDHmA o A =3P e X

Pour touti € [1, p+q— 2k], Ai € ImWy. En effet, pour tout € [1,q—k] Aj = X'~1P et pour
touti € [q—k+1, p+q—2k] A = X'~1-4kQ. Comme Int¥ est stable par combinaisons
linéaires, il vient que (P, Q) € ImWy. O

La proposition suivante justifie le nom de sous-pgcd sougenté aux polyndmes sous-
résultants.

Proposition 2.3.6 Soient PQ € A[X], D =pgcdP,Q), p,q etd leur degré respectif etk [0, d].
Ona:

1. k< d <= Wy non injective<= Si(P,Q) = 0 <= sl k(P,Q) = 0.
2. Sik=d, alorssiik(P,Q) # 0 et Si (P, Q) = pgcd P, Q).

Démonstration

1. k< d = Wy injective : soient’;, Q1 € A[X] tels queP = PD, Q = Q1:D. Commed >
k>0alorsdegP;) = p—d < p—ketdedQ1) < q—k. Donc(Q1,P1) € ker¥Wy d’ou Wy
est non injective.
Wk injective=> S1(P, Q) = 0 : Comme&¥y est non injective alors les colonnesig(P, Q)
sont linéairement dépendantes d’oy(8rQ) = 0.
SK(P,Q) = 0= sik(P.Q) = 0: Comme S¢(P,Q) = T ,ski(P,Q)X' alors Sk(P,Q) =
0= Stkk(P, Q) =0.
sikk(P,Q) = 0=k < d:resulte de 2.

2. Par le théoreme de Bézout il exisleV € A[X] tel que deU) < q—d—1, dedV) <
p—d—1etD=PU+QV. DoncD € ImW¥y. Par ailleurs tout élément de My est un
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multiple deD car I'ensemble des polyndmB&) + QV est un idéal principal dori est un
générateur. Par le lemme précédeng(BiQ) € ImWy, donc Sg(P, Q) est un multiple de
D. Comme par hypothése d&jy(P,Q)) < d alors Sg(P,Q) = AD avecA € A. Puisque
sta.d(P,Q) # 0, A est non nul. Ainsi (P, Q) est le pged d® et Q.

O

De cette proposition découle le théoreme fondamental dga@mes sous-résultants.

Théoreme 2.3.7Soient PQ € A[X] de degrés respectifs p et q eekK0,inf(p,q)]. Alors
pgcd P, Q) = Sik(P, Q) si et seulement si :

Stoo(P,Q) = ... =slk_1k-1(P,Q) =0 et sgx(P,Q) # 0.

Soit A’ un anneau commutatif unitaire et integrepetA — A’ un homomorphisme d’an-
neaux. Notons encorg 'homomorphisme deA[X] — A’[X] qui af = 3", fiX' associe
d(f) =3 o0( fi)X'. Alors nous avons le théoréme suivant appelé propriétéétsasation
des sous-résultants :

Theoreme 2.3.8Si a, ¢ kerd et by ¢ ker¢ alors pour tout ke [0,inf(p,q)] on a:

Si(¢(P),¢(Q)) = ¢(Sk(P.Q))

Remarque 2.3.9Le nom de ce théoreme vient de son application principaleensd\ =
R[Y],a € R et 'homomorphisme dé\ dansR qui spécialis& aa. Alors pourP, Q € A[X],
Si(P(a, X),Q(a,Y)) = Si(P(X,Y),Q(X,Y))(a).

2.3.2 Algorithme de calcul des sous-résultants

Soit A un anneau commutatif unitaire et intégre. Soient P jaX', Q =31 (bX
deux polynémes a coefficients daAsde degrés respectifsetq.
Soit Sla séquencgSi(P. Q) )ke[o,inf(p,q)] deS polyndmes sous-résultants associBseaQ.
L'algorithme suivant, extrait de2[l], calcule la séquencs des polyndmes sous-résultants
non nuls. Dans cet algorithmegrém™ désigne le pseudo-reste permet de concaténer deux
listes.
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Algorithme 2.3.1: Calcul des polyndmes sous-résultants
Entrées: P.Q € A[X] avec degP) > dedQ) > 1
Sorties: Séquenc&des polyndmes sous-résultants associeetQ
1. S:=], s:=lc(Q)4edP)—dedQ) 'A:= Q, B:= prem (P,—Q)
boucle
2. d:=dedA), e:=degB),
3. SiB =0 alors Retourneg,
4. SiB# 0 alors

S:=[BJUS,
d=d—e
Sig> 1alorsC:= “®° "8 s.—[c]us

55—1
Sid < 1alorsC:=B,

5. Sie= 0 alors Retourneg,
. .__ prem(A,—B) . .
6. $|e> 0 alorsB := “SIcA) A:=C,s:=Ic(A)
Fin boucle

SoientP,Q € Z[Y1,...,Y|[X], deg(P) = p > q = deg((Q), di := max(deg, (P),deg, (Q)) et
d= |‘|!‘:l di. On suppose que les coefficients entierdPdet Q sont de taille majorée pat
Alors on a le théoréme suivant :

Théoreme 2.3.10[55, 2Q] Il existe un algorithme calculant la suite des coefficiestals-
résultants principaux (respectivement des sous-réstslfgpar rapport a la variable X, asso-
ciée & P et Q avec un codit binaire dg(q( p+q)**1dt) (respectivementis (q( p+q)*2d1)).
De plus pour tout E [0,q], la taille des coefficients der (P, Q) estO(pr).

La section suivante est un rappel sur la décomposition dytine algébrique, plus partic-
ulierement son intérét pour le calcul de topologie de vésiéemi-algébriques

2.4 Décomposition cylindrigque algebrique

Les premiers algorithmes permettant de décider si une flercwpremier ordre est vraie,
se trouvent dans les travaux de Tarski et Seidenberg. Laleaitgpde ceux-ci n’était pas €lé-
mentairement récursive. L'algorithme de décompositiolindyique algébrique de Collins
[14] a une bien meilleure complexité et est I'algorithme le ptesinu pour décider si une
formule du premier ordre est vraie. Dans cette section, mapgelons la définition de la
Décomposition Cylindrique Algébrique adaptée aune fani# polynédmes ainsi que l'algo-
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rithme de Collins. Puis nous montrerons comment cet algoetest utilisé pour calculer la
topologie de variétés algébriques réelles. La rédactiocette sous-section fait réference a

[6].

2.4.1 Ensembles et fonctions semi-algébriques

Définition 2.4.1 Un ensemble semi algébrique B¢ est un sous-ensemble &' vérifiant
une combinaison booléenne d’équations et d’'inéquatiohgpmiales.

Proposition 2.4.2 Tout ensemble semi-algébriqueld est réunion finie de sous-ensembles
de la forme :
{MeR"|P(M)=0 etQi(M)>0,...,Q (M) >0}

avecle NetRQ,...,Q € R[Xq,...,Xn].

L'ensemble des ensembles semi-algébriqueRd@ossede des propriétés de stabilité (par
unions, intersections finies, passage au complémentaiagg réciproque par une application
polynomiale, produit cartésien). Une autre propriété irtgote est la stabilité par projection.

Théoreme 2.4.3(Version génométriqueTarski-Seidenberg
Soit. S un ensemble semi-algébrique B& et 1t la projection qui & tout point(xy,...,X)
associgXy, ..., Xn_1). AlorsTi($) est un ensemble semi-algébriquelkfe .

Les conséquences de ce résultat sont multiples, en voilqugseunes.

Corollaire 2.4.4

— Soit.§ un ensemble semi-algébrique B&+X, son image par la projection qui a tout
point (X1,...,%n,Xn+1, - - -, Xntk) @sSsocie(Xy,...,%n) est un ensemble semi-algébrique
deR".

— Soit S un ensemble semi-algébrique & et F une application polynomiale dg"
dansR™. Alors F(S) est un ensemble semi-algébriquelfé.

Définition 2.4.5 Formule du premier ordre.

1. SiPe R[Xy,...,X,] alors P=0et P> 0 sont des formules.

2. Si® etW sont des formules, alo® et W, ® ou W, non® sont des formules.

3. Si® est une formule, X une variable réelle, alats® et X®P sont des formules.

L’ensemble des formules ainsi obtenues s’appelle I'enkedds formules du premier ordre
a parametres danB.. L'ensemble des formules obtenues avec 1 et 2 s’appelkeiieble des
formules sans quantificateur.
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Un ensembles € R" est semi-algébrique si et seulement si il existe une forrsahs quan-
tificateurd(Xy, ..., X,) telle que :

(X1,...,X%n) €S <= D(Xq,..., Xn).

Théoreme 2.4.6(Version logique-Tarski-Seidenberg
Si ® est une formule du premier ordre dont les variables librast$gy, ..., x,), 'ensemble
des(xy,...,%n) € R" qui satisfoni® est un sous ensemble semi-algébriqu&de

Définition 2.4.7 Soit AC R™ et BC R" deux ensembles semi-algébriques. Une fonction
f : A— B est dite semi-algébrique si et seulement si son graphe :

N ={(M,N)e AxB|N=f(M)}

est un ensemble semi-algébriquelRfé x R".

Des propriétés importantes découlent du théoréme de Taesélienberg :

Corollaire 2.4.8

— L'image d’'un ensemble semi-algébrique par une fonctioni-ségébrique est un en-
semble semi-algébrique. De méme pour I'image réciproque.

— La composée de deux fonctions semi-algébriques est untofosemi-algébrique.

Définition 2.4.9 Un ensemble semi-algébrigeest dit semi-algébriquement connexe quand
pour tout M et N deS, il existe une fonction semi-algébrique contirpie[0,1] — S telle
que@0) =M et@(N) = 1.

Proposition 2.4.10 Le nombre de composantes semi-algébriquement connexesmsem-
ble semi-algébrique quelconque est fini.

2.4.2 Décomposition cylindrique algébrique

Unedécompositiond’'un ensemble semi-algébriq@est une partition finie d8en sous-
ensembles semi-algébriques. Une décomposition cylindridgébrique d&" est une suite
S1,...,5n telle que pour tout € [1,n], S soit une décomposition d&' en sous-ensembles
semi-algébriques connexes appealéBuleset ayant les propriétés suivantes :

— toute celluleS € §; est soit un point soit un intervalle ouvert;
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— pour touti €] 1,n] et toute celluleS € , il existe un nombre fini de fonctions semi-
algébriques continu€g;; < ... < &s)s:— R telles que le cylindr&x R soit I'union
disjointe des cellules d§ qui sont :

e soit le graphd s d'une fonctionésj pourj € {1,...,Is}:
Fsj={(X.Xj+1) € SxR | &sj(X)}

e soit unebandeBg du cylindre borné par les graphes des foncti&gsetés 1
pourj € {0,...,Is}, ou on prend par conventidgg = — etég| ;1 =+

Bsj = {(X,Xj+1) € SXR[&sj(X) < Xj11 <&sj11(X)}

Proposition 2.4.11 Toute cellule d’'une décomposition cylindrique algébriggesemi-
algébriqguement homéomorphe & un hypercube ou@etf (par convention0,1[%st un
point).

Etant donnée une famille de polyném@sdansR[Xy, ..., Xn], un sous-ensembl® de R"
est ditP-invariant si tout polyndbme® < P est de signe constant s8rNous allons montrer
comment construire une décomposition cylindrique algglais, de R" adaptée &, c’est-
a-dire pour laquelle chaque celluec §, estP-invariante.

Soit Sun ensemble semi-algébrique quelconque. Une décompositimdrique algébrique
adaptée &, est une décomposition cylindrique algébriquéRdeelle queSest union finie de
cellule de cette décomposition. Il est clair quePsest une famille de polyndmes telle gBe
soit la réalisation d’'une formule sans quantificateur atemas dan%, une décomposition
cylindrique algébrique adaptéefaest une décomposition cylindrique algébrique adaptée a
S.

Pour construire une décomposition cylindrique algébriagaptée &P, il est utile que pour
tout S € $p—1 nous puissions choisir la fonctidg ; de SdansR comme étant une fonction
qui a(xy,...,X—1) € Sassocie une racine d&c P. Le théoréme suivant explique quelles
conditions doit vérifier une cellul& € S,_1 pour pouvoir choisir chaque fonctidyy; de S
dansR comme étant une fonction qui,(&,...,X,—1) € S, associe une racine tRec P.

Théoréme 2.4.12Soit P€ R[Xy, ..., Xy et S une composante semi-algébriquement connexe
deR" 1 telle que :

— WX € S, le nombre de racines distinctes delPX,) dansC est constant.
— WX €S, le degré de i, X,) est constant.

Alors il existe | fonctions semi-algébriquement contingies. .., : S— R telles quevx ¢
S, 'ensemble des racines réelles dedPXn) soit exactemen{&i(X),...,& (X)}. De plus,
pouri=1,....1, la multiplicité deg;(X) est constante pour tout ¥ S.

La proposition suivante permet de généraliser le théorémessus au cas de deux polynémes.
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Proposition 2.4.13 Soient PQ € R[Xy,...,X,] et S une composante semi-algébriquement
connexe d&®"! telle que :

— WX €S, les nombres de racines distinctes d& X,) et de @Gx, X,) dansC restent
constants.

— WX € S, les degrés de(R, X,) et de @Gx, X,) restent constants.
— WX € S, le degré du pgcd de(R, X,) et de QX X,) reste constant.

Alors il existe | fonctions semi-algébriquement contingges. ., & : S— R telles que pour
tout X € S, 'ensemble des racines réelles de(R(X,) soit exactemen{&1(xX),...,& (X)}.
De plus, pour i=1,....1, la multiplicité de &;(x) racine de RX,X,) (resp QX,Xn) est
constante pour tout’x S.

2.4.3 Lalgorithme de Collins

L'algorithme de décomposition cylindrique algébrique sasag en deux étapes : I'étape
de projection et I'étape de remontée.

Etape de projection : SoitP un polynéme dék[Xy, ..., Xy vu comme polyndbme univarié
enXy a coefficients danB [Xy, ..., X,—1]. On note I¢P) le coefficient dominant dé. On note
Tr(P) le polyndbme égal & — Ic(P)X,?eg‘”(P). On définit un opérateur de projection PR®J
comme étant le plus petit ensemble de polyndmeR @, ..., X,_1] tel que :

— siP e P etdeg (P) = p > 2, PROJP) contient tous les coefficients sous-résultants

non constants s (P,dx,P) pour j €[0, p[,

— si (P,Q) € P2, PROJP) contient tous les coefficients sous-résultants non cotsstan
sr;,j(P,Q) pour j €[0,min(deg (P),deg (Q))].

— siPec P, deg (P) > 1 et IqP) est non constant alors PR@) contient I¢P) et
PROJP\{P}U{Tr(P)}).

— siP e P, deg (P) = 0 etP est non constant, alors PR@) contientP.

Théoréme 2.4.14Soit ¢ une famille finie de polyndmes daf§Xy,..., Xy et soit S une
composante semi-algébriquement connexe d’un sous-elessenhi-algébrique dBR" 2, qui
estPROJP)-invariant. Alors, il existe | fonctions continués < ... < § : S— R telles
quevx € S, 'ensemble de poin{g1(X), ..., & (X)} soit exactement I'ensemble des racines
réelles de tous les polynémes non nulg PX,,) avec Pe P. Le graphe de chaque fonctign

ainsi que chaque bande du cylindrex® bornée par ces graphes, sont des ensembles semi-
algébriques, semi-algébriquement connexes et semi+adgiEment homéomorphes soita S,
soit & Sx|0, 1], et P-invariants.
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Ainsi, étant donnée une décomposition cylindrique alggleideR"~! adaptée a PRQP),
on définit récursivement des sous-ensembles finis de polgs@intels que :

- =2,
— Pourtouti € {1,...,n—1} B =PROJP,1).

Etape de remontée : Il est clair que; est une famille de polynémes univariés. La con-
struction d’une décomposition cylindrique algébriqfieadaptée &, se fait en donnant un
point représentatif dans chaque composante semi-algénignt connexe dg . Ceci revient
aisoler, puis trier les racines reellg¢s; 1,...,01s }, des polyndmes d& et donner un point
dans chaque intervallei1j, 0111 pouri € [0,51+ 1] (avecayg= — ety +1 = +). |l
nous faut maintenant montrer comment construire une déasitigm cylindrique algébrique
adaptée &, a partir des;.

Tous les polynémes d& sont des polyndmes en les variablset X,. Lorsque I'on spé-
cialise la variablé; aux nombres algébriques réelsfjen obtient une famille de polynémes
univariés erXz a coefficients danR. On peut donc réitérer le processus d’isolation et de tri de
cette famille de polynémes. Ainsi on construit récursivatnae décomposition cylindrique
algébrique adaptée® 1 a partir d'une décomposition cylindrique algébrique ada@?.
Ceci constitue la phase de remontée de I'algorithme de dgasition cylindrique algébrique.
L’'algorithme de décomposition cylindrique algébrique sl est la succession des deux rou-
tines décrites ci-dessus.

Remarque 2.4.15La phase de remontée nécessite la manipulation symbolignemibres
algébriques réels. Ceci ne se fait pas de maniére simpk.ilh@ortant de noter qu’au cours
de I'étape de remontée, il est nécessaire de travaillereasus$ de tours d’extensions al-
gébriques lorsque les racines d’un polynéme ne sont pasregiles. Ceci induit des méth-
odes et des calculs délicats a mettre en oeuvre.

On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.16Pour toute famille finie? de polyndbmes darnRB[Xy,...,X,], il existe une
décomposition cylindrique algébrique &' adaptée aP.

L'algorithme de décomposition cylindrique algébrique d@li@s est fortement pénalisé par
sa complexité. D’un point de vue pratique, il subit cette ptarité a deux niveaux :

— lors de la phase de projection, le nombre de polynémes aidieqir degré devient une
étape bloquante de I'algorithme lorsque le nombre de Vimsadst supérieur a trois.

— lors de la phase de remontée, la gestion des nombres algébnigels est crutiale.
Ainsi, il arrive trés souvent que pour des problémes de péusais variables la phase
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de projection de passe pas. Méme lorsque celle-ci pasdeas jple remontée est aussi
bloguante du fait du nombre de points réels qui doivent éaripulés.

Le théoreme suivant donne la complexité arithmétique dgdi&ghme de Collins (voir23)).

Théoréme 2.4.17Soit? une famille finie de m polynémes BeXy, ..., X] et d le maximum
des degrés totaux des polynbmesrid.a complexité arithmétique du calcul d’'une décom-
position cylindrique algébrique adaptéerdestO(m?'d"2").

2.4.4 Algorithme de Collins et calcul de topologie de variéis algébriques

L'algorithme de Collins permet de décomposer un enseminig-akgébrique en des cel-
lules homéomorphes a des hypercubes ouverts mais ne dondérgarmation sur les rela-
tions d’adjacence entre les cellules obtenues. De plusm®gavons pas, en général, ce gu'l
advient en passant d'une cellule a une autre. Ces inforngsont nécessaires pour déter-
miner la topologie de 'ensemble semi-algébrique congidBour remédier a ce probleme,
I'algorithme de décomposition cylindrique algébrique@snbiné avec le lemme de Thom.

( {0}sie=0

Sie € {—1,0,1} est signe, nous notongs = { {0,1}sie=1

[ {0,—1}sie=—1
Proposition 2.4.18 (Lemme de Thom) Soi{ P..,Ps € R[X] une famille finie de polynémes
non nuls, stable par dérivation ( igi €[1,5], si B # 0 alors il existe je [1,9] tel que
P’ =P}). Pour toute = (&1,...,&s) € {—1,0,1}5, soit A C R définie par :
As = {x € R;signéR(x)) =& pouri =1,...,s}.

Alors,

— soit A est un ensemble vide,

— soit A est réduit a un point,

— soit A est un intervalle ouvert non vide.

Soit 'ensemble A= {x € R;signR(x)) € g pouri =1,...;s}. Alors A est soit vide, soit
réduit & un point, soit un intervalle fermé différent d’'unipio

Le lemme de Thom permet d’obtenir une description de chaglh@&€ de la décomposition
cylindrique algébrique par une combinaison booléenneuditigns et d’'inéquations polyno-
miales. Pour cela il suffit d’ajouter a la famille de polynodeedépart leurs dérivées succes-
sives non nulles.
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Ce lemme admet une généralisation au cas d’'une famille ga@ales multivariés.

Theéoreme 2.4.19S0it (R, j) i j)e[Ln)x[Ls] Une famille de polyndmes a coefficients reels tel
que :
— pour i fixé, (R 1,...,R ) est une famille de polynédmes daR$X, ..., X| stable par
dérivation, telle que pour tout ¢ [1,s] lcx (P j) € R,
— pour i< n, lafamille de polynébmed 1,...,P 5) contient la famille
PROJP:11,---,Pi1s,,)-
Pour0 <k < n, soite = (& j) i j)e[k < [Ls] UNE famille de signes dafs-1,0,1} et:

Ce = {xe R";signe&P, j(x)) =& jpouri=1,... ketj=1,...,s},
Ce={xe R";signeP, j(x)) =& jpouri=1,....ketj=1,...,5}.

Alors les ensembles@on vide sont les cellules de la décomposition cylindriggélarique
deRR", et 'adhérence d’une cellule non vide €st G, qui est une union de cellules.

Le théoréme précédent permet de déterminer les relatiadjadences entre les cellules
d’'une décomposition cylindrique algébrique. Il fonctienpour une famille de polynémes
avec des propriétés spéciales. Néanmoins, toute familedapolynémes d&[Xy, ..., Xp]
peut étre transformée en une famille satisfaisant ces igtépra un changement de variable
linéaire pres.

Proposition 2.4.20Soient ,....,R € R[Xy,...,Xq]. Il existe un automorphisme linéaire u
deR"et une famillgR, ;) satisfaisant les conditions du théoréme précédent, telke: g

Pn,j(X1,...,%n) = Pj(u(Xq,...,Xn)) pouri=1,...,1.

Ainsi, combinant I'algorithme de Collins et le le lemme deoif il est possible de carac-
tériser la topologie d’'un ensemble semi-algébrique dohtaés cette combinaison a un fort
colt. En effet, l'utilisation du lemme de Thom nécessite lgsefamilles de polynémes ma-
nipulées apres chaque projection soient stables par dériv®onc, aprés chaque projection
la famille de polynédme doit étre stabilisée en ajoutant krs/des successives des polyndmes
sous-résultants. On a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.21[23] Soit 2 une famille de m polynémes &&Xy, ..., Xn] et d le maximum
des degrés totaux des polyndmegdéea complexité arithmétique de I'algorithme combinant
le lemme de Thom et le de calcul d’'une décomposition cybj@ralgébrique adaptée &
esto(m?'d"2"™).

La complexité de I'algorithme de décomposition cylindecalgébrique est trés élevée. Dans
la pratique, pour calculer la topologie d’ensemble seméltique, I'algorithme de décompo-
sition cylindrique algébrique s’avere donc difficilemetitisable. Cela justifie 'émergence
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de nouvelles techniques, souvent inspirées de I'algoatdmdécomposition cylindrique al-
gébrique, pour calculer la topologie de variétés semitalgaes en petite dimension.
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Chapitre 3

Topologie d’une courbe algébrique plane

3.1 Introduction

Soit f € Q[X,Y] un polyndme sans facteur carré®tf ) le lieu de ses zéros réels :

C(1):={(a,B) € R?|f(a,B) = 0}

Le probléme auquel on s’intéresse dans ce chapitre estdelaalcul de la topologie de
C(f), c’est-a-dire le calcul d’'un complexe simplicial isotop€ éf ).

Le calcul de la topologie d’'une courbe algébrique plane agrhesieurs applications trés
importantes. En effet outre son intérét évident pour laalisation des courbes algébriques
planes, il constitue une opération essentielle en géoaradgorithmique pour I'acquisition de
formes. Il apparait comme une primitive incontournablesgaunsieurs algorithmes en CAGD
( calcul d'intersection de surfaces algébriques, mailldgesurfaces algébriques implicites,
calcul de la courbe d’auto-intersection d’'une surface ipétege...). En plus de ces applica-
tions pratiques, le probleme du calcul de la topologie delmmast lié a plusieurs questions de
mathématiques pures telles que I'énumeération des typetigigues des courbes algébriques
planes de degré fixé (qui reste ouverte méme pour les petits degdés 8)).

Le premier algorithme permettant de traiter ce problemeadsi de la décomposition cylin-
drigue algébrique. Mais nous avons vu que sa complexitétkddficilement utilisable pour
résoudre efficacement ce probleme. Cependant il a inspir@adeclles techniques pour le
calcul de topologie de variétés algébriques en petitesriogs. Les algorithmes qui dé-
coulent de ces travaux peuvent étre classés en deux caggori
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Les algorithmes de type balayage

Inspirés des méthodes de la Décomposition Cylindrique l&igée [], ils consistent a
balayer le plan par une droite orthogonale a I'axe des adexiafin de détecter les positions
ou la topologie de la courbe change. Ces algorithmes eximgentia courbe soit dans une
position générique et procédent par projection puis rere pour reconstruire la topologie
de la courbe. La principale difficulté dans ces algorithnstgl&@llier I'efficacité et la certifi-
cation des calculs utilisant des nombres algébriques d@slégs éléves.

Dans B2] Gonzalez-Véga et El Kahoui proposent un algorithme cérbfisé sur les pro-
priétés des sous-résultants et I'encodage de Thom dessaelles d’'un polynéme uni-
varié [6, 16]. Leur algorithme requiére des conditions de génériciiisettilisent I'encodage

de Thom des racines du discriminant €eX,Y) par rapport a la variabl¥ pour certifier

la généricité de la position de la courigéf). Cependant, si l'utilisation de I'encodage de
Thom pour tester la généricité de la position@d ) permet d’obtenir un algorithme certifé,
sa complexité pénalise l'efficacité de leur algorithme.dAila complexité binaire de I'al-
gorithme décrit dans3p] est dominée par celle de la phase de test et de mise en positio
générique de (). Pour une courbe algébrique plane de debdént les coefficients sont de
taille 1, elle est deDg(d51).

Dans B3], Gonzalez-Vega et Necula proposent un algorithme utitisi@s calculs de suites
de Sturm-Habicht pour déterminer les points en lesquelsdalbgie de la courbe change.
Puis, afin d’éviter le colt du calcul de I'encodage de Thomidktent la généricité de la
position de la courbe avec des méthodes numériques. Lasrauakécrivent leur algorithme
comme étant semi-numeérique, i.e. plusieurs étapes dagsatint menées avec des nombres
flottants, notamment le test de généricité de la positioma®lrbe. Cet algorithme est plus
efficace que celui décrit dan83] mais il n’est pas certifié. Ainsi dans certains cas ou les
courbes présentent des singularités pathologiques, tirpgurner des résultats faux.

Dans [L9], Diochnos, Emiris et Tsigaridas proposent un algorithitilesant les mémes tech-
niques que dans3B] mais en certifiant les phases de résolution en utilisargpaésentation
univariée rationnelle des poimntscritiques de la courbe plane en position générique. Il éva
uent la complexité binaire de leur algorithmefe@(dlzr). Cependant dans cette évaluation,
les auteurs n’ont pas pris en compte la complexité binaira gdrase de test et de mise en
position générique de la courbe qui domine en général lessaaphases.

Nous mentionnons aussi les travau,[ 22] dans lesquels des techniques symboliques-
numeriques basées sur des calculs de séquences de Stuichtldambinées a des méthodes
d’isolations de racines réelles sont utilisées pour acegles calculs.
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Les algorithmes de type subdivision

lIs consistent a découper le plan en petites boites puisaleala topologie de la courbe
dans chaque boite. S'il est assez facile de calculer nuo@rignt la topologie dans les boites
ne contenant que des points régulierst{é), le calcul de la topologie dans les boites con-
tenant des points singuliers est un probléme difficile caesgite la connaissance de la struc-
ture des singularités dé(f). Certains de ces algorithmes présentent I'avantage diése
rapides car purement numeriques, par contre, ils ne gasanti pas toujours la topologie dans
les boites contenant des singularités de la courbe. Desthlges symboliques-numériques
ont été développés pour résoudre le probléeme de la celitinode la topologie dans les boites
singulieres.
Dans B1], Hong propose une solution utilisant des séquences denSpour calculer la
topologie dans les boites contenant des singularités drmitde. Pour un nombre algébrique
a donné, il utilise la séquence de Sturm associée au polyrfdme’) pour isoler ses racines
dans des boites. Pour déterminer le nombre de branchesipassa point singulier, il cal-
cule l'intersection de la courbe avec le bord de la boite teamant. Cette méthode nécessite
des conditions de régularité sur la courbe et I'isolatios @eines du polyndmg(a,Y) peut
étre tres codteuse dans certains cas.
Nous mentionnons aussi le trava#][ Pour calculer la topologie de la courbe, les auteurs
combinent des calculs de degré topologique au voisinagsidgslarités de la courbe, a des
techniques d’enveloppement avec des polyndmes représgansd la base de Bernstein. lls
fournissent ainsi un algorithme donnant la topologie deloeside degrés trés élevés.
Citons les travaux][3] ou une methode basée sur le calcul de représentation id@var-
tionnelle est utilisée pour déterminer la structure degudarités de la courbe.

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme symbotigoeerique certifié forte-
ment basé sur les propriétés des sous-résultants. L'iigegique nous proposons calcule la
topologie deC( f) avec une complexité binaire déterministes{d'°r). Nous nous sommes
inspirée des techniques décrites da3@.[L’'apport majeur de ce travail consiste en l'intro-
duction d’'un algorithme modulaire utilisant les proprgties polynédmes sous-résultants pour
certifier la généricité de la position d'une courbe algalgiglane. Comparé a I'algorithme
de test de généricité décrit darg?], cet algorithme de test de généricité permet de réaliser
un gain d’'un facteud® sur la complexité binaire de la phase de test et de mise etiqrosi
géneérique et en conséquence, sur la complexité globalalderithme.

Dans la sectior3.2, nous ferons une analyse détaillée de la géométrie d’'undeal-
gébrique plane. La sectioh3 regroupe les différentes phases de I'algorithme calcuant
topologie d’'une courbe algébrique implicite plane. Noudfgatuerons une étude compara-
tive de notre algorithme de test et de mise en position ggnervec celui décrit dan87).
Dans la sectiord.4, nous donnons une description compléte de I'algorithmeadimitde la
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topologie d’'une courbe algébrique plane ainsi que I'étuglsadcomplexité binaire. Pour finir
nous présenterons I'implémentation de l'algorithme sousMEMAGIX et les expérimen-
tions réalisées.

3.2 Analyse de la géométrie d’'une courbe algébrique plane

Dans cette section, nous introduisons les principaux queagométriques nécessaires
pour comprendre les différentes approches du probleme Idal ae la topologie d’'une
courbe algébrique plane. Les notions de points singuléaoints réguliers et de points
x-critiques, d’arcs d’'une courbe algébrique plane sontddes en insistant sur leur réle dans
I'analyse de la topologie d’une courbe algébrique.

Considérons un polynémeé € Q[X,Y] sans facteur carré ¢i(f) le lieu de ses zéros
réels :C(f) = {(a,B) € R?|f(a,B) = 0}.

Nous souhaitons calculer la topologiedgf ), c’est-a-dire fournir une structurg linéaire
par morceaux, isotope a la courpeéf).

Définition 3.2.1 Une isotopie deR? est une applicatiop : R? x [0,1] — R?, telle que
¢(-,0) = IdR2 et pour tout t€]0, 1], ¢(-,t) est un homéomorphisme.

Définition 3.2.2 SoientA, A C R?, on dit queA est isotope 3\ s'il existe une isotopié¢ de
R? telle qued (A, 1) = A.

Comme l'indique la théorie de Morse sur I'étude des ensesrgdei-algébriques, le calcul de
la topologie deC’(f) passe par celui de la structure de ses points singuliersedrds lisses

qui relient ces points. Afin de justifier cette affirmationusaallons effectuer une analyse
de la géométrie de’(f) en définissant une relation-" sur I'ensemble de ses points. Nous
prouverons que~" est une relation d’équivalence permettant de décompg6€y en des

arcs et points particuliers d&(f).

Définition 3.2.3 Soit (a,B) € C(f). On dit que(a,B) est un point singulier de"(f) si et
seulement sdy f(a,B) = 0x f(a,B) = 0. Les points non singulier§( f) sont dits réguliers.

Un point régulier(a, 3) de la courbe”( f) admet une unique droite tangente. Si cette tangente
n'est pas orthogonale a I'axe des abscisses, nous pouvaméisiserC( f) au voisinage de
(a,B) a I'aide du théoréme des fonctions implicites que nous fdapgdci dans le contexte
d’'une courbe algébrique plane.
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Théoréme 3.2.4Soit (a,B) € C(f) tel quedy f(a,B) # 0. Alors il existe un voisinage V de
a, un voisinage W d@ et une fonction de class€'Qy:V — W tels que pour tout ¥ V,
y = g(X) soit 'unique solution dans W de I'équatiorixty) = 0. De pluson a:

L axf(xg(x)
909 = 5, Fog00)]

Géométriguement, le Théorere.4indique que la courbg(f) est décrite au voisinage de
(a,B) par le graphe de la fonction= g(x).

Les points de la courb€( ) ou le théoréme des fonctions implicites n’est pas applecabl
sont ditsx-critiques.

Définition 3.2.5 Soit (a,B) € C(f). On dit que(a, ) est un point x-critique de (f) si et
seulement sdy f (a, ) = 0. On appelera valeur x-critique la valewr lorsque(a, 3) est un
point x-critique et valeur réguliere la valeur aelorsque(a, ) est un point régulier.

Les pointsx-critiques deC( f) sont constitués par ses points singuliers et ses pointieegu
a tangente verticale.

Proposition 3.2.6 Si la courbeC(f) n'admet pas de droite verticale comme composante,
alors elle admet un nombre fini de points x-critiques.

Démonstration En effet les pointg-critiques deC(f) sont les solutions réelles du systéme

f(x,y) =dy f(x,y) = 0. Commef € Q[X,Y] est sans facteur carré et n'admet pas, par hy-

pothese, de droite verticale comme composante, le théodenigezout donne le résultat.
O]

Supposons qué(X,Y) = S, fi(X)Y'. SoitP = pgcd fy, .. .., fr). Les droites orthogo-
nales a I'axe des abscisses et composantgS(dle sont les droites d’équation= o avec
a racine deP. Donc, pour forcerC(f) a ne contenir aucune droite orthogonale a I'axe des
abscisses, il suffit d’exiger gugn’admette aucune racine réelle.

Intuitivement, si nous enlevons les pointsritiques deC(f), le reste de la courbe se
décompose en plusieurs morceaux de courbes lisses ; nayspekerons arcs de la courbe.
Ces arcs peuvent étre définis comme des classes d’équiealeme certaine relation sur les
points deC(f). En effet :

Définition 3.2.7 Soit p= (ap,Bp) et g= (aq,Bq) deux points de”(f). On dira que p est
en relation avec det on note pv q) si et seulement si £ q ou s'il existe une application
continued : [ap,ag) — R (oud : [0g,ap] — R) vérifiant :
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1. ¢(ap) =Bpetd(aq) = Bq,
2. Vx € [ap,0q], f(X,¢(x)) =0,
3. VX € [ap,aq], (X,$1(x)) n'est pas x-critique.

De maniére plus intuitivep € C(f) est en relation avege C(f) si et seulement gg=qou
s'il existe un morceau de courbe @éf) reliantp &q sans passer par un poiatritique de
C(f). La proposition suivante montre que la relatiorpartitionne la courbe(f) :

Proposition 3.2.8
1. Larelation~ est une relation d’équivalence.
2. Tout point x-critique de&"( f) constitue une classe d’équivalence singleton.

Démonstration

1. La symétrie et la réfléxivité de sont évidentes. Pour la transitivité,si~ g etq~r, |l
suffit de recoller les deux morceaux de courbes (celle repainq et celle reliantg ar)
pour avoirp ~ r. En effet le nouveau morceau de courbe obtenu ne peut pasniodé
pointx-critique deC(f) car les morceaux qui le composent n’en contenaient pas.

2. Ce résultat estimmédiat par définition de la relation

O

Définition 3.2.9 Un arc de((f) est une classe d’équivalence de la relatiertontenant un
point non x-critique de”(f).

Soit 4 'ensemble des arcs d&(f), My : R? — R l'application qui &(x,y) — x. Nous avons
la proposition suivante :

Proposition 3.2.10 Soit A€ 4 et Ac = Nx(A). Alors A est un intervalle ouvert d& et il
existe une application continug: Ay — R tel que A= {(x, (X)) | x € Ax}.

Ainsi, la courbe(C(f) est composée d’un nombre fini de poimtsritiques et d’arcs cor-
respondant a des graphes de fonctions continues sur degallgs ouverts. Comment se
comportent ces fonctions quartkend vers un des bords de I'intervalle qui le contient ? Nous
pouvons distinguer trois cas :

SoitAe 4, Ax=|a_,a.| et@:]a_,a.[— R l'application décrite dans la proposition
précédente. Sojp_ := (a_,limy_a @(X)) € (RU{£o0})?:
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1. Sia_ = —oo, on parle d’arc infini en-co,

2. Sip_ = (a,+), on parle d’arc convergeant sur I'asymptote verticale d&pnx = a
dans la directionto en restant a droite de celle-ci.

3. Sip_ € R?, on parle d’arc incident &_ par la droite.

Pour p; = (a;,limyx_a, @x)) € (RU{+w})2:

1. Sia; =+, on parle d’'arc infini entoo.

2. Sip; = (a,+), on parle d’arc convergeant sur I'asymptote verticale d&pnx = a
dans la directionto en restant & gauche de celle-ci.

3. Sip, € R?, on parle d’arc incident .. par la gauche.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.2.11Si p; € R?, alors p, est un point x-critique de(f). Il en est de méme
pour p_.

Démonstration Soit (py) une suite de points d& convergeant verp,. Commef est une
fonction continue car polynémiale, alofgp,) converge verd (py). Comme pour touh
f(pn) =0 alorsf(py) =0 dou p; € C(f). Si py n'était pas un poink-critique de((f)
alors on auraip;. € A ce qui contredirait le fait quBlx(A) = Ay est un intervalle ouvert.[

Proposition 3.2.12 C(f) admet un nombre fini d’arcs.

Démonstration Pour tout ardA de C(f), Mx(A) = Ax est un intervalle ouvert dont les bords
sont soit+eo, soit des racines réelles du résultantfdX,Y) etdy f(X,Y) par rapport a la
variablesy. Donc il existe un nombre fini de choix possibles. De plustii@possible que ce
choix soit le méme pour une infinité d’arcs. En effet, s'ilsait un intervalle ouvery sur
lequel se projette une infinité d’'arcs, alors il existecai Ay tel que I'équationf (a,Y) =0
ait une infinité de racines. Ce qui est impossible. D’ou leltés O

Les arcs de la courb@( f) sont soit non bornés, soit ils relient deux poixisitiques. La
définition d’arc incident peut étre étendue a tout point deplarbe. Nous dirons qu’un akc
estincident g € C(f), de la gauche vers la droite,gie A. Pour tout pointp € C(f), nous
pouvons ainsi définir laombre d’incidencedep :

Définition 3.2.13 Soit pe C(f), le nombre d’'incidences de p est la pajed) ou g désigne
le nombre d’arcs incidents a p par la gauche et d le nombrea$amcidents a p par la droite.
Le nombre total d'incidences de p est égdba+-d).

Ainsi nous avons la proposition suivante :
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Proposition 3.2.14 Soit pe R? un point régulier de( ). Alors le nombre total d’incidences
de p est égal a 2.

Reconstruire la topologie de la courféf) revient a calculer les différentes classes d’équiv-
alence de la relation, c’'est-a-dire les points-critiques et les arcs dé(f), et de détérminer
les connections existantes entre ces classes.

L'algorithme que nous proposons consiste a balayer le @anipe droite verticale afin
de détecter les positions ou la topologie de la courbe chakfiye de simplifier le calcul
de la structure des points singuliers déf), la courbe doit étre en position générique. En
effet pour une courb&(f) en position générique, le calcul de la topologie s’effeqilues
facilement car la structure de ses points singuliers fobtiapidement.

3.3 Calcul certifié de la topologie de”(f)

3.3.1 Description géométrique de I'algorithme

Lorsque la courbe™(f) est en position générique le calcul de ses poirtstiques est
plus aisé car donné par des paramétrisations rationngkesas polynébmes sous-résultants.
L'utilisation de ces paramétrisations permet de calcuéem@niere certifiée la structure des
fibresx-critiques deC( f) qui caractérisent sa topologie. En effet, pour une courlpmsition
géneérique, le calcul de 'ensemble de ses filxrestiques et celui d’une fibre reguliere entre
deux fibresc-critiques successives suffisent pour reconstruire taia®s en utilisant I'algo-
rithme de connection de Grandiri]. Nous fournissons ici une description schématique de
cet algorithme.
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FiG. 3.1 — Calcul des fibres-critiques
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Fig. 3.6 — Connection

L'algorithme de connection que nous venons de décrire fomae lorsque la courbe est
en position générique. Nous reviendrons sur cet algorittiams la sectio3.3.4

3.3.2 Notion de courbe en position générique

Définition 3.3.1 Soita € R, on appelle fibre de la courb€(f) ena, 'ensemble des points
(a,B) € R? avecp solution de I'équation fa,Y) = 0.

On dira qu’une fibre de”(f) est x-critique si elle contient au moins un point x-critique
de C(f). Sinon on dira qu’elle est réguliere.

Les conditions de généricité requises pour le calcul dedaltgie d'une courbe plang( f)
sont données ci dessous.

Définition 3.3.2 Pour touta € C, soit Ax(a) :=#{B e C, f(a,B) =0dy f(a,B) =0}. On dit
que C(f) esten position générique par rapport a I'axe des abscisises s
e Vo € C,Ax(a) <1,

e (C(f)n’admet aucune direction asymptotique orthogonale a l'dge abscisses.

En position générique, la courlgd f) n'admet pas d’asymptote orthogonale a I'axe des ab-
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scisses et ses valewritiques sont différentes.
Nous allons a présent fournir une caractérisation algébrig la notion de position générique.

Si (a,B) € R? est un pointx-critique deC(f), alorsa est une racine du résultant de
f(X,Y) etdy f(X,Y) par rapport & la variabM. La proposition suivante fournit une représen-
tation rationnelle dg3 en fonction dea en utilisant les propriétés des polynédmes sous-
résultants associésfaXx,Y) etoy f(X,Y).

Proposition 3.3.3 Soientic N etSr(X,Y) = ¥ jc[o,i] S, (X)Y! le i®Mesous-résultant asso-
cié a f(X,Y) etdy f(X,Y) considérés comme polyndmes en 'Y a coefficients@@xg Soit
(a,B) € R? un point x-critique deC(f). Si C(f) est en position générique alors il existe un
unique ke N tel que :

=Sk 1()

 k(stkk(a))

Démonstration Soit k € N le degré du polynéme pg¢tl(a,Y),dy f(a,Y)). D’'apres le
théoreme fondamental des sous-résultants il vigtan = ... =sk_1k-1(a) =0, Sk x(a) #

0 et pgedf(a,Y),dy f(a,Y)) = Sk(a,Y) =3 jcpok sfij(a)Y1. Comme(a,B) est un point
x-critique deC(f) alorsp est une racine du pg¢tl(a,Y),dy f(a,Y)). De plus, comme(f)

est en position génériquéy, B) est 'unique poink-critique d’abscisse. Ainsi 3 est la seule
racine du polyndme pgéd(a,Y),ody f(a,Y)). Par conséquent, d’aprés les relations entre les

coefficients d’'un polynéme et ses racines, gh-a L(Ss?;kki.;(;()a)) D

Nous disposons d’'une méthode permettant de vérifier qu'onebe algébrique plane
réelle n'admet aucune asymptote verticale. En effet, eanmdeé, () € Q[X] le coefficient
dominant du polynébmé (X,Y) considéré comme polynéme en la varialleil vient que
C(f) admet des asymptotes orthogonales a I'axe des abscisssggie@ment si le polynéme
lcy () admet des racines réelles. Donc le test d’existence d’a®yagverticales est équiva-
lent au test d’existence de racines réelles d’'un polynédmarié a coefficients dang. Ceci
s’effectue aisément avec la méthode de Sturm présentéded@hapitre?2. Dans la pratique,
sachant que la topologie @& f) est invariante par changement linéaire de coordonnées, si
C(f) admet des asymptotes verticales, nous effectuerons ugeimemt de variable du type
X =X+AY avech € 3. En effet ce changement de variable rend le polyndméflccon-
stant donc sans racines.

Rappelons qud € Q[X,Y] est un polynbme sans facteur carré et qué ig € Q[X]
désigne son coefficient dominant considéré comme polyndnte eariableY. Dans la suite
de cette section, nous supposerons guéflce Q*.

Soitd :=deg, () le degré def (X,Y) considéré comme polyndme ¥nPour touti € [0,d —
1], soit S{(X,Y) = ¥ jc[o,i] s j(X)Y! lei®™esous-résultant associéféX,Y) etay f (X,Y)
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considérés comme polyndmes ¥ra coefficients dan§)[X]. Rappelons que §iX,Y) =
Sfp,o(X) désigne le résultant des polynonfeéX,Y) etdy f(X,Y) par rapport a la variablé.
Soit (I (X))ie[1,d—1) | séquence d’éléments d¥X] inductivement définie ci-dessous :

Sfo,0(X) .
pgcdsioo(X), st o(X))
vi € [1,d - 1], ®i(X) = pged ®i—1(X), sk, (X)).
®i_1(X)
Pj (X)

Po(X) =

Vie[1,d—1],Mi(X) =

Le lemme suivant nous permet de classer les vabeargiques deC(f) selon leur mul-
tiplicité.

Lemme 3.3.4
d-1
1. ®o(X)= M Ti(X)etvi,je{l,...,d-1} telquei# j,on a
i=1
pgedTi(X),Ij(X)) =1
2. Soient ke [1,d—1] eta € C. On a I'équivalence :
M(a) = 0= pged f(a,Y),dy f(a,Y)) = SK(a,Y).

3. {(G,B) € (Dz . f(G7B> = an(avﬁ) = O} = Ug;i{(avﬁ) € (Dz . rk(a) = SI’k(G,B) =0 }
Démonstration

1. Par définition, on a:
Vie[1,d-1], I(X) =

Ce qui entraine :

l_lr ‘Ddl X)

Comme®q_1(X) = pged Py_2(X),sly—1.4-1(X)) et deg(f) =d, alors sg_1.4-1(X)
ley () par suite sf—14-1(X) € Q*. Ainsi ®y_1(X) = pgcd Pg_2(X),Stg—1.d-1(X)) =

d-1
et par suitebg(X) = [] i (X).
i=1

1

1=
Comme®y(X) est par définition la partie sans facteur carré du résultgifX) et que

d-1
Dp(X) = inlri(X), alorsona:

Vi,je[1,d—1]i# j = pgcdTi(X),lj(X) = 1.
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2. Soitk € [1,d—1] eta € C tel quely(a) = 0. Commel(X) = RISILI, P(X) =

P (X
pgcd Py_1(X),slick(X)) alors sk (a) # 0 etdPy_1(a) =0. =
Comme®y_1(X) = pgcd Pk_2(X),sk-1k-1(X)) alors®y_»(a) =0etsk 1k 1(a)=0.
Par une récurrence descendante on montre aisémenfgpe sf(a) = ... =S o(a) = 0.
En récapitulant, on agp(a) = ... =Shk-_1x-1(0) =0 etsgx(a) # 0, donc par le theoreme
fondamental des sous-résultants, onid@&iy) = pged f(a,Y),dy f(a,Y)).
Reéciproguement solite [1,d — 1] eta € C tel que pgedf(a,Y),dyf(a,Y)) = Sk(a,Y).
Alors par le theoreme fondamental des sous-résultantssgp@ ) = ... = Slk_1x_1(0) =
0 et sk k(o) # 0. Commedo(X) est la partie sans facteur carré du résultag(St) alors
®p(a) = 0. Par définition, pour tote [1,d — 1] ®;(X) = pged Pi—1(X),s# (X)), donc
Sipo(a) = ... = sl_1k-1(a) = 0 implique par récurrenc®y(a) = ... = ®,_1(a) = 0.
Comme®y(X) = pged Py_1(X), Slick(X)), Pr—1(a) = 0 et sgx(a) # 0 alors®Py(a) #0

dou M(a) = Y 0.

3. Si(a,B) € C? esttel quef (a,B) = dy f(a,B) =0, alors(a, B) est un poink-critique, donc
®p(a) = 0. Par conséquent, il exiskec [1,d] tel quelk(a) = 0. Ainsi par la deuxiéme
assertion du lemme, u,Y) = pged f(a,Y),ody f(a,Y)), d'ou Sk(a,3) = 0.
Réciproquement, softr, B) € €2 etk € [1,d — 1] tels quel(a) = 0 et Sg(a,B) = O.
Commerl(a) = 0 alors par ce qui précéde on a@r,Y) = pgcd f(a,Y),dy f(a,Y)).
Comme Sg(a,B) =0, on af(a,B) =dy f(a,B) =0 d’ou le résultat.

O

Proposition 3.3.5 Soientd=deg, (f) ett:= L(f). La séquencéi(X))ic[1,d—1] S€ calcule
avec une complexité binaire dg(d®t), de plus pour tout& [1,d—1], £(Ij) = O(d(t+d)).

Démonstration En effet, par le Theorem23.1(Q le calcul de la sequengst i (X) )ic[1,d—1]
s'effectue avec un codt binaire di(d*t), de plus, pour touite [1,d — 1] £(sk;) = O(d1)
et dedsr ;) = 0(d?). do(X) étant par définition la partie sans facteur carré gg(3f),

d-1
alors de¢®o) = O(d?) et L(Pg) = O(dt). Par ailleurs comme&do(X) = []Ti(X) alors
i=1

zid;lldeqri) = 0(d?) et, par la borne de Mignottd§], £(Ij) = O(d(t+d)). Pour calculer

la sequencerl’(X))ic[,d—15, Nous réalison®(d) calcul de pged de polyndmes de degres
0(d?) (les polyndmesd;(X) et st(X)) et dont les coefficients sont de tailles binaie¥slt).
Sachant que chaque calcul de pgcd a un co(t binaif%dd?t) d’apres le Théoremg.3.1Q

il vient que la complexité binaire de I'algorithme calculdéam sequence(l"i (X)) jc1,d—1] €st

de Og(d®T). O

s a7
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sentielle dans le calcul de sa topologie. D&8#,[les auteurs décrivent un algorithme de test
de généricité de la position d&f), basé sur le calcul de I'encodage de Thom des racines
réelles des polyndmds(X). Nous rappelons ci-dessous la complexité binaire de cet alg
rithme. Ensuite nous proposons un algorithme modulaireedification de généricité de la
position deC(f) avec une complexité nettement plus faible. Sachant quenwlexité de
I'algorithme de calcul de”(f) décrit dans 32], est fixée par la phase de test et de mise en
position générique, le nouvel algorithme que nous propmgoermet d’obtenir une amélio-
ration de la complexité de I'algorithme global de calcul dédpologie de”(f).

Certificat de généricité de la position deC(f) par calcul d’'encodage de Thom

Nous rappelons que pore Q[X] de degrép, Der(P) désigne I'ensemble défini par :
Der(P):={P1) |i=0,...,p}

ou P() désigne la dérivée d’ordiedu polynémeP. Rappelons qu’une condition de sigres
sur 'ensemble DéP) est un élément d€0, 1, —1}P¢P) avec :

o(x)=0 <<= x=0
ox)=1 <<= x>0
o(x)=—-1 < x<0

Définition 3.3.6 Soient P= Q[X] eto € {0,1, —1}P°"®) une condition de signes sur 'ensem-
ble Der(P). La condition de signes estun encodage de Thorde xe R sio(P) =0eto
est la liste des signes réalisés par les eélémenBeleP) en x. Nous dirons que x est spécifié
par o.

La proposition suivante rappelle la complexité binaire’deybrithme de test et de mise en
position générique, par calcul d’encodage de Thom, déaris 82].

Proposition 3.3.7 [32] Soient f(X,Y) € Z[X,Y], d :=dedf) et1:= L(f). La complexité
binaire de I'algorithme de test et de mise en position généride(C(f) par encodage de
Thom est d&g(d®r).

Cette phase de calcul est la plus colteuse de l'algorithrogtel@ans 32] et fixe donc la
complexité globale de celui-ci. Dans la sous-section su@/anous proposons un algorithme
modulaire de test et de mise en position générique avec umplerité nettement plus faible
permettant de réaliser un gain non négligeable sur la coditplglobale de I'algorithme de
calcul de la topologie de'(f).
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I'encodage de Thom de tous les poirtsritiques deC(f) et ensuite de vérifier que chaque
fibre x-critique contient un et un seul poirdcritique, I'idée de base de I'algorithme que nous
proposons consiste a traiter les fibsesritiques par paquet selon la multiplicité du point
x-critique qu’elles contiennent. En effet, nous avons leltéssuivant :

Théoréme 3.3.8(C(f) est en position générique si et seulement si pour taufk d — 1] et
toutie [O,k—1],ona:

k(k—1) sl (X) st ( (X) = (i + 1) Stick—1(X) Stkj+1(X) = Omod k(X)

Démonstration Supposons qué( f) soit en position générique. Sdit=[1,d — 1] eta € C

tel quely(a) = 0. Alors par 'assertion 2 du Lemme.3.4 pgcd f(a,Y),dyf(a,Y)) =
S(a,Y) = Yic[ok sii(a)Y'. Comme((f) est en position générique, par la Proposition
3.3.3le polynéme Sy(a,Y) = pged f(a,Y),dy f(a,Y)) a une seule racingd(a) = T((Ssn;kkiw
Ainsi Si(at,Y) =sfick(a) (Y — ). Par la formule de Newtoly —B)* = icjoxq (+) (—B)kiYH,
donc Sk(a,Y) = stick(a) T o (¥) (—B)*TY". Par définition, S(a,Y) = Sicfox Sk (@)Y,
donc en identifiant les deux expressions dgd@rY) on a pour tout € [1K] :

sta(@) = () st (-Bla) (1)
En substituanit par (i + 1) dans(1) on obtient pour toutt € [0,k — 1] :

Stki+1(Q) = (

De (1) et(2) on deduit que pour toute [0,k —1] :

(i -tl) Stici (0) + (T) B(a)skt1(a) =0

Sachant quéi +1)(;,) = (k—i)(}) etB(a) = k(;%% alors pour toui €[0,k—1]

S ERCICCIRSE

k(k—1)shici(a) st (o) — (i + 1) Stick—1(a0) Stij+1(a) = 0
Réciproquement, supposons que pour toaff 1,d — 1] eti €[0,k— 1] on ait :
k(k—1) st (X) st , (X) = (I 4 1) Stick—1(X) Stij+2(X) = 0modr(X)(3)
Soit a une valeurx-critique de(C(f), alorsa est une racine du résultant des polynémes

d-1
f(X,Y) etoy f(X,Y) par rapport a la variabl¥. Comme®dq(X) = [] Ii(X) est la partie
i=1
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sans facteur carré de ce résultant alors il existe un unjquél,d — 1] tel quel j(a) = 0.
Considérons un tel, de(3) nous déduisons que :

vi€[0,j—1],j(j—i)sr,i(a)sr j(a) = (i+1)srj j-1(a)sripa(a) = 0(4)

En multipliant(4) par (!) et en utilisant I'égalitéi + 1) (i+j1) = (j—i)(}), on obtient :

wef0i-10i(, ] )sna@st @) - () sn-a@sn (@ - s

Par définition] ;(X) = q)"fl(x),commel'- o) =0etd;(X)=pgcdd;_1(X),sr; (X)) alors
j ®;(X) i i j N

srj.j(a) # 0. On peut donc diviser I'égalitgs) par j.srj j(a), ainsi on obtient :

—sfj,j—1(a)
j.srjyj(or)

Vi €[0,j—1], (i jJL 1) srji(a) + (:) B(a)srji+1(a) = Oaved(a) =

De cette derniére égalité, on déduit par récurrence quetpatti € [0, j] :

(00 = (1) @) -y
A0 ST (A, Y) = 3 e, (0)Y' = Fieqo,jp (1) 1. (@) (~B(o))I Y =ssr; (@) (Y — B(ax)) .
Commerl j(a) = 0, alors par I'assertion 2 du Lemr3e3.4 Srj(a,Y) =
pgcd f(a,Y),dy f(a,Y)) d'ou I'égalité pged f(a,Y),dy f(a,Y)) = srj j(a)(Y —B(a))l. Le
polynéme pgcdf (a,Y),0y f(a,Y)) admet donc une seule racifgé). Ainsi (a,3(a)) est le
seul pointx-critique contenu dans la fibsecritique deC(f) ena. Par conséquent(f) est
en position générique. O

JORPRTYS

position deC(f). Rappelons qué € Q[X,Y] est sans facteur carré, que(¢) € Q* et que
(S(X,Y))keo.d—1) désigne la séquence des polyndmes sous-résultants @a60€Y) et
dv f(X,Y). De plus si deg(f) =d, alors¥ € k €[0,d— 1], Sk(X,Y) = Tic[ox Stki(X)Y".
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Algorithme 3.3.1 : GenericTest, teste la généricité de la position de
C(f).
Entrées: f(X,Y) € Q[X,Y] et(Sk(X,Y))ke[o.d—1]
Sorties: Un polynéme univarié
— Calcul de la séquend€ k(X)) ke[r,d—1] :

Sr07o(X)

Do) = pgedsioo(X). Sho (X))’

Pourk allant de 1 & — 1 faire
Dy (X) = pged Py_1(X), sick(X)),

M) = 58"

Fin faire.

— Test de généricité :

S:=0,
k:=1,
Tant quek < d etS=0, faire :

i:=0,
Tant queS= 0 eti < k, faire:
S:= (k(k—=1) stici (X) st (X) = (i + 1) Shic k—1(X) St i1-1(X)) modl (X)),
=i+1,
Fin tant que,
k:i=k+1,
Fin tant que,
RetournerS,

L'algorithme retourne le polyndm& La courbeC(f) est en position générique si et seule-
ment si le polyndm&est nul.

Théoréeme 3.3.9Soient {X,Y) € Z[X,Y], d =dedq f) ett = L(f). Generi cTest, teste
la généricité de la position d&( f) avec une complexité binaire & (d®T).

Démonstration L'utilisation de I'algorithmeGenericTest  nécessiteD(d?) appels de I'al-
gorithme d’Euclide avec un polynéme de degré borné@ar’) (polynémer (X)) et un
polyndme de degré borné pard?) (produit de deux polynémes coefficients sous-résultants
de degrés bornés pad(d?)) et dont les coefficients sont de tailles binaires bornées pa
Og(d(T+d)). Le codit binaire du calcul des coefficients sous-résulesttdeOg(d®t) d’aprés

le Théoréme2.3.1Q Celui du calcul des polyndmés(X) est deOg(d®t) d’aprés la Propo-
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sition 3.3.5 Sachant que la complexité arithmétique de I'algorithnteudlide rapide (voir
[61]) pour deux polynébmes univariés de degm®t n est deb(ma>(m, n)), alors le colt
binaire des réductions modulo les polynérigéX ) est deO(d?) x 0(d?) x Og(d(t+d)) =
Og(d®(t+d)). Ainsi la complexité binaire de I'algorithr@enericTest  correspond au codit
du calcul des polyndmég(X) soit Og(d®t). O

Dans le cas ou la courbg(f) n'est pas en position générique, on peut la mettre en
position générique en effectuant un changement linéaireadable du typeX := X +AY
avecA € 7Z*. En effet, soiJ une nouvelle variable U, X,Y) le polynédme défini par :

g(U,X,Y) := f(X+UY,Y)

PourA € 7Z, nous noterong'( f) ) la courbe définie par le polynénig(X,Y) =g(A, X,Y) =0.
SoitA(U, X) le discriminant degy(U, X,Y) par rapport a la variabM ets(U ) le plus petit sous-
résultant principal non nul des polyndm&@J, X) et dxA(U, X) par rapport a la variablX.
Le résultat suivant provient dé][:

Proposition 3.3.10 SoitA € 7 tel quedeg, (f)) = deq f)) et A) # 0. Alors la courbeC( f))
est en position générique.
Comme le degré du polynonséh) est majoré pad*, on a :

Corollaire 3.3.11 Soit fc Z[X,Y] etd:=deg f). Il y a au plus ¢ changements de variables
du type X:= X+ AY,A € Z a réaliser pour étre sir d’atteindre une position générigieda
courbe((fy).

Du Théoreme3.3.9et du Corollaire3.3.11découle le théoréme suivant :

Théoreme 3.3.12Soit f(X,Y) € Z[X,Y], d:=deq f) et1:= L(f). La complexité binaire
de l'algorithme de test et de mise en position génériquede par calcul modulaire est de
Og(d*0r).

La prochaine étape dans I'algorithme de calcul de topoldgi€( f) est la détermination de
ses fibrex-critiques et régulieres.

3.3.3 Calcul des fibres regulieres et-critiques de C(f)

Le calcul des fibres réguliéres d& f) ne pose pas de probléme particulier. En effet, soit
d une valeur réguliére d€(f) et Reg(f) la fibre de la courb&(f) end. Alors par définition
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ona:
Regs(f) := {(3,k) € R?: f(5,k) = 0}.

Commed est une valeur réguliere d&(f), alors le polyndme (d,Y) est sans facteur mul-
tiple. L'isolation de ses racines réelles se fait donc sdfiswté en utilisant les algorithmes
classiques cités dans le chapitre précédent.

Par contre le calcul des fibrescritiques deC(f) est plus délicat. En effet, soit une
valeurx-critique deC(f) et Crity(f) la fibre deC(f) ena. Alors par définition on a :

Critq(f) := {(a,pn) € R?: f(a,p) = 0}.

Ici deux difficultés se combinent. En effet, non seulementdkeura est un nombre al-
gébrique, mais le polyndmi a,Y) peut avoir des facteurs multiples. Ces deux aspects ren-
dent I'isolation des racines réelles du polynoffi{e,Y) assez délicate. Nous détaillons ci-
dessous comment le calcul des fibxexitiques deC( ) s’effectue, malgré cela, de maniére
certifiée.

Supposons qué(f) soit en position générique et sdi, ) le point critique deC(f)
d’abscissen. Alors par le Lemme3.3.4 il existe k€[[1,d — 1] tel quel(a) =0 etp =
% soit 'unique racine du polynéme o, Y) = pged f(a,Y),dy f(a,Y)). Alors
Crita(f) := {Down(g g), (a,B),Upq gy} OU Downg gy désigne I'ensemble des points de la
fibre x-critique situés en-dessous du pofnt 3) et Upq,p) celui de ceux situés au-dessus.
Comme le polyndme &fa,Y) = pged f(a,Y),0vf(a,Y)) est de degrd alors3 est une
racine def (a,Y) de mutipliciték+ 1. Soitk(a,Y) = (Yf%)ﬂl La proposition suivante nous
fournit Downy g) et Upq p)-

Proposition 3.3.13 K(a,Y + ) est un polyndme sans facteur carré qui ne s’annule pas en
0. De plus, si on désigne par.E(respectivement E) I'ensemble de ses racines positives
(respectivement négativesn a :

1. Downg ) == {(a,B+A): A€ E_},
2. Up(mB) = {(G,B+)\) A€ E+}

Démonstration PuisqueC(f) est en position générique, algBs= T((Ssr';kkiw est 'unique

racine multiple def (a,Y). Comme est de multiplicité+ 1, alors(Y — B)k*1 divise f (a,Y)
d'ou K(a,Y) est sans facteur carré, dégy(a,Y)) = (d —k—1) et K(a,B) # 0. Par con-
séquent(a,Y + ) est un polyndme sans facteur carré qui ne s’annule pas en 0.
Comme Downpy g) désigne I'ensemble des points de la filseritique situés en-dessous du
point (a, B) et Up g) celui de ceux situés au-dessus, alors il vient que :

Downg gy :={(0,B+A):A€E_} et URap) == {(a,B+A) A €EL}
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0

Remarque 3.3.14Pour toutk € [1,d — 1], pgedTk(X), sk k(X)) = 1. En effet, soita une
racine dd (X), alors par le Lemm8.3.4 pgcd f(a,Y),dy f(a,Y)) = Z. oStki(@)Y' estde
degrék, par conséquent ;ar( ) # 0, on obtient bien pgdd «(X), sk k(X)) = 1. Donc pour

touta racine dd k(X), g7 € Q[a] et par suite = Sg;kkk 1( ))

[G]

Le polyndmer(a,Y +B) € Qa][Y] carP € Q[a], de plus(a,Y + B) est sans facteur carré.
Donc par I'algorihme décrit dans la secti@ri.3 nous pouvons isoler de maniére certifié les
racines de(a,Y + ) et en déduire les ensembles Dowg), UP(q ) €t par suite, la fibre
x-critique Crity(f) := {(a, ) € R?: f(a,p) = 0}.

Proposition 3.3.15 Soient fe Z[X,Y],d:=deqd f), 1:= L(f) et C(f) le lieu des zéros réels
de f. SiC(f) est en position générique, alors le calcul de ses fibrestigags et de ses fibres
réguliéres s'effectue avec une complexité binaire)gedr).

Démonstration En effet, le calcul des fibrescritiques deC(f) nécessited(d?) appels de
I'algorithme d’isolation décrit dans la secti@nl.3avecP = f(X,Y) etQ = I'k(X). Sachant
que pour touk, degTy) = O(d?) et L(I'k) = O(dr), alors par la Propositiod.1.28 la com-
plexité binaire d’un tel calcul est de(d?) x Og(d2d* x maxd2t,dr)), soit Og(d'%r). Le
calcul des fibres réguliéres correspon@@?) isolations de racines de polynémes univariés
a coefficients rationnels et de degréSon co(t binaire est d@s(d°t) d’aprés la Proposition
34.2 O

Les fibresx-critiques et les fibres régulieres étant calculées, ierades connecter pour
reconstruire la topologie dé(f). Dans la section suivante nous décrivons l'algorithme de
balayage de Grandin&%] qui permet de réaliser cette opération.

3.3.4 Algorithme de connection

Supposons que(f) soit en position générique. Sditi)ic[1n la s€équence strictement
croissante des valeusscritiques deC(f) et (Crity, ())ic[n Ses fibresx-critiques. Soit
(6i)ie[[0,nﬂ une séquence croissante de nombres réels vérdpato; < 01 < 02 < ... <
On-1<0n-1<0n<0net(Reg(f))icpon laliste des fibres regulieres d¥ f) en les valeurs
Oi.

Le but de I'algorithme de connection est de reconstruirepalogie deC(f) a partir de ses
fibresx-critiques(Critq; (f))ic[1,n €t de ses fibres réguliereReg; (f))icjo,n -
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Rappelons que pour toui€ [1,n], Crity; (f) := {Downg, g,), (ati, Bi), Up(q, g,y } OUPi est l'or-
donnée du poir-critique deC(f) d'abscissei, Down, g,y désigne 'ensemble des points
de la fibrex-critique situés en-dessous du pofat, 3;) et Ul 8) celui de ceux situés au-
dessus. L'algorithme de connection suivant est du a Gran@. Il consiste, pour tout

i € [1,n], a connecter la fibre-critique Crity () aux fibres régulieres Rgg, (f) et Reg, (f).

Algorithme 332 Connection des fibres réguliéres aux fibres
x-critiques
Entrées: (Critai(f))ie[[17n]] et(Reg—,i(f))ie[[Qn]]
Sorties: Complexe simplicial isotope &( f)
7T :={}, Pouri allant de 1 &n faire :
— Pourj allantde 1 a #Up, g faire
T:= TU{[Re%i,l[”v Up(a,B,)[JH: [Re%i [J]? Up(ai,Bi) [J”}’
— Pourj allant de 1 a #Dowp, g,) faire
T = TU{[Reg;_,[#Reg, , —]+1],Downg, g [#Downg, p)—j+
1]], [Reg; [#Reg; —j + 1], Downg, g [#Downg, gy —J + 1]},
— Pourj allant de #Up,, g +1 a(#Reg; , —#Downy, g,)) faire
T = U{[Regs_, [i, (i, Bi)]},
— Pourj allant de #Up,, 5 +1 a(#Reg, —#Downg, ) faire
T = U{[Regs il (ai, Bi)]},

RetournerZ ensemble de segments.

Remarque 3.3.16Soit ¢ un pointx-critique de C(f) et Crit .= {Up,c,Down} la fibre x-
critique passant par. Soit Reg une fibre réguliere @& f) connectée a Crit. Soft € Reg et
g le point de la fibre Crit connectég Soit I'applicationd. : Reg— {—1,0,1} définie par :

e dc(p)=-1siqe Up

o dc(p)=0sig=c

e ¢c(p) =1sige Down

L'application¢. sera d’'une tres grande utilité dans la description de li@lgme de maillage
d’une surface algébrique implicite.
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3.4

L'algorithme de calcul de la topologie deC(f)

3.4.1 Description globale de I'algorithmeTopol Cour be2D

Algorithme 3.4.1: TopolCourbe2D

Entrées: f € Q[X,Y] polynéme sans facteur carré de dedré
Sorties: Topologie de la courbe(f)

1.

Prendre\ := 0 et poserf (X,Y) = f(X+AY,Y),

2. Calcul de la sequence des polynorieg X) ke[1,d—1]-
3.
4. Calculer les fibreg-critiques deC(fy).

Tester la généricité de la position déf, ) avec I'algorithmeGenericTest

(k) (k)

— Calcul des pointg-critiques : pouk =1,...,d —1, soita;”,...,0g,
(K)
les racines réell X) et = k1l ),
es racines réelles dg(X) etf3; (@)

pCrit := Yd-1 Uis';l{(ai(k),ﬁi(k))} est 'ensemble des poinkscritique deC(fy).
— Calcul des points réguliers des fibpesritiques : pouk =1,...,d—1,

‘ , Kk f, (o) K k
j=1,...,5 soitR(al¥ B, Y) = W etd)], .. 8,

les racines réelles dﬁ(agk),ﬁgk),Y), alors :
ng) = {(agk),égg), s (agk),égifnk)} est I'ensemble des points réguliers

de la fibrex-critiguex = a%k).

Calculer les fibres réguliéres d¢f)) : Soitay < 02... < dgpcrit la liste strictement
croissante des valeuxscritiques deC(f) ), oo = 01 — 1 etOypcrit+1 = Awpcrit+ 1.
Pouri =0,...,#pCrit, soitp; = % ete(li), 6%'1) les racines réelles du
polynémef, (pi,Y).

Reg = {(pi,e(li)), . (pi,eéﬁz)} est I'ensemble des points de la fibre régulieee p;.

Appliquer I'algorithme de connection aux fibres calcslée
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3.4.2 Complexité de I'algorithmeTopol Cour be2D.
Notations et résultats basiques

Nous rappelons quég désigne la complexité binaire en ignorant les facteursrltga
miques, L(a) := [log,|a|] désigne la taille binaire d’un entier donaét pourP polyndme
a coeffients entier&y, . ..,an) (en une ou plusieurs variableg)(P) désigne :

L(P) :=max L(ap),...,L(an))

L’'algorithme de calcul de topologie que nous venons de t&camporte essentiellement
trois phases :

1. une phase d’élimination ou on calcule la séquence des@ulgs sous-résultants associes
aux polyndmed (X,Y) etoy f(X,Y);

2. une phase ou on teste si la coutd ), lieu des zéros réels du polyndrigX,Y), est en
position générique ;

3. une phase d’isolation des racines réelles du résultamgalgnomed (X,Y) etdy f(X,Y).

Dans cette section nous rappelons les complexités birdasealgorithmes que nous utilisons
dans ces phases de calcul.

Le résultat suivant provient du Théorem&.10

Proposition 3.4.1 Soient AB € Z[X,Y] de degrés et de tailles binaires de coefficients respec-
tivement majorés par d et Il existe un algorithme calculant la séquence des soushi&ss
(SH(A;B))ic[oq), Par rapport a la variable Y, associée a A et B avec une contplele
Og(d®1). De plus pour tout E [0,d], £(SK(A,B)) = O(d1).

Concernant l'isolation des racines, Pan décrit d&dl Lin algorithme calculant une approx-
imation des racines avec une préciscen Og(d®t + de) avece € O(dt) qui est la borne de
séparation pour un polynéme de dedrét des coefficients de tailie Ainsi nous avons, pour
I'isolation des racines, la proposition suivante :

Proposition 3.4.2 Soient Ac Z[X], d := dedA) ett:= L(A). Il existe un algorithme d'iso-
lation des racines réelles de A avec une complexit@gle®t). De plus la taille des bornes
des intervalles d'isolation eg?(dt).
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Etude de complexité de I'algorithmeTopol Cour be2D.

Théoreme 3.4.3Soient fe Z[X,Y], d:=dedf), 1:= L(f) et C(f) le lieu des zéros réels
de f. L'algorithmeTopol Cour be2Dcalcule la topologie de la courb€( f) avec une com-
plexité binaire probabiliste ewg(d1%r) et déterministe ey (dCr).

Démonstration La premiére étape de I'algorithme est le calcul de la séqeles sous-
resultants(Sri(f,0y f))icjoq) associee &(X,Y) etdy f(X,Y) par rapport a la variabl¥.
D'aprés la Propositior.4.1, ce calcul s'effectue avec une complexité @gd®t) et pour
touti € [0,d], L(SK(f,0f)) = O(dt). La deuxieme étape consiste a calculer la séquence
(Ti(X))ieLd—1- D'apres la Propositiod.3.5 son codt binaire est deg(db1). La troisiéme
étape est la phase de test et de mise en position générigdéfgleD’aprés le Théoréme
3.3.12(respectivement Théoren3e3.9, ce calcul s’effectue en une complexité binaire déter-
ministe (respectivement probabiliste) &g(d'%t) (repectivementz(d®t)). Ensuite vient la
phase de calcul des fibresritiques et des fibres réguliéres. Le calcul des valearitiques
correspond a l'isolation des racines du résultagt S0y f) qui est un polyndme univarié
de degréOg(d?) avecL(Si(f,df)) = O(dt). Par la Propositiors.4.2 ce calcul s'effectue
avec une complexité dés((d?)3dt) = Og(d’1). Les calculs des deuxiémes coordonnées des
fibresx-critiques et des fibres réguliéres déf) s'effectue, d’aprés la Propositidh3.15
avec une complexité binaire das(d'r). Ainsi le calcul de la topologie de(f) s’effectue
avec une complexité binaire deterministe@s(d°t + dbt + d% +d’t + d*°) = Og(d%)

et probabiliste emg(d5t + d®t + dbt + d”1 + d1%r) = Og(d'%r). O

3.5 Implémentation et expérimentation

L'algorithme que nous venons de décrire a été entieremeplémenté avec MrH-
EMAGIX. Dans cette section, nous fournissons quelques exemplegpdmgies calculées
ainsi que les équations des courbes correspondantes.
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FIG. 3.7 - X* 4+ 23y + y* + 3x%y —y®

i

FIG. 3.8 —y* — By?X + X% — 4x2y? + 24x3

61
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FIG. 3.9 — —230396* — 1558300 + 3706560§* + 3590¢ + 21700 + 129609° +
26043602 — 74528642 — 72774002y? — 55969209°x 4+ 15588003y2 + 27993609 +
27975608 + 467280§*x? 4 25894F°x* 4- 37333439

FIG. 3.10 =8 + 4x8y? + 6y*x* + 4yPx2 4+ yB — 4x6 — 122x* — 12y*x% — 4yB + 16x%y?
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FIG. 3.11 58 +y2x4 —yA2 — 24 — B+ 2y + 32 —y2 - xy

FIG. 3.12 —x8 + 3y2x* + 3y*x2 + Y6 — 4x3y?

63
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FIG. 318 ——y2x* X84 X7 + e 4 28y2 1+ P 4334 4 Ax2yR — By + 3By — P —xCy?

FIG. 3.14 — 16 — 20x® 4 5x— 4y° + 3y
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FIG. 3.15 —105/°x* — 80y + 1403 — 140/3x 4 35y* — 105/*x? + 48y° - 42xy° — 42x° +
35¢* — 7x8 4 32y + 84xy — 140y + 42y + 210¢%y? — 42y? — 7y° — 8y +-7

FIG. 3.16 —Y8 + X’ — X8y + 21x%y? — 35x*y° 4 35x%y* — 21x°y° + 7xyP — y7 +8yP — 7x° +
35x%y — 70x3y? + 70x%y> — 35xy* + 7y° — 20y* + 14x3 — 42y + 42xy? — 14y3 + 16y° — Tx+
y—2






Chapitre 4

Topologie d’'une courbe intersection de
deux surfaces implicites.

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressakalde la topologie d’'une
courbe algébrique plane. Ce calcul peut étre interprétéromba détermination de la topolo-
gie d’'une section d’'une surface algébrique, c’est-a-diréppologie de I'intersection d’'une
surface avec un plan. A présent, nous abordons le probldome gpnéral, du calcul de la
topologie de I'intersection de deux surfaces algébrig@essuppose que les deux surfaces
n'ont pas de composante commune, c’est-a-dire que leursedgon est une réunion de
courbes et de points isolés.

Le calcul de la topologie de I'intersection de deux surfagggbriques implicites est une
primitive essentielle dans plusieurs algorithmes utlie@ CAGD. En effet, il apparait in-
dispensable dans les algorithmes de calcul de maillagespigoes de surfaces algébriques
singulieres. Il existe plusieurs travaux dédiés a ce probldans ], Alcazar et Sendra étu-
dient le cas particulier ou la courbe d’intersection esuited lls proposent un algorithme
symbolique-numérique utilisant la théorie des sous-tastd et le calcul de pgcd d’approxi-
mations de polynémes. Leur approche donne de bons réquitdigues, mais les topologies
retournées ne sont pas certifiées du a I'utilisation de taleyygcd d’approximations de
polynémes. Dans53], Owen et Rockwood étudient aussi le cas ou la courbe diat#ion
est réduite. lls proposent un algorithme numérique utitigkes techniques de subdivision.
Mais la topologie aux voisinages des singularités de lalmest non certifiée voire incon-
nue. Nous mentionnons aussi le travail daB$,[ou les auteurs s’attaquent au probléme
dans le cas ou l'intersection est une courbe réduite. Tidsment, EI Kahoui a proposé
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dans P4] un algorithme symbolique-numérique certifié pour le chidel la topologie de
courbes définies comme intersectionrdgurfaces implicites. Son algorithme exige le calcul
des générateurs du radical de I'idéal engendré par les polgs définissant les surfaces con-
sidérées, faisant ainsi appel a des calculs de base de @Grébr@us des calculs des suites
de sous-résultants.

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme, symlestigmérique, certifié de calcul
de topologie d’'une courbe intersection de deux surfacediditgs. L'approche que nous
développons est basée sur une analyse des propriétés degsoltants. Contrairement aux
algorithmes décrits dan87]] et [5], elle n’utilise qu’une projection de la courbe d’intersec
tion et permet de calculer sa topologie dans le cas ou elleoestéduite.

Nous introduisons la notion de courbe en position pseudéigue par rapport a un plan, ce
qui nous permettra de garantir I'existence de paramétisatationnelles par morceaux de la
courbe, par rapport & sa projection sur ce plan. La topolibgla courbe projetée est calculée
avec I'algorithme décrit dans le Chapitégpuis relevée morceau par morceau dans I'espace,
en utilisant les paramétrisations. L'utilisation de cespa@trisations permet un relévement
rapide, et évite les problemes numeériques souvent rer@odéans ce type de calcul.

L'une des difficultés majeures des algorithmes basés suéthade "projection puis releve-
ment" réside dans la distinction entre les singularitésadeolrbe plane, introduites par la
projection, et les singularités provenant de la projectiervraies singularités de la courbe
spatiale. Nous proposons un algorithme certifié permettardistinguer ces deux types de
singularités de la courbe projetée.

4.2 Analyse de la géométrie d’'une courbe implicite

SoientPy, P, € R[X,Y,Z], Z(P,P2) = {(x,y,2) € C* | Pi(x,y,2) = Px(x,y,2) = 0} la
variété algébrique définie px etP,.

Définition 4.2.1 On dit que la variété algébriqu&(Py, P>) est une courbe algébrique dans
C3 si elle est de dimension 1.

Supposons que la variété algébrique= Z(Py,P>) soit une courbe algébrique et nommons
Cr sa partie réelle :

(r = Z(PL,P2) NR® = {(x,Y,2) € R¥| P1(x,y,2) = Pa(x,Y,2) = O}.

Nous nous intéressons au probleme du calcul de la topolegi@ dourbe algébrique réelle
Cr, C'est-a-dire la détermination d’'une structdxelinéaire par morceaux, isotope’g .

Définition 4.2.2 Une isotopie deR® est une applicationp : R3 x [0,1] — R3, telle que
¢(-,0) = IdRs et pour tout t€]|0, 1], ¢(-,t) est un homéomorphisme.
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Définition 4.2.3 SoientA, A C R3, on dit queA est isotope 3\ s'il existe une isotopié de
R3 telle qued (A, 1) = A.

Comme pour les courbes algébriques planes, le calcul dpdéogie d’'une courbe algébrique
deR3 passe par celui de la structure de ses points singuliersetrds lisses qui relient ces
points. Soitl 'ensemble des polyndmes s’annulant sur la courbe algébriq

| :={GeR[X,Y,Z] | ¥(a,B,y) € Z(P1,P2),G(a,B,y) = 0}

Il est clair quel est un idéal de 'anneal®[X,Y,Z]. De plus par le théoréme des zéros de
Hilbert, | est le radical de I'idéalPy, P,), engendré paP, et P,. Nous notonsss, ..., G un
systeme de générateurs de l'idéale. | := (Gy,...,Gm). Les deux idéaux,Gy,...,Gm) et
(P1,P»), décrivent algébriquement le méme objet géométrigu€ependant pour I'analyse
de la topologie de la courb€g, la description d&” par (Gy,...,Gm) est plus convenable,
car la caractérisation des singularités géométriquedeeffectue aisément avec une chute
de rang de la matrice jacobienne associ€a a..,Gn. En effet I'idéal(Py,P,) n’étant pas
radical, il arrive qu'il existe des composantes@géométriguement lisses sur lesquelles on
observe une chute du rang de la matrice jacobienne assoljést B.

Exemple 4.2.4SoientP; = X2 +Y2 — 1P, = X2+ Y2+ Y2 -1 et(r = {(xy,2) € R3]
Pi(X,Y,z) = P2(X,y,z) = 0}. La courbeCr est un cercle, donc géométriguement lisse. Cepen-
dant, le rang de la matrice jacobienne associBget P,, en tout point der est strictement
inférieur a 2.

Définition 4.2.5 Soit M(X,Y, Z) la matrice jacobienne m 3 avec(dx G;,dyG;i,0zGj) comme
i®M€ligne.

1. (a,B,y) € Cr est régulier si et seulement si le rang de la matricéi\B,y) est égal &2.

2. (a,B,y) € Ggr singulier si le rang de la matrice K, 3,y) est strictement inférieur a.

L'une des difficultés majeures du probléme de la constroadi® la topologie d&r réside
dans le calcul de la structure de ses points singuliers. #& chfficulté, s'ajoute celle de
I'élaboration d’algorithme permettant de connecter codement les arcs lisses dg a
ses singularités. Dans ce chapitre, nous fournissons orithlge résolvant le probléme, sans
passer par le calcul du radical de I'idé#&h, P,). L'algorithme que nous déveleppons dans ce
chapitre peut étre décomposeé en trois phases :

1. calculer une projection de la courldg sur "un plan bien choisi”,

2. calculer la topologie de la projection dg obtenue en 1 en utlisant I'algorithme
TopolCourbe2D décrit dans le chapitre précédent,

3. relever, de facon certifiée, la topologie de la courbegbéej obtenue en 2.
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Par "plan de projection bien choisi”, nous entendons un fgaque la projectiorCy sur
ce dernier, présente un certain nombre de propriétés deigénéimplifiant le calcul et le
relévement de sa topologie.

4.3 Calcul certifié de la topologie deCr

4.3.1 Description géomeétrique de I'algorithme

Considérons une courbe algébrique spatiale (figuig La premiére étape de I'algo-
rithme consiste a calculer une projection de notre courbearsplan donné (figuré.2). Une
fois la courbe projetée, nous calculons la topologie de sg@tiion en utilisant I'algorithme
TopolCourbe2D décrit dans le chapitre précédent. Rappelons que ce déomieionne en
calculant les fibreg-critiques de la courbe plane, puis une fibre réguliere efgux fibresx-
critiques consécutives (figure3). Aprés ce calcul, vient la phase de relevement. Cette phase
commence par le relevement des fibres préecédemment cadfilgere 4.4). La derniere
étape est celle de la connection des points dans I'espacee(fich). Si la courbe est dans
une "bonne position", ces connections peuvent étre déddéteelles obtenues sur la courbe
plane.

FIG. 4.1 — Courbe spatiale
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FIG. 4.2 — Phase de projection

FiG. 4.3 — Calcul de la topologie de la projection
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FiG. 4.4 — Relevement des fibres

FiG. 4.5 — Phase de connection
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- il
E

FIG. 4.6 — Complexe simplicial obtenu

L'objectif de la section suivante est de définir, puis de c#rdser la notion de "bonne
position" employée ci-dessus.

4.3.2 Conditions de généricité deRr

Pour qu’'une courbe spatiale soit dans "une bonne positedie’ doit remplir trois con-
ditions. Dans cette sous-section, nous définissons cestiomsd puis élaborons des algo-
rithmes certifiés permettant de tester si une courbe doeséeinplit.

Pseudo-généricité de la position deg

SoitMn : (x,y,2) € C3+— (x,y) € C? etN| la restriction de1 & 'ensembleC.

Définition 4.3.1 La courbe réelleCr est en position pseudo-générique par rapport au plan
(x,y) si, pour presque tout poiritr, ) € M| ~(C), I’ensembleﬂ|gl(0(, B) estréduita un point.
Autrement dit(r est en position pseudo-générique si et seulement si I'drisekpp, défini
par App = {(a,B) € N|(C) | #(N| - (a,B)) > 1}, est fini.
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Admettons que dedP;) = degP) et deg(P») = degP,) (on peut toujours se ramener a
cette hypothése par un changement de coordonnées)f &opartie sans facteur carré du
résultant deP; et P, par rapport a la variabl& et m := min(degPy),dedgP,)). Pour tout

i € [0,m], soit S¢(X,Y,Z) = ¥ jc[oi] s j(X,Y)Z! le i®M sous-résultant associéRa et P
considerés comme polyndmes2rBSoit (4i(X,Y))ic[o,m 12 séquence d’éléments dgX, Y]
inductivement définie ci-dessous :

No(X,Y) =1,00(X,Y) = f(X,Y);

Vi e [1,m],6i(X,Y) =pgcd©;_1(X,Y),sr;(X,Y)).
BOi-1(X,Y)

vie [Lml, AXY) = =55

Pour touti €[ 1, m], soient :
C<AI) = {(X7y) € ]RZ : Ai(X,y) = 0}7

C(f):={(xy) e R?: f(x,y) = 0}.

La proposition suivante permet de classer les composastey fd), projection deCy sur
le plan(x,y), selon leur multiplicité. De plus, pour une classe de coraptes deC(f) de
multiplicité i, elle fournit une paramétrisation rationnelle permet@etrelever les points
réguliers de cette classe de composantes.

Proposition 4.3.2
L fXY) = Miepm) Ai(X,Y).
2. C(f) = Uie[[l,mﬂ C().

3. (g est en position pseudo-générique par rapport au ghag) si et seulement si pour tout
(a,B) € C? et toutic [1,m] tel quest j(a,B) # 0etAi(a,B)=0 ona:

Si(a,B,2) = % s j(o,B)Z) = st (o, B)(Z—Y)', avecy = _Sti-a(a,B)
j€[0.i] ishii(a,pB)
Démonstration
1. Comme pour toute [1,m], Ai(X,Y) = % alors par récurrence on a:

_B(X,Y)  f(X)Y)
HA' (X.Y) T Om(X)Y)  Om(X.Y)

Comme deg(P1) = degP1) et deg(P,) = degP,) alors spym(X,Y) € Q* par suite
Om(X,Y) =pged Om-1(X,Y),Simm(X,Y)) = L et f (X,Y) = [Nicprm Ai(X,Y).
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2. Commef (X,Y) = [Micam Ai(X,Y), alors il est clair que(f) = Ujcpy,m C(Li)-

3. Supposons quER Soit en position pseudo-générique par rapport au fxay). Soient
(a,B) € C2? eti € [1,m] tels que Aj(a,B) = 0 et sri(a,B) # 0. Commedy(X,Y) =
eifl(X’Y), alors®_1(a,B) = 0. Or©;_1(X,Y) = pged ©i_2(X,Y),sri_1i-1(X,Y)), donc

OI(X7Y)
Oj_2(a,B)=0etsr_1;_1(a,B) =0. Repétant le méme raisonnement, nous montrons que
Shi_2i—2(0,B) =...=spo(a,B) =0. Ainsion a, st 1j_1(a,B) = ... =Sho(a,B) =0 et

sri(a,B) # 0, et par le théeoréme fondamental des sous-résultants :

pgcdPy(a,B,Z), Pa(a, B,2)) = St(a,B,2) = ¥ shyj(a,B)Z.
j€lo.i]

Comme (r est en position pseudo-générique par rapport au ptay), le polynébme

Sr(a,B,Z) admet une unique racine, qui s’écrit, d’aprés les relatemtse coefficients

et racines d’un polyndme,= —ﬁr;;;f(g“bﬁ)), d’'ou le résultat.

Réciprogquement, supposons que pour tauB) € C? et touti € [1, m] tels que sr(a, B) #
0 etAi(a,B)=0 ona:

SHaBZ)= F sh(e,BZi = sni(a,B)Z-y), avecy— - SH-HLD)

o isni(a,B)
Soit alors(a,B) € C(f). CommeC(f) = Uicpm C(Ai), il existei € [1,m] tel que
Ai(a,B)=0.Sisyji(a,p) #0, en posany = —Siris’ir.]l(gab%), nous avons $fa, B,y) =0, ainsi
(a,B,y) est I'unique point deC se projetant sufa, ). Sachant par ailleurs, qu'il n'y a
qu’un nombre fini de points d€(f) solutions du systém&;(x,y) = sk j(x,y) =0, alors
presque tous les points d¥ f) ont une et une seule pré-image phl.. La courbe(y est
donc en position pseudo-générique.

O

Proposition 4.3.3 Soient R, P, € Z[X,Y, Z], d = maxdedg P;),deg P,)) ett = L(P1,P,). La
séquencéni(X,Y))ic[im Se calcule avec une complexité binaire@g(d'?).

Démonstration En effet, par le Théorem23.1Q le calcul de la séquengsi i (X,Y) )ic[1,m]
s'effectue avec un codt binaire d&(d®t), de plus, pour touite [1,m] £(sh,;) = O(d) et
degstij) = 0(d?). ©y(X,Y) étant par définition la partie sans facteur carré @e(3t,Y),

-1
alors ded@o) = O(d?) et L(Op) = O(dt). Par ailleurs commeg(X,Y) = m|‘| Ni(X,Y)
i=1

alorsy™, deg®;) = 0(d?) et £(©;) = O(dt). Pour calculer la séquenQAi(X;())ie[[lymﬂ,
nous réalison®(d) calcul de pged de polyndmes bivariés de de@péd?) ( les polyndmes
Oi(X,Y) et s§i(X,Y)) et dont les coefficients sont de tailles binai@&t). Sachant que
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chaque calcul de pged & un cofit binaire@igd!t) d’aprés le Théoréme 3.1Q il vient que
la complexité binaire de l'algorithme calculant la séquesis(X,Y) ) icp1.m est deOg(d*?r).
0

Théoreme 4.3.4La courbe(r est en position pseudo-générique par rapport au ghary)
si et seulement si pour touti] 1, m— 1], pour tout je[l,i—1]ona:

i(i—J)sh (X, Y)shi(X,Y) = (j+1)shi—1(X,Y)sh j+1(X,Y) = 0modh;(X,Y).

Démonstration Supposons quér Soit en position pseudo-générique. Soient
(i,j) € [L,m—1] x[0,i — 1] et(a,B) € C? tels quet;(a,B) = 0.
Sisfi(a,B) =0, alors par la Proposition.3.6 sr j_1(a,3) = 0. Par suite :

i(i—J)shj(a,B)sni(a,B) —(j+1)shi-s(a,B)sh jra(a,B) =0.

Si sk i(a,B) # 0, si nous posong= _% par la Propositiod.3.2(3) on a alors :
Si(a,8,2)= Y shj(a,B)Z =shi(a,p)(Z-Y)
i€loi]

En développantZ —y)' on obtient :

Yoz

Sti(a,B,2) = st (o, B)Z) = shij(a,B) <
ie%i]] | J'E%i}] J

Alors par identification on obtient : pour toute[1,m—1], j €[1,i—1] et (a,B) € C?,
Ai(a,B) = 0 impliquei(i — j) sk j(a, B) sfi(a,B) — (j+1)shi-a(a,B) sk j1(a,B) = 0.
Réciproquement, supposons que pour toaf] 1, m— 1] et tout j €[1,i — 1],

i(i—J)sh (X, Y)shi(X,Y) = (j+1)shi—1(X,Y)srh j+1(X,Y) = 0modh;i(X,Y)(1)
Soit (a,B) € C(f) eti € [1,m—1] tel quedi(a,B) =0 et srj(a,B) # 0. Alors par(1) on a
Vie[li—-1]:
(i — J) s, j (0, B) St (00, B) — (] +1) Sk —1(c, B) S j1(01, B) = 0(2)

En multipliant(2) par(}) et en utilisant I'égalité j +l)(jjrl) =(i— ])('J) on obtient :

vieroi-11,i( . ' V(@ B)se (@B~ ()i a(,B)sha(a,B) =0
J+1 J

Comme sfi(a,B) # 0, on peut diviser I'égalité3) pari(sf;(a,[3)). Ainsi on obtient pour
tout j €[0,i —1] :

—shj—1(a,pB)

<i Jlrl> sh,j(at,B) + G)V(O(,B) st j+1(0, B) = 0 avecy(a, ) = i(sri(a,pB))
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De cette derniére égalité on déduit par récurrenceyque|0,i] :
i o
si(eB) = () swa(a.B)(-yia.p)

D'oU, ¥ jefoij Sh.i(0,B)Z) = Ticoj (})Sﬁ,i(G,B)(—V(G,B))i_ij = si(a)(Z—y(a,B))".
Ainsi par la Propositiod.3.2, (g est en position pseudo-générique. O

L'algorithme suivant, fondé sur le Théorema.4 permet de certifier la pseudo-généricité
de la position de la courb€g .

Algorithme 4.3.1: PseudoGenericTest
Entrées: P,P, € Q[X,Y,Z] tels que pgcP,P,) =1
Etape 1 :Rendre I¢P;) et Ic(P,) éléments d&)*.
Sideg (P,) # ded P,) ou deg (P;) # deq Py ) faire le changement de variables
(X,Y,Z) — (X+AZ,Y +uZ,Z) dansP; et P, avech,p e Q*.
Etape 2Calcul des polyndma4;(X,Y).
Calcul de la séquence des sous-résultants assobieet &
SK(X,Y,Z) =3\ _oshj(X,Y)Z),i€{0,...,m} .
f(X,Y) :=squarefre€sioo(X,Y)),
O1(X,Y) = pgcd f(X,Y),sn;(X,Y)),
Al(X7Y) = %7
pouri allant de 1 anfaire :
(X,Y) = pged©;_1(X,Y),s1(X,Y)),
BN(X,Y) = Tty
fin faire.
Etape 3Test de pseudo-généricité.
Pouri allant de 1 anfaire :
sif(X,Y) # 0 alors
pour j allant de 0 d — 1 faire :
(i(i—J)shj(X,Y)shi(X,Y) = (j+1)shi—1(X,Y)sh j+1(X,Y)) modAi(X,Y).
Si le résultat est égal a zéro, continuer,
Sinon retourner Faux,

fin si,
fin faire,
fin si,
fin faire.

Retourner Vrai.

Théoreme 4.3.5Soient R, P, € Z[X,Y,Z],d=max(deg P1),ded P,)) ett = L(P1,P,). L'al-
gorithmePseudoCGener i cTest , teste la pseudo-généricité de la position@eavec une
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complexité binaire d©g(d1).

Démonstration Lutilisation de I'algorithmePseudoGenericTest  nécessite0(d?) appels
de l'algorithme de division exacte de polyndmes multivaifeoir [6]) avec en entrées un
polyndme bivarié de degré borné pafd?) (polynémed;(X,Y)) et un de degré borné par
O(d?) (produit de deux coefficients sous-résultants de degréstbgrarO(d?)) et dont les
coefficients sont de tailles binaires bornées@g(dt). Comme la complexité de I'algorithme
de division exact de deux polyndmes bivariés de degrésq est O(pg?) (voir [6]) alors
la complexité binaire de I'algorithmRseudoGenericTest  estO(d?) x 0((d?)? x (d?)?) x

Og((d1)) = Og(d™M). 0

La proposition suivante découle de la Propositiod 2

Proposition 4.3.6 Supposons quér Soit en position pseudo-géneérique et $aitB,y) € Cr
tel que (a,B) soit un point régulier deC(f). Alors il existe un unique & [1,m] tel que
Ai(a,B) = 0etsr (a,B) # 0. De plusy = —s.rs%(fg%)

Remarque 4.3.7La proposition précédente est essentielle dans la phastedement de la
topologie deC( f) pour obtenir celle deRr. En effet, les paramétrisatiogs- _%SXLE)) per-
mettent de calculer les troisiemes coordonnées des pémitiers deC( f) connaissant leurs
coordonnées ainsi que l'indi¢ede I'uniqgue composanté(4;) a laquelle ils appartiennent.
Ces informations sont fournies par I'algorithme de cal@itapologie de”(f). En effet, les
points réguliers d€( f) sont obtenus en choisissant une valeur régutiéeatre deux valeurs
x-critiques de((f) puis en résolvant I'équatiori(a,Y) = O pour obtenir les deuxiémes
coordonnées (voir sectio®.3.3. Mais sachant qué(X,Y) = [Tic(1,mAi(X,Y), pour une
valeur réguliére donnée, nous allons résoudre les équatidqga,Y) =0,...,An(a,Y) =0.
Ceci nous permettra d’obtenir la deuxieme coordonnéerati€ei de I'unigue composante
C(4)) a laquelle appartient le point régulier considéré. Ainsiljsant la paramétrisation
y= _%(;BB)) on reléve aisément le point régulier def) considéré.

Il reste maintenant a relever les poimtsritiques deC(f). Cette opération est plus délicate
et nécessite que I'on analyse l'origine et la nature de cesi@ts. En effet tout les points

x-critiques deC(f) ne sont pas des projections de poxgitiques de(.

La sous-section suivante introduit la notion de singutaapparente de'(f) puis celle de
généricité d’une courbe algébrique spatiale.
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Singularités apparentes et conditions de généricité dég

Théoréme 4.3.8Soient fe Q[X,Y] le résultant de Pet B par rapport & la variable Z et
C(f) == {(x,y) € R?, f(x,y) = 0} la projection deCg sur le plan(x,y). Si(a,B,y) est un
point singulier de(r, alors (a, 3) est un singulier dg (). La réciproque est fausse.

Démonstration VoyonsP; et P, comme polyndmes en la varialde

=

=

=
i

ag,(X,Y)Z% + ... +ag(X,Y)
Po(X,Y,Z) = bg,(X,Y)Z% + ... + bo(X,Y)

SoitM la matrice de Sylvester d@ etP :
ao bo

M = ad]_ ao bd2 bO

ag B,
Par définitionf (X,Y) = detM). SoitM’ la matrice obtenue & partir d¢ en multipliant le
ieme colonne deM parZ'—1. On a: detM’) = ZSdefM) = Z5f(X,Y) avecs = 2(di+dp—
1)(d1 4 d2). En ajoutant toutes les colonnesMea la premiére on obtient une matrib#,
dont la premiére colonne est la transposérRI€Z)., ..., 2% 1P(Z),Py(2),...,Z% 1P,(2)).

Pour calculer le déterminant dé¢”, on développe suivant la premiére colonne et on obtient

alors :
dr—1 dy—1

detM’) = >z PU(Z)M414(2) + >z PoA(Z)M g,411(2)
1= 1=
ol m{yl est le cofacteur d'ordréi,1) deM’. Or m{yl(Z) — Z°m 1 (oumi ;1 est le cofacteur
d'ordre(i,1) deM) donc
, b1 a1
de(M') = Z5(P(2) % Z'mip11+P2(2) Z) Z'my1g,11.1)-
= =

Or de{M’) = Z5f(X,Y), donc

-1 -1
f(X,Y) = (Pu(2) Z) Z'mip11+P2(2) % Z'Miydy41.1)-
i= i=
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PosantA = %21 Zm 11 etB= 5" 'Z'm4,,11, on obtient :
f(X7Y> = P]_(X,Y,Z)A(X,Y, Z) + PZ(X7Y72>B(X7Y7 Z)

Quitte a effectuer le changement de variable Z — v, (le résultant est invariant par transla-
tion), on peut supposer qye= 0. Montrons qué f(a,3) = 0.

oyf= Aaypl + PlayA-l- Baypz + PzayB, commePl(a, B,y) = Pz((], B,y) =0 alors

oy f (a1, B) = A0, B,Y)vPL(a, B,Y) + B(at, B,y)oyPa(ct, B, ).

OrA=5%21Zm. 15 etB= 3% Zm q,.11, doncA(a,B,y) = A(a,B,0) = my1(ar, B)
etB(a,B,y) = Mg, 1(a, B). Par ailleurs, commey(a, B,y) = P>(a,B,y) = 0 ety = 0 alors
ap(a,B) =bp(a,B) = 0. Donc par développement suivant la premiére colonne on a:
my1(at, B) = (—1)% by (0, B)C(ar, B) etmygy 2(at, B) = (—1)%*?ay(at, B)C(ar, B), 0UC est

le déterminant de la matrice obtenue en privdinte ses deux premieres lignes et ses deux
premieres colonnes.

Ainsi A(a,B,y) = (~1)%* by (a, B)C(a,B) et B(a,B,y) = (—1)%+2ay (0, B)C(a1, B), d'oi
dv f(a,B) = (—1)%+C(a, B)ba(a, B)ayPi(a, B,y) —aa(a, B)dyP2(a, B,y). Commey=0, alors
ai(a,B) =0zP1(a,B,y) etbi(a,B) = dzP(a,B,y) par suite,

oy f(a,B) = (—1)%™C(a, B)azP2(a, B,Y)9zPi(a, B,Y) — 0zPL(at, B,Y)dyPa(a, B, ).

Mais comme(a, 3,y) est un point singulier de alors

(aZPZ(aa B,V)avpl(o‘a va) - azpl(a7 B,y)aYPZ(G, va» =0.

D’ou oy f(a,B) = 0. De maniére analogue on montre @yd (a, ) = 0. Ainsi (a,3) est un
point singulier deC(f). O

Remarque 4.3.9La projection d’un point singulier dég étant un point singulier de'(f),
nous pouvons retrouver les singularités de la courher partir de celles de’(f). Cepen-
dant, le probleme des singularités apparentes se posefeEquednd on projette une courbe,
il arrive qu'’il apparaisse d’autres singularités et il essentiel de les distinguer parmi les
singularités de”(f).

Rappelons quél : (x,y,2) € C3— (x,y) € C? et |, est la restriction d€l & I'ensemble
(R-

Définition 4.3.10 Soient fe Q[X,Y] le résultant de RX,Y,Z) et B(X,Y,Z) par rapport

a la variable Z,C(f) := {(x,y) € R?, f(x,y) = O} la projection deCr sur le plan(x,y) et

(a,B) un point singulier de”(f).

1. On dit que(a, B) est une singularité apparente @& f) lorsque I'ensemblél |Eﬂi (a,B)
contient au moins deux points (voir figute’).
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2. On dit que(a, B) est une singularité réelle d€(f) lorsque I'ensemblél \E]; (a,B) est
réduit a un point (voir figuret.?).

~—~—_——

FIG. 4.7 — Distinction entre singularités apparentes et visirggulariés

A présent nous allons définir la notion de position générjmue une courbe intersection
de deux surfaces algébriques implicites.

Définition 4.3.11 Soient R, P, € Q [X,Y,Z], f € Q[X,Y] le résultant de Pet B par rapport
a la variable Z,(r = {(x,Y,2) € R® | Pi(x,y,2) = 0,Px(x,y,2) = 0} et C(f) := {(x,y) €
R?, f(x,y) = O} la projection deCr sur le plan(x,y). On dira que(g est en position
générique par rapport au plafx,y) si et seulement si :

1. Cgr est en position pseudo-générique par rapport au ghary),

2. la courbe plane”(f) est en position générique,

3. toute singularité apparente d& f) est un noeud.

Nous avons fourni dans la sous-section précédente un dgmripermettant de tester la
pseudo-généricité de la position dg. L'algorithme permettant de certifier la généricité
de la position de la courbe plag¥ f) a été donné dans le Chapifie
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Dans la sous-section suivante nous fournissons un algweitnodulaire permettant de
distinguer les singularités apparentestié ) puis de tester si elles sont toutes des noeuds.

Calcul des singularités apparentes de’(f)

Nous supposerons ici quér est en positiorpseudo-génériquet C(f) = My(Cr) est
en positiongeneérique Soit (I"j(X));c[1n 12 S€quence des polyndmes associé€% 8 (voir
section3.3.9 et (Bj(X))je[wn la sS€équence des paramétrisations polynémiales qui ledr son
associées (voir sectioh3.3. Rappelons quéSr (X,Y, Z))ie[[lm]] désigne la séquence des
polynémes sous-résultants associ€s,& < Q[X,Y,Z].
Pour tout(k,i) € [1,m] x [0,k—1], soitR;(X,Y) et le polyndme suivant :

Rii (X,Y) = k(k—1) slii (X,Y) Sb ( (X,Y) = (i + 1) Shick—1(X,Y) Sl +1(X, Y).
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.3.12Soit(a,b) € R? tel quesik(a,b) # 0. Le polyndmeSi(a, b, Z) a une et une
seule racine si et seulement si pour toat jO,k — 1], R¢i(a,b) = 0.

Pour toutj € [1,n], soit (uk j (X))ke[w,j € (VK j(X))ke[2,j] leS S€quences d’elements@¢X]
définies par :
— ugj(X) i=pgedTj(X),sn1(X, Bj(X))),
Uk (X) := pgedstick(X, Bj (X)), Uk-1,j(X)),
— Vi j(X) := quo(u-1,j(X), Uk (X))
De maniere plus intuitive, pour upfixé dans[1,n], a est racine dej (X) si et seulement
Si:

1. deg (pged f(a,Y),dv f(a,Y)) = |,
2. deg(pgedPy(a,Bj(a),2), Pa(a, Bj(a), Z))) = k.
Pour tout(k,i) € [2, j] x [0,k—1], soit (W j(X)), (Tj k(X)) et (xj k(X)) les séquences
d’éléments dé)[X] définies par :

— Wi0,j(X) 1= Vi (X), Wi+, (X) := pged Rei (X, Bj (X)), Wk, j (X)),

= Fa(X) = qualj(X), ug j (X)), T k(X) = Wik j (X),

— Xjk(X) := quowio,j (X), T k(X)).
Théoreme 4.3.13
1. Pour toute racine derl j «(X) la fibre x-critique(a, Bj(a)) contient 'unique

point (a, Bj(a),yj k(a)) avecy;j k(a) := —%m
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2. Pour touta racine dex;j k(X), (a,Bj(a)) est une singularité apparente @& f).

Démonstration

1. Soita une racine dé j k(X) := Wik j(X) = pgcd R k—1(X, Bj (X)), Wk k—1,j (X)). Alors
Wick-1,j(0) = Rek—1(at, Bj(a)) = 0.
Commewy k—1,j(X) := pgcd Rek—2(X, Bj(X)), Wk k—2,j(X)),on a:
Wik—2,j(@) = Rek—2(a, Bj(a)) = 0.
Ainsi par une récurrence immédiate on obtient :
vi € [0,k—1],wi;,j (o) = Rei(ar, By (@) = 0.
Commew o j(X) := Vi j(X), nous en déduisons que :
Vij(a) =0.

Commev j(X) := quo(uk—1,j(X), U j (X)) et queuy ; et ux_1; sont sans facteur carré,
alorsu_1 j(a) = 0 etugj(a) # 0. Commeuy j(X) = pgcdshick(X,Bj(X)),U—1,j(X))
alors sg(a,Bj(a)) # 0. Par ailleursug_1 j(X) = pgcdsti—1k-1(X,Bj(X)),Uk—2j(X))
etuc_qj(a) =0, d'ou sk_1k-1(a,Bj(a)) =uk_2j(a)=0.

Utilisant les méme arguments, on montre par récurrence que :

Vi € [0,k—1] snii(a,Bj(a)) =0.

Ainsion a: sgx(a,Bj(a)) # 0 et sk_qk—1(a,Bj(a)) = ... =sno(a,Bj(a)) =0 et par le
théoreme fondamental des sous résultants :

k

ng((P]_(G,Bj((X),Z), PZ(G7I3]<G)7Z)> = Srk(G,Bj((X),Z) = _%Srk,i(aJ?)j(a))zi'

Ainsi par le Lemmet.3.12 pged Pi(a, Bj(a),Z),P.(a,Bj(a),Z) admet une et une seule
_ Stkk—1(a,Bj(a))
ks (a,Bj (o)) -

2. Soita une racine dgj (X) := quaWio,j(X),j k(X)). Alorswy g j(a) =0 etljk(a) =
Wik j(0) # O carwi o j(X) etlj k(X) sont sans facteur carré. Sachant que pouriteut
[0,k—1], Wii+1,j (X) 1= pgedRei (X, Bj (X)), Wi j (X)) alorswi g j(a) = 0 etwi j (a) #

0 implique I'existence dee {0,...,k—1} tel queR;(a,Bj(a)) # 0. Alors par Lemme
4.3.12 le polynbme Sq(a, Bj(a),Z) = z!‘zosrkyi(a, Bj(a))Z' admet au moins deux racines
distinctes. Sachant que pd&d(a,Bj(a),Z),P(a,Bj(a),Z)) = Sk(a,Bj(a),Z),

alors(a, Bj(a)) est une singularité apparente.

racine qui s’écriyj(a) :=
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0

Proposition 4.3.14 Soient(j, k) € [1,n]x[2, j] eta une racine dej k(X). La singularité
apparente de(f) (a,B;j(a)) est un noeud si et seulement si :

(0% f (0, Bj(00)))? — 0%, (a, Bj ()82, f (a, Bj () # O

Démonstration Soit (j,k) € [1,n]x[2, ] eta une racine de;j«(X). Soit f(X+a,Y +
Bj(a)) =F1+...+Fn, ouF € Q[a][X,Y] est un polyndme homogene de degréa singu-
larité apparentéa, 3j(a)) est un point double si et seulemenEsi£ 0. Il est bien connu que
P2 = 1/2(02, (o, Bj (@) Y2 + 205 f (01, Bj (@) XY + 02, f (01, Bj (1)) X?) et que les facteurs
deF, donne le cone tangent @& f) en(a,Bj(a)). Ainsi la singularité apparente, 3j(a))
est un noeud si et seulement si le discriminant du polynbsig, Y) est non nul, d’ou le
résultat. O

Pour toutj € [1,n], Tj(X) := (0% f(X,Bj(X)))2 — 02, f (X, Bj(X))d2, f (X, Bj(X)). La
proposition précédente implique le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.15Toutes les singularités apparentes@gf ) sont des noeuds si et seulement
si pour tout(j,k) € [1,n]x[2, j] les polyndmeg; k(X) et Tj(X) sont premiers entre eux.

4.3.3 Relévement de la topologie de la courbe plarg(f)

Dans cette section, nous supposons @igeest en position générique, c’est-a-dire que
Cr est en position pseudo-générique, que la courbe pidrie = M,(Cr) est en position
générique et toutes ses singularités apparentes sont dedsacComme nous 'avons déja
mentionné, pour calculer la topologie dg, notre stratégie consiste a calculer la topologie de
sa projection sur le plafx,y), puis de relever dans I'espace la topologie obtenue darare p
(x,y). Soit C(f) la topologie deC(f); C(f) est une structure linéaire par morceaux isotope
a C(f) composée des fibrescritiques deC(f), d'une fibre réguliére entre deux fibres
critiques consécutives et des segments reliant ces fibesadles. Parmi les fibrescritiques
de C(f) nous distinguerons les fibres contenant des singularifgaraptes de'(f). Relever
la topologie deC'(f) revient a calculer, dans un premier temps, les pré-imakg]k-‘gs1 (a,B)
oul (a,P) est soit un point régulier de’(f), soit une singularité apparente @¥f), soit
un pointx-critique deE(f). Puis dans un second temps, il faut déterminer les conmactio
entre ces pré-images calculées. Le calcul des pré-imagegailetsx-critiques qui ne sont
pas des singularités apparentes s’effectue aisementes@atamétrisations données par le
Théorémet.3.13(1). Les pré-images des points reguliers s’obtiennent ddiinsulté par les
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paramétrisations données par la ProposiichG Dans la sous-section suivante on explique
comment obtenir des connections entre les pré-images d&s péguliers et les pré-images
des pointx-critiques qui ne sont pas des singularités apparentes.

Connections entre les pré-images des points réguliers etlies des pointsx-critiques de
Cr

Pour une courb&p en position générique, les connections entre les pointsdiegg (pré-
images des points réguliers ﬁ‘éf)) et les pointx-critiques deCr, sont exactement celles
obtenues lors du calcul de la topologiéf) de C(f) par I'algorithmeTopolCourbe2D  décrit
dans le chapitre précédent (voir figure).

(CLO, b17 Cl)
(alab3ac3]

(@0, Bo,70) (a1, f1,m)

(Oég,ﬂg,’)@)

FiG. 4.8 — Relevement des connections

La sous-section suivante traite du cas particulier desutanigés apparentes. Nous y
présentons une methode permettant a la fois de relevenigslaiités apparentes @& f) et
de déterminer les connections entre leurs pré-images ptdasnages des points réguliers de

C(f) auxquels elles étaient connectées.
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Reléevement des singularités apparentes dg( f)

Le relévement des singularités apparentegd® est un peu plus complexe que celui de
ses autres pointscritiques. En effet, pour les autres poirisritiques deC(f), les paramétri-
sations rationnelles, données par le Théorérmiel3(1), facilitent le calcul de leur troisieme
coordonnée. De plus, au-dessus des singularités apmasmgose un autre le probléme :
celui de la détermintion de la position des deux branchea deurbe. Nous solutionnons ce
probleme en analysant la géométrie de la courbe au voisitiage singularité apparente.
Par la Propositior.3.2 C(f) = Ujcqy,m C(4i), donc lorsquety est en position générique,
une singularité apparente est un point de croisement, feduidef projection, d’une branche de
C(Ai) etd’une branche d€(A;) avec(i, j) €[ 1,m] x [1,m]. Donc nous avons la proposition
suivante :

Proposition 4.3.16 En position générique, 3o, 3) est une singularité apparente d¥ f)
telle quedi(a,B) = Aj(a,B) =0, alors le polyndme@gcd Pi(a,B,Z2),P>(a,B,Z)) € R[Z] est
de degré(i + j).

Démonstration Soit(a, ) une singularité apparente d¢f) telle qued;i(a, ) =Aj(a,B) =

0 etD :=deg, (pgcd Pi(a,B,2),P(a,B,2))), alorsD > (i + j). Montrons queD = (i + j).
Si on avaitD > (i + j) alors il existeraik € [1,D— (i+ j)] tel queAy(a,p) = 0. Par suite,
(a,B) serait un point de croisement d’une branche@@), d’'une branche de"(4;) et
d’'une branche de&(Ax) et donc ne serait pas un noeud. Ceci est impossible car, @opos
générique, toutes les singularités apparentes sont dessidear conséquebt= (i + j). O

Soit(a, B) une singularité apparente d¢f ) tel quedi(a, ) = Aj(a,B) = 0. Soit(a, B,y1)
et (a,B,y2) les pré-images déa, ). Par la propositiont.3.6 pour tout(a,b,c) € Cr tel

queAi(a,b) = 0 et sri(a,b) # 0, nous avong = —S‘ir;ir;il(gg). Donc la fonction(x,y) —
Zi(xy) = — 1Y ganne |a troisiéme coordonnée de tout pdiath,c) € Cr tel que

Ai(a,b)=0 etI ;rlrfi((xéi)b) = 0. Peut-on utiliser directement la fonctidnpour calculer; ouy, ?

La réponse est non car par la Propositiof.16et le théoreme fondamental des polyndmes
sous-resultants :g§(a,B) =...=shi(a,B)=...=srj(a,B)=....=shj_1itj-1(0,B) =

0. Par contre tout n'est pas perdu, car la fonctrest prolongeable par continuité en
(a,B). En effet soitu; la pente de la droite tangente&A;) en (a,pB) ett € R*. Soit
Yi(t) :==2Z(a,B+tuy) = —% sachant que la courbe algébrique réelien’admet
aucune discontinuité, il vient lim,q+ vi(t) = lim¢_o- Vi(t) = y1. Par le méme raisonnement,

si nous notonsi; la pente de la droite tangent& @A) en(a, B) ety;(t) := Zj(a,B+tup) =

srj j—1(a,B+tup) . AT e
_m nous obtenons lim,g+ Yj(t) = lim_o- yj(t) = va.

Maintenant que nous savons calculer les pré-images desla&iitgs apparentes, il reste a
déterminer comment les connections s’effectuent au defesusingularités apparentes. Soit
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(a,by,c1) et (a,bp,cp) les points réguliers d€r que nous devons connecter aux points
(a,B,y1) et (a,B,y2). Le probleme est de savoir : "qui connecter & qui?" (voir Bgup).

La solution tient au fait qug; est associé a; ety, aup. Sachant que; est la pente de la
droite tangente &'(A;) en(a,B) et up celle de la droite tangente@4A;) en (a, ), alors

il vient que(a, 3,y1) sera connecté @, by, c1) Si(a,bg) est sur la branche associéeja Si
(a,b1) n'est pas sur la branche associée;alors il est sur la branche associéeyadonc
(a,B,y2) sera connecté @, bs,c1) (voir figure4.10).

z (aaﬂa 72)

9
|
(a7ﬁ771) + (CL,bl,Cl)
|
I
I
I
|
|
I
I
|
|

FIG. 4.9 — Relevement d’'une singularité apparente

Remarque 4.3.17Pour une courbe en position générique, toutes les sintgdapparentes
sont des noeuds, donc les penigstu, sont toujours distinctes en une singularité apparente.
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((L, b27 02)

FIG. 4.10 — Connections au-dessus d’une singularité apparente

4.3.4 Description globale de I'algorithmeTopol Cour be3D

88

Algorithme 4.3.2: TopolCourbe3D

Entrées: P,P, € Q[X,Y,Z] polyndmes sans facteur carré de degjré
Sorties: Topologie de la courber

Tester la pseudo-généricité de la positiorCgeavecPseudoGenericTest

Calculer la topologie de la projecti@r( f) de (g avecTopolCourbe2D .

Relever les singularités apparentegdé).
Relever les autres poimtscritiques deC(f).

Relever les fibres réguliéres deéf).

N o ok~ wDNhRE

Connecter les points en suivant les connections donragda pourbe plane.

Distinguer les singularités apparentegi{¢) de ses autres pointscritiques.
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4.3.5 Complexité de I'algorithmeTopol Cour be3D

Nous rappelons quég désigne la complexité binaire en ignorant les facteursrltga
miques, L(a) := [log,|a|] désigne la taille binaire d’un entier donaét pourP polyndme
a coeffients entier&y, . ..,an) (en une ou plusieurs variables)P) désigne :

L(P) :=max L(ap),...,L(an))

L'algorithme de calcul de topologie d’'une courbe algébeigmplicite spatiale que nous
venons de décrire, comporte essentiellement quatre phases

1. une phase d’élimination ou nous calculons la séquenceagadmes sous-résultants
associée aux polyndomes et P,.

2. une phase ou nous testons si la courheest en position générique.
3. une phase ou nous calculons la topologi€ (&), projection der sur le plan(x,y).

4. une phase de relévement de la topologi€ ().

Théoreme 4.3.18Soient R, € Z[X,Y,Z], d := max(dedP1),dedP,)), T:= L(P1,P) et
Cr la courbe d’intersection des surfaces définies paefh. La topologie de’r se calcule
avec une complexité binaire probabiliste @g(d%'1) et déterministe eg(d?’1).

Démonstration La premiére étape de I'algorithme consiste a calculer laeéce des sous-
résultants(Sr (Py,P2)) icjo,q) associée &, et P, par rapport a la variabl&. D'aprés le
Théoreme?.3.1Q ce calcul s'effectue avec une complexité binaireXgéd’T) et pour toui €
[0,d], L(SK(P1,P2)) = O(dt). La deuxieme est celle du calcul de la sSUBe(X,Y))ic1,m]-

Par la Propositiod.3.3son codit binaire est d@z(d'%t). Ensuite vient la phase de test et de
mise en position pseudo-générique @g. D’aprés le Théoremé.3.5 ce calcul s’effectue
avec une complexité déB(dllr). Ensuite vient la phase de calcul de la topologie de la pro-
jectionC(f) de Cr. Comme degf) = O(d?) et L( f) = O(dt) alors par le Théorén&4.3 ce
calcul s'effectue avec une complexité binaire déterministOg((d?)10 x (dt)) = Og(d?™r)

et probabiliste er0g((d?)19 x (dt)) = Og(d?!1). Le coit de la phase de relévement de la
topologie deC(f) est négligeable car s’effectue a l'aide des paramétrisatiationnelles.
Ainsi le calcul de la topologie deR s’effectue avec une complexité binaire déterministe en
Og(d"T 4 d*21 +d1 + d211) = Og(d?Mt) et probabiliste ewg(d’T + d12t + di1t 4 d?l1) =
Og(d?). O

Remarque 4.3.19La complexité binaire de I'algorithmkopolCourbe3D donnée par le Théoréme
4.3.1§ est trés encourageant comparé a celui de décompositimaigglie algébrique. En
effet, par le Théorem@.4.2], la complexité arithmétique de I'algorithme de décomposit
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cylindrique algébrique pour le calcul de topologie vaisésémi-algébriques réelles est de
O(mzndn2n+1> oumest le nombre de polyndmes définissant la varité,maximum des de-
grés totaux de ces polyndmeséeur nombre de variables. Dans le contexte de l'intersectio
de deux surfaces,= 3 etm= 2, d’'oll une complexité arithmétique dxd?*®).

4.4 Implémentation et expérimentation

L'algorithme TopolCourbe3D a été entierement implémenté aveeMEMAGIX. Dans
cette section, nous fournissons quelques exemples degipsicalculées ainsi qu’un tableau
indiguant les temps de calculs.

Courbes P P> Temps (S)
1 X4y +72 -1 X —y—z+1 0.032
2 Ryt 21 ﬁ I;Xiz):;jfi :2 0.659
3 (X—2y+222+y2+2—1 z ;32(;_()‘2;?2;5?3 2.125
4 (X—2y+22)2+y2+ 21 yizx(f ;ﬁ;}z’f 1.031
2 B 2 . 2
5 (x—y+22+y?2+2-1 | 7 (i(zzgzi_Z)yH())(z ngzﬂ) 1.6963
6 (X—y+22+y>+2—1 ((f;((yxtzﬁgjijj))z 2.228
7| x—y+22+y2—2(x—y+2) ((1(4_(3’;2;13'221;22 2.875
8 Ry +2—1 . éﬁtf__x?f;‘x 2 6.575
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Fic. 4.11 — Courbe 7

Fic. 4.12 — Courbe 8
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Fic. 4.13 — Courbe 4

92



Deuxieme partie

Topologie de surfaces algebrigues
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Chapitre 5

Triangulation isotopique d’'une surface
algébrique implicite

5.1 Introduction

SoitP € Q[X,Y,Z] un polyndme sans facteur carrésele lieu de ses zéros réels :

S :={(a,B,y) € R®P(a,B,y) = 0}

Le probleme auquel nous nous intéressons dans ce chapitel@sdu calcul d’'une trian-
gulation de la surfacg. La triangulation des variétés (semi)-algébriques réalkt un prob-
leme récurrent et fondamental en géométrie algébriquieréal triangulation a été beaucoup
étudiée d’'un point de vue théoriquég, [39]. Dans les travauxl[q], [15], [6], le probleme

de la triangulation des variétés semi-algébriques estdébd'un point de vue effectif, via

la décomposition cylindrique algébrique et 'encodage terit des nombres algébriques.
Mais I'algorithme qui en découle est pénalisé par sa trasdgraomplexité, méme lorsqu’on
cherche a traiter des ensembles semi-algébriques en giatiéasion(n < 3). Ainsi comme
pour le cas des courbes en petite dimension, le cas desesigdlgEbriques a fait I'objet de
plusieurs travauxdd], [29], [12], [2]. Mais ces traveaux ne traitent que le cas des surfaces
lisses Dans B, les auteurs proposent un algorithme qui nécessite lellcdés sections de

la surface en les points singuliers de sa "silhouette" pourir reconstruire sa topologie.
Cette opération est tres difficile a certifier. En effet eleient a calculer la topologie de la
courbe algébrique plane d’équatiB(n, Y, Z) = 0 oua est un nombre algébrique.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme certifi@leaitla triangulation d’une sur-
face algébrique implicite. Notre approche consiste a tadclans un premier temps la topolo-
gie d’'une "silhouette” de la surface Cette "silhouette” partitionne I'espace en des cylindres
connexes, a l'intérieur desquels le nombre de nappes estatanEnsuite, nous effectuons,
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grace a des sections de la surfacée maillage des nappes a l'intérieur de chaque cylindre.
Concernant la phase de connection des différentes napmes pnoposons un nouvel algo-
rithme, ne nécessitant pas le calcul de la topologie demectie la surface en les points
x-critiques de sa silhouette. La connection est entieremeiaée par la topologie de la sil-
houette calculée au départ. Une implémentation de I'alyme a été effectuée avecaAvH-
EMAGIX. Il est essentiel de remarquer qu’il s’agit du premier copahible, complet et
certifié, calculant la topologie d’'une surface algébriquelicite singuliére. La complexité
binaire de I'algorithme est dominée par la phase de caleulalsilhouette de la surface et est
de 5B(d21t) oud est le degré du polyndme définissant la surfacelattaille binaire de ses
coefficients.

5.2 Description géometrique de l'algorithme

Notre objectif est de calculer une triangulation "corréde la surface algébrique lieu
des zéros réels de € Q[X,Y,Z]. Trianguler une surface consiste en un processus de calcul
d’une représentation de celle-ci par des morceaux de swfeses. "Correcte” signifie que
le résultat doit conserver la topologie de la surface et ssitde sa géomeétrie. Les définitions
suivantes combinent ces exigences topologiques et gagomedr

Définition 5.2.1 Une isotopie deR® est une applicatio : R3 x [0,1] — RS2, telle que
¢(-,0) = IdRs et pour tout t€]|0, 1], ¢(-,t) est un homéomorphisme.

Définition 5.2.2 SoientA, Q ¢ R3, on dit queA est isotope & s'il existe une isotopié de
R3 telle qued (A, 1) = Q.

Notre stratégie pour construire une triangulatiogd®nsiste a trouver des régions uniformes
dans le plar(x,y), ou la surfaces peut étre vue comme une famille de graphes de fonctions
du typez = h(x,y). Une maniére d’obtenir de telles régions consiste a cowpsuiface en
ses points d’auto-intersection et en ses points ou I'estaament est un plan orthogonal au
plan(x,y). Lensemble de ces points forme ce que nous appeleronsitasiite de la surface.

Définition 5.2.3 Soit P Q[X,Y,Z] un polyndme sans facteur carré §tla surface al-
gébrique réelle définie par P. Nous appelerailbouettede S la variété algébrique suiv-
ante :

?:={(a,B,y) € R¥|P(a,B,y) = 9zP(c1, B,y) = O}

Le principe de I'algorithme de calcul de la topologie de ldate algébriques est le méme
gue celui utilisé pour obtenir la topologie d’une courbeéaigque plane. Il consiste a bal-
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ayer la surface par un plan puis a détecter les positions taptaogie de l'intersection de
la surface avec le plan de balayage change. Si, pour uneealgébrique plane les change-
ments de topologie s’observent au niveau des paHetitiques de celle-ci, pour une surface
algébrique les changements de topologie s’'observent aaunige sa silhouette, plus partic-
ulierement en les pointscritiques de celle-ci. Comme pour les courbes algébrigleases,
ou la topologie de lintersection d’une droite avec la ceunte varie pas entre deux points
x-critiques, la topologie de lintersection de la surface@un plan orthogonal a I'axe des
abscisses ne varie pas entre deux po#tstiques consécutifs de la silhouetfede S. Donc,

en calculant les topologies des sectionsgdri niveau des pointscritiques de sa silhouette
et une section entre deux sectionsritiques consécutives, nous disposerons de toute finfo
mation topologique nécessaire pour trianguler la surface.

Pour mieux visualiser I'algorithme de triangulationglgue nous allons décrire, il est essen-
tiel de comprendre intuitivement que si nous enlevons derfaces sa silhouette?, celle-ci

se décompose en plusieurs morceaux de surfaces lissesupiappelerons des nappes.
Lorsque nous coupons la surfagear un plan orthogonal a I'axe des abscisses, nous obtenons
une courbe plane. Nous montrerons que ses pgiotgiques appartiennent a la silhouefte

et que ses arcs (au sens de la DéfiniBdh 9 représentent les nappes de la surface. Les sec-
tions deS que nous calculerons sont donc des arcs ordonnés dont jgsrgipont des points
de la silhouette?. La question essentielle qui se pose maintenant est largaivd’'une sec-
tion de$ a une autre, quels sont les arcs qui appartiennent & une nagpe a Lorsque la
surface est en position générique, I'étude de la topologigadsilhouette permet de répondre
a cette question. L'idée est que deux arcs de méme positms,deux sections consécutives
de s, dont les supports sont reliés par des arcs lisses de lagdtbpappartiennent a la méme
nappe des.

La section suivante porte sur le calcul de la topologie déhawgette? et sur celui des
sections de la surfacgnécessaire a la reconstruction de sa topologie et a I'oatarement
des arcs d’'une section de la surface.

5.3 Topologie de la silhouette et des sections de

Comme le polyndbm® définissant la surface est sans facteur carré, alors sa silhoug@tte
est une courbe algébrique implicite spatiale. Le calcubd®epgologie nécessite que la surface
soit dans une position générique.

Définition 5.3.1 La surfaces est en position générique si et seulement si sa silhouR st
en position générique au sens de la DéfinitibA. 11
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La généricité de la position de sera assurée lors de la phase de calcul de la topologie de
sa silhouetteP. Cela s’effectue en appelant I'algorithriiepolCourbe3D avecP; := P et

P, = dzP. L'algorithme retourne une approximation polygonaleRlgui lui est isotope.

Soit (¢i := (i, Bi, Vi) )ie[1,n 1a liste ordonnee des poirkscritiques deP et (ri)ic[ny1) UNE
séquence de nombres réels vérifienk a1 <rp < dz < ...0p_1 < rp < 0p < 1. Pour

touti € [1,n+ 1], soit R, := {(y,2) € R?|P(ri,y,2) = 9zP(ri,y,z) = 0} l'intersection de?

avec le plan d’équatioxn= r; etn; = #%&;,. Nous noteronspT ,---, P ) la séquence des points

de R, ordonnés par rapport a leur deuxieme coordonnée.

Remarque 5.3.2La topologie de? est décrite par la donnée des listes de points
(Gi == (i, Bis ¥i)iegan] (py,..., Pr))ic[nt1] €t des connections existant entre ces points.

Apres le calcul de la topologie de la silhoueffede notre surface, il est nécessaire de cal-
culer quelques sections de la surface par des plans orthoga@nl’axe des abscisses. A la
différence de I'approche décrite dam§,[ces sections ne seront pas réalisées en les points
x-critiques de la silhouett® mais seulement en "certains" de ses points réguliers. €nsui
guidés par la topologie de la silhouetale S, nous procéderons a la connection des sections
calculées.

Pour touti € [1,n+1], soit G, := {(v.2) € R?|P(ri,y,2) =0} la courbe algébrique plane,
intersection de la surface avec le plan d’équatior = r;. Les courbeg’, constituent les
sections de la surfac€ nécessaires a la reconstruction de sa topologie. Ces csdne
obtenues avec une version simplifiée de I'algorithme deutale topologie de courbe al-
gébrique plan&opolCourbe2D . En effet nous n’aurons ni besoin de tester la généricité de |
position des courbes;, ni de calculer leurs pointscritiques.

Proposition 5.3.3 Si § est en position générique alors pour tout i[1,n+ 1], les points
y-critiques de la courbe plang;, sont exactement les points d’'intersection de la silhougtte
avec le plan d’équation x r;, c’est-a-dire( prli s PR

Démonstration Soiti € [1,n+ 1]. Par définition, les pointg-critiques de la courbe plane
G, = {(v,2) € R?: P(ri,y, ) = 0} sont les solutions du systerRér;,y, z) = 9,P(ri,y,z) = 0.
Or les solutions de ce systeme sont exactement les poinltswéction(pg,..., pri), de la
silhoutte? avec le plan d’équatior=r;. O

Proposition 5.3.4 Si § est en position générique alors pour tout i[1,n+ 1], la courbe
algébrique planes, := {(v,2) € R?: P(ri,y,z) = O} esten position générique.

Remarque 5.3.5Pourtout € [1,n+ 1], la Propositiorb.3.4montre gu'il ne sera pas néces-
saire de tester la généricité de la courbe plgniors du calcul de sa topologie. La Proposition
5.3.3indique que le calcul de la topologie @fournit les pointsy/-critiques nécessaires pour
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le calcul de la topologi€y,. Ceci constitue un gain non négligeable pour I'efficacitgbgle
de l'algorithme de maillage d’'une surface car les phasesstale généricité et de calcul des
pointsy-critiques sont les plus colteuses dans l'algorithme deutdke la topologie d’'une
courbe algébrique plane (voir chapitre 3).

Pour touti € [1,n+1], la topologie de la courbe plang sera décrite par la donnée, d’'une
part, de ses pointgcritiques, et d’autre part, de celle des listes d’arcs (@nbhes) reliant
ces points. Ci-dessus nous rappelons les définitions désneat’arc et de support d’'un
arc introduites dans la secti@?2 puis nous introduisons une relation d’ordre permettant de
classer les arcs d’une courbe algébrique plane.

Définition 5.3.6 Pour tout i€ [1,n+ 1] nous rappelons qu’un arc de la courbe algébrique
plane G, est un morceau de courbe lisse de reliant deux points y-critiques de&;; (voir
section3.2).

Remarque 5.3.7Comme les pointg-critiques ded,; sont p?,..., pri, alors les arcs de;,
sont des branches lissent de, reliant deux points de la listgpy, .. ., pfi ).

Définition 5.3.8 Soient $ et $ deux points distincts de la Iisl(eprli,..., L) des points y-
critiques de(;, et 4 la liste des arcs de¢, reliant s, et . Nous appelons support dé le
bipoint (s1,Sp).

Un arc de(;, de supports;, ;) sera représenté par la donnée des trois psids; ou Q est
un point quelconque de I'arc de supp(st,s;). Les arcs de, ayant le méme suppport sont
naturellement ordonnés. La relation permettant de leshoreloest la suivante :

Définition 5.3.9 Soient qQg et qQ@g deux arcs distincts de&;, de support(g,g). Nous
définissons la relatior+ sur 'ensemble des arcs de suppogtg) par qQig = qQg si et
seulement sig, > zq, (voir figure5.1).

Il est clair que> est une relation d’ordre sur tout ensemble d’arcgiglde méme support.

Soit q1Q10:1 et 02Q202 deux arcs dg;, de supports différents. Comme par définition
les arcs sont des morceaux de courbes lisses alor§/goity,] < (Yo, Yg,)» SOt [Ya,, Yg,] €
Yaus Ygou)» SOIt [Yas» Yo | N [Ya» Ygo| = {}- La relation- s’étend aux arcg;Q19; etQ-0, de
Gr; dont le support veérifie la contraint®g, , Yg,] € Yo, Yao) OU [Yap: Yoo € [Yau» Yopu!-

Définition 5.3.10 Soit (4Q10: et Q9. deux arcs de&5; tels quelyy,,Yg,] € [Ya: Yg,!- LA
relation > définie par : Q101 > 02Q20> Si et seulement sz > 7, est une relation d’ordre
(voir figure5.2).
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§E19= g9 = g9 = gRug = q)sg = alsg

G

FIG. 5.1 — Arcs ordonnés de méme support

- th
ga1g2> g > 1Es01> 0230

FIG. 5.2 — Arcs ordonnés de supports difféerents

Une fois la topologie de la silhouetf2et celle des section, )ic[in+1) des calculées,
arrive I'étape de connection des différentes structurésmles. Dans la section suivante,
nous décrivons 'algorithme permettant de connecter deatans consécutives de
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5.4 Connection de deux sections consécutives gdle

Afin d’alléger les notations, nous décrirons I'algorithme @bnnnection en considérant
les sections conseécutivey, et .
Rappelons quek;, := {(y,2) € R?|P(r1,y,z) = 0zP(r1,y,z) = 0}
(resp.Ry, == {(v,2) € R?|P(ra,y,2) = 0zP(r2,y,2) = 0}) désigne la section de la silhouette
P par le plan d’équatiox = ry (respx = rp), Ny = #R;, (resp.ny := #R;,), (P, .., pri)
(resp.(p?,..., pr3)) est la séquence ordonnée par rapport a leur deuxiéme cowrdales
points deR;, (respR;,).
Nous noterons:= (a, 3,y) 'unique pointx-critique de? tel quer; < a < r,. Soit UpPoints==
{ze R|P(a,B,z) = 0etz > y} la séquence ordonnée des points de la sufaappartenant
a la fibre(a,B) et situés au-dessus du poiactritique c := (a,3,y) et DownPoints= {z ¢
R|P(a,B,z) = 0etz< y} ceux situés en dessousde-= (a, 3,y). Ainsi la fibrex-critique des
contenant est complétement décrite par la donnée de I'ensefilipd>ointsc, DownPoints.
Rappelons que la topologie de la secti®n(resp.,) est décrite par la donnée de ses points
y-critiques (p, ..., pr) (resp.(pf, ..., pr2)) et des classes d'arcs reliant ces points. Soit
(A1,...,Axn,) (resp.(Bu,...,Bn,)) la liste des classes d'arcs di (resp.(,). L'objectif
est de connecter les classes d'arcs de la séquence ., 4m,) a celles d€By, ..., By,) en
s’appuyant sur la structure de la fibre {UpPoints, ¢, DownEjiet les connections entre
les séquence@y, . .., pm) et(py,. .., prz) données par la topologie de la silhouefteles
connections doivent produire des triangles qui ne s’ietEent pas.
Au cours de I'algorithme de connection, nous aurons besssergiellement de savoir faire
trois opérations élémentaires au cours desquelles legltesde notre maillage seront con-
struits :

1. connecter directement un gu¢ Q1 p;* & un arc R?Q2p;?;
2. connecter directement un ag;*Qyp;* & un paintC;
3. connecter un ar@;'Qyp;* & un arc RZQ,pj? en passant par un poiBt

Dans les trois petits algorithmes qui suivent, nous donmmsdescription géométrique de
la maniére de réaliser ces connections.

Algorithme 5.4.1: ConnectArcToArc
Entrées: pi*Q.p;* et p2Qzp? deux arcs donnés
Sorties: Complexe représentant la connection des deux arcs(vanefig3)
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P Py

FiG. 5.3 — Connection d’un arc a un arc

102

Algorithme 5.4.2: ConnectArcToPoint

Entrées: pi'Qip;* un arc e un point

Sorties: Complexe représentant la connection de I'arc au point fignire 5.4)

i

]

@

i

(onnect :\_r("lhpuiut(p:-“le;.“ c)

i
B c

41

71

FIG. 5.4 — Connection d’un arc a un point
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Algorithme 5.4.3: ConnectArcToPointToArc
Entrées: pi*Qup;*, p2Q2p;? deux arcs e€ un point
Sorties: Complexe représentant la connection des deux arcs empassde point
(voir figure5.5)

& g

FIG. 5.5 — Connection d’un arc a un arc en passant par un point

Pour j €[1,my], soit (u, 2) le support de la classe d'arcg de G, et (81,02) les
points de(prf,...,pﬁ,zz) respectivement connectésua et o lors du calcul de la topologie
de la silhouetteP. La connection des arcs de supp@u, ) & ceux de supportfs, 62)
sera guidée par la valeur de I'enti@g(M (1)) * dc(Mz(HK2)) Ou ¢¢ est la fonction définie
dans la Remarqu@.3.16et N, I'application de projection sur le plafx,y). En effet I'en-
tier oc(Mz()) * dc(Mz(H2)) ne peut prendre que trois valeufs;1,0,1}. A chacune de ces
valeurs correspond une configuration géométrique néaassin traitement particulier des
arcs.

1. 0o(Ma(t)) *Oc(Ma(pe)) = —1: alorspe(M (k) = —1 etde(Mx(k2)) = L 0ude(Mo(kh)) =
1 etdpc(M4(k2)) = —1. Cette situation correspond a la configuration géométritgula fig-
ure5.6:

Lors de la premiére étape de I'algorithme de connections ollectons dans un ensemble
K (respL) les classes d’'arcs d&, (resp.(,) veérifiant cette contrainte, puis nous les
ordonnons suivant la relation d’ordre de la Définit®f.10 La connection de ces arcs est
imposée par la structure de la fibxecritique {UpPointsc,DownPointg. La deuxiéme
phase consiste a connecter les #UpPoints premiers args aex #UpPoints premiers
arcs deL, en passant a chaque fois par un point de UpPoints. Ensuite camnectons
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H1 '__--"--
. i ) El

FIG. 5.6 o(Mz(ky) * dc(Ma(ke)) = —1

les #DownPoints derniers arcs @€ aux #DownPoints derniers arcs deen passant a
chaque fois par un point de Downpoints. Pour finir, nous cotams le reste des arcs dans
X et L au pointx-critiquec.
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2. ¢c(Mz(hy)) * ¢c(l'l( p)) = 1:alorshe(Mz(k1)) = —1 etde(Mz(H2)) = —1 oudc(M(Ha)) =
1 etdc(M,(H2)) = 1. Cette situation correspond a la configuration géomedritpua figure
5.7:

FIG. 5.7 =c(Mz(1)) * dc(Mz(2)) =

Dans cette configuration, le nombre d’arcs de supfariy,) est égal & celui des arcs de
support(81,6,). Il suffit alors d’ordonner les arcs dans chaque classe paisdnnecter
suivant leur position.

3. dc(Mz()) *dc(Mz(p2)) = O : cette situation correspond aux configurations géomedsq
des figure$.8et5.9:
Lorsquedc(Mz(p1)) *§c(M2(H2)) = 0, il suffit de connecter tous les arcs de suppaitpy)
au pointx-critiquec.
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FIG. 5.8 —0c(M2(11)) = 0 anddo(M(pz)) = 0

FIG. 5.9 =¢c(Mz(H1)) = 0 anddc(Mz(H2)) =1

106
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Algorithme 5.4.4 : Connection de deux sections consécutives de la
surface
Entrées: (A,...,9m).(B1,...,Bm,), {UpPointsc, DownPointg, P et ¢,
Sorties: Complexe représentant la connectionde, ..., An,) a(B1,. .., Bm,)
— E:=(B1,...,Bm,); =1, K:={}; L:={};
— Tant quej < my faire

— Q:= 4, (W, ko) := support des arcs de la clas3g
— Sidc(Mz()) * dc(Mz(2)) = —1 alors faire {
K:=KUQ; (81,0,) := les points de p7?, ..., pra) connectés &y, k),
N\ :=léelément deE = (By, ..., Bn,) de supportby,6),
L:=LUN; E:=FE\N}
— Sidc(Mz()) * dc(Mz(H2)) = 1 alors faire {
(01,6,) :=les points dép?, ..., pr2) connectés &y, o),
N :=Iélément deE := (Bu,...,Bm,) de supportb1,62),
Pourk allant de 1 a € faire {ConnectArcToArc (Q[k],A[K]),}
E:=E\A}
— Sidpe(Mz()) * (M4 (2)) = O, alors faire
pourk allantde 1 & £ faire {ConnectArcToPoint  (Q[K],c),}
— Fin Tant que.
— SI#E # 0 alors poui allant de 1 & # faire { A := E]i],
pourk allant de 1 a # faire {ConnectArcToPoint  (A[k],c),}}

— Ordonner les arcs dar puis ceux dan<g par la relation d’ordre de la Définition
5.3.1Q puis faire :

1. 1 :=la séquence ordonnée des points de UpPoints,

2. 27 :=la séquence ordonnée des points de DownPoints,

3. Pourk allant de 1 & #; faire {ConnectArcToPointToArc  (Xk],Z1[K], L]K]),}
4

. Pourk allant de 1 a ¥, faire
{ConnectArcToPointToArc  (K[(#XK) — K|, Zo[#(Z2) — K|, L[#(L) — K]),}

Pourk allant de #&; + 1 a #K — #2, faire {ConnectArcToPoint  (X[k],c),}

6. Pourk allant de &1 + 1 a #£ — #2, faire {
ConnectArcToPoint ~ (L[K],c),}

o
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5.5 VLalgorithme de triangulation de la surface S

5.5.1 Description globale de l'algorithmeTopol Sur f ace

Algorithme 5.5.1: TopolSurface
Entrées: P € Q[X,Y,Z] polyndme sans facteur carré de degré
Sorties: Complexe simplicial isotope & := {(a,B,y) € R3|P(a,B,y) = 0}
1. Calcul de la topologie de la silhouetfede S avec I'algorithmeTopolCourbe3D .
— P :=TopolCoube®(P(X,Y,Z),0zP(X,Y,2));
— Soit(¢i 1= (0, Bi, i) )iep1,n |2 liste ordonnée des pointscritiques deP et
(ri)ie[1,nt-17 UNe séquence de nombres réeels vérifiant
ri<op<rp<0p<..0p1<rPy<O0Op<Tlpi1.

2. Calcul des fibres de la surfaggpassant par les pointscritiques de la silhouett®.
Pouri allant de 1 &n faire {Fibg, := {UpPointgc;), ¢ci, DownPoint$ci) }; }

3. Calcul des topologies des sectiqa,, . . ., (r,,,) de la surfaces.
Pouri allant de 1 &n+ 1 faire { G, := TopolCourbe2D (P(r;,Y,Z));}

4. Connection des différentes sections de la surface

K=}
Pouri allant de 1 an faire { K := K U Connection (G,Fibg, G 1)}

5. RetournerP U K

5.5.2 Preuve de I'algorithmeTopol Surf ace

Pour prouver que l'algorithme est correcte, nous allorigsaticertains des résultats de
la théorie de Morse stratifiee. On peut se réfereB4 B7, 18, 11], pour plus de détails.
La notion fondamentale est celle de stratification de Wigh@2est une décomposition de
la variété en parties lisses qui s’assemblent de maniéwiéégg Commencons par rappeler
qguelques définitions.

Définition 5.5.1 Une stratification d’une variété (semi-algébrique)AR" est une partition
localement finie de A en sous-variétés lisses appeléegstrat

Définition 5.5.2 Soit(X,Y) deux strates et g XNY C R". X est Whitney-régulier en p le
long de Y si pour toutes suiteg & X, y, € Y convergeant vers pA limy_ 1o XaWn C 7 =
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lim__, o Ty, X, ou kX est I'espace tangent de X au point x.

Définition 5.5.3 Une stratification de Whitney d’une variété S est une stcatifbn de S telle
gue tous les couples de strates soient Whitney-réguliers

Notons que I'on a pas évoqué la condition aux frontieres pesistrates alors qu’elle est
souvent exigées. Mais nous avons besoin seulement du lemifigorn et cette propriété ne
joue pas de réle dans sa démonstratiij.

Proposition 5.5.4 Toute strate semi-algébrique d’une variété S est Whitngyligre rela-
tivement a une strate de dimension O.

Démonstration L'idée est d’utiliser le lemme de selection de courbes. Vof. O

Définition 5.5.5 Une application différentiable f R™ — R" est une submersion en un
point p deR™si la différentielle de f en p est surjective.

Définition 5.5.6 Une application continue f R™ — R" est propre si I'image inverse de
tout compact d&kR™ est un compact dB".

Le principal théoreme que nous utilisons est le lemme djsietde Thom :

Théoreme 5.5.7(Lemme d’isotopie de Thom Soit Z une stratification de Whitney d’'un
sous-ensemble de™ et t: Z — R" une submersion propre et stratifiée. Alors il existe un
homéomorphisme préservant les strateZh— (1-1(0) N Z) x R" qui est lisse sur chaque
strate et qui commute avecla projection &Rit.

Cela implique qu& est homéomorphe & un cylindre de basé(0) N Z. Dans notre cas, nous
appliquons le théoréme av&c= SN B( ol B est une boule d&® de rayon suffisamment
grand),m= 3, n= 1 et la projection sur 'axe des qui est propre puisque nous travail-
lons dans une boul qui est compacte. Soff := {(a,B) € R?|Reg(P,dzP)(a,B) = 0} la
projection de la silhouett® de S sur le plan(x,y).

Théoreme 5.5.8[42, 4] Pour une surface§ en position générique, soient
— S% rensemble des points de la silhoueffede S qui se projettent en des points sin-
guliers deC (chaque point est considéré comme une strate),
— S rensemble des composante connexe®de s (chaque composante connexe est
une strate),
— S?I'ensemble des composante connexes deP (chagque composante connexe est une
strate),



Chapitre 5. Triangulation isotopique d’'une surface aliggle implicite 110

—- $3=R3-5$
Alors (59,51,.52, %) est une stratification de Whitney deet elle vérifie les hypothéses du
lemme de Thom pour la projection sur I'axe des x entre lesiabss des points d¢”.

En effet, la régularité de Whitney est vérifiée pour toutatstrelativement &3 (car 'espace
tangent & un point d§° est tout 'espace). De la Propositibrs.4 on déduit que montrer que
(59,51,52, 53) est une stratification de Whitney revient & montrer (i $2) est Whitney-
régulier.

Selon que I'on considére le polynérRedéfinissantS au dessus d& ou deC, on obtient
une variété réellgs = Sg ou complexeSc, comme ensemble des zérosRleNous allons
utiliser la notion d’équisingularité au dessus @eet la notion de projection "permissible”
pour prouver le théoréme précédent. Speder a donné Béhsrie définition de projection
permissible, plus forte que I'originale donnée par Zar[§id]. Comme nous allons unique-
ment considérer le cas de la codimension 1, pour lequel lesdifinitions coincident, nous
n'allons considérer que la défintion de projection perrbissile Zariski :

Définition 5.5.9 Une direction permissible de projection pour le coupfeY)avecYC X en
Q€Y estun élément deC? tel que la droite passant par Q définie par cette directiorsh’e
ni incluse dans un voisinage de Q ni dans I'espace tangenta®. e

Proposition 5.5.10 Pour une surface algébriqu&, une direction de projection générique
permissible pour le couples?t, $2) en tout point des™.

Démonstration Pour une variété algébrique, le fait qu'une droite soit lexegnt incluse
dans une surface est équivalent a son inclusion globale nQle@uit que les directions de
projection a éviter sont incluses dans I'union des :

— directions de droite incluse dans la surface
— directions des tangentes a la partie lisse du lieu singdéida variété.

On considere le premier ensemble de directions des draitkssies dans la surfage définie
par 'équationP = 0. Si on plonge la surface dans I'espace projectif, les tiovs des droites
incluses dang, considérées comme des points de I'espace projectif, soluisies dans I'in-
tersection de§ avec I'hyperplan a I'infini, qui est une courbe projectivesldirections cor-
respondant aux premiers ensembles sont donc incluses damsemble de dimension 1 et
sont ainsi génériquement évitées.

Considérons maintenant le deuxieme ensemble. On considéxe de la partie lisse de
la silhouette de la surface (il existe un nombre fini de tets @our une surface algébrique).
On considére une paramétrisation semi-algébrique decét@y, y(s),z(s)). On obtient une
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paramétrisation semi-algébriq@e(s),y(s),Z(s)) d’'un ensemble de vecteurs unités corre-
spondant aux directions des tangentes a la courbe. On eit dédunsemble a éviter (pour la
condition de tangence) corespondant & une courbe sentiragé sur la sphére unité @

et est génériguement évite. O

Proposition 5.5.11 Si la surface$ est en position générique au sens de la Définifidh],
alors la projectiont, parallelement a I'axe des z est une projection permissible.

Démonstration Tout d’abord, il n'y a pas de droite paralléle a 'axe dedansS$ car si
C’était le cas, cette droite verticale serait incluse darslhouette? de S et nous ne serions
pas en position générique. Le second point a vérifier estaydigdctionz ne correspond pas

a la direction d’'une tangente g¢. C'est le cas puisque par construction les points de la
silhouette avec des tangentes verticale sont géns O

On rappelle la notion d’équisingularité :

Définition 5.5.12 Soit X C" une hypersurface, Y une sous-variété lisse de X de codimen-
sion ¢, p un pointde Y. On dit que X est équisingulier en p lg Y sic=0et X est lisse

ou bien sic> 0, Y C Xsing €t qu'il existe une projection permissibie telle queA(Tg, X) est
équisinguliére ent,(p) le lond dery,(Y)( voir [62)).

Le principal résultat que nous utilisons est le suivant :

Proposition 5.5.13 Si I'hypersurface X est équisinguliére le long de Y (en cedision 1)
alors le coupleXsmooth— Y, Y) remplit les conditions de Whitney le long de Y (vd@g]).

Cela nous permet de vérifier les conditions de Whitney(suPour le vérifier suiR nous
utilisons le lemme suivant dont une preuve est donnée dns |

Lemme 5.5.14Si X et Y sont deux Strates d’'une stratificationggeavecdim(X) = 2 et
dim(Y) = 1, alorsXzg = XNR3 et Yy = Y N R3 sont Whitney réguliers.

Démonstration du Théoreme5.5.8 Comme nous lI'avons précédemment mentionné,
par application de la Propositién5.4 nous avons seulement besoins de vérifier la condition
de Whitney pour une strate de dimentio8}lde.S et une strate de dimensior& de.s. Soit
pe Sﬁ{ N Sﬁ{ Sipestun point lisse d§, la condition de Whitney est trivialement satisfaite. Si
p est singulier, par la Propositidn5.13 la condition de Whitney est vérifiée pqLB}C, S?C) en
p. Et en appliquant le Lemme précédent, on en déduit la camdite \Whitney pou(Sﬁ{, Sﬁ{)
enp. Cela prouve qués?, s, 52, 53) est une stratification de Whitney de
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En appliquant le Théorém&5.8et en utilisant le lemme de Thom, on déduit qu’entre
deux sections consécutives fleontenant un poirnt-critique de sa silhouett@ la topologie
des sections est constante. Nous avons calculé la topaegiections réguliéres entre deux
sections¢-critiques. D’un point de vue topologique, nous définisdesdonnes connections
car le maillage est réalisé de fagon a ne pas créer de nosieelle-intersections. Ainsi l'al-
gorithme TopoloSurface retourne bien une structure stighé isotope a la surface de départ
S

5.5.3 Complexité de I'algorithmeTopol Sur f ace

Théoréme 5.5.15Soient Pe 7Z[X,Y,Z], d := dedgP), 1 := L(P) la taille binaire des coef-
ficients de P, ef le lieu des zéros réels de P. L'algorithmepol Sur f ace calcule une
triangulation dess avec une complexité binaire d#(d?'t).

Démonstration La premiére étape de I'algorithme est le calcul de la topeldg la silhou-
ette? de la surfaces. D’apres le Théoremé.3.18 ce calcul s’effectue avec une complexité
de Og(d?'1). Ensuite vient la phase de calcul dest 1) sections de&s. Comme de¢P) = d,
alors il est clair quen = 0(d*). Comme d’aprés le Théorén®e3.12 le calcul de chaque
section s'effectue avec une complexité binaire@sd't) alors le calcul de I'ensemble des
sections nécessaires s'effectue avec une complexité®ited(d*) x Og(d'r) = Og(d*1).

Le colt de la phase de connection est clairement négligeainls la triangulation de§ s'-
effectue avec une complexité binaire dig(d?lt +d*)= Og(d?!1). O

5.5.4 Implémentation et expérimentation

Une implémentation d€opolSurface  a été réalisée avec MMHEMAGIX et les résultats
visualisés avec le modeler géométriquesA. Le tableau suivant montre les temps de calculs
de quelques surfaces implicites sur une machine Intel(Rj2&vec 1GB de RAM.
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Surface P(x,y,2) Temps (s)
1 X —yA— 2 0.33
2 XX —y?—7° 0.36
3 X +y? -2 0.31
4 X2 -+ 0.40
5 X°O+y?— 22 0.32
6 (C+y2+22 1)+ 4x+y>+7+3)| 0.82
; —X°Z— 2XyZ+2yZ + 22+ X2+ 0.90

2xy+ 2y +2yz+27% — 1 '
8 X — X2 — 2824y — P 0.98
V272 + 74— 2y?z+ 27 '
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FiG. 5.11 — Surface 4

FiG. 5.12 — Surface 6
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FiG. 5.13 — Surface 7

FiG. 5.14 — Surface 8
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FiG. 5.15 — Surface 5



Chapitre 6

Perspectives : Calcul d'arrangement de
guadrigues

6.1 Introduction

SoientQq,...,Qn € Z[X,Y, Z] tels que pour toute [1,n] degQ;) < 2. Soit(S1,....,5n)
la famille de quadriques définie par les polynor@s,...,Qn) :

vi € [L,n],$ = {(a,B.y) € R*|Qi(a,B,y) = O}

Dans ce chapitre nous évoquons notre travail en cours suotégme du calcul de I'arrange-
ment de la famille de quadriquéss, . ..., S,) dansR®. Le calcul d’arrangement de courbes
et de surfaces est un probleme fondamental dans les donaEh@sormatique notamment
la modélisation de solides et la géométrie algorithmiqae.ekemple en modélisation(,

le calcul d’arrangement de courbes et surfaces interviénémglement lors de I'éxécution
d’opérations booléennes sur les quadrigques, qui jouenblenimportant dans la concep-
tion de pieces mécaniques. En robotique, les arrangememsatiriques interviennent lors
de la planification de trajectoire de robots. Dans I'artj{@6], Halperin insiste sur I'intérét
du calcul d’arrangement d’objets linéaires en géométgerihmique. La manipulation de
quadriques offre un compromis entre le traitement dans ultlage d’'un tres grand nombre
d’objets simples, les triangles et un nombre plus restotijets plus complexes mais po-
tentiellement plus riches en informations, des objetstalgaes.

Par définition, I'arrangement d’'un ensemiied’objets semi-algébriques dai¥' est la dé-
composition deR" en composantes connexes de dimensiards.0,n ou les polyndmes
définissant les objets sont de signes constants. Un ousisiglae pour la décomposition
d’ensemble semi-algébriques est la décomposition cytindralgébrique. Mais sa trés grande
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complexité a motivé le développement de nombreux appraatesatives en géométrie al-
gorithmique. Ainsi dansq0], les auteurs utilisent une technique consistant a balbs®r
pace par un plan orthogonal a I'axe des abscisses. Limtosedu plan de balayage avec
la famille de quadriques en une positina= xg fixée, donne un arrangement de coniques
dans le plan(y, z). Les cellules sont calculées via une décomposition enénaides” de la
sectionx = xg. Dans p§] les auteurs ont présenté deux méthodes pour calculer linéece
dans un arrangement de quadriques. La premiere utiliseedesitjues de projection basées
sur les résultants, alors que la seconde utilise des tasbside modélisation géométrique
de volumes. Si les auteurs soulignent eux mémes les limétés théthode utilisant les tech-
nigues de modélisation géométrique de volumes, les diffisule la phase de relevement qui
apparaissent lorsqu’on procéde par projection (distincties singularités apparentes, ges-
tion certifiée des connections au dessus des singularipggeaies) n'ont pas été traitées.
Notre stratégie consiste a calculer sur chaque quaddgde la famille(sy, .. ., Sn), toutes

les courbes d'intersection deavec lesg(n— 1) quadriques restantes ainsi que sa silhouette.
Pour y parvenir, 'ensemble de ces courbes sera projeté&slah(x,y) conduisant ainsi a
un calcul de sous-arrangements de courbes planes. Afin géfgnla phase de relevement
et la gestion des singularités apparentes, nous introgsides conditions de généricité, sim-
ilaires a celles décrites dans le Chapirejui conduirons a I'existence de paramétrisations
rationnelles trés simples (car les surfaces ici sont dedrgyees), permettant le relevement
des courbes projetées. Ensuite, pour le calcul de sousgameents de courbe algébrique
plane, nous utilisons 'algorithme décrite dai$ [Dans la section suivante, nous donnons
les grandes lignes d’un travail encours dont la phase lagffisile sera sirement celle de
I'implémentation.

6.2 Lalgorithme de calcul d’arrangement de quadriques

6.2.1 Conditions de généricité et phase de projection

Soit s une quadrique de la famillgsy, . .., $,) que nous supposerons étrenl&e. Pour
touti € [1,n—1], soitG := S NS la courbe intersection de la quadrigsi@vec la quadrique
Si. Soit? la silhouette de&§ au sens de la Définitioh.2.3et C:= PUCLU...U Gy-1.

Définition 6.2.1 La quadriques est en position générique si et seulement si la courbe spa-
tiale C définie comme réunion des courligset P est en position pseudo-générique au sens
de la Définition4.3.1



Chapitre 6. Perspectives : Calcul d’arrangement de quaeliq 119

Supposons que la quadriquyeest en position géneérique. Cette hypothese peux étre testée
par une version simplifiée, du test de pseudo-généricitegsé® dans le Chapitrg tenant
compte du fait que les surfaces sont ici des quadriques. [Bartas ouS n’est pas en posi-

tion générique, nous effectuerons un changement de vasaiol'ensemble des quadriques
pour se mettre dans une position adéquate.

Il est clair que siC := PUC1U...U (Cy—1 est en position pseudo-générique, alors toutes les
courbes d’'intersectiog; et la silhouette? de S sont en position pseudo-générique. Comme
toutes ces courbes sont des intersections de surfacesquesdalors en appliquant la Propo-
sition4.3.2a chaque courbe on obtient le Proposition suivante :

Proposition 6.2.2 Pour tout i€ [1,n— 1], nous noteronsi(Q, Qi) € Q[X,Y] le résultant
des polynémes Q eti3n 1(Q, Qi),sr.o0(Q, Qi) € Q[X,Y] les coefficients du polyndme sous-
résultant d’ordrel associé a Q et QAlors si la quadriques est en position générique, alors

pour toutie [1,n—1], G := {(a,B,y) € R3|sp(Q,Qi)(a,B) =0,y = %} et

_ 76 ,
P = {(0,B,y) € R3s0(Q,82Q)(a, B) = 0,y = 205228 E0

La proposition précédente montre que par projection, leutale la courbe” se raméne a
celui de I'arrangement des courbes algébriques planesali&ns
(sh(Q,Q1),-..,S0(Q,Qn-1),S(Q,0zQ)). Le calcul d'un tel arrangement peut s’effectuer
avec l'algorithme décrit dand].

6.2.2 Phase de relevement

La phase de relevement est gérée de la méme facon que dansgier€h En effet les
paramétrisations rationnelles données dans la Propo§ito2permettent de relever de fagon
indépendant chaque courbie Les singularités apparentes sont détectées et relevéedes
adaptations des algorithmes décrites dans le Chapitt®ncernant la reconstruction de
on utilise I'algorithme décrit dans le Chapitbe Ce travail est en cours et nous souhaitons
mettre en place avec MHEMAGIX un code certifié de calcul d’arrangement de quadriques.






Chapitre 7

Conclusion

Le but de cette these était de construire des algorithmég&eicalculant la topologie
de courbes et surfaces algébriques réelles puis de lesnmaptér. Nous avons développé
trois algorithmes symboliques-numériques certifiés demtcbmplexités binaires, rappelées
ci-dessous, représentent les meilleures parmi les ahgoe traitant ces questions. Nos al-
gorithmes ont été implémentés aveaMIEMAGIX .

Le premier est fortement basé sur les propriétés des polgadwus-résultants, et permet le
calcul de la topologie d’'une courbe algébrique plane. Cgarithme d’'une complexité bi-
naire debB(dloT) (d étant le degré du polynéme définissant la courbe étudi&elaetaille
binaire de ses coefficients) est une amélioration de I'élyoe décrit dansj2] dont la com-
plexité binaire est dé)g(d6r).

Le deuxiéme algorithme résoud le probléme du calcul de lalégye d’'une courbe algébrique
spatiale définie comme intersection de deux surfaces adgids implicites avec un codt bi-
naire deOg(d?M).

Le troisieme est un algorithme de maillage de surfaces aigdi. C’est le premier algorithme
certifié et entierement implémenté qui traite le problemendullage isotopique de surfaces
implicites singuliéres. Sa complexité binaire esiagd?'1).

Dans cette thése les algorithmes que nous proposons aemélies complexités théoriques
connues et sont tous certifiés. Néamoins, en pratique,nldigaités par la croissance expo-
nentielle des coefficients des polynémes lors des phasksiiétion de variables et par la
densification des polynbmes qu’engendre les changemeniari@bles lorsqu’on recherche
une position génerigue. Sur le probléme des courbes gaunhes poursuivons nos efforts
pour tenter d’affaiblir le plus possible, sans perdre ldifteation des résultats retournés, les
conditions de généricité requises. Si un tel travail atbhoes répercutions seront immeédiates
sur le traitement des surfaces algébriques et des arrangedequadriques.
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