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Introduction générale

Dans les pages qui suivent, nous présentons les travaux de thèse que nous avons
effectués depuis septembre 2005. Ils ont été menés au Département de Mathéma-
tiques et Informatique du laboratoire XLIM de l’Université de Limoges sous la
co-direction des Professeurs Samir Adly et Michel Théra.

Ce mémoire sera divisé en deux parties : la première traite les inéquations varia-
tionnelles non coercives et quelques applications. La seconde partie sera consa-
crée à l’étude de la stabilité au sens de Lyapunov des inéquations variation-
nelles et hémivariationnelles d’évolution ainsi qu’à l’étude du système d’Euler-
Lagrange avec des forces de frottement de type Coulomb. Afin de donner les
motivations de nos travaux, nous décrirons les deux parties principales qui les
constituent.

La théorie des " Inéquations Variationnelles " a débuté avec les problèmes de mi-
nimisation de fonctionnelles. L’étude systématique de cette théorie remonte aux
travaux de G. Fichera et son analyse du problème de Signorini en 1964. Cette
théorie a connu de nombreux développements, d’abord avec les travaux de G.
Stampacchia et P. Hartmann en 1966 et ensuite avec la contribution en 1967 de G.
Stampacchia et J.L. Lions. Ces derniers ont utilisé les inéquations variationnelles
pour l’étude des équations aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques, as-
sociées à des formes bilinéaires coercives, dans le but d’appliquer leurs résultats
aux problèmes unilatéraux de la théorie de l’élasticité, de la plasticité et de la mé-
canique. Un théorème d’existence et d’unicité de la solution du problème d’in-
équation variationnelle a été donné par Stampacchia dans [96].
Les domaines d’applications des inéquations variationnelles sont nombreux, ci-
tonsdes disciplines aussi différents que la physique, la chimie, l’ économie, la
finance etc... . Il n’est pas étonnant que cette théorie ait conduit à de nombreuses
contributions depuis les années soixante et les travaux pionniers que nous ve-
nons de citer.
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La description des phénomènes de contact unilatéral fait appel aux inéquations
variationnelles lorsque les fonctionnelles sont convexes. Grâce à la théorie du
sous-différentiel convexe, J. J. Moreau traite les forces de contact monotones comme
des forces qui dérivent de sur-potentiels convexes. Récemment et avec le dévelop-
pement du sous-différentiel de Clarke [34], P. Panagiotopoulos a envisagé les
contraintes non convexes comme des forces de sur-potentiels non convexes. et a
introduit les " Inéquations hémivariationnelles ".

Depuis les années soixante, la théorie des inéquations variationnelles s’est beau-
coup développée et a ouvert le chemin à de nombreuses applications et à d’autres
classes de problèmes. Plus précisement, nous trouverons des inéquations varia-
tionnelles et hémivariationnelles gouvernées par des opérateurs monotones, maxi-
maux monotones, coercives, non coercives, semi-coercives, pseudo-monotones
etc.... Ces problèmes ont fait l’objet d’un nombre très important de contributions
parmi lesquelles, j’ai étudié des travaux de H. Brézis, P. Panagiotopoulos, D. Goe-
leven, H. Attouch, B. Brogliato, D. Motreanu, S. Adly, E. Ernst, M. Théra.

L’étude des systèmes dynamiques est une branche des mathématiques qui re-
monte aux travaux de H. Poincaré (1854-1912) et au mémoire qu’il présenta en
1881 intitulé : " Sur les courbes définies par une équation différentielle ".

Influencé par les travaux de H. Poincaré, Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-
1918) a étudié dans son mémoire "Problème général de la stabilité du mouvement", la
notion de la stabilité. Nous entendons par stabilité, la stabilité des points d’équi-
libre. Ses méthodes, sophistiquées pour l’époque, sont encore utilisées aujour-
d’hui. Rappelons qu’il a donné des définitions analytiques de la notion de stabi-
lité et de stabilité asymptotique.

La stabilité au sens de Lyapunov signifie que la solution peut être gardée arbi-
trairement près de l’équilibre, si l’on prend une condition initiale suffisamment
proche de ce dernier. La stabilité asymptotique signifie que non seulement l’équi-
libre est stable mais que de plus la solution d’une condition initiale appartenant
au voisinage de l’équilibre, tend vers l’équilibre lorsque le temps tend vers l’in-
fini. Finalement, nous parlerons d’instabilité si tout simplement l’équilibre n’est
pas stable.

Partant de ces définitions, A. M. Lyapunov a proposé deux méthodes pour l’étude
de la stabilité des systèmes non-linéaires. La première méthode consiste à calculer
les points d’équilibre afin de linéariser autour de ces points pour évaluer la stabi-
lité ou bien l’instabilité. La dernière étape de cette méthode consiste à examiner
les valeurs propres de la matrice Jacobienne ainsi obtenue à partir la linéarisation.
Nous distinguerons trois cas. Si toutes les valeurs propres admettent une partie
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réelle strictement négative, nous déduisons la stabilité asymptotique. S’il existe
une valeur propre telle que sa partie réelle est strictement positive, nous aurons
l’instabilité. Enfin, si toutes les valeurs propres ont des parties réelles négatives
ou nulles et s’il en existe une qui admette une partie réelle nulle, nous ne pouvons
pas conclure. Cette méthode est connue aujourd’hui sous le nom de "Première mé-
thode de Lyapunov" ou bien "Méthode indirecte de Lyapunov".

Cette méthode, malgré sa simplicité ne semble pas très efficace. En d’autres termes,
la méthode de linéarisation est une méthode par approximation, elle n’est donc
valide que localement autour du point d’équilibre concerné et ne peut certaine-
ment pas être utilisée pour en déduire un comportement global. De plus, les dy-
namiques d’un système non linéaire sont beaucoup plus riches que celles d’un
système linéaire dans le sens où elles reflètent des comportements et des phéno-
mènes purement linéaires. Pour cela, A. M. Lyapunov a proposé une deuxième
méthode pour l’étude de la stabilité. Aujourd’hui, cette méthode est connue sous
le nom de "Méthode directe de Lyapunov" ou par "Seconde méthode de Lyapunov".
Dans ce travail, nous adapterons cette méthode pour l’étude de la stabilité d’une
classe des systèmes dynamiques dits non-réguliers.
En regardant les définitions de la stabilité, nous constatons que pour étudier la
stabilité nous aurons besoin de calculer les solutions, ce qui n’est pas facile dans
la plupart des cas. D’où l’objet de la théorie de Lyapunov, qui permet de tirer
des conclusions quant au comportement du système sans calculer explicitement
ses solutions. La philosophie de la seconde méthode de Lyapunov réside dans
l’extension mathématique d’une observation fondamentale de la physique :

" Si l’énergie totale d’un système est dissipée de manière continue alors le système devra
atteindre finalement un point d’équilibre ".

Cette méthode est une généralisation de l’idée de l’énergie du système. Le but
est de trouver une fonction qui décroît le long des trajectoires du système. Aujo-
urd’hui, ces fonctions sont appelées "Fonctions de Lyapunov".
Le principal inconvénient de la méthode directe est de ne pas disposer de guide
pour le choix de la fonction de Lyapunov. Dans la plupart des applications, les
fonctions considérées sont l’énergie totale du système.

Les travaux de Lyapunov n’ont été connus qu’à partir des années soixante. Comme
cette théorie donne une condition suffisante, en 1963, J. Kurzweil a établi une
condition nécessaire pour montrer la stabilité. Un autre inconvénient de cette mé-
thode, c’est qu’en donnant une telle fonction de Lyapunov, on doit examiner sa
dérivée temporelle tout au long de la trajectoire pour montrer sa décroissance.
Donc, il arrive souvent que la dérivée temporelle soit semi-définie négative, ce
qui nous offre la stabilité et non pas la stabilité asymptotique. En 1961, J.P. La Salle
a étudié ce problème et a formulé ainsi un principe connu aujourd’hui comme le
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"Principe d’invariance de La Salle". Depuis, les techniques de la méthode de Lyapu-
nov sont beaucoup utilisées et ont énormément progressé. Nous trouverons des
études de la stabilité des systèmes en utilisant des fonctions de Lyapunov qui ne
sont pas nécessairement lisses. Pour cela, nous citons les travaux de F. Clarke et
ses collaborateurs qui ont utilisé des outils de l’analyse non-lisse afin d’étudier la
décroissance de la fonction de Lyapunov proposée.

Finalement, nous notons qu’il existe de nombreux problèmes sur les systèmes
dynamiques et leur stabilité. Cependant, d’importants processus physiques sont
décrits par des modèles non linéaires. Par exemple, les caractéristiques courant /
tension de nombreux systèmes électroniques sont non-linéaires. Il est indispen-
sable d’étudier la stabilité de ces systèmes, surtout que la plupart d’entre eux
sont munis d’un contrôle. Il existe des systèmes provenant de la mécanique, de la
biologie ou de la finance pour lesquels les fonctions décrivant les évolutions des
paramètres sont discontinues. Il est donc nécessaire de généraliser la théorie de
Lyapunov pour les systèmes dynamiques non-réguliers.

Organisation du mémoire

Ce travail est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre présente la plupart des outils mathématiques qui seront uti-
lisés tout au long de ce travail. Il sera divisé en deux parties principales. La pre-
mière sera consacrée au rappel de quelques notions de l’analyse convexe, non-
convexe, de l’analyse multivoque ainsi qu’un rappel simplifié de la théorie des
inéquations variationnelles. Toutes ces notions seront utilisées tout au long de ce
travail. La seconde partie sera dédiée à l’étude de la théorie de la stabilité au sens
de Lyapunov ainsi qu’au principe d’invariance de La Salle. Cette théorie sera rap-
pelée pour les équations différentielles ordinaires. Il nous a semblé intéressant de
présenter cette théorie à l’aide de deux exemples importants : pendule simple et
circuit électrique RLC.

Le Chapitre 2 étudie les inéquations variationnelles linéaires semi-coercives. Ce
problème est lié à la convexité de la fonctionnelle d’énergie associée et à la nature
de l’opérateur qui gouverne l’inéquation variationnelle.

Étant donné un élément q ∈ Rn, M une matrice symétrique semi-définie positive
de Rn×n, et une fonction ϕ ∈ Γ0(Rn), on considère le problème suivant :

IV(M, q, ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Mu + q, v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C;
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où C est convexe fermé de Rn. Par définition du sous-différentiel, le problème
IV(M, q, ϕ,C) équivaut à l’inclusion suivante :

IV(M, q, ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
Mu + q ∈ ∂ϕ(u);

L’existence de solution du problème IV(M, q, ϕ,C) est liée à la caractérisation de
l’intérieur de l’ensemble résolvant donné par :

R(M, ϕ,C) , {−q ∈ Rn
| Sol(M, q, ϕ,C) , ∅},

où Sol(M, q, ϕ,C) désigne l’ensemble des solutions du problème IV(M, q, ϕ,C).

Ces résultats seront étudiés à l’aide des techniques et méthodes de l’analyse de
récession. Dans un deuxième temps, nous perturberons les données du problème
IV(M, q, ϕ,C) afin d’examiner sa stabilité en faisant tendre la perturbation vers
0. Avant de donner ces résultats, nous ferons un rappel sur les inéquations vari-
ationnelles pseudo-monotones, monotones, ainsi que sur l’optimisation convexe.
Ces résultats théoriques trouveront leurs applications en électronique et en méca-
nique. Pour mener à bien ce chapitre, nous nous sommes principalement appuyés
sur les travaux de H. Brézis, S. Adly, M. Théra, E. Ernst et D. Goeleven.

L’ojet du Chapitre 3 est la stabilité au sens de Lyapunov des inéquations varia-
tionnelles et hémivariationnelles d’évolutions. Ce chapitre sera divisé en deux
parties principales.

Après le développement considérable de la théorie de stabilité de Lyapunov sur
les équations différentielles ordinaires, apparaît le travail remarquable de Filippov
sur l’étude des équations différentielles avec second membre discontinu. Depuis,
cette théorie a beaucoup évolué grâce à l’analyse multivoque et a généré la théo-
rie des "Inclusions Différentielles" largement étudiée par J.P. Aubin et A. Cellina
(voir [13]).

Dans la première partie de ce chapitre, nous allons examiner la stabilité en temps
fini des inéquations variationnelles d’évolution. Dans [48], les auteurs ont établit
un résultat d’existence et d’unicité, grâce à un théorème de Kato, pour une inclu-
sion différentielle gouvernée par un opérateur maximal monotone. Ensuite, ils
ont étudié la stabilité de Lyapunov d’une classe d’inéquation variationnelle de
premier ordre. Les auteurs ont généralisé la théorie de Lyapunov à cette classe.
Ensuite, S. Adly et D. Goeleven (voir [5]) ont traité le cas des systèmes de se-
cond ordre et ont donné une extension du principe d’invariance de La Salle. Le
problème général s’écrit sous la forme de l’inclusion différentielle suivante :

du
dt
∈ −F(u) − ∂ϕ(u), (1)
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avec F un opérateur Lipschitzien et ϕ ∈ Γ0(Rn).

L’étude de l’existence et de l’unicité de la solution de ce problème est une consé-
quence d’un résultat de Kato et est basée sur la monotonie de l’opérateur F et
du sous-différentiel. Pour établir ce résultat, il faut utiliser la régularisataion de
Moreau-Yoshida de la fonction ϕ (voir [94]) afin de transformer l’inclusion diffé-
rentielle donnée ci-dessus en une équation différentielle ordinaire. En effet, si on
considère la fonction ϕα donnée par :

ϕα(u) ,
(
ϕ�

1
2α
‖·‖

)
(u)

= inf
v

{
ϕ(u − v) +

1
2α
‖v‖

}
.

La fonction ϕα est convexe et elle tend vers ϕ lorsque α→ 0.De plus, ϕα est diffé-
rentiable donc son sous-différentiel ∂ϕα est réduit au singleton {∇ϕα}. Pour prou-
ver l’existence et l’unicité de la solution du problème (1), on considère l’équation
différentielle suivante :

duα
dt

+ F(uα) = −∇ϕα(uα). (2)

L’ équation (2) admet une solution unique, notée uα qui tend vers l’unique solu-
tion du problème,u de (1) , lorsque α→ 0 .

Le problème (1) contient comme cas particulier les équations différentielles or-
dinaires lorsque la fonction ϕ est de classe C1(Rn). Un autre cas important est
donné lorsque la fonction ϕ est la fonction indicatrice d’un cône convexe fermé
C de Rn, alors nous obtenons alors le problème de complémentarité donné par :
trouver u ∈ C tel que

du
dt

+ F(u) ∈ −C◦(∈ −∂δC(u) = −NC(u)),

〈
du
dt

+ F(u),u〉 = 0.

Dans le cas particulier où C = Rn
+, le problème de complémentarité s’écrit :

du
dt

+ F(u) = −λ(t),

0 ≤ λ(t) ⊥ u(t) ≥ 0.

Enfin, étant donné ϕ ∈ Γ0(Rn), on considère l’inclusion différentielle de second
ordre suivante :

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) ∈ −∂ϕ(q̇(t)),
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avec M,C et K désignant respectivement les matrices de masse, d’amortissement
et de rigidité. Le second membre modélise le frottement sec de type Coulomb.
Á l’aide d’un simple changement de variable, nous pouvons transformer cette
inclusion différentielle en une autre de premier ordre. D’où l’importance et la
motivation principale d’étudier ce problème.

Notre contribution principale sera consacrée à l’étude de la stabilité en temps fini
pour ce type de système. Pour bien mener ce travail, nous nous basons sur les
travaux de E. Moulay et W. Perruquetti (voir [77]).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous allons étudier la stabilité des inéqua-
tions hémivariationnelles d’évolution de premier ordre. En effet, nous consid-
érons à la place du sur-potentiel au sens de Moreau un sur-potentiel au sens de
Panagiotopoulos. En d’autres termes, cette partie sera consacrée à l’étude du cas
non-convexe et à l’étude de l’inclusion différentielle du type : étant donné une
fonction j : Rn

→ Rn localement lipschitzienne et un opérateur continu F, on
cherche à trouver une solution qui vérifie :

du
dt

+ F(u) ∈ −∂c j(u),

où ∂c j(u) désigne le sous-différentiel de la fonction j au point u. De même, si la
fonction j est de classe C1, l’inclusion différentielle s’écrit comme une équation
différentielle ordinaire.

Dans cette nouvelle classe de problème, l’unicité de la solution (pour toute condi-
tion initiale donnée) ne peut être prouvée en général. Il arrive souvent que le
système ait plus d’une solution. Dans cette partie, nous allons examiner l’exis-
tence de solutions ainsi que la stabilité, la stabilité asymptotique et la stabilité en
temps fini des points d’équilibre. Ensuite, nous donnons une extension du prin-
cipe d’invariance de La Salle. Finalement, nous appliquons ces résultats à des
exemples en électronique et en mécanique.

Au Chapitre 4, nous étudierons la stabilité des systèmes dynamiques non-réguliers
de type Euler-Lagrange conservatifs. Le but sera de trouver des conditions simples
pour établir la stabilité et la stabilité asymptotique de l’inclusion différentielle sui-
vante :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ∇ϑ(q) ∈ −∂Φ(q̇).

La matrice M(q) désigne la matrice d’inertie, la matrice C(q, q̇) désigne la matrice
des forces centrifuges et de Coriolis et la fonction ϑ représente l’énergie poten-
tielle du système. Nous allons reprendre le travail de S. Adly et D. Goeleven [5]
et essayer de l’étendre au cas général.
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Les propriétés naturelles des matrices M(q),C(q, q̇) et de l’énérgie ϑ, joueront un
rôle important dans cette étude. Nous rappelons quelques unes des ces proprié-
tés. Ensuite, nous appliquerons les résultats trouvés à certains exemples en mé-
canique.



CHAPITRE 1

NOTIONS GÉNÉRALES

1.1 Introduction

Ce chapitre est divisé en deux parties :

Dans la première partie, nous rappelons quelques définitions et outils de l’ana-
lyse convexe, non-convexe et de récession. Ils seront fréquemment utilisés tout
au long de ce travail. De plus, nous donnerons quelques propriétés de l’analyse
multivoque. Nous présenterons quelques éléments de la théorie des opérateurs
maximaux monotones ainsi qu’une approche smplifiée des inéquations variation-
nelles. Cette théorie a apparu dans les années 60 avec Fichera dans son étude
du problème du Signorini. J.L. Lions et G. Stampacchia [69] ont étudiés le cas
d’un opérateur linéaire coercif. Ce résultat a été généralisé par P. Hartman et G.
Stampacchia [53] et indépendamment par F. Browder [31] au cas des opérateurs
non linéaires de type monotone. Au début, cette théorie a trouvé ses applications
en mécanique unilatérale (voir [39]). Récemment, elle est utilisée dans l’étude
d’autres domaines comme par exemple l’économie, la finance, l’optimisation et
la théorie des jeux.

Dans la deuxième partie, nous présenterons la notion de la théorie de la stabi-
lité au sens de Lyapunov des systèmes dynamiques, pour des équations diffé-
rentielles ordinaires. Les résultats ainsi donnés seront appliqués ultérieurement à
l’étude des inéquations variationnelles et hémivariationnelles d’évolutions ainsi
qu’à l’étude des systèmes Lagrangiens. Cette théorie joue un rôle important dans
différents domaines tels que la mécanique, l’électronique ou l’automatique.

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) fut un des premiers fondateur de
la théorie de la stabilité. Lors de sa thèse soutenue en 1892 ([71]), A.M. Lyapu-
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nov a donné une condition suffisante pour montrer la stabilité des équilibres en
utilisant certaines fonctions dites aujourd’hui " fonctions de Lyapunov ". Son tra-
vail a été basé sur les travaux de H. Poincaré et J. Lagrange, sur la stabilité des
équations différentielles ordinaires de second ordre. L’objectif de la méthode de
Lyapunov est d’étudier le comportement du système sans calculer explicitement
ses trajectoires.

En 1957, V.I. Zubov ([103] a donné une extension de la notion de stabilité au sens
de Lyapunov des systèmes dynamiques en général munis de la topologie mé-
trique. Les travaux de Zubov sont considérés comme une généralisation de la
stabilité de Lyapunov.
Le début des années 60 est considéré comme la naissance de l’évolution de la
théorie de la stabilité de Lyapunov. Durant lesquelles J. Kurzweil ([64]) a démon-
tré la réciproque de la méthode de Lyapunov pour des systèmes continus. En
parallèle, l’étude de la stabilité a intéressé d’autres à l’exemple de J.P. La Salle
[65] qui a donné un principe d’invariance connu par " principe d’invariance de La
Salle " pour établir la satbilité asymptotique des équilibres. Ce principe a été étu-
dié également, en 1963, par N.N. Krasovskii [62]. Dans certaines références, le
théorème d’invariance est dit théorème d’invariance de La Salle-Krasovskii. Éga-
lement, nous citons les travaux de T. Yoshisawa sur l’étude de la stabilité des
équilibres des équations différentielles ordinaires ainsi que ses études sur la rela-
tion entre la seconde méthode de stabilité de Lyapunov et le fait que les solutions
soient bornées (voir [100]).
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Partie I

1.2 Outils mathématiques

Dans cette section, nous nous limiterons à quelques définitions et propriétés de
l’analyse convexe qui nous seront utiles par la suite. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur aux ouvrages [55], [89] et [76].

Dans la suite, l’espace Rn est muni du produit scalaire 〈·, ·〉, dont la norme as-
sociée est notée ‖·‖. Nous noterons par Bρ (resp.Bρ(u), Bρ et Bρ(u)) la boule unité
ouverte (resp. de centre u ∈ Rn, fermée et fermée de centre u ∈ Rn) et de rayon
ρ > 0 dans Rn. Enfin, nous designons par R• l’ensemble R ∪ {∞}.

1.2.1 Ensembles convexes

Définition 1.1. Un sous ensemble C de Rn est dit ensemble convexe si pour tous u, v ∈
C,

λu + (1 − λ)v ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1].

Nous appelons enveloppe convexe (resp. enveloppe convexe fermé) de C, et on note
co(C) (resp. co(C)), le plus petit ensemble convexe (resp. ensemble convexe fermé)
contenant C.

Remarque 1.1. En général, co(C) n’est pas un ensemble fermé. De plus, si C est
convexe alors co(C) = C et réciproquement. D’autre part, si C est borné (resp.
compact) alors co(C) est borné (resp. compact). �

1.2.1.1 Cônes

Un sous ensemble C de Rn est dit cône si

∀λ ≥ 0,∀u ∈ C, λu ∈ C.

Si C est un cône convexe fermé, on définit le polaire de C par :

C◦ , {w ∈ Rn
| 〈w,u〉 ≤ 0, ∀u ∈ C} .

On appelle cône normal d’un ensemble convexe C de Rn au point u , l’ensemble
définie par :

NC(u) , {w ∈ Rn
| 〈w, v − u〉 ≤ 0 ∀v ∈ C}.
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Remarquons que le cône normal est toujours un cône convexe fermé de Rn. Par
suite, le polaire de NC(u) sera défini par :

(NC(u))◦ , {w ∈ Rn
| 〈w, v〉 ≤ 0 ∀v ∈ NC(u)}.

L’ensemble (NC(u))◦ est appelé cône tangent à C au point u et dans la suite sera
noté par TC(u).

Un cône C est dit saillant si et seulement si (C) ∩ (−C) = {0}, avec

(−C) , {−u | u ∈ C}.

1.2.2 Fonctions convexes

A présent, nous considérons les foncions ϕ telles que

ϕ : Rn
→ R•.

Nous appelons épigraphe de la fonction ϕ, l’ensemble noté par

epi ϕ , {(u, µ) ∈ Rn
×R | ϕ(u) ≤ µ}.

Nous notons par :
domϕ , {u ∈ Rn

| ϕ(u) < +∞}

le domaine de la fonction ϕ. Si domϕ , ∅ alors la fonction ϕ est dite propre .
La fonction ϕ est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) dans Rn si et seulement si
pour tout u0 ∈ Rn nous avons :

ϕ(u0) ≤ lim inf
u→u0

ϕ(u).

Autrement dit, la fonctions ϕ est s.c.i. si et seulement si son épigraphe est un
fermé de Rn. De plus, la fonction ϕ est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si
la fonction −ϕ est s.c.i..

Exemple 1.1. 1. Toute fonction continue est s.c.i..

2. La fonction ϕ est continue si et seulement si ϕ et −ϕ sont s.c.i.. (ou bien ϕ
est à la fois s.c.i. et s.c.s.).

�

Définition 1.2. La fonction ϕ est dite convexe si pour tout u, v ∈ Rn avec ϕ(u) < +∞
et ϕ(v) < +∞, nous avons :

ϕ((1 − λ)u + λv) ≤ (1 − λ)ϕ(u) + λϕ(v), ∀λ ∈ [0, 1].

La fonction ϕ est dite strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est stricte.
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Remarquons qu’une fonction est convexe si son épigraphe est une partie convexe
de Rn

×R.

Exemple 1.2. Considérons la fonction indicatrice d’un convexe C de Rn, définie
par :

δC(u) =

{
0 si u ∈ C,
+∞ sinon.

La fonction δC vérifie les propriétés suivantes :

1. δC est propre ;

2. epi δC = C ×R+ ;

3. δC est une fonction convexe si et seulement si C est convexe ;

4. δC est une fonction s.c.i. si et seulement si C est fermé.

�

Enfin et dans la suite, nous noterons par Γ0(Rn) l’ensemble des fonctions ϕ : Rn
→

R•, propres, convexes et s.c.i..

1.2.3 Différentiabilité et sous-différentiabilité

1.2.3.1 Dérivée directionnelle

Dans cette partie, nous présentons rapidement la notion de différentiabilité. Pour
cela, nous considérons des fonctions ϕ : Rn

→ R.

Définition 1.3. Nous appelons dérivée directionnelle de ϕ au point u ∈ Rn et dans la
direction d ∈ Rn, et on note ϕ′(u; d), la limite suivante, si elle existe dans R :

ϕ′(u; d) , lim
τ→0+

ϕ(u + τd) − ϕ(u)
τ

Exemple 1.3. Considérons la fonction f : R → R,u 7→ |u|. En appliquant la Défi-
nition 1.3, Nous trouvons que :

ϕ′(0; 1) = 1 et ϕ′(0;−1) = 1.

�

Définition 1.4. La fonction ϕ est dite différentiable au sens de Gâteaux au point u, si
et seulement si la fonction ϕ admet en u des dérivées directionnelles continues dans toutes
les directions d. De plus, nous avons ϕ′(u; d) =

〈
∇ϕ(u), d

〉
, où ∇ϕ désigne le gradient de

la fonction ϕ au point u.
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1.2.3.2 Cas des fonctions convexes

Comme le montre l’Exemple 1.3, les fonctions convexes ne sont pas nécessaire-
ment dérivables sur leur domaine, d’où l’intérêt d’introduire de nouveaux objets
appelés le sous-gradient et le sous-différentiel qui permettent de généraliser la
notion de différentiabilité. Pour plus de détails voir dans [55] et [89].
Considérons une fonction convexe ϕ : Rn

→ R•.

Théorème 1.1. Pour tout u ∈ Rn, la fonction ϕ admet des dérivées directionnelles dans
toutes les directions d ∈ Rn. De plus, nous avons

ϕ′(u; d) , inf
τ>0

ϕ(u + τd) − ϕ(u)
τ

Enfin, −ϕ′(u;−d) ≤ ϕ′(u; d).

Ce resultat nous donne une idée du comportement d’une fonction convexe.

Définition 1.5. Un vecteur ξ ∈ Rn est dit sous-gradient de la fonction ϕ en u (avec
ϕ(u) < +∞) si pour tout v ∈ Rn nous avons

ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈ξ, v − u〉.

L’ensemble (vide ou non vide) de tous les sous-gradients de ϕ en u est appelé
sous-différentiel de ϕ en u et est noté par ∂ϕ(u).

Cet ensemble est un ensemble convexe et fermé deRn. De plus, il n’est pas néces-
sairement compact, sauf si la fonction ϕ est continue.

Théorème 1.2. (Convexité par le gradient)
Si la fonction ϕ est finie et continue en u ∈ Rn. Alors, ϕ est différentiable en u (c.à.d.
∇ϕ(u) existe) si et seulement si ∂ϕ(u) est réduit à un singleton, à savoir ∇ϕ(u). Par suite
nous obtenons :

ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈∇ϕ(u), v − u〉.

Exemple 1.4. Soit C un ensemble convexe fermé de Rn. D’après Exemple 1.2 ,
nous obtenons que la fonction indicatrice de C est une fonction de Γ0(Rn). Le
sous-différentiel de δC au point u ∈ C, est donné par :

∂ϕ(u) = NC(u),

avec la convention ∂ϕ(u) = ∅ si u < C. �

Exemple 1.5. Considérons la fonction f : R → R,u 7→ |u|. Le sous-différentiel
∂ f (u) de f en u est donné par :

∂ f (u) =


{1} si u > 0,
[−1, 1] si u = 0
{−1} si u < 0.

�
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1.2.3.3 Cas des fonctions lipschitziennes

Dans ce paragraphe, nous considérons des fonctions ϕ : Rn
→ R, localement

lipschitziennes en u ∈ Rn c’est à dire il existe un k > 0 et un ρ > 0 telle que

‖ϕ(v) − ϕ(w)‖ ≤ k‖v − w‖ ∀ v,w ∈ Bρ(u).

La constante k est appelée constante de Lipschitz de ϕ en u. Une fonction loca-
lement lipschitzienne en un point n’est pas nécessairement différentiable en ce
point.

De plus, toute fonction convexe ϕ : Rn
→ R est localement lipschitzienne en

tout point de Rn et domϕ = Rn. D’où l’intérêt de parler de la notion de sous-
gradient et de sous-différentiel d’une fonction localement lipshitzienne. En effet,
nous allons définir la dérivée directionnelle généralisée de la fonction ϕ.

Définition 1.6. Nous appelons dérivée directionnelle généralisée de ϕ au point u ∈
Rn et dans la direction d ∈ Rn, et on note ϕ◦(u; d), la limite suivante, si elle existe dans
R :

ϕ◦(u; d) , lim sup
w→u,τ→0+

ϕ(w + τd) − ϕ(w)
τ

Comme la fonction ϕ est localement lipschitzienne en u ∈ R, ϕ◦(u; d) est finie, et

|ϕ◦(u; d)| ≤ k‖d‖.

Définition 1.7. Un vecteur w ∈ Rn est dit sous-gradient de Clarke de la fonction ϕ
en u, si pour tout v ∈ Rn nous avons

ϕ◦(u; v) ≥ 〈w, v〉.

L’ensemble de tout les sous-gradients de Clarke deϕ en u est appelé sous-différentiel
Clarke de ϕ en u et est noté par ∂cϕ(u). Cet ensemble est un ensemble non vide,
compact et convexe de Rn.

Remarque 1.2. Remarquons que :
1. Si la fonction ϕ est convexe alors on a ϕ◦(u; d) = ϕ′(u; d) pour tout d ∈ Rn, et

par suite ∂cϕ(u) = ∂ϕ(u).
2. D’après le théorème de Rademacher, la fonctionϕ (localement lipschitzienne)

est différentiable presque-partout sur Rn (pour la mesure de Lebesgue).

Cela signifie que la fonction ϕ admet un gradient ∇ϕ sur Rn
\N, avec N un

ensemble quelconque de mesure nulle dans Rn où le gradient de ϕ n’existe
pas. Par suite, le sous-différentiel de Clarke peut être écrit de la façon sui-
vante :

∂cϕ(u) = co
{
w ∈ Rn

| ∃(ui) ∈ Rn
\N telle que ui → u et ∇ϕ(ui)→ w

}
.

�
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1.2.4 Éléments de l’analyse multivoque

Dans cette section, nous donnerons quelques définitions et propriétés de l’ana-
lyse multivoque. Cette théorie nous servira, d’une part, à bien comprendre la
nature du sous-différentiel d’une fonction propre et convexe ϕ : Rn

→ R• et
d’autre part, elle constituera la base de la théorie des "inclusions diférentielles"
que nous étudierons ultérieurement. Pour plus de détails, nous inviterons le lec-
teur à consulter à l’ouvrage [14].

Définition 1.8. Une application F deRn dansRn est dite multivoque ou multi-application,
si à tout u ∈ Rn, on associe le sous-ensemble F(u) de Rn. Le sous-ensemble F(u) est dit
image ou bien valeur de F.

Une multi-application sera notée par :

F : Rn ⇒ Rn.

De plus, F est une application u→ 2Rn où 2Rn désigne la famille de tous les sous-
ensembles de Rn. Voici quelques outils de l’analyse multivoque. Dans toute la
suite, F : Rn

→ 2Rn désigne une multi-application.

Définitions et propriétés 1.1. 1. Le domaine de F, noté D(F), est l’ensemble dé-
fini par :

D(F) , {u ∈ Rn
| F(u) , ∅}.

2. Si D(F) = Rn, alors la multi-application F est dite stricte.

3. La multi-application F est dite propre si son domaine est non-vide.

4. Le graphe de F, noté Gr(F), est l’ensemble défini par :

Gr(F) , {(u, v) ∈ Rn
×Rn

| v ∈ F(u)}.

Par suite, F(u) peut être écrit sous la forme :

F(u) = {v ∈ Rn
| (u, v) ∈ Gr(F)}.

5. Nous appelons l’image de F, noté R(F), l’ensemble défini par :

R(F) ,
⋃
u∈Rn

F(u).

6. La multi-application F est dite compacte (resp. bornée) si son image R(F) est
compacte (resp. bornée).

7. Continuité :
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– La multi-application F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en u0 ∈

Rn si pour toutU voisinage de F(u0), il existe un voisinageV de u0 telle
que F(V) ⊂ U.

– La multi-application F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u0 ∈

Rn si pour tout v0 ∈ F(u0) et tout voisinageV de v0, il existe un voisinage
U de u0 telle que :

∀u ∈ U, F(u) ∩V , ∅

– La multi-application F est dite continue en u0 ∈ Rn si elle est à la fois s.c.s
et s.c.i en u0.

– Enfin, F est dite s.c.s (resp. s.c.i, continue) si elle est s.c.s (resp. s.c.i, conti-
nue) en tout point u0 ∈ Rn.

8. La multi-application F est dite lipschitzienne s’il existe k ≥ 0 telle que :

‖F(u∗) − F(v∗)‖ ≤ k ‖u − v‖ ,∀u, v ∈ Rn,∀u∗ ∈ F(u∗),∀v∗ ∈ F(v).

9. L’opérateur F−1 : Rn ⇒ Rn est défini par :

u ∈ F−1(v)⇐⇒ u ∈ F(v).

De plus, il est clair que
D(F−1) = R(F).

�

Définition 1.9. L’opérateur F est dit monotone si : ∀u, v ∈ D(F),∀u1 ∈ F(u), v1 ∈ F(v),
nous avons :

〈v1 − u1, v − u〉 ≥ 0.

F est dit maximal monotone si son epigraphe est maximal dans l’ensemble des graphes
des opérateurs monotones ordonnés par l’inclusion (au sens des ensembles).

Pour plus de détails sur la théorie des opérateurs maximaux monotones, nous
renvoyons le lecteur à [25].

1.2.4.1 Le sous-différentiel comme un opérateur multivoque

Après avoir donné la définition et les propriétés d’une multi-application, nous
remarquons que, pour une fonction ϕ de Γ0(Rn) , la correspondance :

∂ϕ : Rn
→ 2Rn

u 7→ ∂ϕ(u)

est une multi-application qui vérifie la Définition 1.8. Par suite, nous obtenons
que le domaine de ∂ϕ est donné par :

D(∂ϕ) = {u ∈ Rn
| ∂ϕ(u) , ∅}.
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D’autre part, l’image de ∂ϕ est définie par :

R(∂ϕ) =
⋃
u∈Rn

∂ϕ(u).

De plus, nous avons :
D(∂ϕ) ⊂ dom ϕ.

Il est bien connu que ∂ϕ est un opérateur maximal monotone (voir [25], [89]).

1.2.5 Analyse de récession et la conjuguée de Fenchel

Dans ce paragraphe, C désigne un convexe fermé non vide dans Rn et ϕ désigne
une fonction de Γ0(Rn).

Définition 1.10. 1. On appelle cône de récession de C, l’ensemble non vide, convexe
et fermé défini par :

C∞ ,
⋂
t>0

[C − u0

t

]
,

où u0 est un élément arbitraire de C et C − u0 , {u − u0 | u ∈ C}
2. On appelle fonction de récession associée à ϕ, notée ϕ∞, la fonction définie par :

ϕ∞(u) , lim
λ→+∞

ϕ(u0 + λu) − ϕ(u0)
λ

,

où u0 est un élément arbitraire du domϕ.

Notons que la fonction ϕ∞ est aussi définie par :(
epi

(
ϕ
))
∞

= epi
(
ϕ∞

)
.

Nous notons par kerϕ∞ = {u ∈ Rn
| ϕ∞(u) = 0}, le noyau de ϕ∞ qui est un cône

convexe fermé de R.

Définition 1.11. On appelle conjuguée de Fenchel de la fonction ϕ, la fonction ϕ∗ :
Rn
→ R• définie par :

ϕ∗(u∗) , sup
u∈Rn

{
〈u∗,u〉 − ϕ(u)

}
.

Théorème 1.3. (Fenchel-Moreau)
La conjuguée de Fenchel ϕ∗ d’une fonction ϕ de Γ0(Rn) est une fonction de Γ0(Rn). Par

suite, nous définissons
ϕ∗∗(u) = sup

u∗∈Rn

{
〈u∗,u〉 − ϕ(u)

}
,

qui est une fonction de Γ0(Rn). De plus, nous avons

ϕ∗∗ = ϕ.
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Nous avons la correspondance de Fenchel suivante :

v ∈ ∂ϕ(u)⇐⇒ u ∈ ∂ϕ∗(v).

Par conséquent,
R(∂ϕ) = D(∂ϕ∗) ⊂ dom ϕ∗. (1.1)

Définition 1.12. On appelle fonction support associée à C, la fonction définie par :

σC(u) , (δC)∗(u) = sup
v∈C
〈u, v〉.

Le domaine de la fonction σC, donné par :

domσC = {u ∈ Rn
| sup

v∈C
〈u, v〉 < +∞}, (1.2)

est appelé cône barrière associé à C et nous le notons par B(C)

u1

C
C

C u1

u2

u3

C u2

C u3

FIGURE 1.1 – Fonction support

Propriété 1.1. Nous avons :
B(C)◦ = C∞. (1.3)

Par conséquent, par le théorème du bipolaire, nous aurons

B(C) = (C∞)◦. (1.4)

Proposition 1.1. ([89]) Soit C un ensemble convexe. Soit p ∈ Rn donné. Nous avons :



20 Notions générales

(a) p ∈ C⇐⇒ σC(w) ≥ 〈p,w〉, ∀w ∈ Rn ;

(b) p ∈ Int(C)⇐⇒ σC(w) > 〈p,w〉, ∀w ∈ Rn
\ {0}.

Où Int(C) désigne l’intérieur topologique de C.

Définition 1.13. Soit ϕ1, ϕ2 2 fonctions de Γ0(Rn). On appelle inf-convolution de ϕ1

et ϕ2, la fonction notée (ϕ1�ϕ2)(u) et définie par :

(ϕ1�ϕ2)(u) , inf
v

{
ϕ1(u − v) + ϕ2(v)

}
. (1.5)

Nous disons que la inf-convolution est exacte si l’infinimum donné dans 1.5 est
atteint. De plus, si ϕ1 (ou ϕ2) est continue sur Rn, alors :

(ϕ1 + ϕ2)∗ = ϕ∗1�ϕ
∗

2 (1.6)

et l’inf-convolution ϕ∗1�ϕ
∗

2 est exacte.

Proposition 1.2. ([89]) Soitϕ une fonction de Γ0(Rn) et soit p ∈ Rn donné. Nous avons :

(i) p ∈ dom ϕ∗ ⇐⇒ ϕ∞(w) ≥ 〈p,w〉, ∀w ∈ Rn ;

(ii) p ∈ Int(dom ϕ∗)⇐⇒ ϕ∞(w) > 〈p,w〉, ∀w ∈ Rn
\ {0}.

Preuve. La preuve est basée sur le résultat de la Proposition 1.1. En effet, consi-
dérons la fonction ψ donnée par : ψ(u) = ϕ(u) − 〈u, p〉. Par suite, on a :

ϕ(u) = ψ(u) + 〈u, p〉.

De plus, on désigne par C l’ensemble : C = dom ϕ∗ − p. D’après le Théorème 12.3
dans [89], on obtient, pour w∗ = u∗ − p, que

ψ∗(w∗) = ϕ∗(w∗ + p).

Par suite, on a
dom ψ∗ = C. (1.7)

En appliquant le Théorème 13.3 dans [89], on obtient :

σdom ψ∗ = ψ∞. (1.8)

D’autre part, on a l’equivalence suivant :

p ∈ dom ϕ∗ ⇐⇒ 0 ∈ C. (1.9)

Finalement, (1.7), (1.8), (1.9) et l’équivalence (a) (resp. (b)) de la Proposition 1.1
donnent l’équivalence (i) (resp. (ii)). �
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1.2.6 Problème d’inéquation variationnelle et problème d’opti-
misation convexe

Dans cette section, nous présentons les principaux éléments de la théorie des in-
équations variationnelles. Aujourd’hui, Cette théorie est appliquée à de nombreux
problèmes issus de l’économie, l’ingénierie etc... . Pour plus des détails voir ([80],
[15] etc...).
Elle fournit des outils dans la formulation des problèmes d’équilibre. Elle donne
une analyse qualitative en termes d’existence et unicité de la solution ainsi que
de la stabilité et de l’analyse de sensibilité. De plus, elle est utilisée pour l’étude
de nombreux problèmes provenant de la programmation mathématique comme
les systèmes non-linéaires, les problèmes d’optimisation, les problème de com-
plémentarité etc... .

En dimension finie, on appelle inéquation variationnelle tout problème de la forme :

IV(F,C)
{

trouver u ∈ C tel que :
〈F(u), v − u〉 ≥ 0,∀v ∈ C,

où C est un sous-ensemble convexe fermé de Rn et F : Rn
→ Rn. Le problème

IV(F,C) peut être représenté géométriquement par la FIGURE 1.2. L’existence et

v−u
v

F u

−F u
u

N C u

C

FIGURE 1.2 – Interprétation géométrique du problème IV(F,C).

l’unicité d’une solution du problème IV(F,C) sont principalement liés aux pro-
priétés de l’opérateur F et de l’ensemble C. Par exemple, si l’opérateur F est conti-
nue et l’ensemble C est de plus compact alors le problème IV(F,C) admet au
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moins une solution. Si de plus, l’opérateur est fortement monotone sur C c’est à
dire s’il existe α > 0 tel que

〈F(u) − F(v),u − v〉 ≥ α‖u − v‖2,∀u, v ∈ C,

alors, le problème IV(F,C) admet une solution unique.
Comme nous l’avons déjà mentionné, les problèmes d’optimisation peuvent être
modélisé par des inéquations variationnelles. Comme par exemple le cas du pro-
blème d’optimisation convexe définie par :

(OC)


minϕ(u)
tel que
u ∈ C,

où C est un sous-ensemble convexe fermé et non vide deRn, et ϕ est une fonction
continue de Rn dans R. On appelle solution du problème (OC) tout u∗ où ϕ(u∗) at-
teint sa valeur minimale sur C. L’ensemble des solutions est noté arg minu∈Cϕ(u).

Si la fonction ϕ est convexe et coercive sur C, c’est à dire elle vérifie la condition
suivante :

lim
u∈C,‖u‖→+∞

ϕ(u) = +∞.

Alors, le problème (OC) admet au moins une solution. Cette dernière est unique
si la fonction ϕ est strictement convexe.

Nous distinguons les cas suivants :
1. Si la fonction ϕ est différentiable et u∗ désigne une solution du problème

(OC) alors elle est aussi une solution de l’inéquation variationnelleIV(∇ϕ,C)
suivante :

〈∇ϕ(u∗),u − u∗〉 ≥ 0,∀u ∈ C.

2. Inversement, si la fonction ϕ est de plus convexe et u∗ est une solution de
IV(∇ϕ,C) alors elle est aussi une solution du problème (OC).

3. Si la fonction ϕ n’est pas différentiable, on a :
un point u∗ ∈ C est une solution du problème (OC) si et seulement si

0 ∈ ∂ϕ(u∗) + NC(u∗).

Nous finissons ce paragraphe par la remarque suivante :

Remarque 1.3. Notons que si u∗ est une solution du problème (OC) alors elle l’est
du problème sans-contrainte suivant :

minϕ(u) + δC(u).

�
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Partie II

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

La théorie de la stabilité joue un rôle important en théorie des systèmes dyna-
miques. Différents types de problème de stabilité peuvent être rencontrés dans
l’étude des systèmes dynamiques. Nous entendons par stabilité du système, la
stabilité des points d’équilibre. La stabilité d’un point d’équilibre est générale-
ment étudiée à l’aide du concept de stabilité au sens de Lyapunov.

Par définition, si un système est dans un état d’équilibre, il restera dans cet état
quand le temps varie. Les définitions de la stabilité au sens de Lyapunov consiste
en l’étude des trajectoires du sytème quand l’état initial est "près" d’un état d’équi-
libre. Cela reflète la possibilité de perturbations affectant le système, sous forme
des conditions initiales non nulles. L’objectif de la stabilité est de tirer des conclu-
sions quant au comportement du système sans calculer explicitement ses trajec-
toires. La contribution majeure fut apportée par Aleksandr Mikhailovich Lya-
punov (1857,1918). En 1892, A.M. Lyapunov ([71]) a montré l’existence de cer-
taines fonctions, dites fonctions de Lyapunov, qui garantissait la stabilité pour les
équations différentielles ordinaires continues. Les travaux de Lyapunov n’ont été
connus qu’ à partir des années 60. En 1963, J. Kurzweil [64] a démontré l’équiva-
lence entre l’existence des fonctions de Lyapunov et la stabilité des équilibres des
équations différentielles ordinaires continues.

L’objectif de cette partie est de présenter, d’une façon générale, la théorie de la
stabilité de Lyapunov pour des équations différentielles ordinaires. Pour des dé-
tails supplémentaires , nous invitons les lecteurs à lire les ouvrages de [59], [73].
Considérons le problème suivant :

(P)


du
dt

= f (u),

u(0) = u0.

Où f : Rn
→ Rn est une fonction lipschitzienne c’est à dire :

‖ f (u) − f (v)‖ ≤ k‖u − v‖ ∀ u, v ∈ Rn.

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, le problème (P) admet une solution
unique.
Dans la suite, nous noterons u(t,u0) la solution du problème (P) pour tout t ∈ R+.
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De plus, nous supposons que f (0) = 0 c’est à dire que la solution triviale 0 est la
seule solution du problème (P).

Après avoir présenté notre problème (P), nous allons donner maintenant les dé-
finitions de la notion de stabilité de Lyapunov.

Définition 1.14. L’origine du problème (P) est dit attractif, s’il existe δ > 0 tel que pour
tout u0 ∈ Bδ, on a lim

t→+∞
‖u(t,u0)‖ = 0.

Définition 1.15. L’origine du problème (P) est dit stable, si pour tout ε > 0, il existe
δ = δ(u0) > 0 tel que pour tout u0 ∈ Bδ, la solution u(t,u0) ∈ Bε.

Définition 1.16. L’origine du problème (P) est dit asymptotiquement stable, s’il est à
la fois stable et attractif.

Définition 1.17. L’origine du problème (P) est dit instable, s’il n’est pas stable.

Nous pouvons représenter la notion de la stabilité par la FIGURE 1.3

Asymptotiquement stable

 Stable

 Instable





u
0

u
0

u
0

FIGURE 1.3 – Stabilité, stabilité asymptotique et instabilité

Remarque 1.4. L’attractivité n’implique pas la stabilité ni l’inverse. La condition
d’attractivité signifie que si l’état initial est dans un certain voisinage de l’origine
(l’équilibre), alors l’état du système reviendra nécessairement à l’origine au bout
d’un temps suffisant. D’où le contre-exemple suivant. �
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Contre-exemple 1.1. 1. Le système
du
dt

= 0 est stable car tout point au voisi-
nage de 0 reste dans le voisinage de 0, mais 0 n’est pas attractif car la solu-
tion ne converge pas vers l’équilibre u = 0, elle reste immobile.

2. Nous considérons, pour (u, v, t) ∈ (R2)∗ × [1,+∞[, le système suivant :

(])


du
dt

=
u
t
− t2uv2

dv
dt

= −
v
t

La solution de (]) est donnée par : u(t) = αte−β2t

v(t) = −
β

t

Nous remarquons l’origine (0, 0) de (]) est attractif mais n’est pas stable. En
effet, nous avons que lim

t→+∞
(u(t), v(t)) = 0. Par contre, nous remarquons que

pour ε = e−1 tel que ∀δ > 0,∃(u0, v0) = (δ2, δ) tel que u(1 +
1
δ2 ) ≥ e−1 = ε.

�

Nous considérons maintenant l’exemple du pendule simple illustré dans la figure
FIG.1.4. Cet exemple est intéressant du fait que de nombreux systèmes physiques



g
m

l

FIGURE 1.4 – Pendule simple

peuvent être modélisés par des équations semblables à celle du pendule. Comme
c’est le cas des circuits éléctriques etc...

Exemple 1.6. L’équation du mouvement du pendule simple est donnée par :

mlθ̈ = −mg sinθ − klθ̇.
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Où m, l, θ, k et g désignent respectivement la masse du corps, la longueur du fil,
l’angle a un instant t (avec θ(0) = 0), le coefficient de frottement et la gravité.

En posant u1 = θ et u2 = θ̇, nous réduisons l’équation de seconde ordre en un
système de premier ordre, donné par : u̇1 = u2,

u̇2 = −
g
l

sin u1 −
k
m

u2

Nous remarquons que (0, 0) est un point d’équilibre du problème et pour montrer
sa stabilité, il faut calculer sa solution ce qui est difficile. �

Comme nous venons de le voir dans l’Exemple 1.6, l’utilisation de la définition
de stabilité présente certains inconvénients importants comme :
– Le calcul d’une manière explicite de la solution.
– L’application directe de la définition.
D’où l’intêret de montrer la stabilité sans devoir intégrer les systèmes dynamiques,
ce qui va être le but de la prochaine section.

1.3.1 Méthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov, dite aussi 2ieme méthode de Lyapunov, consiste à
étudier la stabilité du système sans avoir recours à la solution explicite des équa-
tions différentielles non linéaires. En effet, le procédure de base est de générer une
fonction "de type énergie" dite fonction de Lyapunov pour le système dynamique
et d’en examiner la dérivée temporelle le long d’une trajectoire.
Physiquement, cela revient à dire que si l’énergie totale d’un système est dissipée
de manière continue alors le système, (qu’il soit linéaire ou non linéaire), devra
rejoindre finalement un point d’équilibre. En d’autre termes, le système est stable
si son énérgie diminue et elle est minimum à l’équilibre.
Donnons d’abord la définition suivante :

Définition 1.18. 1. Soit V : Rn
→ R une fonction continue telle que V(0) = 0.

a) On dit que la fonction V définie positive si V(u) > 0 pour tout u , 0.
b) On dit que la fonction V est semi-définie positive si V(u) ≥ 0 pour tout x ∈ Bρ

pour un ρ > 0.
c) La fonction V est dite définie négative (resp. semi-définie négative) si −V

est une fonction définie négative (resp. semi-définie positive).

2. Soit g : [0, a]→ [0,+∞[ une fonction continue.
i) La fonction g est dite K−fonction (ou bien de classe K ) si elle est strictement

croissante et g(0) = 0.
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ii) Si de plus a = +∞ et lim
u→+∞

g(u) = +∞, alors g est diteK∞-fonction(ou bien de
classeK∞) .

3. On appelle dérivée temporelle le long de la trajectoire, la fonction V̇ définie par :

V̇(t) =
d
dt

(V ◦ u)(t) = 〈∇V(u),
du
dt
〉 = 〈∇V(u), f (u)〉 (1.10)

D’où les théorèmes de stabilité de Lyapunov suivants :

Théorème 1.4. (Stabilité)
L’origine du système (P) est stable s’il existe une fonction V ∈ C1(Rn,R) avec V(0) = 0
et telle que :

1. V est définie positive, et

2. V̇(t) = 〈∇V(u), f (u)〉 est semi-définie négative.

Comme application directe au Théorème 1.4, nous revenons à l’exemple du pen-
dule simple déjà donné dans Exemple 1.6.

Exemple 1.7. Considérons le système suivant : u̇1 = u2,

u̇2 = −
g
l

sin u1 −
k
m

u2
(1.11)

Nous allons montrer que l’équilibre (0, 0) est stable. pour cela, nous considérons
la fonction suivante :

V(u1,u2) =
1
2

ml2u2
2 + ml(1 − cos(u1)).

La dérivée temporelle de V est donné par :

V̇(t) = −kl2u2
2.

Il est claire que la fonction V(u1,u2) est définie positive et V(0, 0) = 0. D’autre part,
nous avons

V̇ ≤ 0.

Par suite, d’après Théorème 1.4, l’équilibre (0, 0) est stable. �

Théorème 1.5. (Stabilité asymptotique)
L’origine du système (P) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction V(u) ∈

C1(Rn,R) avec V(0) = 0 et telle que :

1. V est définie positive, et

2. V̇(u) = 〈∇V(u), f (u)〉 est définie négative.
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Remarquons que les théorèmes 1.4 et 1.5 peuvent être donnés par le théorème
suivant :

Théorème 1.6. S’il existe une fonction V définie positive de C1(Rn,R) avec V(0) = 0 et
telle que, pour k ≥ 0, 〈

∇V(u), f (u)
〉

+ kV(u) ≤ 0. (1.12)

Alors, l’équilibre u = 0 est stable et si k > 0 il est asymptotiquement stable.

Il est clair que si le système est stable alors il n’est pas nécessairement asymptoti-
quement stable, ce qui est le cas dans l’Exemple 1.7. L’importance de cet exemple
est de montrer qu’il arrive souvent que l’on trouve une fonction de Lyapunov
dont la dérivée est seulement semi-définie négative, ce qui ne permet pas de
conclure à la stabilité asymptotique en appliquant le Théorème 1.5. Dans les an-
nées 60, J.P. La Salle a étudié cette question en détail et a formulé un principe,
connue aujourd’hui sous le nom principe d’invariance de La Salle qui permet d’ana-
lyser la stabilité asymptotique des équilibres dans le cas où la fonction V̇ est seule-
ment semi-définie négative.

D’où l’objectif de la section suivante. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur
à consulter [59], [58].

1.3.2 Principe d’invariance de La Salle

Le but de ce paragarphe est de présenter le principe d’invariance de La Salle.
Nous allons donner l’idée du principe et la démarche pour arriver au résultat de
stabilité asymptotique. Mais d’abord, nous allons rappeler quelques définitions
qui seront bien utiles pour la suite.

Nous noterons par u(t,u0) la solution du système (P) partant de u0 ∈ Rn. dM(s)
désigne la distance d’un point s de Rn à un sous-ensembleM de Rn, définie par

dM(s) , inf
m∈M
‖s −m‖.

Définition 1.19. Pour u0 ∈ Rn, on appelle orbite l’ensemble O(u0) définie par

O(u0) , {u(t,u0), t ≥ 0}.

Définition 1.20. On dit qu’un point z de Rn est un point limite de u(t,u0) s’il existe
une suite (τi)i ∈ R+ avec τi → +∞ telle que u(τi,u0)→ z.

L’ensemble des points limites de u(t,u0) est appelé ensemble limite de u(t,u0), nous le
noterons par L cet ensemble.
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Remarque 1.5. D’après la Définition 1.20, nous remarquons qu’un point d’équi-
libre asymptotiquement stable est un point limite pour toute solution partant
d’un voisinage du point d’équilibre. �

Définition 1.21. Un sous-ensembleM de Rn est dit invariant par rapport au système
(P) si

∀ u0 ∈ M⇒ u(t,u0) ∈ M,∀t ≥ 0.

En d’autre terme, cela signifie que pour u0 ∈ M on a O(u0) ⊂ M.

Une première propriété fondamentale de L est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1. Si O(x0) est borné alors L est un ensemble non vide, compact et invariant.
De plus, on a :

lim
t→+∞

dL(u(t,u0)) = 0. (1.13)

Nous introduisons l’ensemble E(P)
V suivant :

E
(P)
V , {z ∈ R

n
|
〈
∇V(u), f (u)

〉
= 0}.

D’après tout ce que nous venons de présenter, nous donnons le théorème suivant
connu comme théorème d’invariance de La Salle.

Théorème 1.7. (Invariance de La Salle)
Soit Ω un compact invariant quelconque de Rn. Soit V une fonction de C1(Rn;R) telle

que la fonction V̇ est semi-définie négative sur Ω. Soit M (⊂ Rn) le plus grand sous-
ensemble invariant dans E(P)

Ω
, E(P)

V ∩Ω. Alors nous avons

lim
t→+∞

dM(u(t,u0)) = 0. (1.14)

L’idée de la preuve du Théorème 1.7 est de montrer que :

L ⊂M ⊂ EΩ, (1.15)

afin d’appliquer Lemme 1.1 pour déduire (1.14).

Remarque 1.6. Nous remarquons que le théorème d’invariance de La Salle 1.7
facilite le travail avec des fonctions définies positives. De plus, l’ensemble Ω
peut être n’importe quel ensemble compact invariant. De même, ce théorème est
donné pour des fonctions qui ne sont pas nécessairement définie positives. �

Corollaire 1.1. Le point d’équilibre u = 0 du système (P) est asymptotiquement stable,
s’il existe une fonction V(u) ∈ C1(Rn,R) telle que :

1. V(u) définie positive,

2. V̇(u) semi-définie négative,
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3. l’ensemble E(P)
V = {u ∈ Rn

| V̇(u) = 0} = {0}.

Dans la remarque suivante, nous commentons le resultat donné dans Corollaire
1.1.

Remarque 1.7. Notons que :

1. L’hypothèse 3. du Corollaire 1.1 signifie que l’ensemble E(P)
V ne contient pas

de trajectoire du système (P) autre que u(t,u0) = 0.

2. Les hypothèses 1. et 2. du Corollaire 1.1, nous donnent, d’après le Théorème
1.4, la stabilité de l’équilibre 0 et non pas la stabilité asymptotique, d’où l’im-
portance de l’hypothèse 3.. En effet, pour prouver la stabilité asymptotique
du système, il reste à montrer l’attractivité de la solution u(t,u0) par le point
d’équilibre u = 0 c’est à dire nous allons montrer que :

lim
t→+∞
‖u(t,u0)‖ = 0.

Or, d’après (1.14) et (1.15), nous déduisons que :

lim
t→+∞

d
E

(P)
V

(u(t,u0)) = 0.

Comme E(P)
V = {0}, nous obtenons que

lim
t→+∞

d
E

(P)
V

(u(t,u0)) = lim
t→+∞

d{0}(u(t,u0)) = 0

D’où l’attractivité et par conséquent la stabilité asymptotique.

3. En pratique et dans les exemples, quand nous allons examiner la stabilité
asymptotique, nous appliquons le Corollaire 1.1, comme le montre l’exemple
suivant.

�

Exemple 1.8. Nous revenons à l’exemple du pendule donné dans Exemple 1.7 où
nous avons vu que pour

V(u1,u2) =
1
2

ml2u2
2 + ml(1 − cos(u1)),

nous avons V̇(u) = −kl2u2
2 ≤ 0 (semi-définie négative). Parsuite, les hypothèses 1.

et 2. de Corollaire 1.1 sont vérifiées et par conséquent, le système (1.11) est stable.
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Pour montrer la stabilité asymptotique, il suffit de vérifier donc l’hypothèse 3. de
Corollaire 1.1. En effet, comme θ(0) = 0, L’ensemble

E
(1.11)
V = {u ∈ R2

| V̇(u) = 0}

= {u ∈ R2
| u2 = 0}

= {0}.

D’où le résultat. �

Exemple 1.9. Considérons le circuit éléctrique RLC donné par la FIGURE 1.5. Où
R,L et C désignent respectivement la résistance, l’inductance et la capacité. Nous
notons par i(t) = (iR(t), iL(t), iC(t)) le courant à travers R,L et C à un temps t et par
v(t) = (vR(t), vL(t), vC(t)) la tension aux bornes de R,L et C à un temps t.

v
R

-

-

-

+

+

+

v
L

v
C

FIGURE 1.5 – Circuit RLC

Nous avons les lois suivantes :

1. Lois de Kirchhoff :
– iR(t) = iL(t) = −iC(t),
– vR(t) + vL(t) − vC(t) = 0.

2. Loi d’Ohm :
– v = g(i), t ≥ 0. Où g est uneK∞−fonction.

3. Loi de Faraday : pour t ≥ 0,L > 0,C > 0, on a
L

diL

dt
= vL,

C
dvC

dt
= iC.
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D’après les lois données ci-dessus, le circuit RLC sera modélisé par le système
suivant : 

L
diL

dt
= vC − g(iL),

C
dvC

dt
= −iL.

En supposant u1 = iL et u2 = vC, nous obtenons :
L

du1

dt
= u2 − g(u1),

C
du2

dt
= −u1.

(1.16)

Comme g est une K∞−fonction, il est clair que le point (0, 0) est un point d’équi-
libre du système (1.16). Nous allons montrer que le point (0, 0) est point d’équi-
libre asymptotiquement stable, en appliquant Corollaire 1.1. En effet, nous consi-
dérons la fonction de Lyapunov suivante :

V(u1,u2) =
1
2

Lu2
1 +

1
2

Cu2
2.

Il est évident que la fonction V est une fonction définie positive de classe C1. De
plus, nous avons V(0, 0) = 0 et

V̇(u1,u2) = Lu1u̇1 + Cu2u̇2 = −g(u1)u1 ≤ 0 (semi-définie négative).

Par suite, l’équilibre (0, 0) est un équilibre stable. D’autre part, l’ensemble

E
(1.16)
V = {(u1,u2) | V̇(u1,u2) = 0}

= {(u1,u2) | −g(u1)u1 = 0}
= {(0, 0)}.

Par conséquent, la partie 3. de Corollaire 1.1 assure la stabilité asymptotique de
l’équilibre (0, 0). �

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre introductif a été constitué de deux parties. Dans un premier
temps, nous avons rappelé quelques outils importants de l’analyse convexe, de
l’analyse non convexe, de l’analyse de récession, de l’analyse multivoque ainsi
qu’une brève présentation de la théorie des inéquations variationnelles. Le but
était de faire le lien entre ces différentes théories qui seront utiles tout au long
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de ce travail. Rappelons que pour plus de détails sur cette partie, nous vous ren-
voyons aux ouvrages suivants [55], [89], [13], [95], [34], [28], [41].

La deuxième partie était consacré à la présentation de la théorie de la stabilité
de Lyapunov. Ces résultats de stabilité ont été donnés pour des équations dif-
férentielles ordinaires à l’aide des fonctions de Lyapunov. La méthode utilisée
est connue sous les noms de " deuxième méthode de Lyapunov " ou bien " mé-
thode directe de Lyapunov ". La théorie d’invariance de LaSalle a été également
abordée. Elle constituera une stratégie éfficace pour prouver la stabilité asympto-
tique de l’équilibre d’un système dans le cas où la fonction de Lyapunov admet
une dérivée temporelle semi-définie négative. Cette théorie a été motivée par des
exemples physiques (pendule simple et circuit éléctrique RLC).

Dans la suite, les techniques des théories de Lyapunov et d’invariance de LaSalle
seront appliquées à d’autres systèmes dynamiques dits "non-régulier" et donnés
par des inclusions différentielles. Nous citons ainsi quelques références sur ce
sujet qui constitueront une grande partie de ce travail comme [59], [73], [71], [17],
[62], [64], [65], [100], [103].
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CHAPITRE 2

INÉQUATIONS VARIATIONNELLES
SEMI-COERCIVES ET ANALYSE DE

RÉCESSION

2.1 Introduction et problématique

La théorie des inéquations variationnelles rappelée dans le chapitre 1 est aujour-
d’hui bien connue. Cette théorie a été introduite dans les années soixante par
Hartmann et Stampacchia ([53]) en 1966 puis avec Stapamcchia et J.L. Lions ([69])
en 1967, pour l’étude des systèmes d’équations aux dérivées partielles (EDP) et
des problèmes issus de la mécanique.
Aujourd’hui, cette théorie est devenue plus importante et plus attirante. Son champ
d’application s’est considérablement développé, et s’est averé fructueuse dans
de nombreux domaines comme : la mécanique unilatérale, l’économie mathé-
matique, les sciences de l’ingénieur, la mécanique classique etc... Plus récem-
ment, elle est devenue une des méthodes importantes pour l’étude des problèmes
d’équilibre. Nous citons quelques références ([3], [4], [9], [18], [39], [42], [43],
[57],...).

Nous nous intéressons aux inéquations variationnelles de la forme :

IV(M, q, ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Mu + q, v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C;

Avec les hypothèses (H) suivantes :

1. M est une matrice symétrique semi-definie positive de Rn×n ;

2. q est un vecteur de Rn ;
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3. ϕ ∈ Γ0(Rn) bornée inférieurement ;

4. C est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de Rn

5. 0 ∈ domϕ ∩ C.

Ce problème fait partie d’un problème plus général de la forme :

IV(A, f , ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Au − f , v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C;

Sous les hypothèses suivantes :

1. H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉, dont la norme
associée est notée ‖·‖

2. A : H→ H est un opérateur linéaire symétrique borné tel que :
dimRker(A) < +∞ et A est un opérateur semi-coercif i.e.

∃η > 0 | 〈Au,u〉 ≥ η ‖Qu‖2 ,∀u ∈ H,

où Q = I − Pker(A) avec Pker(A) la projection orthogonale sur ker(A).

3. f ∈ H ;

4. ϕ ∈ Γ0(H) ;

5. C est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de Rn

6. 0 ∈ domϕ ∩ C.

Des résultats d’existence de solutions du problème IV(A, f , ϕ,C) ont été obtenus
dans [69], [26], [67] etc.... quand l’opérateur A est linéaire et α-coercif c.-à.-d. il
existe α > 0 tel que :

〈Au,u〉 ≥ α ‖u‖2 ,∀u ∈ H,

ou bien quand l’opérateur A est non-linéaire et coercif dans le sens suivant :

lim
‖u‖→+∞

〈Au,u〉
‖u‖

= +∞.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux inéquations variationelles données
par IV(M, q, ϕ,C), et gouvernées par un opérateur linéaire M semi-coercif. Cette
classe des inéquations variationnelles fait partie d’une classe plus générale don-
nées par le problème IV(A, f , ϕ,C) et gouverné par un opérateur A non-coercif.

Les premiers théorèmes d’existence de solutions des inéquations variationnelles
non coercive (i.e. celles où l’opérateur A est non coercif) sont dus à Fichera (voir
[42], [43]), J.L. Lions et Stampacchia [69]. Différentes techniques ont été employées
pour résoudre ce problème. Comme la théorie des points critiques, la théorie de
Leray-Schauder et la théorie de l’analyse de récession ou bien la régularisation
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en perturbant les données (A, f , ϕ,C) du problème et ramenant le problème non-
coercif en un problème coercif. Nous citons par exemple les travaux de [47], [7],
[12], [6], [19], [11], [46], [54], [98] etc...

Dans [7], [8] et [9], les auteurs ont considéré la situation dans laquelle l’existence
de la solution est stable en perturbant uniformément les données (A, f , ϕ,C) du
problème IV(A, f , ϕ,C). En d’autre termes, ces perturbations caractérisent les
données (A, f , ϕ,C) pour lesquelles il existe ε > 0 tel que l’inéquation variation-
nelle perturbée IV(Aε, fε, ϕε,Cε) a une solution pour toute donnée (Aε, fε, ϕε,Cε)
satisfaisant la condition suivante, notées (Ξ) :

1. Aε : H→ H est un opérateur semi-coercif borné tel que :

‖A(u) − Aε(u)‖ < ε, ∀u ∈ H;

2. fε ∈ H tel que
∥∥∥ f − fε

∥∥∥ < ε ;

3. C ⊂ Cε + BH
ε et Cε ⊂ C + BH

ε , où BH
ε désigne la boule de rayon ε dans H ;

4. ϕε ∈ Γ0(H) bornée inférieurement telle que :

ϕ(u) − ε ≤ ϕε(u) ≤ ϕ(u) − ε, ∀u ∈ H.

5. Cε ∩ domϕε , ∅.

Notons que la stabilité uniforme décrite plus haut est prise dans le sens d’exis-
tence de solutions du problème IV(Aε, fε, ϕε,Cε). Il ne s’agit pas de la dépen-
dence continue par rapport au données du problème comme c’est le cas par
exemple de la stabilité au sens d’Hadamard.

Ce chapitre est divisé en deux parties principales :
Dans la première partie, nous allons présenter les principaux résultats d’existence
de solutions d’inéquations variationnellesIV(A, f , ϕ,C) non-coercives. Nous pré-
sentons le cas où l’opérateur A est pseudo-monotone ainsi que ces différents cas
particuliers comme :
– Cas de l’optimisation convexe ;
– Cas où A est un opérateur monotone ;
Enfin, nous terminons cette partie en traitant le cas où l’opérateur A est semi-
coercif. Dans la deuxième partie, nous présentons le résultat principal de ce tra-
vail concernant le problème IV(M, q, ϕ,C). Des techniques de l’analyse de réce-
ssion seront utilisées pour établir des conditions nécessaires ou suffisantes pour
résoudre ce problème en imposant des conditions de compacité et de compatibi-
lité sur le second membre q. Pour conclure, nous appliquons les résultats obtenus
à des exemples en électronique et en mécanique.
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2.2 Résultats d’existence

L’objectif de cette section est de présenter quelques résultats d’existence de solu-
tions du problème IV(A, f , ϕ,C), dans chacun des cas de l’opérateur A cités dans
la section 1.1. On peut citer les travaux suivants [4], [6], [7], [8], [9], [10], [3], etc...

2.2.1 Inéquations variationnelles pseudo-monotone

Dans ce paragraphe, nous présentons les principaux résultats d’existence de so-
lutions du problème IV(A, f , ϕ,C) donné par :

IV(A, f , ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Au − f , v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C;

Où les données sont soumises aux hypothèses (H1) suivantes :
1. C est convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert H tel que 0 ∈ C ;
2. f ∈ H ;
3. ϕ ∈ Γ0(H) et vérifie ϕ(0) = 0 ;
4. A : H→ H est un opérateur pseudo-monotone et borné.

Définition 2.1. Un opérateur A : H→ H est dit pseudo-monotone (au sens de Brezis)
si, pour toute suite (un) telle que

un ⇀ u et lim supn→+∞〈Aun,un − u〉 ≤ 0, (2.1)

alors,
〈Au,u − v〉 ≤ lim infn→+∞〈Aun,un − v〉, ∀v ∈ H.

Rappelons que ” ⇀ ” désigne la convergence faible dans H.

La notion de la pseudo-mononotonie a été introduite par H. Brezis (voir [26],
[29]). Cette classe d’opérateurs couvre une grande classe d’opérateurs.

Remarque 2.1. Si l’opérateur A est borné, la Définition 2.1 est équivalente à : pour
toute suite (un) telle que

un ⇀ u, Aun ⇀ ξ et lim supn→+∞〈Aun,un − u〉 ≤ 〈ξ,u〉, (2.2)

alors, ξ = Au et 〈Aun,un〉 → 〈Au,u〉. �

Exemple 2.1. Un opérateur A est dit hémicontinu si pour tous u, v ∈ H, l’applica-
tion

t 7→ 〈A(u + tv), v〉

est continue de R dans R.

Si A est hémicontinu, monotone et borné, alors A est pseudo-monotone. �
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Preuve de l’exemple. Comme l’opérateur A est borné, nous allons utiliser la Re-
marque 2.1 pour montrer la pseudo-monotonie de A. En effet, soit (un) une suite
qui vérifie (2.2). Comme l’opérateur A est monotone, on a

〈Aun − Au,un − u〉 ≥ 0,

il vient en développant

〈Aun,un〉 ≥ 〈Aun,u〉 + 〈Au,un − u〉,

où le membre de droite converge vers 〈ξ,u〉. En passant à la limite inférieure et
d’après (2.2), on obtient

lim infn→+∞〈Aun,un〉 ≥ 〈ξ,u〉 ≥ lim supn→+∞〈Aun,un〉.

Par suite, 〈Aun,un〉 → 〈ξ,u〉. Reste à montrer que ξ = Au.
En effet, pour w ∈ H, on a 〈Aun − Aw,un − w〉 ≥ 0. En développant, on obtient

〈Aun,un − w〉 ≥ 〈Aw,un − w〉,

puis en passant à la limite, on a

〈ξ,u − w〉 ≥ 〈Aw,u − w〉.

Pour w = u + tv avec t > 0, on obtient

t〈A(u + tv), v〉 ≤ t〈ξ, v〉.

Divisant par t l’inégalité précedente on en déduit que

〈A(u + tv), v〉 ≤ 〈ξ, v〉.

De plus, en faisant tendre t vers 0 et en utilisant l’hémicontinuité de l’opérateur
A, on aura

〈Au, v〉 ≤ 〈ξ, v〉

et ceci ∀v ∈ H, donc Au = ξ. D’où le résultat. �

Remarque 2.2. Notons que par définition du sous-différentiel, le problèmeIV(A, f , ϕ,C)
est équivalent au problème suivant :{

Trouver u ∈ C tel que
f ∈ Au + ∂(ϕ + χC)(u),

où χC désigne la fonction indicatrice du convexe C.
�
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Dans [29], l’auteur donne un résultat d’existence de la solution du problème
IV(A, f , ϕ,C). D’autre part, dans [4], [6], [7], [8], [9], les auteurs ont étudié ri-
goureusement ce problème. Ils ont donné des résultats d’existence de la solution
en caractérisant l’ensemble des directions asymptotiques suivantes :

R(A, f , ϕ,C) , {w ∈ C∞ | ∃un ∈ C, ‖un‖ → +∞,

wn ,
un

‖un‖
⇀ w et ϕ(un) + 〈Aun − f ,un〉 ≤ 0}.

(C∞ désigne le cône de récession de C). D’où le théorème d’existence suivant :

Théorème 2.1. Supposons que les hypothèses (H1) soient vérifiées. Si R(A, f , ϕ,C) = ∅
alors IV(A, f , ϕ,C) admet au moins une solution.

Dans certaines applications, il est difficile de montrer que l’ensemble R(A, f , ϕ,C)
est vide pour prouver l’existence de solutions du problème IV(A, f , ϕ,C). Pour
résoudre ce problème, S. Adly ([4]) a montré que pour prouver l’existence de
solutions du problème IV(A, f , ϕ,C), il suffit de vérifier les deux conditions sui-
vantes :

Condition de compacité : l’ensemble R(A, f , ϕ,C) est asymptotiquement compact

c’est à dire si pour chaque élément w ∈ R(A, f , ϕ,C), les suites wn ,
un

‖un‖
convergent

fortement vers w.

Condition de compatibilité : il existe W ⊆ H \ {0} tel que R(A, f , ϕ,C) ⊂W et

rA(w) + ϕ∞(w) > 〈 f ,w〉, ∀w ∈W. (2.3)

rA désigne la fonction de récession associée à A introduite par Brézis et Nirenberg
et définie par :

rA(w) , inf {lim infn→+∞〈A(tnvn), vn〉 | tn → +∞, vn → u} .

D’où le théorème suivant :

Théorème 2.2. ([4]) Supposons que les hypothèses (H1) sont satisfaites. De plus, si on
a :

1. l’ensemble R(A, f , ϕ,C) est asymptotiquement compact ;

2. il existe un sous ensemble non vide W de H \ {0} tels que R(A, f , ϕ,C) ⊂ W et la
condition (2.3) soit satisfaites.

Alors IV(A, f , ϕ,C) admet au moins une solution.
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Exemple 2.2. Considérons l’inéquation variationnelle linéaire en dimension finie
suivante :

IV(M, q, 0,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Mu + q, v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ C.

Où C est un convexe fermé non vide de Rn, q est un vecteur de Rn et M est une
matrice symétrique semi-définie positive i.e.

〈Mu,u〉 ≥ 0, ∀u ∈ Rn.

Si de plus, nous avons que :

〈q, v〉 < 0, ∀v ∈ kerM ∩ C∞ \ {0}, (2.4)

alors le problème IV(M, q, 0,C) admet au moins une solution. ( kerM désigne le
noyau de M définie par : kerM , {u ∈ Rn

| 〈Mu,u〉 = 0}).

Pour prouver ce résultat, il suffit de vérifier les conditions du Théorème 2.2.
En effet, Il est clair que l’ensemble R(A, f , ϕ,C) qui est égal ici à R(M, q, 0,C) est
asymptotiquement compact car nous travaillons en dimension finie où la topologie
faible est équivalente à la topologie forte (voir [28]), d’où la condition de compacité.
D’autre part, il nous reste à vérifier la condition 2. de compatibilité. Pour cela, si
W est égal à kerM ∩ C∞ \ {0}, nous allons montrer que :

(i) R(M, q, 0,C) ⊂ kerM ∩ C∞ \ {0} ;
(ii) l’équation (2.3) est satisfaite.

Preuve de (i) :
Soit w ∈ R(M, q, 0,C), donc il existe une suite un ∈ C telle que ‖un‖ → +∞, une
suite wn :=

un

‖un‖
→ w ∈ C∞ \ {0} et

〈Mun − q,un〉 ≤ 0. (2.5)

En divisant (2.5) par ‖un‖, nous obtenons que〈
M

un

‖un‖
−

q
‖un‖

,
un

‖un‖

〉
= 〈Mwn,wn〉 −

〈 q
‖un‖

,wn

〉
≤ 0.

Par passage à la limite lorsque n→ +∞, nous obtenons que

〈Mw,w〉 ≤ 0.

Or, M est une matrice semi-définie positive, nous déduisons que

〈Mw,w〉 = 0,
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par suite, w ∈ kerM. D’où (i).

Preuve de (ii) :
Il suffit de montrer que :

rM(w) > 〈q,w〉, ∀w ∈ kerM ∩ C∞ \ {0}. (2.6)

Puisque M est linéaire et semi-définie positive, il en résulte que rM(w) ≥ 0. Il est
évident que l’inégalité (2.6) est vérifiée grâce à (2.4). �

2.2.1.1 Problème d’optimisation convexe

Comme nous l’avons déjà mentionné au Chapitre 1, trouver une solution d’un
problème d’optimisation convexe est équivalent à trouver une solution d’une in-
équation variationnelle. D’où l’intérêt d’évoquer ce cas important qui est un cas
particulier du cas donné dans la section 1.2.1. En d’autres termes, nous considé-
rons pour ϕ ∈ Γ0(H), le problème d’optimisation convexe suivant :

minϕ(u)
tel que
u ∈ H,

Ce problème équivaut au problème suivant :{
Trouver u ∈ H tel que :
0 ∈ ∂ϕ(u).

Par définition du sous-différentiel, ce problème n’est rien d’autre qu’un cas par-
ticulier du problème IV(A, f , ϕ,C) avec A ≡ 0, f = 0 et C = H. Il sera noté par
IV(0, 0, ϕ,H). De plus, nous obtenons le résultat d’existence suivant :

Corollaire 2.1. ([4]) Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
– R(0, 0, ϕ,H) est asymptotiquement compacte ;
– kerϕ∞ est un sous espace. De plus, il existe W non vide de H tel que R(0, 0, ϕ,H) ⊂W

avec
ϕ∞(w) ≥ 0, ∀w ∈W.

Alors, le problème IV(0, 0, ϕ,H) admet au moins une solution.

2.2.1.2 Cas d’un opérateur monotone

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats d’existence de solutions du
problème IV(A, f , ϕ,C) où l’opérateur A est un opérateur monotone. Ce cas est
un cas particulier des inéquations variationnelles données dans la section 1.2.1.
Notons que la définition d’un opérateur monotone est donnée par la Définition
1.7. D’où le résultat d’existence suivant :
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Corollaire 2.2. Supposons que les hypothèses (H1) sont vérifiées et l’opérateur A est
monotone. Si nous avons les deux conditions de compacicté et de compatibilité respectives
suivantes :
– R(A, f , ϕ,C) est asymptotiquement compact ;
– il existe W non vide de H \ {0} tel que R(A, f , ϕ,C) ⊂W et

χ∗A(C)(w) + ϕ∞(w) > 〈 f ,w〉, ∀w ∈W.

Alors, le problème IV(A, f , ϕ,C) admet au moins une solution.

Où χ∗A(C) désigne la conjuguée de Fenchel de la fonction indicatrice de l’ensemble A(C)(image
de C par A), notée χA(C).

Nous terminons cette section en donnant la remarque importante suivante :

Remarque 2.3. Dans [4], l’auteur a étudié le cas d’un opérateur maximal monotone
pour lequel il considère les inéquations variationnelles de la forme :

f ∈ Tu + Au, u ∈ C. (2.7)

Avec,
– T : C⇒ H est un opérateur maximal monotone tel que (0, 0) ∈ Gr(T).
– A : C→ H est monotone hémicontinue et borné sur C.

Pour montrer une condition suffisante d’existence d’une solution au problème
(2.7), l’auteur a employé la notion d’opérateur asymptote T∞ associé à T intro-
duite dans [11] et [66]. D’où le résultat d’existence du problème (2.7), sous les
deux conditions suivantes de compacité et de compatibilité :
– R(A, f , 0,C) est asymptotiquement compact ;
– il existe W non vide de H \ {0} tel que R(A, f , 0,C) ⊂W et

χ∗
R(T+A)

(w) > 〈 f ,w〉, ∀w ∈W.

�

En résumé, l’existence d’une solution au problème général IV(A, f , ϕ,C), est ga-
rantie si :
– d’un part, une certaine condition de compacité est vérifié pour l’ensemble R(A, f , ϕ,C) ;
– d’autre part, une condition de compatiblité est vérifiée pour un ensemble non

vide de H contenant l’ensemble R(A, f , ϕ,C).

2.3 Inéquations variationnelles semi-coercives

Dans cette section, nous allons étudier les inéquations variationnelles linéaires
semi-coercives dans Rn, représentées par le problème IV(M, q, ϕ,C) déjà donnés
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dans la section 2.1. En effet, nous donnons un résultat d’existence de solution et
un résultat de stabilité de l’ensemble de solutions du problème IV(M, q, ϕ,C), en
perturbant les données au sens de (Ξ). Mais auparavant, il nous a paru important
de rappeler quelques propriétés du cas où l’opérateur A est pseudo-monotone semi-
coercif dans les espaces de Hilbert. (voir [3], [6], [7], [9], [10], [46], etc...)

Définition 2.2. ([10]) Un opérateur A : H→ H est dit semi-coercif s’il existe λ > 0 et
un sous-espace ferméU de H tel que :
(♣) 〈Av − Au, v − u〉 ≥ λ (dU(v − u))2 , ∀u, v ∈ H
(♠) A(u + v) = A(v), ∀v ∈ H,∀u ∈ U et A(H) ⊂ U⊥.

Dans la suite, nous noterons par Sol(A, f , ϕ,C) l’ensemble des solutions du pro-
blème IV(A, f , ϕ,C), donné par

Sol(A, f , ϕ,C) , {u ∈ C | 〈Au − f , v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C}.

Définition 2.3. L’ensemble Sol(A, f , ϕ,C) est dit stable, s’il existe ε > 0 tel que Sol(Aε, fε, ϕε,Cε) ,
∅, pour toute donnée (Aε, fε, ϕε,Cε) satisfaisant la condition (Ξ).

Au problème IV(A, f , ϕ,C), nous associons la fonction ψ : H→ R• définie par :

ψ(u) , λ (dU(u))2 + ϕ(u) + χC(u), ∀u ∈ H. (2.8)

De plus, nous lui associons l’ensemble résolvant défini par :

R(A, ϕ,C) , { f ∈ H | Sol(A, f , ϕ,C) , ∅}.

Nous considérons d’abord le cas du problème IV(A, fε, ϕ,C). Remarquons que,
si l’ensemble Sol(A, f , ϕ,C) est stable au sens de la Définition 2.3 alors l’ensemble
IntR(A, ϕ,C) (intérieur topologique de R(A, ϕ,C)) est non vide. D’où l’intérêt de
caractériser l’intérieur de l’ensemble R(A, ϕ,C).

Remarque 2.4. D’après la Remarque 2.2, si u est une solution du problèmeIV(A, f , ϕ,C)
alors,

f ∈ Au + ∂(ϕ + χC)(u).

Par suite,

f ∈ Au + ∂(ϕ + χC)(u) ⊂
⋃
u∈Rn

(
Au + ∂(ϕ + χC)(u)

)
⊂ R(A) + R

(
∂(ϕ + χC)

)
.

Et comme,
R(∂ϕ) = D(∂ϕ∗) ⊂ domϕ∗

On obtient que
f ∈ R(A) + dom(ϕ + χC)∗. (2.9)

�
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Avant de donner un résultat de caractérisation de l’ensemble IntR(A, ϕ,C), nous
remarquons que le domaine de la conjuguée de Fenchel associée à ψ, et le cône
barrière de l’épigraphe de la fonction ψ, noté par epiψ, vérifient la relation sui-
vante :

g ∈ Int
(
domψ∗

)
⇐⇒ (g,−1) ∈ B(epiψ).

Par suite,
domψ∗ × {−1} = B(epiψ) ∩ (H × {−1}) . (2.10)

Proposition 2.1. ([10]) Nous avons la propriété suivante :

IntR(A, ϕ,C) = Int(domψ∗)

De plus, nous avons que

f ∈ Int(domψ∗)⇐⇒ la f onction u 7→ ψ(u) − 〈 f ,u〉 est coercive.

Dans ce qui suit, nous allons caractériser les données pour lesquelles IntR(A, ϕ,C)
est non vide. Grâce à la Proposition 2.1 et à (2.10), cela revient à cractériser les
ensembles convexes et fermés dont l’intérieur du cône barrière est non vide.

Définition 2.4. ([8]) Un ensemble C ⊂ H est dit bien positionné si et seulement s’il
existe u0 ∈ H et g ∈ H tel que :

〈g,u − u0〉 ≥ ‖u − u0‖, ∀u ∈ H.

Proposition 2.2. ([10]) Si C est une ensemble convexe fermé non vide de H. Alors, C est
bien positionné si et seulement si IntB(C) , ∅. Où

IntB(C) = Int(C∞)◦ = { f ∈ H | 〈 f ,u〉 < 0, ∀u ∈ C∞}.

Nous en déduisons le résultat de stabilité suivant :

Proposition 2.3. ([10]) Pour tout fε ∈ f + BH
ε , nous avons : Sol(A, fε, ϕ,C) , ∅ si et

seulement si, nous avons
1. epiψ est bien positionné ;
2. f ∈ Int(domψ∗) = {g ∈ H | 〈g,u〉 < ϕ∞(u), ∀u ∈ (U ∩ C∞) \ {0}}.

Remarque 2.5. Si l’espace H est de dimension finie i.e. dimRH < +∞, alors un
ensemble C ⊂ H est bien positionné si et seulement si C∞∩ (−C∞) = {0} c’est à dire
que C ne contient pas de droite. �

Nous obtenons ainsi le théorème suivant :

Théorème 2.3. Soit (Aε, fε, ϕε,Cε) les données perturbées dans le sens des hypothèses
(Ξ). Alors, Sol(Aε, fε, ϕε,Cε) , ∅ si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. epiψ est bien positionné ;
2. 〈 f ,w〉 < ϕ∞(w), ∀w ∈ U ∩ C∞ \ {0}.
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2.3.1 Inéquations variationnelles linéaires semi-coercives

Dans ce paragraphe, nous présentons les principaux résultats de notre étude du
problème IV(M, q, ϕ,C). Nous donnons des résultats de caractérisation et d’exis-
tence de solutions. De ces résultats d’existence, nous en déduisons un résultat de
stabilité que nous appliquerons ultérieurement à des problèmes en mécanique et
en électronique. Nous rappelons que le problème IV(M, q, ϕ,C) est donné par :

IV(M, q, ϕ,C)
{

Trouver u ∈ C tel que
〈Mu + q, v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C;

Avec les hypothèses (H) suivantes :

1. M est une matrice symétrique semi-definie positive de Rn×n ;

2. q est un vecteur de Rn ;

3. ϕ ∈ Γ0(Rn) inférieurement bornée ;

4. C est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de Rn

5. 0 ∈ domϕ ∩ C.

Remarquons qu’un opérateur linéaire borné symétrique semi-coercif (dans le sens
de la Définition 2.2) A : Rn

→ Rn, tel que dimRkerA < +∞, peut être défini de la
façon suivante :

∃η > 0 | 〈Au,u〉 ≥ η ‖Qu‖2 ,∀u ∈ Rn,

où Q = I − Pker A et Pker(A) est la projection orthogonal de Rn sur kerA. En effet, il
suffit de prendre U de la Définition 2.2 est égale à kerA. De plus, par définition
de Q, nous remarquons que :

‖Qu‖ = dkerM(u).

Ce qui est le cas dans le problème IV(M, q, ϕ,C).

2.3.1.1 Résultats de caractérisation et d’existence

Dans toute la suite, nous noterons par Sol(M, q, ϕ,C) l’ensemble des solutions du
problème IV(M, q, ϕ,C), défini par :

Sol(M, q, ϕ,C) , {u ∈ C | 〈Mu + q, v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0, ∀v ∈ C}.

Comme nous l’avons déjà présenté dans la section 1.3, nous allons donc caracté-
riser l’intérieur de l’ensemble résolvant défini par :

R(M, ϕ,C) , {−q ∈ Rn
| Sol(M, q, ϕ,C) , ∅}.
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Pour celà, nous associons au problèmeIV(M, q, ϕ,C) la fonction suivante, définie
par :

ψ(u) ,
1
2
‖Qu‖2 + ϕ(u) + χC(u), (2.11)

Comme
‖Qu‖ = dkerM(u),

la fonction ψ sera écrite sous la forme :

ψ(u) ,
1
2

(dkerM(u))2 + ϕ(u) + χC(u). (2.12)

D’où le lemme suivant :

Lemme 2.1. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites. Alors, nous avons

domψ∗ = R(M) + dom
(
ϕ + χC

)∗ .
Preuve. D’après (2.12) , nous pouvons écrire la fonction ψ = ϕ1 + ϕ2 avec ϕ1 =
1
2 (dkerM(·))2 (qui est convexe et continue) et ϕ2 = (ϕ + χC) ∈ Γ0(Rn). D’après
(1.6)(voir Chapitre 1 1.6), la conjuguée de Fenchel associée à ψ est donnée par :

ψ∗ =
(
ϕ1 + ϕ2

)∗
= ϕ∗1�ϕ

∗

2

=
(1
2
(
dker(M)(·)

)2
)∗
�

(
ϕ + χC

)∗ .
Par suite,

domψ∗ = dom
(1
2

(dker M(·))2
)∗

+ dom
(
ϕ + χC

)∗ .
Or, on a (voir [89]) :(1

2
‖ · ‖

2 � χker(M)

)
(u) = inf

v
{
1
2
‖u − v‖2 + χker(M)(v)}

= inf
v∈ker(M)

{
1
2
‖u − v‖2}.

On en déduit
1
2

(dker M(·))2 =
1
2
‖ · ‖

2 � χker(M).

D’après (1.6)(voir Chapitre 1 (1.6)), nous obtenons(1
2

(dker M(·))2
)∗

=
1
2
‖ · ‖

2 + χ(ker M)⊥ .

Par suite,
dom

(
(dker M(·))2

)∗
= (ker M)⊥ .
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Par conséquent,
domψ∗ = R(M) + dom

(
ϕ + χC

)∗ . (2.13)

D’où le résultat. �

D’après la Remarque 2.4 et le Lemme 2.1, nous déduisons que si u est une so-
lution du problème IV(M, q, ϕ,C) alors

− q ∈ R(M) + Dom
(
ϕ + χC

)∗
. (2.14)

Par conséquent, nous avons que

R(M, ϕ,C) ⊂ dom(ψ∗). (2.15)

Nous obtenons ainsi la condition nécessaire d’existence suivante :

Théorème 2.4. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites. De plus, si le
problème IV(M, q, ϕ,C) a au moins une solution alors le second membre q ∈ Rn satisfait
la condition de compatiblité suivante :

〈q,w〉 + ϕ∞(w) ≥ 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞. (2.16)

Preuve. Remarquons que d’après (i) de la Proposition 1.2, nous avons

domψ∗ = {g ∈ Rn
| 〈g,w〉 ≤ ψ∞(w), ∀w ∈ Rn

},

où la fonction ψ∞ associée à ψ est donnée par :

ψ∞(w) =
(1
2

(dkerM(w))2 + ϕ(w) + χC(w)
)
∞

= (
1
2

(dkerM(w))2)∞ + ϕ∞(w) + (χC(w))∞

= χker M(w) + ϕ∞(w) + χC∞(w) (2.17)

Or, si l’ensemble Sol(M, q, ϕ,C) est non vide alors −q ∈ R(M, ϕ,C). Par suite,
d’après (2.15), nous obtenons

〈q,w〉 + ϕ∞(w) ≥ 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞.

Doù le résultat. �

Avant de caractériser l’intérieur de l’ensemble R(M, ϕ,C), nous donnons la pro-
position suivante, dont nous aurons besoin ultérieurement.

Proposition 2.4. Soit C un ensemble convexe fermé de Rn. Alors nous avons l’équiva-
lence suivant :

IntB(C) , ∅ ⇐⇒ C∞ ∩ (−C∞) = {0}, (2.18)

où B(C) est le cône barrière de C.
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Preuve.⇒) Comme B(C) = dom(χC)∗, nous avons

IntB(C) , ∅ ⇐⇒ Int dom(χC)∗ , ∅.

D’après la Proposition 1.2 (ii), appliquée à ψ = χC, nous obtenons que

Int domχ∗C = {g ∈ Rn
| 〈g,w〉 < χC∞(w), ∀w ∈ Rn, w , 0}.

Par suite
IntB(C) = {g ∈ Rn

| 〈g,w〉 < 0, ∀w ∈ C∞, w , 0}.

Donc
IntB(C) = Int (C∞)◦.

Par conséquent, si IntB(C) est non vide, il existe alors g ∈ Rn tel que

〈g,w〉 < 0, ∀w ∈ C∞, w , 0,

ce qui implique que C∞ ∩ (−C∞) = {0}.

⇐) supposons que C∞ ∩ (−C∞) = {0}. Nous allons raisonner par l’absurde, en
effet, supposons que Int (C∞)◦ est vide. Comme (C∞)◦ est un cône, alors il existe
un sous-espace linéaire E de Rn avec 0 ≤ dimR(E) ≤ n − 1 tel que : (C∞)◦ ⊂ E
(voir [55]). Donc, E⊥ ⊂ (C∞)◦◦ = C∞, où E⊥ est l’orthogonal de E. Ce qui contre-
dit l’hypothèse C∞ ∩ (−C∞) = {0} (comme dimR E⊥ ≥ 1 et E⊥ ⊂ C∞). Par suite,
Int (C∞)◦ , ∅. Par conséquent, IntB(C) , ∅, d’où le résultat. �

Le théorème suivant donne une caractérisation de l’intérieur de l’ensembleR(M, ϕ,C)
en fonction de la condition de compatibilité.

Théorème 2.5. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont vérifiées. Alors nous avons

IntR(M, ϕ,C) =
{
q ∈ Rn

| 〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞ \ {0}
}
.

Preuve. ⊂) D’après la Remarque 2.2 et le Lemme 2.1 nous avons

IntR(M, ϕ,C) ⊂ Int domψ∗.

De plus, nous avons d’après (ii) de la Proposition 1.2 que

Int dom(ψ∗) =
{
g ∈ Rn

| 〈g,w〉 < ψ∞(w), ∀w ∈ Rn
\ {0}

}
.

D’après (2.17), nous aurons

IntR(M, ϕ,C) ⊂
{
q ∈ Rn

| 〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞ \ {0}
}
.
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⊃) Soit q ∈ Rn tel que

〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞ \ {0}. (2.19)

Nous allons montrer que −q ∈ R(M, ϕ,C). Soit (εn)n une suite réelle positive telle
que εn → 0+ quand n → +∞. On a le problème IV(M + εnI, ϕ, q,C) admet une
solution et cette dernière est unique. En effet, si on supponse u et u′ deux solutions
du problème IV(M + εnI, ϕ, q,C). Alors, on a

〈(M + εnI)u + q, v − u〉 + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 0 ∀v ∈ C

et
〈(M + εnI)u′ + q,w − u′〉 + ϕ(w) − ϕ(u′) ≥ 0 ∀w ∈ C.

En remplaçant v et w par u′ et u respectivement dans les inégalités précedentes
puis en les additionnant, on obtient

〈(M + εnI)(u − u′),u′ − u〉 ≥ 0.

Par suite,
〈(M + εnI)(u′ − u),u′ − u〉 ≤ 0.

Comme la matrice (M + εnI) est définie positive, on obtient que

〈(M + εnI)(u′ − u),u′ − u〉 = 0.

Ce qui entraîne que (u′ − u) ∈ ker(M + εnI) et comme (M + εnI) est inversible on
en déduit que u = u′.

Soit un ∈ C, l’unique solution du problème IV(M + εnI, ϕ, q,C). Nous devons
montrer que (un) est bornée. Supposons le contraire : il existe alors une sous-suite,
notée encore (un) telle que ‖un‖ → +∞ lorsque n → +∞. Posons alors wn ,

un

‖un‖
.

Quitte à extraire une sous-suite, nous avons que wn → w , 0 lorsque n → +∞. Il
est évident que w ∈ C∞. Nous avons

〈Mun + q, v − un〉 + εn〈un, v − un〉 + ϕ(v) − ϕ(un) ≥ 0, ∀v ∈ C. (2.20)

En particulier pour v = 0, (2.20) conduit à

〈Mun + q,un〉 + εn‖un‖
2 + ϕ(un) − ϕ(0) ≤ 0. (2.21)

En divisant (2.21) par ‖un‖
2, on obtient

〈
Mun

‖un‖
+

q
‖un‖

,
un

‖un‖
〉 + εn +

ϕ(un)
‖un‖

2 −
ϕ(0)
‖un‖

2 ≤ 0. (2.22)



Inéquations variationnelles semi-coercives 53

Or, on a par hypothèse que la fonction ϕ est bornée inférieurement par suite, il
existe m ∈ R tel que :

ϕ(u) ≥ m ∀u.

Par conséquent, on a
ϕ(un)
‖un‖

2 ≥
m
‖un‖

2 ,

ce qui donne, lorsque n→ +∞, que

lim
n→+∞

ϕ(un)
‖un‖

2 ≥ lim
n→+∞

m
‖un‖

2 = 0.

Maintenant, en passant à la limite dans (2.22) lorsque n → +∞, nous obtenons
que

lim
n→+∞

〈
Mun

‖un‖
+

q
‖un‖

,
un

‖un‖
〉 + lim

n→+∞
εn + lim

n→+∞

ϕ(un)
‖un‖

2 ≤ 0.

Ce qui entraîne que

lim
n→+∞

〈
Mun

‖un‖
+

q
‖un‖

,
un

‖un‖
〉 ≤ lim

n→+∞

ϕ(un)
‖un‖

2 ≤ 0.

D’où 〈Mw,w〉 ≤ 0. Or M est une matrice symétrique et semi-définie positive (i.e.
〈Mw,w〉 ≥ 0), par suite, nous avons que w ∈ ker M et par conséquent w ∈ ker M∩
C∞ \ {0}.
D’autre part, en divisant (2.21) par tn = ‖un‖ et en utilisant le fait que 〈Mw,w〉 ≥ 0,
nous obtenons

〈q,wn〉 +
ϕ(tnwn)

tn
−
ϕ(0)

tn
≤ 0.

Par passage à la limite lorsque n→ +∞, nous obtenons

〈q,w〉 + ϕ∞(w) ≤ 0,

d’où la contradiction avec la condition (2.19). Donc la suite (un) est bornée et il
existe une sous-suite, notée encore (un) telle que un → u lorsque n → +∞. Par
passage à la limite lorsque n→ +∞ dans (2.11), on obtient que u est une solution
de IV(M, q, ϕ,C). Par suite, −q ∈ R(M, ϕ,C). Donc,

Int domψ∗ ⊂ R(M, ϕ,C),

d’où
Int domψ∗ ⊂ IntR(M, ϕ,C).

Par conséquent,

IntR(M, ϕ,C) = Int dom(ψ∗) =
{
q ∈ Rn

| 〈q,w〉+ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M∩C∞ \ {0}
}
,

d’où le résultat. �
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Proposition 2.5. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites. Nous avons
l’équivalence suivante :

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒ −
(
ker M ∩ C∞ ∩ kerϕ∞

)⋂(
ker M ∩ C∞ ∩ kerϕ∞

)
= {0},

i.e. le cône
(
ker M ∩ C∞ ∩ kerϕ∞

)
est saillant.

Preuve. Nous avons

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒ Int dom(ψ∗) , ∅. (2.23)

D’autre part, nous avons(
dom(ψ∗)

)
× {−1} = B(epiψ) ∩

(
Rn
× {−1}

)
, (2.24)

où B(epiψ) est le cône barrière de l’ensemble epiψ.
En effet, soit p ∈ domψ∗ donné. Il existe κ ∈ R tel que

〈p,u〉 − ψ(u) ≤ κ, ∀u ∈ Rn,

ce qui est équivalent à〈
(p,−1), (u, ψ(u))

〉
Rn×R

≤ κ, ∀u ∈ Rn.

Donc 〈
(p,−1), (u, λ)

〉
Rn×R

≤ κ, ∀(u, λ) ∈ epi (ψ).

Par suite
(p,−1) ∈ B(epiψ).

Soit maintenant (p,−1) ∈ B(epiψ) ∩
(
Rn
× {−1}

)
. Alors il existe κ ∈ Rn tel que〈

(p,−1), (u, λ)
〉
Rn×R

≤ κ, ∀(u, λ) ∈ epi (ψ).

En particulier pour (u, λ) = (u, ψ(u)), nous avons

〈p,u〉 − ψ(u) ≤ κ, ∀u ∈ Rn.

Par conséquent
(p,−1) ∈

(
dom(ψ∗)

)
× {−1}.

En utilisant (2.23) et (2.24), on obtient l’équivalence suivante

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒ IntB(epiψ) , ∅.
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De plus, en appliquant la Proposition 2.4 à epiψ, il vient :

IntB(epiψ) , ∅ ⇐⇒
(
epiψ

)
∞
∩

(
−epiψ)∞

)
= {0}.

Or puisque, (epiψ)∞ = epiψ∞ on a :

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒ (epiψ∞) ∩
(
−(epiψ∞)

)
= {0}.

Par hypothèse la fonction ϕ est bornée donc ϕ∞ ≥ 0. Ce qui implique donc ψ l’est
également. Par suite, ψ∞ ≥ 0 et nous remarquons que :

(epiψ∞) ∩
(
−(epiψ∞)

)
=

(
kerψ∞ × {0}

)
∩

(
− (kerψ∞) × {0}

)
.

Donc,

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒
(
kerψ∞ × {0}

)
∩

(
− (kerψ∞) × {0}

)
= {0}.

Par conséquent

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒
(
kerψ∞

)
∩

(
−kerψ∞

)
= {0}.

En utilisant (2.17), nous remarquons que

IntR(M, ϕ,C) , ∅ ⇐⇒ −
(
ker M ∩ C∞ ∩ kerϕ∞

)⋂(
ker M ∩ C∞ ∩ kerϕ∞

)
= {0},

d’où le résultat. �

2.3.1.2 Résultat de stabilité

Après avoir donné des résultats de caractérisation de l’intérieur de l’ensemble
R(M, ϕ,C), Nous allons étudier la stabilité du problème IV(M, q, ϕ,C) en pertur-
bant les données (M, q, ϕ,C) dans le sens des hypothèses (Ξ). D’où la définition
de la stabilité suivante :

Définition 2.5. Nous dirons que l’inéquation variationnelle IV(M, q, ϕ,C) est stable
s’il existe ε > 0 tel que pour toute matrice Mε symétrique et semi-definie positive, pour
tout vecteur qε ∈ q+εBn, pour toute fonction bornée ϕε de Γ0(Rn), et pour tout ensemble
convexe fermé non-vide Cε qui satisfont les deux conditions suivantes :

(c1) 0 ∈ domϕε ∩ Cε;
(c2) ker M ∩ kerϕ∞ ∩ C∞ = ker Mε ∩ ker(ϕε)∞ ∩ (Cε)∞.

Le problème perturbé IV(Mε, qε, ϕε,Cε) admet au moins une solution.
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Remarque 2.6. Remarquons que les conditions (c1) et (c2) sont automatiquement
vérifiées lorsque :
– Mε vérifie ker M = ker Mε ;
– ϕε vérifie ϕ∞ = (ϕε)∞ ;
– Cε vérifie C∞ = (Cε)∞.

�

Avant tout, nous allons donner quelques exemples simples pour motiver la no-
tion de la stabilité du problème IV(M, q, ϕ,C).

Exemple 2.3. Soient M =

(
0 0
0 0

)
,C1 = {(x, y) ∈ R2

| y ≥ 0}, et ϕ ≡ 0. Dans ce cas

l’ensemble résolvant est donné par :

R(M, 0,C1) = {(0, y) | y < 0} ∪ {(0, 0)}.

Nous remarquons que Int R(M, 0,C1) = ∅. Par suite le problème VI(M, q, 0,C1) est
instable en respectant les petites perturbations du second membre q.

Plus précisement, si nous remplaçons q par qε tel que ‖q − qε‖ ≤ ε pour un ε > 0
donné, alors l’ensemble des solutions Sol(M, qε, 0,C1) du problème perturbé peut
être vide. Par ailleurs, on a

ker M ∩ C1∞ ∩ kerϕ∞ = R ×R+;

ce n’est donc pas cône saillant. �

Exemple 2.4. Nous reprenons M et ϕ définie dans l’Exemple 2.3. Considérons
maintenant, l’ensemble convexe et fermé C2 donné par

C2 = {(x, y) ∈ R2
| y ≥ x2

}.

Dans ce cas, l’ensemble résolvant associé est donné par :

R(M, 0,C2) = {(x, y) ∈ R2
| y < 0} ∪ {(0, 0)}.

Comme Int R(M, 0,C2) est non vide alors le problème IV(M, q, 0,C2) est stable en
respectant les petites perturbations du second membre q. De plus, nous remar-
quons que

ker M ∩ C2∞ ∩ kerϕ∞ = {0} ×R+,

qui est un cône saillant. �

Ces deux exemples montrent l’importance de la géométrie de l’ensemble convexe
et fermé C. Cet ensempbel joue un rôle capitale dans l’étude de la stabilité de pro-
blème IV(M, q, ϕ,C). D’où l’importance des résultats de caractérisation de l’in-
térieur de l’ensemble R(M, ϕ,C) donnés dans la section 1.3.1.1., pour étudier la
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stabilité au sens de la Définition 2.5 du problème IV(M, q, ϕ,C).

Nous avons le résultat de stabilité suivant :

Théorème 2.6. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont vérifiées. L’inéquation va-
riationnelle IV(M, q, ϕ,C) est alors stable au sens de la Définition 2.5 si et seulement
si

〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞, w , 0.

Preuve.⇐) D’après le Théorème 2.5, on sait que si

〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞ \ {0}

alors
−q ∈ IntR(M, ϕ,C) , ∅.

Donc, il existe ε > 0 tel que

− q + εBn ⊂ IntR(M, ϕ,C). (2.25)

Etant donné (Mε, qε, ϕε,Cε) vérifiant les condition de la Définition 2.5. D’après la
Proposition 2.4, nous avons que

IntR(M, ϕ,C) = IntR(Mε, ϕε,Cε).

Donc,
−qε ∈ −q + εB ⊂ IntR(Mε, ϕε,Cε).

Par conséquent, Sol(Mε, qε, ϕε,Cε) , ∅. Ce qui assure que l’inéquation variation-
nelle IV(M, q, ϕ,C) est stable au sens de la Définition 2.5.

⇒) Supposons maintenant que l’inéquation variationnelleIV(M, q, ϕ,C) est stable
au sens de la Définition 2.5. Alors il existe ε > 0 tel que (pour Mε = M, ϕε = ϕ et
Cε = C) pour tout qε ∈ q + εBn, Sol(M, qε, ϕ,C) , ∅. Donc,

−q ∈ IntR(M, ϕ,C).

D’après le Théorème 2.5, nous obtenons que

〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞, w , 0, (2.26)

d’où le résultat. �
Le résultat suivant sera abondamment employé au paragraphe 1.4.

Corollaire 2.3. ([1]) Supposons que les hypothèses (H) sont satisfaites. Si la condition
de compatibilité suivante

〈q,w〉 + ϕ∞(w) > 0, ∀w ∈ ker M ∩ C∞, w , 0, (2.27)

est satisfaite, alors IV(M, q, ϕ,C) a au moins une solution.

Preuve. Pour la preuve, on prend Mε = M, ϕε = ϕ, qε = q and Cε = C dans le
Théorème 2.1. �
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E

i

FIGURE 2.1 – Coupe circuit 1 : Diode comme un élément shunt (court-circuit)

V

i

+ -

FIGURE 2.2 – Caractéristique Ampère-Volt d’une diode idéale

2.4 Applications

Exemple 2.5. (Coupe circuit 1 / Diode idéale)
Considérons le circuit de la FIGURE 2.1 formé d’une résistance R > 0, d’une source
d’entrée u, d’un courant instantané correspondant i, d’une diode idéale et d’une
tension E.
La FIGURE 2.2 représente la caractéristique ampère-volt d’une diode idéale. Ce
modèle constitue un exemple simple. Si V < 0 alors i = 0 et la diode est dite blo-
cante. Si i > 0 alors V = 0 et la diode est dite conductrice.

Nous remarquons d’abord que la diode idéale est décrite par la relation de com-
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plémentarité suivante :
V ≤ 0, i ≥ 0, Vi = 0

ou bien
min{−V, i} = 0.

Le potentiel électrique de la diode idéale est :

ϕD(x) = δR+(x), x ∈ R

donc
ϕ∗D(z) = δR−(z), z ∈ R.

La fonction de récession du potentiel éléctrique est :

(ϕD)∞(x) = ϕD(x), x ∈ R.

De plus, nous avons

∂ϕD(x) ,


IR− si x = 0

0 si x > 0

∅ si x < 0

, x ∈ R

et

∂ϕ∗D(z) ,


IR+ si z = 0

0 si z < 0

∅ si z > 0

, z ∈ R.

La relation de complémentarité peut être écrite comme

V ∈ ∂ϕD(i)⇐⇒ i ∈ ∂ϕ∗D(V)⇐⇒ ϕD(i) + ϕ∗D(V) = iV.

La loi de Kirchhoff pour la tension donne

u = UR + VD + E

où UR = Ri est la différence de potentiel à travers la résistance. VD ∈ ∂δR+(i)
désigne la différence de potentiel à travers la diode. Par suite

E + Ri − u ∈ −∂δR+(i) (2.28)

qui est équivalent à IV(R,E − u, 0, IR+), c.-à.-d.

i ∈ R+ tel que (Ri + E − u)(v − i) ≥ 0,∀v ∈ R+. (2.29)
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Avec R > 0 et pour tout E,u ∈ R, nous appliquons le Théorème 2.6 pour prouver
que (2.29) est stable au sens de la Définition 2.5.
D’abord, remarquons que

(2.29)⇐⇒
E
R

+ i −
u
R
∈ −∂δIR+(i)⇐⇒ −

E
R

+
u
R
∈ i + ∂δIR+(i)

⇐⇒ i = (idR + ∂δIR+)−1(
u − E

R
) =

1
R

max{0,u − E}.

Si u ≤ E alors la diode est blocante tandis que si u > E, la diode est conductrice.

D’autre part, en supposant que l’entrée u = u(t) est une fonction du temps et
définissons la sortie t 7→ Vo(t) par

Vo(t) = E + V(t).

Le courant i = i(t), qui est à son tour une fonction du temps, est donné par

i(t) =
1
R

max{0,u(t) − E}. (2.30)

Par conséquent

Vo(t) = V(t) + E = u(t) − Ri(t) = u(t) + min{0,E − u(t)} = min{u(t),E}. (2.31)

Ceci montre que le circuit dans la FIGURE 2.1 peut être utilisé pour transmettre
la partie d’une entrée u donnée qui se trouve au-dessous d’un certain niveau de
référence E donné. �

Exemple 2.6. ( Coupe circuit 1 / diode pratique )
Considérons le circuit dans la FIGURE 2.1 avec une diode pratique. La FIGURE 2.3
représente le caractéristique en ampère-volt d’un modèle d’une diode pratique.
Il y a une tension seuil notée V1, à partir de laquelle la diode laisse passer le

courant et une tension inverse maximum notée V2, qui ne forcera pas la diode à
laisser passer le courant. Une fois cette tension seuil est dépassée, la diode laisse
passer le courant dans la direction inverse. En générale, |V1| � |V2| et le modèle
est localement idéal.

Par exemple, les diodes utilisées pour une basse fréquence, on a |V1| ' 0.7 − 2.5
V et |V2| ' 5 kV. Pour les diodes à haute tension, on a |V1| ' 10 V et |V2| ' 30
kV. Tandis que, pour les diodes rapides utilisées dans les circuits d’alimenta-
tion électrique commutée et d’inverseur, on a |V1| ' 0.7 − 1.5 V et |V2| ' 3 kV.
Enfin, les diodes de Schottky utilsées dans les circuits à hautes fréquence, on a
|V1| ' 0.2 − 0.9 V et |V2| ' 100 V.
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FIGURE 2.3 – Caractéristique d’une diode pratique

Le potentiel électrique de la diode pratique est :

ϕDP(x) =


V1x si x ≥ 0

V2x si x < 0
, x ∈ R.

Alors
ϕ∗DP(z) = δ[V2,V1](z), z ∈ R

et la fonction de récession du potentiel électrique est donnée par :

(ϕDP)∞(x) = ϕDP(x), x ∈ R.

De plus, nous remarquons que

∂ϕDP(x) =


V2 si x < 0

[V2,V1] si x = 0

V1 si x > 0

, x ∈ R

représente la caractéristique d’Ampère-Volt (i,V) tandis que

∂ϕ∗DP(z) =



R− si z = V2

0 si z ∈]V2,V1[

R+ si z = V1

∅ si z ∈ R\ [V2,V1]

, z ∈ R.
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représente la caractéristique du Volt-Ampère (V, i). La caractéristique d’Ampère-
Volt de la diode pratique peut être écrite comme

V ∈ ∂ϕPD(i)⇐⇒ i ∈ ∂ϕ∗DP(V)⇐⇒ ϕDP(i) + ϕ∗DP(V) = iV.

En suivant les étapes de l’Exemple 2.4, nous remarquons que la loi de Kirchoff
peut être écrite par IV(R,E − u, ϕDP, IR), c.-à.-d.

i ∈ C , R tel que (Ri + E − u)(v − i) + ϕDP(v) − ϕDP(i) ≥ 0,∀v ∈ R. (2.32)

Ici R > 0 et pour tout E,u ∈ R, nous appliquons le Théorème 2.6 pour montrer
que (2.32) est stable dans le sens de la Définition 2.5. D’ailleurs :

i(t) = (idR + ∂ϕDP)−1(
u(t) − E

R
) = argminx∈R{

1
2
|x − (

u(t) − E
R

)|2 + ϕDP(x)}, (2.33)

et
Vo(t) = u(t) − Ri(t). (2.34)

�
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FIGURE 2.4 – Coupe circuit 1 : avec V1 = 0.1,V2 = −90, E = 1

Interprétation. La FIGURE 2.4 signifie que lorsque la tension aux bornes de la
diode est moins que 0.1 alors la diode est un circuit ouvert ou i = 0. Ca veut
dire que la tension de sortie est égale à la tension d’entrée et elle est sinusoïdale.
D’autre part, lorsque la diode devient passante sa tension reste figé à 0.1V et la
sortie qui est E + la tension de la diode reste figé à 1.1V. Pour cela, on voit que la
sinusoîde est limitée à 1.1V �
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FIGURE 2.5 – Coupe circuit avec double diode

Exemple 2.7. Considérons le circuit représenté par la FIGURE 2.5. Il est constitué
d’une résistance R > 0, de deux diodes idéales, d’une entrée et de deux sources
de tensions E1 et E2 avec E1 < E2. Nous noterons par i le courant à travers la
résistance R et nous supponsons que i = i1 + i2 où −i1 désigne le courant à travers
la diode D1 et i2 désigne le courant à travers la diode D2. De plus, nous noterons
par µ1 la différence de potentiel à travers la diode D1 et par µ2 la différence de
potentiel à travers la diode D2.
En utilisant la loi de Kirchoff, on obtient le système :

E1 + R(i1 + i2) − u = +µ1

E2 + R(i1 + i2) − u = −µ2

(2.35)

Les diodes idéales D1 et D2 se commutent simplement. Si µ1 < 0 (resp. µ2 < 0)
alors −i1 = 0 (resp. i2 = 0) et la diode est bloquée tandis que si −i1 > 0 (resp. i2 > 0)
alors µ1 = 0 (resp. µ2 = 0) et la diode est conductrice. Donc

µ1 ≤ 0, −i1 ≥ 0, µ1i1 = 0

et
µ2 ≤ 0, −i2 ≥ 0, µ2i2 = 0.

Ces 2 relations de complémentarité peuvent être écrite comme :

µ1 ∈ ∂δR+(−i1) = −δR−(i1)

et
µ2 ∈ ∂δR+(i2).
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Supposons que

C = R− ×R+, M =

 R R

R R

 , q =

 E1 − u

E2 − u

 , i =

 i1

i2

 . (2.36)

Nous remarquons que le système donné dans (2.35) est équivalent à l’inéquation
variationelle IV(M, q, 0,C) c.-à.-d. on a :

i ∈ C tel que 〈Mi + q, v − i〉 ≥ 0,∀v ∈ C. (2.37)

Il est clair que la matrice M symétrique et semi-définie positive. De plus, C∞ ≡ C
et

ker M = {v ∈ R2
| v2 = −v1}.

Par suite,
C∞ ∩ ker M = {(−α, α) | α ≥ 0}.

D’autre part, pour tout v ∈ C∞ ∩ ker M, avec v , (0, 0), il existe α > 0 tel que
v = (−α, α) et

〈q, v〉 = (E1 − u)v1 + (E2 − u)v2 = α(E2 − E1) > 0 (car E2 > E − 1). (2.38)

Le Théorème 2.6 nous assure la stabilité du problème IV(M, q, 0,C) au sens de la
Définition 2.5.

De plus, d’après (2.35) nous remarquons que :

i∗1 + i∗2 = min{i∗2,
u − E1

R
} = max{i∗1,

u − E2

R
}.

Par suite

i∗ =



u − E1

R
si u < E1

0 si E1 ≤ u ≤ E2

u − E2

R
si u > E2

.

Donc, pour une entrée u = u(t) (qui dépend du temps), i∗ = i∗(t) est donné par :

i∗(t) =



u(t) − E1

R
si u(t) < E1

0 si E1 ≤ u(t) ≤ E2

u(t) − E2

R
si u(t) > E2

(2.39)
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FIGURE 2.6 – Coupe circuit double diode : diodes idéales, E1 = 0.1,E2 = 0.6

et pour une sortie Vo = Vo(t) définie par :

Vo(t) = V2(t) + E2 = u(t) − Ri∗(t).

Par conséquent,

Vo(t) =


E1 si u(t) < E1

u(t) si E1 ≤ u(t) ≤ E2

E2 si u(t) > E2

. (2.40)

Ceci montre que le circuit peut être utilisé pour transmettre une partie d’une en-
trée u donnée, au dessus d’un certain niveau E1 et au-dessous d’un certain niveau
E2.

�

Interprétation. Dans la FIGURE 2.6, on a la même chose que dans la FIGURE 2.4
avec une seule diffrénce c’est que lorsqu’on met une autre diode dans le sens
opposé de la première, on peut limiter la tension de la partie positive du signal
d’entrée aussi bien que pour la partie negative. Dans la FIGURE 2.4, lorsque le si-
gnal d’entrée était negatif, la diode était blocante donc i = 0 et le signal de sortie
est égale au signal d’entrée.

Dans ce cas, lorsque le signal d’entrée est négatif, il y a une des deux diodes qui
va être passante et qui va avoir une tension fixe à ses bornes et donc va limiter
la tension de sortie . D’autre part, lorsque le signal d’entrée est positif, il y a une
des deux diodes qui est passante et l’autre est blocante qui ne laisse pas passer le
courant.
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Ce genre d’applications sera utilisé pour changer un signal sinusoïdal en un si-
gnal presque carré. �

Exemple 2.8. Considérons le circuit de la FIGURE 2.5 et supposons que le poten-
tiel électrique de chacunes des diodes D1 et D2 est donné (modèle d’une diode
pratique) :

ϕDP(x) =


V1x si x ≥ 0

V2x si x < 0
, (x ∈ R)

où V2 < 0 < V1. De plus, nous supposons que :

|V2| >
E2 − E1

2
. (2.41)

Nous obtenons ainsi que

ϕ̄DP(x) = ϕDP(−x), ∀ x ∈ R

et
ϕ(x) = ϕ̄DP(x1) + ϕDP(x2), ∀ (x1, x2) ∈ R2. (2.42)

D’après la loi de Kirchhoff, le système devient
E1 + R(i1 + i2) − u = +µ1 ∈ −∂ϕ̄DP(i1)

E2 + R(i1 + i2) − u = −µ2 ∈ −∂ϕDP(i2)
. (2.43)

Ceci est équivalent à l’inéquation variationnelle IV(M, q, ϕ,R2), c.-à.-d.

i ∈ R2, tel que 〈Mi + q, v − i〉 + ϕ(v) − ϕ(i) ≥ 0,∀v ∈ R2, (2.44)

où M et q sont donnés dans (2.36) et ϕ est donné par (2.42). Dans ce cas, ker M
vérifie :

ker M = {v ∈ R2
| v2 = −v1}.

Étant donné v ∈ ker (M), v , 0, nous avons :

〈q, v〉 + ϕ∞(v) = v2(E2 − E1) + ϕDP(−v1) + ϕDP(v2) = v2(E2 − E1) + 2ϕDP(v2).

Par conséquent, pour v2 > 0, on a :

〈q, v〉 + ϕ∞(v) = v2(E2 − E1) + 2V1v2

tandis que si v2 < 0, on a :

〈q, v〉 + ϕ∞(v) = −v2(2|V2| − (E2 − E1)) > 0.
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FIGURE 2.7 – Coupe circuit double diode : diode pratique

En appliquant le Théorème 2.6 au problème IV(M, q, ϕ,R2), nous aurons la sta-
blilité dans le sens de la Définition 2.5.

D’autre part, la fonction ϕ est strictement convexe et la solution ω∗ de (2.44) est
unique et donnée par :

ζ∗ = argminx∈R2{
1
2
〈Mx, x〉 + 〈q, x〉 + ϕ(x)}. (2.45)

Donc, pour une entrée qui dépend du temps t 7→ u(t) le courant à travers la
résistance dépend du temps t 7→ i∗(t) et est donné par : i∗(t) = i∗1(t) + i∗2(t) où

(
i∗1(t) i∗2(t)

)T
= argminx∈R2{

1
2
〈Mx, x〉 + (E1 − u(t))x1 + (E2 − u(t))x2 + ϕ(x)}

et la sortie Vo est donnée par la formule suivante : Vo(t) = u(t) − Ri∗(t).
�

Interprétation. la difference entre cette FIGURE 2.7 et FIGURE 2.6, est la valeur de
la tension à partir de laquelle la diode devient passante. C’est le même pricnipe
que la FIGURE 2.6 avec une difference dans la valeur maximale et minimale du
signal de sortie sui dépend des diodes.
Si la tension qui caractérise la diode est 0.7, la tension maximale aux bornes sera
limitée à 0.7. Par contre, la tension minimale n’est pas limitée car il va avoir un
courant nul et la tension à ce moment va être la même que celle de l’entrée. Si on
inverse la diode, elle limite la tension minimale à -0.7 et ne limite pas la tension
positive. �
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FIGURE 2.8 – Masse-ressort

Exemple 2.9. Considérons le système de deux solides M1 and M2 liées entre eux
par un ressort de rigidité k > 0 et contraint à se déplacer selon la direction ho-
rizontale (voir FIGURE 2.8). Les positions relatives de M1 et M2 à l’origine sont
représentées respectivement par x1. De plus, Les masses M1 et M2 sont soumises
à des forces extérieures et de frottement de Coulomb notées respectivement par
q1, q2, F1 et F2.

L’état d’équilibre du système est caractérisé par les équations d’équilibre sui-
vantes : 

F1 + k(x2 − x1) + q1 = 0

F2 − k(x2 − x1) + q2 = 0
.

Les forces de frottements de Coulomb F1 et F2 sont données par :

F1 ∈


−µ si x1 < 0[
−µ, µ

]
si x1 = 0

+µ si x1 > 0

,

F2 ∈


−µ si x2 < 0[
−µ, µ

]
si x2 = 0

+µ si x2 > 0

,

où µ > 0 représente le coefficient de frottement de Coulomb. Ces deux relations
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multivoques peuvent être écrites comme
F1 ∈ ∂ψ(x1)

F2 ∈ ∂ψ(x2)
,

où ψ(x) = µ|x|, (x ∈ IR). Soit

ϕ(x) = ψ(x1) + ψ(x2),∀x = (x1, x2) ∈ IR2

et

M =

 −k k

k −k

 , q =

 q1

q2

 , x =

 x1

x2

 . (2.46)

Nous remarquons que le système d’équilibre est équivalent à l’inéquation varia-
tionnelle IV(M,−q, ϕ, IR2), donnée par :

x ∈ R2 tel que 〈Mx + q, v − x〉 + ϕ(v) − ϕ(x) ≥ 0,∀v ∈ IR2 . (2.47)

Il est bien clair que la matrice M est symétrique et semi-définie positive. D’ailleurs,

ker (M) = {v ∈ R2
| v2 = v1}.

En supposant que |q1 + q2| < 2µ, on obtient que pour tout v ∈ ker (M), v , (0, 0) il
existe α , 0 tel que v = (α, α) et

ϕ∞(v) + 〈q, v〉 = 2µ|α| + (q1 + q2)α. (2.48)

Si α > 0, on a :
2µ|α| + (q1 + q2)α = (2µ + (q1 + q2))α > 0,

et si α < 0, on a :

2µ|α| + (q1 + q2)α = (2µ − (q1 + q2))|α| > 0.

D’après le Théorèm 2.6, nous obtenons que le système est stable dans le sens de
la Définition 2.5. �

2.5 Conclusion

Dans ce deuxième chapitre, nous avons étudié la stabilité, au sens des hypothèses
(Ξ), de l’ensemble des solutions des inéquations variationnelles gouvernées par
un opérateur linéaire semi-coercif et un sur-potentiel convexe. Au début du cha-
pitre, il nous a semblé important de présenter quelques résultats principaux sur
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ce sujet, afin de faire le lien entre les travaux existant auparavant et ce travail.
Nous avons vu qu’établir cette stabilité, revient à caractériser l’intérieur topolo-
gique de l’ensemble résolvant associé au problème. Ces résultats ont été donné
à l’aide de l’analyse convexe et plus particulièrement de l’analyse de récession.
Ils ont été suivis par une série d’applications et d’exemples concrets venant de
l’éléctronique et de la mécanique.

Dès les années soixante et les deux travaux fondateurs de Hartaman-Stampachia
[53] et de Lions-Stampachia [69], la littérature est devenue de plus en plus riche
à propos de ce sujet. Nous trouvons des résultats divers concernant l’étude des
inéquations variationnelles gouvernées par des différents types des opérateurs
comme : opérateurs monotones, maximales monotones, pseudomonotones, coer-
cifs, non coercifs, semi coercifs et d’autres. Nous vous invitons aux références
suivantes : [2], [3], [4], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [18], [19], [27], [38], [40], [42],
[43], [46], [47], [52], [57], [96], [97], [98]. Notons aussi qu’il existe des inéquations
variationnelles dominées par un sur-potentiel non-convexe. Elles sont connues
sous le nom des "inéquations hemivariationelles". Elles ont été introduites par
Panagiotopoulos (voir [85], [86], [37], [49], etc ...).



SYSTÈMES DYNAMIQUES
NON-RÉGULIERS ET STABILITÉ DE

LYAPUNOV





CHAPITRE 3

STABILITÉ DES INÉQUATIONS
VARIATIONNELLES ET

HÉMIVARIATIONNELLES
D’ÉVOLUTION

3.1 Introduction et problématique

Au Chapitre 1, nous avons présenté la notion de la stabilité au sens de Lyapunov.
Cette théorie est basée sur l’étude des fonctions portant le nom de Lyapunov. De
plus, elle a été achevée dans les années soixante avec Kruzweil et La Salle. Ce
dernier a énoncé un principe d’invariance portant actuellement son nom.

Depuis, l’étude de la stabilité a beaucoup évolué. Elle constitue un élément im-
portant dans l’étude des sytèmes dynamiques. Nous trouverons aussi de nom-
breux travaux comportant sur la nature des fonctions de Lyapunov (de classe
C1, localement lipschitzienne etc...). Ainsi que de nombreuses applications en au-
tomatique, en mécanique et en éléctronique. Pour examiner la stabilité au sens
de Lyapunov d’un système, il est suffisant de trouver une fonction de Lyapunov
compatible.
Nous nous intéresserons aux inclusions différentielles de la forme :

du
dt
∈ −F(u(t)) − ∂Ψ(u(t)) p.p. t ≥ 0, (3.1)

Nous distinguons deux cas importants qui constituent nos motivations et nos in-
térêts tout au long de ce travail.



74 Stabilité des inéquations variationnelles et hémivariationnelles d’évolution

♠) Cas convexe :

C’est le cas quand Ψ est une fonction de Γ0(Rn) et ∂ est le sous-différentiel au
sens de l’analyse convexe définie au Chapitre 1, qu’on note aussi par ∂. De
plus, F est supposé un opérateur k-lipschitzien. Comme conséquence du Théo-
rème de Kato [94], le système (3.1) admet une unique solution, partant de toute
condition initiale.

Physiquement, le terme −∂Ψ signifie que les forces de contact monotones dé-
rivent de super-potentiels convexes. Ce type de problème a été traité par J. J.
Moreau et beaucoup d’autres comme Marques, Attouch, Brogliato, etc · · · . Par
définition du sous-différentiel, le système (3.1) peut être vu comme étant une
inéquation variationnelle d’évolution (IVE).

Par ailleurs, si la fonction Ψ est donnée par la fonction indicatrice χC d’un cône
convexe fermé C, le système (3.1) se réécrit comme un problème de complémenta-
rité :

du
dt
∈ −F(u(t)) −NC(u(t)),

où NC(u(t)) désigne le cône normal à C au point u(t).

♣) Cas non-convexe :

C’est le cas quand Ψ est une fonction localement lipschitzienne et ∂ sera le
sous-différentiel au sens de Clarke, noté ∂c. Dans ce cas, le système (3.1) entre
dans le cas des inclusions différentielles de type Filippov donné dans [44].

Le terme−∂cΨ a été introduit par Panagiotopoulos. Il signifie que les contraintes
non convexes sont des forces dérivant de super-potentiels non convexes. Par
définition du sous-différentiel de Clarke, le système (3.1) se réécrit comme
une inéquation d’évolution dite inéquation hémivariationnelle d’évolution (IHE).
Cette classe des problèmes unilatéraux a été introduite et étudiée par Panagio-
topoulos. Nous remarquons que dans ce cas, le problème (3.1) peut admettre
une solution qui n’est pas unique, partant de toute condition initiale.

Les deux cas " convexe " et " non-convexe " coincident si la fonction Ψ est de classe
C1 ; alors nous avons

∂Ψ = ∂cΨ = {∇Ψ}.

Par suite, le système (3.1) se ramène à une équation différentielle ordinaire de la
forme :

du
dt

= −F(u(t)) − ∇Ψ(u(t)), ∀t ≥ 0.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le système (3.1) pour les cas convexe et non
convexe.

La première partie est consacrée à l’étude de la stabilité en temps fini du sys-
tème(3.1), dans le cas convexe.

Des nombreux résultats de stabilité ont été établi. Dans [48], les auteurs ont don-
nés des résultats de stabilité à l’aide des fonctions de Lyapunov de classe C1 pour
des inéquations variationnelles d’évolutions de premier ordre dans des espaces
de Hilbert et en dimension finie. Plus récemment, S. Adly et D. Goeleven, dans
[5], ont obtenu un résultat de stabilité asymptotique en étendant le principe d’in-
variance de La Salle au problème (3.1) dans le cas convexe. Les outils employés
dans [5] et [48] ont inspiré notre travail.

L’étude de la stabilité en temps fini (S.T.F.) sera faite à l’aide de fonctions de Lya-
punov de classe C1. Autrefois, le terme stable en temps fini était utilisé pour dé-
signer la stabilité sur un intervalle de temps fini. Intuitivement, la stabilité en
temps fini veut dire que la trajectoire du système rejoindra le point d’équilibre au
bout d’un certain temps fini et qu’elle y reste par la suite et que le point d’équi-
libre est stable au sens de Lyapunov. Ce temps fini est appelé temps d’établissement.

L’idée de la S.T.F. a été précisée par Haimo, en 1986. Il a fallu attendre la fin des
années 90, pour que Bhat et Berstein développent la notion de stabilité en temps
fini des équations différentielles ordinaires. Dans [24], les auteurs ont donné une
condition suffisante et une autre nécessaire pour établir la S.T.F. en utilisant des
fonctions de Lyapunov de classe C1.

Moulay et Perruquetti ([77], [78], [79]) ont étendu les travaux de Bhat et Berstein à
différentes classes des systèmes comme les inclusions différentielles de type Filip-
pov et les équations différentielles à retard. Nous nous inspirons de leurs travaux
pour établir les résultats de S.T.F. pour le système (3.1).

Dans la deuxième partie, nous allons étudier le système (3.1) dans le cas non
convexe.

Dans un premier temps, nous obtenons un résultat d’existence, de stabilité et
de stabilité asymptotique. Nous étendons le principe d’invariance de La Salle en
nous inspirant des travaux de Clarke [34] et de Filippov [44]. Nous terminons
cette partie par l’étude de la S.T.F. d’un tel problème.

Par la suite, nous notons par 〈·, ·〉 le produit scalaire euclidien dans Rn et par ‖ · ‖
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norme correspondante. Pour ρ > 0, Bρ (resp. Bρ) désigne la boule ouverte (resp.
fermée) de centre l’origine et de rayon ρ.

3.2 Cas d’un sur-potentiel convexe

3.2.1 Inéquation variationnelle d’évolution (IVE)

Soit F : Rn
→ Rn un opérateur k-Lipschitzien c.-à.-d. pour κ > 0, F vérifie la

relation suivante :
‖Fu − Fv‖ ≤ k‖u − v‖,∀u, v ∈ Rn.

Notons que F est continue et F + kI est monotone, où In désigne l’application
identique sur Rn.
Soit ϕ une fonction de Γ0(Rn). Nous considérons le problème suivant :

(IVE)



Trouver u ∈ C0([0,+∞);Rn) et
du
dt
∈ L∞loc(0,+∞;Rn) telle que

〈
du
dt

+ F (u (t)) , v − u(t)
〉

+ ϕ(v) − ϕ(u(t)) ≥ 0,∀v ∈ Rn, p.p. t ≥ 0,

u(t) ∈ D(∂ϕ), t ≥ 0,

u(0) = u0.

Où D(∂ϕ) désigne le domaine du sous-différentiel ∂ϕ. Par définition de ∂ϕ, le pro-
blème (IVE) peut être écrit sous la forme de l’inclusion différentielle suivante :

(IVE)


du
dt
∈ −F(u(t)) − ∂ϕ(u(t))

u(t) ∈ D(∂ϕ), t ≥ 0,
u(0) = u0.

3.2.1.1 Résultat d’existence et unicité

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (IVE), nous utili-
sons une conséquence du théorème de Kato (voir [94]).

Théorème 3.1. ([94]) Soit ϕ une fonction de Γ0(Rn) et soit F : Rn
→ Rn un opérateur

k-lipschitzien. Soit u0 ∈ D(∂ϕ) donné. Alors le problème (IVE) admet une solution
unique.
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Ètant donné u0 ∈ D(∂ϕ), u(t,u0) (u(t) s’il n’y a pas de confusion possible) désigne
la solution du problème (IVE).
Rappelons la forme suivante du lemme de Gronwall dont nous nous servirons
plus loin.

Lemme 3.1. ([94]) Soit T > 0 donné et a, b ∈ L1(0,T;R) avec b(t) ≥ 0 p.p. t ∈ [0,T] et
soit f une fonction absolument continue tel que f : [0,T]→ R+ satisfait, pour 0 ≤ α < 1,

(1 − α) f ′(t) ≤ a(t) f (t) + b(t) f α(t), p.p. t ∈ [0,T].

Alors,

f 1−α(t) ≤ f 1−α(0)e

t∫
0

a(τ)dτ

+

t∫
0

e

t∫
s

a(τ)

b(s)ds, ∀t ∈ [0,T].

Nous en déduisons une propriété importante des solutions du problème (IVE).

Théorème 3.2. ([5]) Soit τ ≥ 0 fixé. L’application

u(τ, ·) : u0 7→ u(τ,u0)

est uniformément continue sur D(∂ϕ).

Preuve. Soit τ ≥ 0 fixé. On va montrer que ∀ε > 0,∃ δ = δ(ε) tel que, pour u0,u∗0 ∈
D(∂ϕ), ‖u0 − u∗0‖ ≤ δ alors ‖u(τ,u0) − u(τ,u∗0)‖ ≤ ε.
Ètant donné u0, le problème (IVE) admet une solution u(t) qui vérifie u(0) = u0

et 〈
du
dt

(t) + F(u(t)), v − u(t)
〉

+ ϕ(v) − ϕ(u(t)) ≥ 0,∀v ∈ Rn, p.p. t ≥ 0. (3.2)

De la même façon, étant donné u∗0, le problème (IVE) admet une solution u∗(t)
qui vérifie u∗0(0) = u∗0 et〈

du
dt

(t) + F(u(t)), z − u∗(t)
〉

+ ϕ(v) − ϕ(u∗(t)) ≥ 0,∀z ∈ Rn, p.p. t ≥ 0. (3.3)

En remplacant, v par u∗(t) dans (3.2) et z par u(t) dans (3.3), par suite, les inégalités
sont respectivement respectivement données par :

−

〈
du
dt

(t) + F(u(t)),u∗(t) − u(t)
〉

+ ϕ(u(t)) − ϕ(u∗(t)) ≤ 0, p.p. t ≥ 0 (3.4)

〈
du∗

dt
(t) + F(u∗(t)),u∗(t) − u(t)

〉
+ ϕ(u∗(t)) − ϕ(u(t)) ≤ 0, p.p. t ≥ 0. (3.5)
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En additionnant (3.4) et (3.5), on obtient :〈
d(u∗ − u)

dt
(t),u∗(t) − u(t)

〉
≤ 〈ωu∗(t) − ωu(t),u∗(t) − u(t)〉

− 〈[F + ωI](u∗(t)) − [F + ωI](u(t)),u∗(t) − u(t)〉

≤ ω‖u∗(t) − u(t)‖2, p.p. t ≥ 0.

Comme u ∈ C0([0,+∞);Rn) et
du
dt
∈ L∞(0,+∞;Rn), on peut donc écrire

d
dt
‖u∗(t) − u(t)‖2 ≤ 2ω‖u∗0 − u0‖

2, p.p. t ≥ 0.

En appliquant le Lemme 3.1 pour T > τ, α = 0, b(·) = 0, a(·) = 2ω et f (·) = ‖u∗(·) −
u(·)‖2, on déduit que

‖u∗(t) − u(t)‖2 ≤ ‖u∗0 − u0‖
2e2ω(t), ∀t ∈ [0,T].

Pour δ =
ε

√

e2ω(τ)
, on trouve :

‖u∗(τ) − u(τ)‖ ≤ δ
√

e2ω(τ) = ε.

D’où le résultat. �

Dans la suite et tout au long de cette partie, nous supposons que :

0 ∈ D(∂ϕ) et F(0) ∈ −∂ϕ(0). (3.6)

Par suite, la fonction identiquement nulle est l’unique solution du problème (IVE).

3.2.1.2 Problème de complémentarité

Dans ce paragraphe et afin de commencer l’étude de stabilité du problème (IVE),
nous rappelons le cas des problème de complémentarité. Nous considérons la
situation où ϕ est la fonction indicatrice χC d’un cône convexe fermé C de Rn

contenant 0. Rappelons que la fonction indicatrice de C est donnée par :

χC(u) =

{
0 si u ∈ C
+∞ sinon.

Le sous-différentiel ∂χC de χC au point u est donné par

∂χC = NC(u),
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avec la convention ∂χC = ∅ si u < C (NC(u) désigne le cône normale à C au point
u).
Par conséquent, le problème (IVE) se réécrit sous la forme (PC) suivante :

(PC)



Trouver u : [0,+∞)→ Rn avec〈
du
dt

+ F (u(t)) , v − u(t)
〉
≥ 0, ∀v ∈ C, p.p. t ≥ 0,

u(t) ∈ C, t ≥ 0,

u(0) = u0.

D’autre part, la condition (3.6) se traduit par :

− F(0) ∈ NC(0). (3.7)

3.2.2 Résultats de stabilité

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats de stabilité du problème
(IVE) donné dans [5] et [48]. Nous rappelons dans un premier temps les défi-
nitions de la stabilité de la solution triviale de (IVE). Dans toute la suite, nous
supposons que la condition (3.6) est vérifiée.

Définition 3.1. Le point d’équilibre u = 0 de (IVE) est dit stable au sens de Lyapunov
si, pour tout ε > 0, il existe δ = δ (ε) > 0 tel que pour tout u0 ∈ D

(
∂ϕ

)
∩Bδ, la solution

u(t,u0) ∈ Bε.

Définition 3.2. Le point d’équilibre u = 0 de (IVE) est dit attractif s’il existe δ > 0
telle que pour tout u0 ∈ D(∂ϕ) ∩ Bδ, on a lim

t→+∞
‖u (t)‖ = 0.

Définition 3.3. Le point d’équilibre u = 0 de (IVE) est dit asymptotiquement stable
s’il est stable et attractif.

Le théorème suivant qui garantit la stabilité à l’aide de fonctions de Lyapunov
compatible au problème (IVE). Il généralise le théorème de Lyapunov pour les
équations différentielles, rappelé au premier chapitre.

Théorème 3.3. ([48]) Supposons qu’il exite ρ > 0 et une fonction V ∈ C1(Rn;R) définie
positive tels que

〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) ≥ 0, ∀u ∈ D(∂ϕ) ∩ Bδ. (3.8)

Alors le point d’équilibre u = 0 est stable.
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Remarque 3.1. La condition (3.8), du Théorème 3.3, signifie que la dérivée tem-
porelle de V est une fonction semi-définie négative. Cela n’est pas suffisant pour
montrer la stabilité asymptotique (d’après le théorème de Lyapunov donné au
Chapitre 1). Pour cela, dans [48], les auteurs ont prouvé la stabilité asymptotique
en remplaçant la condition (3.8) par la condition suivante : il exite λ > 0 tel que

〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) ≥ λV(u), ∀u ∈ D(∂ϕ) ∩ Bδ.

Ce qui permet à la fonction V̇ d’être définie négative. D’où l’intérêt du principe
d’invariance de La Salle dans le cas où la fonction V̇ est semi-définie négative . �

Dans [48], le Théorème 3.3 est appliqué au problème de complémentarité (PC).

Corollaire 3.1. Supposons qu’il existe ρ > 0 et V ∈ C1(Rn;R) tel que
1. V(0) = 0 et il exite h ∈ K∞ tel que V(u) ≥ h(‖u‖),∀u ∈ C ∩ Bδ ;
2. 〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) ≥ 0, ∀u ∈ C ∩ Bδ ;
3. (u − ∇V(u)) ∈ C, u ∈ fr(C) ∩ Bδ, (où fr(C) désigne la frontière de C).

Alors, le point d’équilibre u = 0 est stable.

Remarque 3.2. La condition 3. du Corollaire 3.1 peut être remplacé par la condi-
tion suivante :

−∇V(u) ∈ TC(u),∀u ∈ fr(C) ∩ Bδ,

où TC(u) désigne le cône tangent à C au point u. �

Dans [5], les auteurs ont étendu le principe d’invariance de La Salle aux cas des
inéquations variationnelles d’évolution. Pour u0 ∈ D(∂ϕ), nous notons par O(u0)
l’orbite et par C(F, ϕ) l’ensemble des points stationnaires associés au problème
(IVE) à savoir

C(F, ϕ) , {z ∈ D(∂ϕ) | F(z) ∈ −∂ϕ(z)},

Pour une fonction V de C1(Rn;R), nous introduisons l’ensemble suivant

E
(IVE)
V , {u ∈ D(∂ϕ) | 〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) = 0}.

Théorème 3.4. (Théorème d’invariance [5])
Soit Ω un compact de Rn et une fonction V ∈ C1(Rn;R) telle que

1. la fonction ϕ(·) − ϕ(· − ∇V(·)) est s.c.i. sur D(∂ϕ) ∩Ω;

2. 〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) ≥ 0, ∀u ∈ D(∂ϕ) ∩Ω;

3. D(∂ϕ) est fermé.

On pose E(IVE)
Ω

, E(IVE)
V ∩ Ω et soitM le plus grand sous-ensemble invariant de EΩ.

Alors, pour u0 ∈ D(∂ϕ) tel que O(u0) ⊂ Ω, on a

lim
τ→+∞

dM(u(τ)) = 0.
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Une conséquence directe de ce théorème est le corollaire suivant, qui prouve la
stabilité asymptotique du point d’équilibre u = 0 de (IVE).

Corollaire 3.2. ([5]) Supposons que les hypothèses de Théorème 3.4 soient vérifiées. De
plus, nous supposons que la fonction V est définie positive et l’ensemble E(IVE)

V = {0}.
Par suite, la solution triviale du problème (IVE) est asymptotiquement stable.

Le résultat du Corollaire 3.2 constitue un résultat très important qui va être utilisé
pour montrer la stabilité en temps fini de l’équilibre trivial du problème (IVE).

3.2.3 Stabilité en temps fini

La stabilité en temps fini est devenue une question capitale dans l’étude de la sta-
bilité. Elle intervient dans de nombreux problèmes d’ingénierie et principalement
en robotique. Par exemple, nous ne souhaitons pas seulement que la convergence
(vers un point précis) du robot soit asymptotique mais qu’il la fasse aussi en un
temps fini.

Définition 3.4. L’équilibre u = 0 de (IVE) est dit stable en temps fini (S.T.F.) si

1. il est stable pour (IVE), et

2. ∀u0 ∈ D(∂ϕ), il existe T f ∈ R+ tel que u(t) = 0,∀t ≥ T f .

Le temps T f n’est pas unique et est appelé temps d’établissement de la solution u(·,u0).

Dans la suite, nous utiliserons la définition suivante.

Définition 3.5. Un opérateur F est dit (α, η)-fortement monotone , pour un η > 0 et
α ∈ [0, 2[, si et seulement si, nous avons〈

F(x) − F(y), x − y
〉
≥ η‖x − y‖α. (3.9)

Remarque 3.3. Un opérateur (α, η)-fortement monotone est un opérateur mon-
tone. D’après le Théorème 3.1, l’existence et l’unicité de la solution du problème
(IVE) sont assurées lorsque l’opérateur F est (α, η)-fortement monotone. �

3.2.3.1 Conditions suffisantes

Le but de ce paragraphe est de donner deux conditions suffisantes pour établir
la stabilité en temps fini du problème (IVE). Nous appliquons ce résultat au
problème de complémentarité
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Théorème 3.5. Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.2 soient vérifiées. S’il existe
une fonction g ∈ K∞ telles que

ε∫
0

dz
g(z)

< +∞ ∀ε > 0, (3.10)

et,

〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) ≥ g(V(u)),u ∈ D(∂ϕ), p.p. t ≥ 0, (3.11)

alors, l’équilibre u = 0 de (IVE) est S.T.F..

Preuve. D’après le Corollaire 3.2, l’origine est asymptotiquemant stable. Soit u (t)
la solution de (IVE) qui tend vers l’origine avec un temps d’établissement 0 ≤
T f ≤ +∞. Il reste de montrer que T f < +∞. Utilisant la définition de la stabilité
asymptotique pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que u0 peut être choisie suffisam-
ment petit dans Bδ pour assurer que u (t) ∈ Bε pour t ≥ 0.

De plus, la fonction (V ◦ u) : [0,+∞) → R définie par (V ◦ u) (t) = V (u(t)) est
strictement décroissante pour t ≥ 0. En effet, pour T > 0, la fonction u(·) est
absolument continue sur [0,T] et V est de classe C1, donc (V ◦ u) est différentiable
p.p. sur [0,T]. De plus, on a

d(V ◦ u)
dt

(t) =

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
, p.p. t ∈ [0,T].

Puisque u(t) est la solution de (IVE), il existe ω(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) p.p. t ≥ 0, telle que

du
dt

+ F(u(t)) + ω(t) = 0, p.p. t ≥ 0. (3.12)

D’autre part, on a :

ω(t) ∈ ∂ϕ(u(t))⇔ 〈ω(t), v − u(t)〉 ≤ ϕ(v) − ϕ(u(t)),∀v ∈ Rn, p.p. t ≥ 0.

Pour v = u (t) − V′ (u (t)) nous obtenons,

〈ω,−∇V(u)〉 ≤ ϕ(u − ∇V(u)) − ϕ(u),∀v ∈ Rn p.p.t ≥ 0. (3.13)

Utilisant (3.11), (3.12) et (3.13), on a〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
= − 〈F(u(t)),∇V(u(t))〉 − 〈ω((t),∇V(u(t)))〉

≤ − 〈F(u(t)),∇V(u(t))〉 + ϕ(u(t) − ∇V(u(t))) − ϕ(u(t))
≤ −g(V(u(t))) (3.14)
≤ 0. (3.15)
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De (3.15), on en déduit 〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
≤ 0 p.p. t ∈ [0,T].

Par suite,
d(V ◦ u)

dt
(t) ≤ 0 p.p. t ∈ [0,T].

Comme u ∈ C0([0,T];Rn),
du
dt
∈ L∞(0,T;Rn) et V ∈ C1(Rn;R) par suite (V ◦ u) ∈

W1,1(0,T;Rn). D’après le Lemme 3.1, on obtient que (V ◦ u) est décroissante sur
[0,T] et comme T est arbitrairement choisi, (V ◦ u) est décroissante sur [0,+∞).

Utilisant la changement de variable : [0,T f ] → [0,V (u0)] donné par z = V(u(t)),
nous obtenons

0∫
V(u0)

dz
−g(z)

=

T f∫
0

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
−g(V(u(t)))

dt. (3.16)

De (3.14), nous avons 〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
−g(V(u(t)))

≥ 1. (3.17)

En utilisant (3.16) et (3.17), on obtient que

T f =

T f (∫
0

dt ≤

T f∫
0

〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
−g(V(u(t)))

dt =

V(u0)∫
0

dz
g(z)

< +∞.

Par suite, l’origine de (IVE) est S.T.F.. �

Exemple 3.1. Considérons le cas où l’opérateur F est nul et la fonction ϕ(u) = |u|.
Le problème (IVE) sera donné par l’inclusion différentielle suivante :

du
dt
∈ −∂(|u|).

Pour étudier la stabilité en temps fini, nous appliquons le Théorème 3.5.

Soient g(u) = u
1
2 et V(u) =

1
2

u2. Nous avons ∇V(u) = u.
Il est évident que la fonction g ∈ K∞ et qu’elle verifie la condition (3.11). Si nous
montrons que la fonction V verifie les hypothèses du Corollaire 3.2, alors nous
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obtiendrons la stabilité asymptotique. Reste à montrer que la condition (3.13) est
satisfaite. En effet,

〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u) − ϕ(u − ∇V(u)) = |u| ≥
√

2
2
|u| = g(V(u)).

Par suite, l’équilibre u = 0 est S.T.F.. �

Si nous appliquons le Théorème (3.5) au problème de complémentarité (PC), nous
obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.2 soient vérifiées. Si de
plus, nous supposons que EC , {u ∈ C | 〈F(u),∇V(u)〉 = 0} = {0}, et s’il existe g ∈ K∞
tel que :

1. 〈F(u),∇V(u)〉 ≥ g(V(u)), ∀u ∈ C;

2. Pour tout ε > 0, nous avons

ε∫
0

dz
g(z)

< +∞.

Alors, l’équilibre u = 0 de (PC) est S.T.F..

Nous donnons maintenant une autre condition suffisante, à savoir que F est un
opérateur (α, η)-fortement monotone au sens de la Définition 3.5.

Théorème 3.6. Si F est un opérateur (α, η)−fortement monotone, alors l’équilibre u = 0
est S.T.F..

Preuve. Pour montrer la stabilité en temps fini de l’équilibre u = 0, on va vérifier

la définition 3.4. En effet, on considère la fonction V(u(t)) =
1
2
‖u(t)‖2. Par suite, on

a : (√
2
)α (√

V(u(t))
)α

= ‖u(t)‖α. (3.18)

D’autre part, on a :

d(V ◦ u)
dt

(t) =

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
=

〈
u(t),

du
dt

〉
. (3.19)

Comme u(t) est la solution du problème (IVE), alors on a :

du
dt
∈ −F(u(t)) − ∂ϕ(u(t)). (3.20)

En utilisant (3.19) et (3.20), on obtient que

d(V ◦ u)
dt

(t) ∈
〈
u(t),−F(u(t)) − ∂ϕ(u(t))

〉
. (3.21)
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D’après (3.6) et (3.19), on obtient

d(V ◦ u)
dt

(t) ∈
〈
u(t),−F(u(t)) + F(0) + ∂ϕ(0) − ∂ϕ(u(t))

〉
∈ 〈u(t),F(0) − F(u(t))〉 +

〈
u(t), ∂ϕ(0) − ∂ϕ(u(t))

〉
.

Comme F est un opérateur (α, η)− fortement monotone et comme l’opérateur ∂ϕ
est monotone, on obtient que

d(V ◦ u)
dt

(t) =

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
≤ −η‖u(t)‖α < 0. (3.22)

D’après le théorème de Lyapunov, nous en déduisons que l’équilibre u = 0 est
stable. Il reste à montrer que la condition 2. de la Définition 3.4 est vérifiée.

En effet, soit T f ∈ [0,+∞] le temps d’établissement de la solution u(t). D’après
(3.22) et d’après la preuve du Théorème 3.5, on obtient que la fonction (V ◦ u) est
décroissante sur [0,+∞).
Utilisant la changement de variable : [0,T f ] → [0,V (u0)] donné par z = V(u(t)),
on déduit que

0∫
V(u0)

dz
−z α

2
=

T f∫
0

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
−(V(u(t)) α2

dt. (3.23)

D’après (3.18) et (3.22), on a〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
≤ −γ(V(u(t)))

α
2 , avec γ , η

(√
2
)α
.

Par suite, on a

−

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
(V(u(t))) α2

≥ γ, (3.24)

De (3.23) et (3.24), on obtient

T f∫
0

γdt ≤

T f∫
0

−

〈
V′(u(t)),

du
dt

〉
(V(u(t))) α2

dt =

V(u0)∫
0

dz
z α

2
.

Comme α ∈ [0, 2[, on en déduit que

T f ≤
2
(√

V(u0)
)2−α

γ(2 − α)
< +∞.

Par suite, l’équilibre u = 0 est S.T.F.. �
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3.2.3.2 Condition Nécessaire

Théorème 3.7. Supposons que les hyspothèses du Corollaire 3.2 soient vérifiées. Si l’équi-
libre u = 0 de (IVE) est S.T.F. et s’il existe une fonction g ∈ K∞ tel que

〈F(u),∇V(u)〉 + ϕ(u + ∇V(u)) − ϕ(u) ≤ g(V(u)), ∀u ∈ D(∂ϕ), (3.25)

alors, nous avons
ε∫

0

dz
g(z)

< +∞, ∀ε > 0.

Preuve. Soit u (t) la solution du problème (IVE) avec le temps d’établissement
0 ≤ T f < +∞. Utilisant la définition de la stabilité asymptotique, pour tout ε > 0
il existe δ > 0 tel que u0 peut être choisie suffisamment petit dans Bδ pour avoir
que u (t) ∈ Bε pour t ≥ 0.
De plus, la fonction (V ◦ u) : [0,+∞)→ R definie par (V ◦ u) (t) = V (u(t)) est stric-
tement décroissante pour t ≥ 0.

En utilisant le changement de variables : [0,T f ] → [0,V (u0)] donné par z =
V (u (t)), nous obtenons :

0∫
V(u0)

dz
−g(z)

=

Tsol(u)∫
0

〈
∇V(u(t)),

du
dt

〉
−g(V(u(t)))

dt. (3.26)

Comme u (t) est la solution de (IVE), il existe ω (t) ∈ ∂ϕ (u (t)) p.p. t ≥ 0, tel que

du
dt

+ F(u(t)) + ω(t) = 0, p.p. t ≥ 0. (3.27)

Or,

ω(t) ∈ ∂ϕ(u(t))⇔ 〈ω(t), v − u(t)〉 ≤ ϕ(v) − ϕ(u(t)),∀v ∈ Rn p.p. t ≥ 0

Pour v = u(t) + ∇V(u(t)), on a :

〈ω(t),∇V(u(t))〉 ≤ ϕ(u(t) + ∇V(u(t))) − ϕ(u(t)),∀v ∈ Rn p.p. t ≥ 0 (3.28)

En utilisant (3.26), (3.27) and (3.28), on obtient〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
= − 〈F(u(t)),∇V(u(t))〉 − 〈ω(t),∇V(u(t))〉

≥ − 〈F(u(t)),∇V(u(t))〉 + ϕ(u(t)) − ϕ(u(t) + ∇V(u(t)))
≥ −g(V(u(t))).
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Par suite, 〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
−g(V(u(t)))

≤ 1 (3.29)

D’après (3.25) et (3.29), on a

V(u0)∫
0

dz
g(z)

=

T f∫
0

〈
du
dt
,∇V(u(t))

〉
−g(V(u(t)))

dt ≤

T f∫
0

dt = T f < +∞.

D’où le résultat. �
En appliquant ce résultat au problème de complémentarité. nous obtenons le co-
rollaire suivant :

Corollaire 3.4. Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.2 soient satisfaites. Si
l’équilibre u = 0 est S.T.F. et s’il existe une fonction g ∈ K∞ telle que

1. 〈F(u(t)),∇V(u(t))〉 ≤ g(V(u(t))), u(t) ∈ C, p.p. t ≥ 0;

2. ∇V(u) ∈ TC(u) ;

3. EC = {0},

alors
ε∫

0

dz
g (z)

< +∞, pour tout ε > 0.

3.3 Applications

Dans cette partie, nous allons appliquer le Théorème 3.4 à un problème issu de
l’éléctronique.

Exemple 3.2. [Circuit RLD]

Considérons le circuit donné dans la FIGURE 3.1 . Ce circuit est constitué d’une
résistance R > 0, d’une diode D et d’une inductance L. Nous notons par u le
contrôle et par i le courant à travers le circuit.
Le super-potentiel éléctrique de la diode est donné par :

jD(i) ,
√

2
2
|i|.

Les lois Kirchhoff donnent
u −UR −UL = UD,
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FIGURE 3.1 – Circuit RLD

où UR = Ri est la différence de potentiel à travers la résistance, UL = L
di
dt

et
UD ∈ ∂ jD(i) est la différence de potentiel à travers le diode. D’où

L
di
dt

+ Ri − u ∈ −∂ jD(i). (3.30)

En supposant que u = 0 et la valeur de L vaut 1, (3.30) s’écrit comme :

di
dt

+ Ri ∈ −∂ jD(i). (3.31)

Pour étudier la stabilité en temps fini de l’équilibre i = 0 de (3.31), nous appli-
quons le Théorème 3.5.

En effet, soit la fonction g(z) = z
1
2 et la fonction V(i) =

1
2

i2 donc ∇V(i) = i.

Il est facile de verifier qu’il existe une fonction h ∈ K∞ telle que V(i) ≥ h (‖i‖)
( il suffit de prendre h(i) = V(i)). D’autre part, la fonction V vérifie toutes les
hypothèses du Corollaire 3.2 et donc, nous montrons que l’équilibre est asympto-
tiquement stable. Reste à montrer les conditions du Théorème 3.5. En effet, pour
tout ε > 0,

ε∫
0

dz
g(z)

=

ε∫
0

dz

z 1
2

< +∞.
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Par ailleurs, pour F(i) = Ri, on obtient que

〈F(i),∇V(i)〉 + jD(i) − jD(i − ∇V(i)) = 〈Ri, i〉 +
√

2
2
|i|

= Ri2 +

√
2

2
|i|

≥ g(V(i)) =

√
2

2
i

Par suite, l’équilibre i = 0 est S.T.F.. �

3.4 Cas d’un sur-potentiel non-convexe

3.4.1 Inéquation hémivariationnelle d’évolution (IHE)

Dans cette partie, nous noterons par F : Rn
→ Rn une multi-application continue

et par j : Rn
→ R une fonction localement lipshitzienne. Pour u0 ∈ Rn, nous

considérons le problème suivant :

(IHE)



Trouver u ∈ C0([0,+∞);Rn) et
du
dt
∈ L1([0,+∞);Rn) telle que

〈
du
dt

+ F(u(t)), v〉 + j◦(u(t); v) ≥ 0,∀v ∈ Rn, p.p. t ≥ 0

u(0) = u0.

Rappelons que j◦(u(t); v) désigne la dérivée directionnelle généralisée de j au
point u dans la direction v (voir Chapitre 1).

D’autre part, remarquons que l’inéquation

〈
du
dt

+ F(u(t)), v〉 + j◦(u(t); v) ≥ 0,∀v ∈ Rn, p.p. t ≥ 0,

est équivalente à l’inclusion différentielle suivante :

du
dt
∈ −F(u(t)) − ∂c j(u(t)), p.p. t ≥ 0, (3.32)

où ∂c j(u(t)) désigne le sous-différentiel au sens de Clarke de la fonction j au point
u dont nous rappelons la définition :

∂c j(u) = {w ∈ Rn
| j◦(u; v) ≥ 〈w, v〉 ,∀v ∈ Rn

}.
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3.4.1.1 Résultat d’éxistence

Le but de cette partie est de montrer l’existence de solutions du problème (IHE).
Ce résultat est une application directe de la contribution de Górniewicz dans [50]
pour l’inclusion différentielle de la forme :

du
dt
∈ F (u(t)), t ∈ [0,T], (3.33)

où F : Rn
→ 2Rn est une multi-application semi-continue supérieurement (s.c.s.)

à valeurs compactes et convexes. Pour une condition initiale u0 ∈ Rn, nous notons
ST(F ,u0) l’ensemble des solutions de l’inclusion (3.33).

Ces solutions sont des fonctions absolument continues et vérifient (3.33) presque
partout avec u(0) = u0.

Théorème 3.8. ([50]) S’il existe c > 0 tel que :

‖v‖ ≤ c(1 + ‖u‖),∀u ∈ Rn, v ∈ F (u), (3.34)

alors l’ensemble ST(F ,u0) est non vide, connexe et compact.

Dans la littérature, la condition 3.34 est dite condition de croissance linéaire.

Nous allons maintenant appliquer ce resultat au problème (IHE). Désignons par
S(u0,F, j) l’ensemble des solutions du problème (IHE). Nous obtenons le résultat
d’éxistence suivant :

Théorème 3.9. S’il existe :

1. une constante cF > 0 telle que :

‖F(u)‖ ≤ cF(1 + ‖u‖),∀u ∈ Rn;

2. une constante c j > 0 telle que :

‖v‖ ≤ c j(1 + ‖u‖),∀u ∈ Rn, v ∈ ∂c j(u).

Alors, pour tout u0 ∈ Rn, l’ensemble S(u0,F, j) est non-vide.

Preuve. Soit T > 0 fixé. On va vérifier les hypothèses du Théorème 3.8, pour
F = −F − ∂c j. Or, pour tout u ∈ Rn, l’ensemble ∂c j(u) est non-vide, convexe et
compacte (voir [34]). De plus, la multi-application ∂c j est s.c.s.. D’autre part, les
hypothèses 1. et 2. nous montrent qu’il existe une constante c , (cF + c j) > 0 telle
que :

‖v‖ ≤ c(1 + ‖u‖),∀u ∈ Rn, v ∈ F (u).
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Par suite, il existe une fonction u ∈W1,1(0,T;Rn) avec u(0) = u0, et qui vérifie

〈
du
dt

+ F(u(t)), v〉 + j◦(u(t); v) ≥ 0,∀v ∈ Rn, p.p. 0 ≤ t ≤ T.

Pour T choisi arbitrairement, nous déduisons l’éxistence d’une solution du pro-
blème (IHE). �

Dans toute la suite, nous supposons que les hypothèses du Théorème 3.2 soient
vérifiées. De plus, nous supposons que :

F(0) ∈ −∂c j(0). (3.35)

Ce qui vaut à dire que 0 est une solution de problème (IHE).
Enfin, pour u0 ∈ Rn, nous notons par u(t) la solution du problème (IHE).

3.4.2 Resultats de stabilité

Après avoir donné un résultat d’existence de solution du problème (IHE), ce pa-
ragraphe sera consacré à l’étude de la stabilité au sens de Lyapunov du problème
(IHE). De plus, nous étendons le principe d’invariance aux cas des inéquations
hémivariationnelles d’évolution représentées par le problème (IHE).
Tout d’abord, nous rappelons les définitions de la stabilité de Lyapunov de la
solution triviale du problème (IHE).

Définition 3.6. Le point d’équilibre u = 0 de (IHE) est dit stable au sens de Lyapunov
si, pour tout ε > 0, il existe η = η(ε) > 0 tel que pour tout u0 ∈ Bη, alors pour toute
solution u ∈ S(u0,F, j), nous avons ‖u(t)‖ ∈ Bε, pout tout t ≥ 0.

Définition 3.7. Le point d’équilibre u = 0 de (IHE) est dit attractif s’il existe δ > 0 tel
que pour tout u0 ∈ Bδ, alors pour toute solution u ∈ S(u0,F, j), vérifie

lim
t→+∞

‖u(t)‖ = 0.

Définition 3.8. Le point d’équilibre u = 0 de (IHE) est dit asymptotiquement stable
s’il est stable et attractif.

Notons C(F, j) l’ensemble des points stationnaires associés au problème (IHE) à
savoir :

C(F, j) = {z ∈ Rn
| 〈F(z), v〉 + j◦(z; v) ≥ 0,∀v ∈ Rn

}

= {z ∈ Rn
| F(z) ∈ −∂c j(z)}.

Par suite, la condition (3.35) entraîne que 0 ∈ C(F, j).



92 Stabilité des inéquations variationnelles et hémivariationnelles d’évolution

Étant donné une fonction V de C1(Rn;R), on associe à toute solution u du pro-
blème (IHE), l’ensemble noté V̇(u) des dérivées orbitales de la fonction V à sa-
voir :

V̇(u) , {λ ∈ R | ∃w ∈ ∂c j(u), λ = 〈−∇V(u),F(u) + w〉}. (3.36)

Comme ∂c j(x) est convexe et compact, nous obtenons que V̇ est un convexe, fermé
et borné. Par suite, V̇(u) est un intervalle fermé de R de la forme :

V̇(u) = [V̇inf(u), V̇sup(u)],

où V̇inf(u) et V̇sup(u) désignent respectivement les dérivées orbitales inférieure et
supérieure de la fonction V et définies par :

V̇inf(u) , min
w∈∂c j(u)

〈−∇V(u),F(u) + w〉; (3.37)

V̇sup(u) , max
w∈∂c j(u)

〈−∇V(u),F(u) + w〉. (3.38)

La notion des dérivées orbitales a été introduit et définie par Filippov (voir [44]).

Remarque 3.4. ([44]) Remarquons que si u(t) est une solution de (IHE), alors
nous avons :

d
dt

V(u(t)) ∈ V̇(u(t)) p.p.t ≥ 0.

�

Définition 3.9. Une fonction V : Bσ → R et de classe C1, est dite de Lyapunov pour le
système (IHE), si elle est définie positive et si

V̇sup(u) ≤ 0, ∀u ∈ Bσ. (3.39)

D’où le théorème de stabilité suivant :

Théorème 3.10. (Stabilité)
S’il existe une fonction de Lyapunov V au sens de la Définition 3.9) pour le problème

(IHE), alors l’équilibre u = 0 de (IHE) est stable.

Preuve. Par hypothèse, la fonction V est définie positive et de classe C1, donc
pour σ > 0, il existe une fonction ψ : [0, σ]→ R+ de classeK telle que

V(u) ≥ ψ(‖u‖), ∀u ∈ Bσ. (3.40)

Soit ε ∈]0, σ[. Comme V(0) = 0 et par continuité de V, il existe δ = δ(ε) > 0 tel que,
pour tout u0 ∈ Bδ, on a |V(u0)| < ψ(ε).
Soit η = η(ε) avec 0 < η < min(ε, δ). Le but est de montrer que pour tout u0 ∈ Bη
et pour tout u ∈ S(u0,F, j), on a :

‖u(t)‖ < ε, ∀t ≥ 0.
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En effet, nous raisonnons par l’absurde et nous supposons qu’il existe u ∈ S(u0,F, j)
et τ > 0 tel que ‖u(τ)‖ ≥ ε.

Or, comme ‖u(0)‖ = ‖u0‖ < ε, il existe t̄ > 0 tel que

‖u(t)‖ < ε, ∀t ∈ [0, t̄[ avec ‖u(t̄)‖ = ε (Par continuité de u).

De plus, la fonction t 7→ W(t) , V(u(t)) est strictement décroissante sur [0, t̄]. En
effet, la fontion W est absolument continue sur [0, t̄], donc W est différentiable
p.p. sur [0, t̄] et nous avons

∇W(t) =
d
dt

V(u(t)) ∈ V̇(u(t)) p.p. [0, t̄].

D’autre part, puisque ‖u(t̄)‖ = ε, la condition (3.40) nous donne que

W(t̄) = V(u(t̄)) ≥ ψ(ε).

Comme V est fonction de Lyapunov, on a

V̇(u(t)) ⊂] −∞, 0] p.p. t ∈ [0, t̄].

On obtient ainsi que ∇W(t) ≤ 0 p.p. t ∈ [0, t̄[. Par conséquent, on a

W(t) ≤W(0) = V(u0) < ψ(ε), ∀t ∈ [0, t̄[. (3.41)

En faisant tendre t vers t̄ dans (3.41), on obtient que

W(t̄) ≤W(0) < ψ(ε),

Ce qui contredit (3.40) et établit la stabilité de l’équilibre u = 0. �

Remarque 3.5. Notons que l’étude de la stabilité des systèmes de type Filippov
a été le but de nombreux chercheurs comme Clarke & al. [35], Bacciotti et Rosier
[18], Ceragioli[33],Paden et Sastry [84] etc... . Dans leurs travaux, nous trouvons
plusieurs versions du théorème stabilité dépendant chacune de la nature de la
fonction de Lyapunov utilisée, que ce soit lisse ou non. �

Remarque 3.6. notons que si

〈∇V(u),F(u)〉 − j◦(u;∇V(u)) ≥ 0, u ∈ Bσ,

alors V̇sup(u) ≤ 0, pour u ∈ Bσ. En effet, pour u ∈ Bσ, nous avons :

w ∈ ∂c j(u)⇐⇒ j◦(u; v) ≥ 〈w, v〉, ∀v ∈ Rn.
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Pour v = ∇V(u), on obtient

〈w,∇V(u)〉 ≥ − j◦(u;∇V(u)).

En ajoutant ∇V(u),F(u)〉 des deux cotés de l’inégalité, il vient que

〈∇V(u),F(u)〉 + 〈∇V(u),w〉 ≥ 〈∇V(u),F(u)〉 − j◦(u;∇V(u)).

par suite,
〈−∇V(u),F(u) + w〉 ≤ −〈∇V(u),F(u)〉 + j◦(u;∇V(u)).

Par conséquent, on en déduit

V̇sup(u) ≤ −〈∇V(u),F(u)〉 + j◦(u;∇V(u)) ≤ 0.

Comme nous l’avons vu, le résultat de stabilité donné par le Théorème 3.10 est
lié au signe de la dérivée orbitale supérieure de la fonction de Lyapunov. Pour
cela, le but de cette remarque est de montrer que, pour étudier la stabilité de
Lyapunov et plus particulèrement le signe de la dérivée orbitale supérieure , il
suffit de vérifier que

−〈∇V(u),F(u)〉 + j◦(u;∇V(u)) ≤ 0.

Comme c’est le cas dans l’étude de la stabilité du système (IVE) (voir la condi-
tion (3.8)). �

Théorème 3.11. (Stabilité asymptotique)
S’il existe une fonction de Lyapunov et s’il existe λ > 0, telle que

V̇sup(u) ≤ −λV(u), ∀u ∈ Bσ,

alors, la solution triviale u = 0 de (IHE) est asymptotiquement stable.

Preuve. D’après le Théorème 3.10, on a la solution triviale est stable. Reste à
montrer qu’elle est attractive. En effet, par hypothèse, nous avons que V̇(u) ⊂
] −∞,−λV(u)]. Or, W′(t) ∈ V̇(u(t)) p.p. t ≥ 0, donc on a

∇W(t) ≤ −λW(t), p.p. t ≥ 0. (3.42)

En intégrant (3.51), on obtient

W(t) ≤W(t0)e−λt, t ≥ 0.

D’après la preuve du Théorème 3.10, nous obtenons que

0 < ψ(‖u(t)‖) ≤ V(u0)e−λt, t ≥ 0.

En faisant tendre t vers +∞ et en utilisant la continuité de la fonction ψ, nous
obtenons

lim
t→+∞

‖u(t)‖ = 0.

D’où le résultat. �
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Exemple 3.3. Considérons l’inclusion différentielle suivante :

du
dt
∈ −∂ j(u(t)),

où j est la fonction définie par :

j : R2
→ R

u = (u1,u2) 7→ j(u) = |u1| + |u2|

Le sous-différentiel de la fonction j est donné par :

∂ j(u1,u2) =

 (Sgn(u1), Sgn(u2)) si (u1,u2) , (0, 0)
co

{
(−1,−1); (−1, 1), (1,−1); (1, 1)

}
si (u1,u2) = (0, 0)

Ici, Sgn est définie par :

Sgn (u) =


1 si u > 0
[−1, 1] si u = 0
−1 si u < 0

Soit V : R2
→ R définie par :

u = (u1,u2) 7→ V(u) =
1
2

u2
1 +

1
2

u2
2.

V est une fonction de Lyapunov. En effet, il est clair que V est définie positive. De
plus, on a

V̇(u) =

{
{−|u1| − |u2|} si (u1,u2) , (0, 0)
{0} si (u1,u2) = (0, 0).

Ce qui entraîne que V̇(u) ⊂]−∞, 0], ∀u ∈ R2. Donc V est une fonction de Lyapunov
et d’après le Théorème 3.10, nous déduisons la stabilité de l’équilibre (0, 0). �

3.4.2.1 Extension du principe d’invariance de La Salle

Dans cette partie, nous étendons le principe d’invariance de La Salle aux inéqua-
tions hémivariationnelles d’évolution. Rappelons que, le principe d’invariance
permet d’obtenir la stabilité asymptotique et plus particulièrement la condition
d’attractivité. Avant d’énoncer le résultat principale de ce paragraphe, nous éta-
blions quelques résultats préliminaires.

Rappelons que pour u0 ∈ Rn et u ∈ S(u0,F, j), l’ensemble limite, noté L, de u défini
par :

L , {q ∈ Rn
| ∃{τi} ⊂ [0,+∞); τi → +∞ et u(τi)→ q}.

Nous disons qu’un ensemble M ⊂ Rn est invariant pour le problème (IHE), si
pour tout u0 ∈ M, il existe u ∈ S(u0,F, j) tel que u ∈ M.
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Lemme 3.2. L’ensemble E(IHE)
V , {u ∈ Rn

| V̇(u) 3 0} est fermé.

Preuve. Soit u ∈ E(IHE)
V . Il existe une suite (uk) ∈ E

(IHE)
V telle que uk → u lorsque

k→ +∞, et
〈−∇V(uk),F(uk) + wk〉 = 0, avec wk ∈ ∂c j(uk). (3.43)

SoitNu un voisinage compact de u avec (uk)k ∈ Nu. Alors, nous avons

wk ∈ ∂c j(Nu) =
⋃
v∈Nu

∂c j(v).

Or, ∂c j est s.c.s. et pour tout u ∈ Rn, l’ensemble ∂c j(u) est non-vide, convexe et
compact. Ce qui entraîne que la suite (wk)k est bornée (voir [44]). Par suite, il
existe une sous-suite wki de wk telle que wki → w ∈ ∂c j(u). En passant à la limite
dans (3.43), on en déduit que

〈−V′(u),F(u) + w〉 = 0 (par continuité de ∇V et de F).

Ce qui implique que u ∈ E(IHE)
V . �

Il nous a paru important de donner le lemme suivant qui n’est rien d’autre qu’une
conséquence directe du Théorème 3.1.7 dans [34].

Lemme 3.3. Soient I = [a, b] ⊂ R et K un compact de Rn. Pour tout entier i ≥ 0, soit
ui : I → K une fonction absoluement continue solution de (IHE). S’il existe µ > 0 tel

que pour tout i ∈ N, ‖
dui

dt
‖ ≤ µ p.p. t ∈ I. Alors, la suite (ui) admet une sous-suite qui

converge uniformement vers une solution u : I→ K du problème (IHE).

Lemme 3.4. Pour u0 ∈ Rn et pour toute solution bornée u : R+
→ Rn du problème

(IHE), l’ensemble limite L est non vide, compact et invariant pour le problème (IHE).
De plus, nous avons lim

τ→+∞
dL(u(τ)) = 0.

Preuve. Nous avons que l’ensemble L est compact et non-vide (voir [44]). Reste
à montrer le conditions suivantes :

1. L est invariant.

2. lim
τ→+∞

dL(u(τ)) = 0.

Preuve de 1.

Étant donné q ∈ L, il existe une suite (ti)i telle que ti → +∞ et u(ti) → q lorsque
i→ +∞.
Pour tout i ∈N, on considère la fonction ui : R+

→ Rn définie par :

ui(t) = u(t + ti), t ≥ −ti.
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D’après la preuve du Théorème 3.9, le problème (IHE) s’écrit sous la forme de
l’inclusion différentielle

du
dt
∈ F (u(t)), (3.44)

où F = −F − ∂c j est une multi-application s.c.s.. Pour tout i, ui est une solution
de (3.44) telle que ui(0) → q lorsque i → +∞. Posons Im , [m − 1,m], pour tout
m ∈ N∗. Comme u est bornée, donc l’ensemble K , cl(u([0,+∞[)) est un compact
Rn.

Par suite, l’ensembleF (K) est compact puisqueF est s.c.s. et à valeurs compactes.

Ce qui entraîne que
du
dt
∈ L∞(R+,Rn).

En appliquant le Lemme 3.3 pour µ = ‖
du
dt
‖∞, la suite (ui |I1) admet une sous-suite

(uσ1(i)|I1) qui converge uniformement vers une fonction ũ1 : I1 → Rn satisfaisant
(3.44) presque partout avec ũ1(0) = q.

De même, la suite (uσ1(i)|I2) admet une sous-suite (uσ2(i)|I2) qui converge uniforme-
ment vers une fonction ũ2 : I2 → Rn qui satisfait (3.44) p.p. avec ũ2(1) = ũ1(1).
Et ainsi de suite, on déduit l’existence d’une sous-suite (uσm(i))m∈N∗ ⊂ (ui)i qui
converge uniformement sur l’intervalle Im = [m − 1,m] vers ũ j : Im → Rn sa-
tisfaisant (3.44) presque partout avec ũm(m − 1) = ũm−1(m − 1).

Considérons la fonction ũ : [0,+∞[→ Rn définie par : ũ(t) = ũm(t), ∀t ∈ Im. Elle
vérifie (3.44) et ũ(0) = q. D’autre part, la suite (uσm(m)) ⊂ (un) converge uniforme-
ment vers ũ sur tout intervalle [0,m]. En effet, comme (tσm(m)) ⊂ (ti), nous avons
uσm(m)(t) = u(t + tσm(m))→ ũ(t) lorsque m→ +∞.

Ensuite, pour q ∈ L il existe ũ(t) ∈ S(q,F, j) telle que ũ(t) ∈ L pour tout t ≥ 0. Par
suite, L est invariant.

Preuve de 2.

Nous raisonnons par l’absurde. En effet, nous supposons qu’il existe ε > 0 et une
suite (τi)i ⊂ [0,+∞) tels que τi → +∞ et dL(u(τi)) ≥ ε. Comme la suite (u(τi))i est
bornée, elle admet une sous-suite, notée u(τi), telle que u(τi)→ q. Par suite, q ∈ L.
Ce qui contredit le fait que dL(q) ≥ ε.
D’où le résultat. �

Nous concluons ainsi le théorème d’extension du principe d’invariance de La
Salle pour le problème (IHE) suivant :
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Théorème 3.12. (Invariance)
Soit V une fonction de classe C1 telle que V̇sup(u) ≤ 0. Pour c > 0, soit Ωc la composante
connexe de l’ensemble de niveau Lev (V, c) , {u ∈ Rm

| V(u) ≤ c} de V contenant 0.
Pour u0 ∈ Ωc, soit u ∈ S(u0,F, j) une solution du problème (IHE).
Si Ωc est borné et siM désigne le plus grand ensemble invariant de E(IHE)

V ∩Ωc, alors :

lim
t→+∞

dM(u(t)) = 0.

Preuve. La preuve se divise en deux :

Dans un premier temps, on montre que la solution u : R+
→ Rn est bornée. Nous

appliquons alors le Lemme 3.4 pour obtenir que lim
τ→+∞

dL(u(τ)) = 0.

Dans un deuxième temps, on montre queL ⊂ E(IHE)
V ∩Ωc puis à l’aide du Lemme

3.4, on peut en déduire que lim
t→+∞

dM(u(t)) = 0.

Tout d’abord, on montre, par l’absurde, que la solution u : R+
→ Rn est bor-

née. En effet, supposons que la solution est non-bornée donc il existe τ1 ≥ 0 tel
que u(τ1) < Ωc. La continuité de t 7→ u(t,u0) entraîne que u(τ1) n’est contenu dans
aucune autre composante connexe de Lev(V, c). Par suite,

V(u(τ1)) > c ≥ V(u0). (3.45)

D’autre part, comme V̇sup(u) ≤ 0, la fonction t 7→ W(t) = V(u(t)) est décroissante
sur [0,+∞[ (d’après la preuve du Théorème 3.10). Ce qui contredit (3.45). On dé-
duit ainsi que u est bornée. Par conséquent, d’après le Lemme 3.4, on en déduit
que : lim

τ→+∞
dL(u(τ)) = 0.

On va montrer maintenant que L ⊂ E(IHE)
V ∩Ωc. Comme la fonction t 7→ W(t) est

décroissante et bornée sur [0,+∞[, il existe k ∈ R tel que lim
t→+∞

V(u(t)) = k. Si p ∈ L,
il existe une suite (ti)i telle que ti → +∞ et u(ti)→ q lorsque i→ +∞.

Par continuité de la fonction V, on obtient que

lim
i→+∞

W(ti) = V(p) = k.

Par suite, on en déduit que V est constante sur L.

D’autre part, pour toute solution v(t) , v(·, p) de (IHE), on a v(t) ∈ L. Comme
V(v(t)) = k sur L, pour tout t ≥ 0, on obtient que :

d
dt

V(v(t)) = 0 p.p. t ≥ 0.
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Par suite,
V̇(v(t)) = {0} p.p. t ≥ 0.

Par conséquent, on a
v(t) ∈ E(IHE)

V p.p. t ≥ 0.

Soit une suite (τi), avec τi → 0 une suite telle que v(τi) ∈ R pour tout i ∈ N. Par
continuité de la fonction t 7→ v(t, p), on déduit que :

lim
i→+∞

v(τi, p) = v(0, p) = p ∈ E(IHE)
V = E(IHE)

V (d’après le Lemme 3.2).

Ce qui entraîne que
L ⊂ E

(IHE)
V ∩Ωc.

Enfin, siM est le plus grand sous-ensemble invariant de E(IHE)
V ∩ Ωc, alors on a

L ⊂M. D’après le Lemme 3.4, on obtient que

lim
τ→+∞

dM(u(τ)) = 0.

D’où le résultat. �

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théorème d’invariance pré-
cédent. Il permet de donner la stabilité asymptotique de l’équilibre u = 0.

Corollaire 3.5. Sous les hypothèse du Théorème 3.5. Si la fonction V est une foncion
de Lyapunov et si l’ensemble E(IHE)

V est réduit à 0, alors la solution triviale du problème
(IHE) est asymptotiquement stable.

3.4.3 Stabilité en temps fini

Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité en temps fini de la solution trivale
du problème (IHE). Comme nous l’avons déjà mentionné, ce problème admet
une solution qui n’est pas unique. Par suite, la définition de la stabilité en temps
fini donnée pour le cas convexe n’est plus valable dans ce cas. La définition conve-
nable est la suivante :

Définition 3.10. L’équilibre u = 0 de (IHE) est dit stable en temps fini (S.T.F.) si
1. il est stable pour (IHE),
2. ∀u0 ∈ Rn, il existe Tsol

f : S → R+ telle que u(t) = 0 pour tout t ≥ Tsol
f .

où S est l’ensemble défini par :

S ,
⋃

u0∈Rn

S(u0,F, j).

Tsol
f est dit temps d’établissement de la solution u(·).
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Notons que si Tsol
f existe et est continue alors pour tout u0 ∈ Rn, on définit temps

d’établissement du système (IHE) par :

T f (u0) , sup
u(t;u0)∈S(u0,F, j)

Tsol
f (u(t)),

et cette quantité est finie.

3.4.3.1 Condition suffisante

Théorème 3.13. Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.5 soient vérifiées. S’il
existe une fonction g deK∞ telle que :

V̇sup(u) ≥ −g(V(u)), (3.46)

avec
ε∫

0

dz
g(z)

< +∞ ∀ε > 0. (3.47)

Alors, le point d’équilibre u = 0 de (IHE) est S.T.F..

Preuve. D’après le Corollaire 3.5, nous déduisons que la solution triviale est asymp-
totiquement stable. De plus, d’après la preuve du Théorème 3.10, la fonction W(t)
définie par V(u(t)) est strictement décroissante pour t > 0.
Considérons le changement de variable : [0,Tsol

f (u(t))] → [0,W(u0)] donné par
z = W(t). On obtient

0∫
W(u0)

dz
−g(z)

=

Tsol
f (u(t))∫
0

W′(t)
−g(W(t))

dt. (3.48)

De (3.46), on tire V̇(u) ⊂] − ∞,−g(V(u))]. Comme W′(t) ∈ V̇(u(t)) p.p. t ≥ 0, on
obtient que

∇W(t) ≤ −g(W(t)), p.p. t ≥ 0 (3.49)

En utilisant (3.48) et (3.49), on déduit que

Tsol
f (u(t)) =

Tsol
f (u(t))∫
0

dt ≤

Tsol
f (u(t))∫
0

∇W(u(t))
−g(W(u(t)))

dt =

W(u0)∫
0

dz
g(z)

< +∞.

Par suite, Tsol
f (u(t)) < +∞. De plus, comme le terme

∫ W(u0)

0
dz

g(z) est indépendent de
u(t), on en déduit que le temps d’établissement du système T f (u0) est fini. D’où la
stabilité en temps fini de la solution triviale de (IHE). �
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3.4.3.2 Condition nécessaire

Théorème 3.14. Supposons que les hypothèses du Corollaire 3.5 soient vérifiées. Si le
point d’équilibre u = 0 du problème (IHE) est S.T.F. et s’il existe une fonction g de K∞
telle que :

V̇inf(u) ≥ −g(V(u)). (3.50)

Alors, nous avons
ε∫

0

dz
g(z)

< +∞, ∀ε > 0.

Preuve. En utilisant le changement de variable donné dans la preuve du Théo-
rème 3.13, on obtient :

0∫
W(u0)

dz
−g(z)

=

Tsol
f (u(t))∫
0

∇W(t)
−g(W(t))

dt. (3.51)

D’après (3.50), on a V̇(u) ⊂ [−g(V(u)),−λV(u)]. Comme ∇W(t) ∈ V̇(u(t)) p.p. t ≥ 0,
on obtient que

∇W(t) ≤ −g(W(t)), p.p. t ≥ 0 (3.52)

En utilisant (3.51), (3.52) et la solution triviale étant stable en temps fini, on en
déduit que

W(u0)∫
0

dz
g(z)

=

Tsol
f (u(t))∫
0

∇W(u(t))
−g(W(u(t)))

dt ≤ Tsol
f (u(t)) < +∞.

D’où le résultat. �

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité de Lyapunov ainsi que la stabilité
en temps fini des " inéquations variationnelles et hémivariationnelles d’évolu-
tions" ((IVE) et (IHE)). Nous avons vu que ces inéquations peuvent être vues
comme des inclusions différentielles. De plus, les (IVE) admettent une solution
unique, d’après une conséquence du théorème de Kato utilisant une régularisa-
tion de Moreau-Yoshida de la fonction ϕ (voir [94]). Par contre, pour les (IHE) la
solution existe mais elle n’est pas unique. Ce résultat d’existence est une consé-
quence directe du théorème de Filippov ([44]) pour des inclusions différentielles
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de type Filippov.

L’étude de la stabilité au sens de Lyapunov pour ces problèmes est récente. Pour
les (IVE), le travail de Goeleven-Motreanu-Motreanu [48] est un des premiers
travaux dans ce domaine. Ainsi que le travail de Adly-Goeleven [5] qui donne
une extension de la théorie d’invariance de La Salle pour établir la stabilité asymp-
totique. Dans un premier temps, notre contribution consistait à étudier la stabilité
en temps fini des (IVE) ainsi que l’étude directe de la stabilité au sens de Lyapu-
nov des (IHE).

Pourtant dans la littérature, nous trouvons de nombreux travaux étudiant la sta-
bilité des sytèmes de type Filippov (voir [17], [33], [34], [44], [48], [71], [59], [73],
[84], [92], [95]). Notons que dans ces références, nous trouvons aussi des études
concernant la stabilité à l’aide des fonctions de Lyapunov qui ne sont pas néces-
sairement de classe C1 ou bien dérivables. Ceci nécessite l’usage des techniques
plus avancées de l’analyse non-lisse genre sous-différentiel de Clarke et sous-
différentiel de Fréchet pour les fonctions de Lyapunov considérées. De plus, nous
citons les travaux de Moulay et Perruquetti qui ont étendu la notion de la stabilité
en temps fini pour des "équations différentielles ordinaires", " inclusion différen-
tielles de type Filippov " et des " équations différentielles à retard " (voir [77], [78],
[78]).



CHAPITRE 4

APPLICATIONS AUX SYSTÈMES DE
TYPE EULER-LAGRANGE

NON-RÉGULIERS CONSERVATIFS

4.1 Introduction et problématique

Les fondements de la mécanique classique connue aujourd’hui sont dûs à Isaac
Newton. Il a réussi à décrire les phénomènes de la nature, en terme de forces agis-
sant sur des systèmes . La méthode de Newton est une méthode difficile à manipu-
ler, surtout en présence de nombreuses contraintes. Joseph-Louis de La Grange
proposa une autre formulation où il a fait dépendre l’état du système d’un cer-
tain nombre de paramètres indépendants, comme par exemple les angles ou les
distances, à un instant quelconque. Ces paramètres suffisent pour déterminer la
position de toutes ses parties. Ils se combinent entre eux selon certaines règles
sous lesquelles pendant que le phénomène naturel mécanique se déroule, la com-
binaison ne varie pas. Nous obtenons ainsi des équations différentielles avec des
paramètres indépendants dites " Équations de Lagrange ".

Aujoud’hui, le concept de la méthode de Lagrange n’est pas seulement utilisé
en mécanique classique mais il est étendu à de nombreux domaines comme par
exemple de l’économie, l’éléctronique, l’automatique etc... . La méthode de La-
grange traîte des phénomènes mécaniques dits Conservatifs et non pas Dissipatifs.
Même si les phénomènes dissipatifs sont de loin les plus nombreux dans la na-
ture. Le but de ce chapitre sera d’étudier le cas des systèmes conservatifs. Cela
signifie que la force appliquée au système dérive d’un potentiel.

La méthode de Lagrange consiste à introduire une fonction connue aujourd’hui
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comme Le Lagrangien du système. C’est une fonction de type énérgie dépendant
de la position et de la vitesse. Pour q = (q1, · · · , q2)T

∈ Rn, le Lagrangien est définie
comme suivant :

L(q, q̇) , Ec(q, q̇) − ϑ(q). (4.1)

Ec(q, q̇) désigne l’énergie cinétique du système. Elle est donnée par la forme qua-
dratique suivante :

Ec(q, q̇) ,
1
2
〈M(q)q̇, q̇〉,

où M(q) est dite Matrice d’inertie du système dont nous verrons les propriétés
ultérieurement. La fonction ϑ(q) représente l’énergie potentielle du système. En
notant par F la somme des forces exercées sur le système, ce dernier s’écrit sous
la forme d’un système appelé Euler-Lagrange donné par :

d
dt

(
∂L(q, q̇)
∂q̇

)
−

(
∂L(q, q̇)
∂q

)
+ F = 0. (4.2)

Cette écriture permet de représenter le phénomène physique à l’aide des équa-
tions différentielles. En dévéloppant (4.2), nous en déduisons le problème sui-
vant :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + F = 0. (4.3)

Où la matrice C(q, q̇) contient les forces centrifuges et de Coriolis. Elle est appelée
Matrice de Coriolis et est donnée par :

C(q, q̇)q̇ =
d
dt

(
M(q)

)
q̇ −

1
2

(
∂Ec(q, q̇)
∂q

)
.

Les symboles utilisés dans (4.3) (M(q) et C(q, q̇)) sont les Symboles de Christoffel.

Dans ce travail, nous considérons le problème (4.3) dans le cas conservatif et
quand il est soumis à une force de frottement. En d’autres termes, en écrivant la
force F comme étant la somme de deux forces f1 et f2, où f1 représente les forces
conservatives, notées par ∇ϑ(q). La force f2 désigne les forces de frottement de
type Coulomb. Elle est considérée comme étant un élément de ∂Φ(q̇) pour une
fonction Φ de Γ0(Rn).

Par suite, (4.3) s’écrit sous la forme :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ∇ϑ(q) ∈ −∂Φ(q̇).

Ce chapitre a pour but d’examiner la stabilité au sens de Lyapunov du système
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de type Euler-Lagrange, noté (EL), suivant :

(EL)



Trouver q ∈ C1 ([0,+∞);Rn) et q̈ ∈ L∞loc([0,+∞);Rn) telle que

q̇(t) ∈ D(∂Φ), t ≥ 0,

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ∇ϑ(q) ∈ −∂Φ(q̇) p.p. t ≥ 0,

q(0) = q0 et q̇(0) = q̇0.

Actuellement, cette classe de systèmes Lagrangiens est utilisée dans de nom-
breuses applications et plus particulièrement en automatique. Les systèmes de
type Euler-Lagrange ont été la cible de nombreux chercheurs à l’exemple de
B. Brogliato, R. Lozano, R. Ortega, G. Besançon, H. K. R. Kelly, V. Santibañez
et beaucoup d’autres. Dans la littérature, nous ne trouverons pas des systèmes
de type Euler-Lagrange écrits sous une forme d’une inclusion différentielle. Par
contre, nous trouverons des nombreux travaux sur les mêmes systèmes muni
d’un contrôle. Ceci intéresse plus les ingénieurs dans leurs recherche à des appli-
cations concrètes. Dans ce chapitre, notre contribution sera une étude théorique
et mathématiques de la stabilité de Lyapunov du système (EL).

Mentionnons que le travail réalisé dans ce chapitre ne concerne pas l’étude d’exis-
tence et d’unicité de la solution du problème (EL). Jusqu’à présent, c’est un pro-
blème ouvert. Il existe un résultat d’existence et d’unicité dans le cas linéaire où
la matrice M(q) ne dépend pas de q et la matrice C(q, q̇) est égale à Cq̇, (voir ([5]),
que nous rappelons ultérieurement.

Pour plus de détails sur les systèmes de type Euler-lagrange, nous vous invitons
le lecteur à consulter [5], [16], [21], [22], [23], [58], [70], [83], [74], [93].

4.2 Propriétés du problème (EL)

Les propriétés des membres de l’inclusions différentielles du système (EL) joue-
ront un rôle important dans l’étude du système et en particulier dans l’examen
de la stabilité. Pour cela, le but de ce paragraphe est de rappeler quelques unes de
ses propriétés qui seront indispensable pour notre étude. En effet, nous donnons
des propriétés de la matrice d’inertie M(q), de la matrice des forces centrifuges et
Coriolis C(q, q̇) et de forces gravitationnelles représentées par ∇ϑ(q).
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Rappelons d’abord quelques résultats sur les matrices. Si A est une matrice de
Rn×n, on désigne par AT la matrice transposée de A. Remarquons que la matrice
ATA ∈ Rn×n est une matrice symétrique. Nous disons que A est une matrice définie
positive (resp. semi-définie positive) si

〈u,Au〉 > 0 (resp. ≥ 0), ∀u ∈ Rn
\ {0} (resp.∀u ∈ Rn).

Pour plus de détails, nous renvoyons les lecteurs à [58].

4.2.1 La matrice d’inertie M(q)

La matrice d’inertie M(q) est reliée principalement à l’énérgie cinétique du sys-
tème par la relation :

Ec(q, q̇) =
1
2
〈
M(q)q̇, q̇

〉
.

De plus, c’est une matrice M(q) est symétrique définie positive de dimension n×n
et dépend seulement de l’état q. Elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Il existe κ1 > 0 tel que :

M(q) ≥ κ1In, ∀q ∈ Rn,

où In désigne la matrice identité de dimension n×n. Ceci est équivaut à dire
que

〈M(q)ξ, ξ〉 ≥ κ1‖ξ‖
2, ∀ξ ∈ Rn.

2. La matrice M(q)−1 existe et est définie positive.

3. Pour tous u, v et w de Rn, il existe κ2 > 0 tel que :

‖M(u)w −M(v)w‖ ≤ κ2 ‖u − v‖ ‖w‖.

4. Pour tous u et v de Rn, il existe κ3 > 0 tel que :

‖M(u)v‖ ≤ κ3 ‖v‖.

Remarque 4.1. Dans la plupart des systèmes physiques rencontrés (sauf s’il s’agit
d’une translation), la masse du solide utilisé ne permet pas de caractériser la dif-
ficulté à mettre un solide en mouvement. Sa répartition est à retenir.

D’où l’explication de la présence des deux quantités scalaires, la moment d’inertie
et le produit d’inertie qui caractérisent la répartition de la masse autour d’un axe.
De ces deux quantités, nous obtenons ce qu’on appelle la matrice d’inertie. �
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4.2.2 La matrice des forces centrifuges et de Coriolis C(q, q̇)

La matrice C(q, q̇) désignent la matrice des coefficients des forces centrifuges et de
Coriolis C(q, q̇). Elle est de dimension n × n et vérifie les proprétés sivantes :

1. La matrice C(q, q̇) n’est pas unique. Par contre, le vecteur C(q, q̇)q̇ est unique.
2. C(q, 0) = 0, pour tout q ∈ Rn.
3. Pour tous q,u et v de Rn, on a :

C(q,u)v = C(q, v)u.

4. Pour tous q,u, v et w de Rn, il existe κ4 > 0 tel que :

‖C(q,u)v‖ ≤ κ4 ‖u‖ ‖v‖.

5. La matrice C(q, q̇) est reliée à la matrice M(q) par la relation suivante :〈
u,

(
d
dt

(
M(q)

)
− 2C(q, q̇)

)
u
〉

= 0, ∀u ∈ Rn.

ceci est équivaut à dire que la matrice
(

d
dt

(
M(q)

)
− 2C(q, q̇)

)
est anti-symétrique.

6. Nous avons aussi :
d
dt

(
M(q)

)
= C(q, q̇) + C(q, q̇)T.

Remarque 4.2. La matrice C(q, q̇) est constituée des coefficients des forces centri-
fuges et de Coriolis. Cette dernière porte le nom de Gaspard-Gustave Coriolis.

Physiquement, les forces centrifuges et de Coriolis agissent perpendiculèrement
à la direction d’un corps en déplacement dans un milieu lui-même en rotation
uniforme. Elles sont qualifiées comme étant les principales forces inertielles ou
fictives. �

4.2.3 Le vecteur ∇ϑ(q)

Le vecteur ∇ϑ(q) désigne le vecteur de gravité du système (EL). L’importance de
ce vecteur est dûe à la fonction ϑ. Cette fonction représente l’énérgie potentielle
du système. D’où son rôle important dans la construction de la dynamique. Il est
de dimension n×1 et il dépend seulement de l’état q. Il vérifie les deux propriétés
suivantes :

1. pour tout T > 0, nous avons

T∫
0

〈
∇ϑ(q(t)), q̇(t)

〉
dt = ϑ(q(T)) − ϑ(q0).
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2. La fonction ∇ϑ(q) est Lipschitienne, c-à-d il existe κ5 > 0 telle que

‖∇ϑ(u) − ∇ϑ(v)‖ ≤ κ5 ‖u − v‖

4.2.4 Réduction de (EL) en premier ordre

Dans ce paragraphe, nous allons réduire le problème (EL) donné par un système
de second ordre en un système de premier ordre. Cette réduction nous servira
par la suite. Elle aura pour rôle de simplifier le travail et l’étude de la stabilité.
De plus, elle nous donnera une forme simple à manipuler de la fonction de Lya-
punov. Ce type de transformation a été utilisé dans [16] pour des systèmes de
type Euler-Lagrange avec un degré de liberté. Ici, nous allons l’étendre au cas du
problème (EL) donné par n degrés de liberté.

Rappelons que si q est une solution du problème (EL) alors elle vérifie l’inclusion
différentielle suivante :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ∇ϑ(q) ∈ −∂Φ
(
q̇
)

p.p. t ≥ 0.

La réduction d’ordre sera donnée à l’aide des deux changements de variables sui-
vants :

Premier changement :

Il est représenté par l’application Θ suivante, pour q1 ∈ Rn et q2 ∈ Rn, on a :

Θ : (q1, q2) 7→ (q, q̇).

Il est claire que la fonction Θ est une bijection ce qui implique l’équivalence entre
le problème (EL) et le problème (EL1) suivant :

(EL1)
{

q̇1 = q2

M(q1)q̇2 + C(q1, q2)q2 + ∇ϑ(q1) ∈ −∂Φ(q2).

Deuxième changement :

En supposant R(q1) ,
√

M(q1), nous définissons l’application Θ̃ suivante :

Θ̃ : (q1, q2) 7→ (u1,u2)T = (q1,R(q1)q2)T.

En appliquant l’application Θ̃ au problème (EL1), nous le ramenons à un autre
équivalent. Afin d’établire cette équivalence, nous aurons besoin de montrer que
la fonction Θ̃ est bijective. Notons que la matrice R(q1) est une matrice symétrique
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définie positive.

Bijection de Θ̃ : pour prouver cette bijection, nous allons montrer qu’elle est in-
jective et surjective.

1. Injective : Soit (q1, q2), (q′1, q
′

2) deux éléments de R2n tels que

Θ̃(q1, q2) = (u1,u2) = Θ̃(q′1, q
′

2) = (u′1,u
′

2).

Par suite, nous avons que :

– u1 = u′1 ⇒ q1 = q′1 ;
– u2 = u′2 ⇒ R(q1)q2 = R(q1)q′2 donc R(q1)(q2 − q′2) = 0.

Ceci entraîne que
(q2 − q′2) ∈ ker

(
R(q1)

)
.

Comme la matrice R(q1) est inversible, nous obtenons ainsi que q2 − q′2 = 0.
D’où q2 = q′2. D’où l’injectivité.

2. Surjective : Pour tout (u1,u2), nous avons que :

Θ̃
(
u1, (R(u1))−1 u2

)
=

(
u1,R(u1) (R(u1))−1 u2

)
= (u1,u2).

D’où la surjectivité.

Nous en déduisons ainsi que la fonction Θ̃ est une difféomorphisme deRn
→ Rn.

Maintenant, appliquons le changement de variables décrit par la fonction Θ̃ in-
troduite ci-dessus, au système (EL1) et pour u = (u1,u2) ∈ Rm avec m = 2n Nous
obtenons que :

u̇1 = q̇1 = q2 = R(u1)−1u2.

D’autre part,

u̇2 =
1
2

R(u1)−1

(
d
dt

(M(u1))
)

q2 + R(u1)q̇2.

Par suite,

R(u1)u̇2 =
1
2

d
dt

(M(u1)) q2 + M(u1)q̇2.
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Par conséquent, le problème (EL1) est équivalent au problème (EL2) suivant :

(EL2)


u̇1 = R(u1)−1u2;

u̇2 −
1
2

R(u1)−1

(
d
dt

(M(u1)) − 2C(u1,R(u1)−1u2)
)

R(u1)−1u2 + R(u1)−1
∇ϑ(u1)

∈ −R(u1)−1∂Φ
(
R(u1)−1u2

)
Finalement, nous avons que

(EL)⇐⇒ (EL1)⇐⇒ (EL2).

D’autre part, si nous notons par

H(u1,u2) ,
d
dt

(M(u1)) − 2C
(
u1,R(u1)−1u2)

)
,

et par u , (u1,u2) ∈ Rm, le problème (EL2) s’écrit de la forme suivante :

du
dt

+A(u)u + F (u) ∈ −∂Ψ(u) (4.4)

avecA(u) ,
(

0 −R(u1)−1

0 −
1
2R(u1)−1H(u1,u2)R(u1)−1

)
, F (u) ,

(
0

R(u1)−1
∇ϑ(u1)

)

∂Ψ(u) ,
(

0
R(u1)−1∂Φ(R(u1)−1u2)

) (
Ψ(u) =

(
Φ ◦ R(u1)−1

)
(u2)

)
et u0 ,

(
q0

R(q0)q̇0

)
.

Remarque 4.3. 1. Comme la fonction Θ̃ n’est pas un changement de coordon-
nées généralisées, le système (EL2) n’es pas un système Lagrangien.

2. Le but de ce chagement de variable non était seulement l’étude de la stabi-
lité de Lyapunov mais l’étude de l’existence et l’unicité de la solution. En
effet, nous avons essayer de réduire le système de seconde ordre en une
inclusion de premier ordre afin de l’étudier. Nous remarquons ainsi que la
fonction Ψ est un élément de Γ0(Rn) et le terme F (u) est lipschitz.

�

4.3 Résultat de stabilité

Dans cette section, nous donnerons un résultat de stabilité et de stabilité asymp-
totique locales du problème (EL). Pour établir ce résultat, nous utiliserons des
propriétés des matrices d’inertie M(q) et de coriolis C(q, q̇), afin d’appliquer la
deuxième méthode de Lyapunov introduite et utilisée auparavant aux Chapitre
1 & 3. Par ailleurs, le principe d’invariance de La Salle étendu au cas convexe au
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Chapitre 3 sera bien appliqué.

Dans un deuxième temps, nous appliquerons ce résultat générale au cas scalaire.
Nous entendons par cas scalaire, le cas où les matrices M(q) et C(q, q̇) ne dé-
pendent pas de l’état q. Ce cas a été considéré dans [5]. Nous citons quelques
ouvrages indispensables dans le domaine [21], [58], [74].

Avant tout, nous définissons l’ensemble des points stationnaires du problème
(EL), noté par :

C(ϑ,Φ) , {s ∈ Rn
| ∇ϑ(s) ∈ −∂Φ(0)}.

Par la suite, nous supposons que l’hypothèse (♦) suivante soit vérifiée :

(♦) ∇ϑ(0) = 0, 0 ∈ ∂Φ(0);

D’après (♦), il est clair que 0 ∈ C(ϑ,Φ).

4.3.1 Théorème de stabilité

Dans toute la suite, nous considérons que la condition (♦) soit vérifiée. Le théo-
rème suivant donne un résultat de stabilité de l’origine du problème (EL).

Théorème 4.1. L’origine du problème (EL) est stable s’il existe ρ > 0 telle que la
fonction ϑ soit définie positive sur Bρ.

Preuve. Considèrons la fonction suivante :

V(u) =
1
2
〈u2,u2〉 + ϑ(u1). (4.5)

Comme la fonction ϑ est définie positive sur Bρ donc V(u) est une définie po-
sitive sur Bρ. De plus, c’est une fonction de classe C1. Pour montrer la stabilité,
nous allons montrer que la dérivée temporelle de la fonction V tout au long de la
trajectoire est au moins semi-définie négative. En effet,

d
dt

(V ◦ u) = 〈u2, u̇2〉 + 〈∇ϑ(u1), u̇1〉.

D’autre part, on a :{
u̇1 = R(u1)−1u2,
u̇2 = 1

2R(u1)−1H(u1,u2)R(u1)−1u2 − R(u1)−1
∇ϑ(u1) + ω,
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avec ω ∈ R(u1)−1∂Φ(R(u1)−1u2). En remplacant u̇1 et u̇2 par leurs valeurs, on en
déduit que :

d
dt

(V ◦ u) = 〈u2, u̇2〉 + 〈ϑ(u1), u̇1〉 .

= 〈u2, ω〉 +
1
2

〈
u2,R(u1)−1H(u1,u2)R(u1)−1u2

〉
︸                                  ︷︷                                  ︸

α

−


〈
R(u1)−1

∇ϑ(u1),u2

〉
−

〈
∇ϑ(u1),R(u1)−1u2

〉
︸                                                ︷︷                                                ︸

β

 .
– Calcul de α : Comme la matrice R(u1)−1 est symétrique et la matrice H(u1,u2)

est anti-symétrique, on obtient que :

α =
〈
u2,R(u1)−1H(u1,u2)R(u1)−1u2

〉
=

〈
R(u1)−1u2,H(u1,u2)R(u1)−1u2

〉
= R(u1)−2

〈u2,H(u1,u2)u2〉

= 0.

– Calcul de β : On a :

β =
〈
R(u1)−1

∇ϑ(u1),u2

〉
−

〈
∇ϑ(u1),R(u1)−1u2

〉
=

〈
R(u1)−1

∇ϑ(u1),u2

〉
− R(u1)−1

〈∇ϑ(u1),u2〉

= 0.

On en déduit que

d
dt

(V ◦ u) = 〈u2, ω〉, ω ∈ −R−1(u1)∂Φ(R−1(u1)u2).

D’après (♦) la définition du sous-différentiel, on obtient que
d
dt

(V ◦ u) est semi-
définie négative. Par conséquent, l’origine du problème (EL) est stable. �

Remarque 4.4. La stabilité du problème (EL) peut être établie en terme de fonc-
tion de Lyapunov sans transformer le système de second ordre en un autre de
premier ordre. En effet, si nous considérons la fonction V(q) suivante

V(q) =
1
2
〈M(q)q̇, q̇〉 + ϑ(q),



Résultat de stabilité 113

il est claire que la fonction V(q) est une fonction définie positive sur Bρ. De plus,
sa dérivée temporelle est donnée par :

d
dt

(
V ◦ q

)
=

1
2

〈
d
dt

(
M(q)q̇

)
, q̇

〉
+

1
2
〈
M(q)q, q̈

〉
+

〈
∇ϑ(q), q̇

〉
=

1
2

〈
d
dt

(
M(q)

)
q̇, q̇

〉
+

1
2
〈
M(q)q̈, q̇

〉
+

1
2
〈
M(q)q̇, q̈

〉
+

〈
∇ϑ(q), q̇

〉
=

1
2
〈
M(q)q̇, q̇

〉
+

〈
M(q)q̈, q̇

〉
+

〈
∇ϑ(q), q̇

〉
. (4.6)

Pour ω ∈ −∂Φ(q̇), on a :

M(q)q̈ = −C(q, q̇)q̇ − ∇ϑ(q) + ω (4.7)

D’après (4.6) et (4.7), on obtient que

d
dt

(
V ◦ q

)
=

1
2

〈
d
dt

(
M(q)q̇

)
q̇, q̇

〉
+

〈
−C(q, q̇)q̇ − ∇ϑ(q) + ω, q̇

〉
+

〈
∇ϑ(q), q̇

〉
=

1
2

〈
d
dt

(
M(q)q̇

)
q̇, q̇

〉
+

〈
−C(q, q̇)q̇, q̇

〉
+

〈
−∇ϑ(q), q̇

〉
+

〈
ω, q̇

〉
+

〈
∇ϑ(q), q̇

〉
=

1
2

〈(
d
dt

(
M(q)

)
− 2C(q, q̇)

)
q̇, q̇

〉
+

〈
ω, q̇

〉
.

Comme la matrice
(

d
dt

(
M(q)

)
− 2C(q, q̇)

)
est antisymétrique, on obtient que :

d
dt

(
V ◦ q

)
=

〈
ω, q̇

〉
.

D’après la condition (♦) et la définition du sous-différentiel, on en déduit que :

d
dt

(
V ◦ q

)
≤ 0.

D’où le résultat. �

4.3.2 Théorème de stabilité asymptotique

Le but de ce paragraphe est donner un théorème de stabilité asymptotique du
problème (EL). Ce résultat sera montré à l’aide du principe d’invariance de La
Salle etendu au cas convexe.

Théorème 4.2. Supposons que les hypothèses du Théorème 4.1 sont vérifiées et l’en-
semble ∂Φ(0) se réduit au singleton {0}. De plus, si les hypothèses suivantes
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1. Φ(u) > Φ(0), pour tout u ∈ Bρ \ {0},

2. ∇ϑ(0) = 0 et ∇ϑ(u) , 0, pour tout u ∈ Bρ \ {0},

sont vérifiées, alors l’origine du problème (EL) est asymptotiquement stable.

Preuve. Considérons la même fonction V du Théorème 4.1, donnée par :

V(u) =
1
2
〈u2,u2〉 + ϑ(u1). (4.8)

D’après le théorème 4.1, nous avons que l’origine du problème (EL) est stable.
D’autres part, la preuve du même théorème nous donne que :

Pour ω ∈ −R(u1)−1∂Φ(R(u1)−1u2), on a

V̇(u) = 〈u2, ω〉, (4.9)

qui est une fonction semi-définie négative surBρ. Pour prouver la stabilité asymp-
totique, nous allons appliquer le principe d’invariance de La Salle. Pour cela,
nous supposons que le compact Ω , Bρ. Nous introduisons l’ensemble E(EL)

Ω
,

E
(EL)
V ∩Ω où E(EL)

V est donné par : E(EL)
V , {u ∈ Rm

| V̇(u) = 0}. Par suite, on obtient
que

E
(EL)
Ω

= {u | 〈u2, ω〉 = 0}
= {(u1, 0) | u1 ∈ Bρ}

Si M est le plus grand invariant de E(EL)
Ω

, donc d’après le Théorème 3.4 d’in-
vriance de La Salle, on a

lim
τ→+∞

dM(u(τ)) = {0}.

Le but est de montrer queM = {0}. En effet, soit I un invariant de E(EL)
Ω

et soit
ξ ∈ I, donc on a :

u(t, ξ) ∈ I pour t ≥ 0.

Or, la fonction u(·, ξ) vérifie :

u̇1(t, ξ) = R(u1)−1u2(t, ξ); (4.10)

u̇2(t, ξ) =
1
2

R(u1)−1H(u1,u2)R(u1)−1u2(t, ξ) − R(u1)−1
∇ϑ(u1) + ω. (4.11)

Comme I est un invariant de E(EL)
V donc on a :

O(ξ) ⊂ I ⊂ E(EL)
Ω

,

où O(ξ) désigne l’ensemble des orbits. Par suite, u2(t, ξ) = 0 ∀t ≥ 0.
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De plus, on a :
(4.10)⇒ u1(t, ξ) = γ ∀t ≥ 0,

et
(4.11)⇒ ∇ϑ(γ) ∈ −∂Φ(0).

Par hypothèse, on a ∂Φ(0) = {0}, donc ∇ϑ(γ) = 0. De l’hypothèse 2., on en déduit
que γ = 0. Par conséquent, on obtient que :

u1(t, ξ) = 0
et
u2(t, ξ) = 0.

Donc I = {0}, ce qui entraîne queM = {0}, et par conséquent, on a

lim
τ→+∞

dM(u(τ)) = {0}.

d’où l’attractivité de l’origine. L’origine de (EL) est attractif et stable, on en dé-
duit donc qu’il est asymptotiquement stable, d’où le résultat. �

Remarque 4.5. Comme application directe des résultats de stabilité donnés dans
las paragraphes précedentes, est la cas du Problème scalaire. C’est le cas où la ma-
trice d’inertie M(q) ne dépend pas de q, ainsi que la matrice de C(q, q̇) est nulle.

Pour (q0, q̇0) ∈ Rn
× Rn avec q̇0 ∈ D

(
∂ϕ

)
, nous considérons le problème (ELS)

suivant :
Trouver q ∈ C1 ([0,+∞);Rn) et q̈ ∈ L∞loc([0,+∞);Rn) tels que :

(ELS)


q̇(t) ∈ D(∂ϕ), t ≥ 0,

Mq̈ + ∇ϑ(q) ∈ −∂Φ(q̇) p.p.t ≥ 0,

q(0) = q0 et q̇(0) = q̇0.

La stabilité du problème (ELS) a été étudié dans [5]. Son importance intervient
dans plusieurs applications. Après transformation en un problème de premier
ordre, il sera écrit d’une façcon équivalente au problème (IVE) introduit et étu-
dié au Chapitre 3.. De plus, la stabilité et la stabilité asymptotique de l’origine de
(ELS) a été démontré sous les mêmes conditions des théorèmes 4.1 et 4.2.

Dans [5], les auteurs ont utilisé un changement de variable qui n’est pas le même
qu’on a proposé auparavant. Ce qui montre que le changement de variable n’a
pour rôle que de facililter le travail et l’étude du problème.
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Rappelons le changement de variable donné dans [5] :

pour u = (u1 u2)T et pour R =
√

M avec{
u1 = Rq
u2 = Rq̇,

le problème (ELS) s’écrit de la forme : du
dt

+ F(u) ∈ −∂Ψ(u)

u(0) = u0.

La fonction est donnée par :
F = F1u + F2(u),

avec F1 ,

(
0 −I
0 0

)
, F2(u) ,

(
0

R−1
∇ϑ(R−1u1)

)
et u0 ,

(
Rq0

Rq̇0

)
. De plus, nous

avons que
Ψ(u) , Φ ◦ R−

1
2 (u2),

Il est claire que la fonction Ψ obtenue est une fonction de Γ0(Rn).

En appliquant le chagement de variable du paragraphe 4.2.4 au problème (ELS),

nous aurons que : F1 ,

(
0 −R−1

0 0

)
, F2(u) ,

(
0

R−1
∇ϑ(u1)

)
et u0 ,

(
Rq0

Rq̇0

)
. De

plus, nous avons que
Ψ(u) , Φ ◦ R−1(u2).

Remarquons que même avec ce changement de variable, nous gardons l’exis-
tence, l’unicité et la stabilité du problème (IVE). �

4.4 Applications

Exemple 4.1. Considérons le système donné par la FIGURE 4.1. Il est constitué
d’une masse m > 0 accrochée à un fil rigide de longueur l qui à son tour accroché
à un ressort de constant de raideur k > 0. La position du système est déterminée
par l’angle θ qui le fait le fil avec la verticale. Nous suuposons que le système
est soumis à une force de frottement au sens de type Coulomb. Cette force de
frottement est représentée par :

f ∈ −∂Φ(θ̇),
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y

FIGURE 4.1 – Bras de robot

où Φ : R → R telle que Φ(u) = κ|u|. L’équation générale du mouvement est
donnée par :

ml2θ̈ + kθ −mgl sin(θ) ∈ −∂Φ(θ̇). (4.12)

Ici, l’état q = θ, la matrice M = ml2 et l’énergie potentiel est donnée par :

ϑ(θ) =
1
2

kθ2
−mgl(1 − cosθ).

De plus, nous supposons que k > mgl. Nous allons vérifier les hypothèses du
Théorème 4.1. En effet, il est claire que ϑ(0) = ∇ϑ(0) = 0. D’autre part, nous avons
que :

0 ∈ ∂Φ(0) = [−κ, κ] .

Par suite, la condition (♦) est vérifiée et comme k > mgl alors il existe ρ > 0 tel que

ϑ(θ) > 0,∀θ ∈ Bρ \ {0}.

�

Exemple 4.2. Sous les mêmes hypthèses de l’Exemple 4.1, nous considérons de
plus que la fonction Φ est telle que ∂Φ(0) = {0} avec Φ(u) = 0,∀u , 0. D’autre part,
il existe ρ′ > 0 tel que pour tout θ ∈ Bρ′ \ {0}, on a ∇ϑ(θ) > 0.
D’après le Théorème 4.1, on obtient que l’origine est asymptotiquement stable. �

Exemple 4.3. Dans cet exemple, nous accrochons le prendule donné à l’Exemple
4.1 à un chariot de masse M (voir FIGURE 4.2.)
De plus, nous supposons que le système est soumis à une force de frottement de
type Coulomb. L’équation du mouvement est donnée par :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + ∇ϑ(q) = F. (4.13)
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FIGURE 4.2 – Chariot portant un bras de Robot

Avec : q , (x θ)T et

M(q) =

(
M + m ml cosθ

ml cosθ ml2

)
, C(q, q̇) =

(
0 −mlθ̇ sinθ
0 0

)
,

∇ϑ(q) =

(
0

1
2kθ2

−mgl sinθ

)
et F =

(
f
0

)
∈ −∂Φ(q̇), avec f (v) = γ | v | .

Il est claire que la M(q) est symétrique et |M(q)| > 0, par suite, M(q) est définie
positive pour tout q. D’autre part, on a

d
dt

(M(q)) − 2C(q, q̇) =

(
0 mlθ̇ sinθ

−mlθ̇ sinθ 0

)
,

donc c’est une matrice antisymétrique. L’énérgie potentielle du pendule est défi-
nie par h(θ) = mgl(cosθ − 1) avec

∇ f (q) =
∂h
∂q

=

(
0

−mgl sinθ

)
.

Nous avons que ∂Φ(0) =

(
[−γ, γ]

0

)
.

Comme dans l’exemple 4.1 et d’après le Théorème 4.1, nous en déduisons que
l’origine du problème (4.13) est stable. �
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avons étudié les systèmes de type Euler-Lagrange
soumis à des forces de frottement de Coulomb. Nous avons vu que l’étude de
la stabilité au sens de Lyapunov est lié aux propriétés des chacun des membres
du système (EL). Il paraît que l’étude de l’existence et l’unicité de solution du
problème (EL) est une question difficile. Nous avons vu que l’étude de stabilité
du problème (EL) est dû au fait que son énérgie potentielle admet un minimum
local au voisinge de l’équilibre. Ces résultats de stabilité ont trouvés leurs appli-
cations en mécanique. Pour bien amener ce travail, nous nous sommes appuyé
sur les travaux suivants [5], [16], [21], [22], [23], [58], [70], [83], [74], [93] · · · .





Conclusion et perspectives

Ce manuscrit résume les quatre années de thèse que j’ai effectuées au sein du la-
boratoire XLIM-Département Mathématiques et Informatique de l’université de
Limoges, sous la direction des professeurs Samir Adly et Michel Théra.

La première partie de cette thèse est consacrée à l’étude des inéquations variation-
nelles semi-coercives en utilisant des outils de l’analyse de récession. Les résultats
théoriques ont trouvé leurs applications à des différents problèmes provenant de
l’éléctronique et de la mécanique.

La seconde partie traite, dans un premier temps, l’étude de la stabilité en temps
fini des inéquation variationnelles d’évolution à l’aide du concept de Lyapunov.
Dans un second temps, nous avons étudié la stabilité au sens de Lyapunov des
inéquations hémivariationnelles d’évolution où nous donnons une extension du
principe d’nvariance de La Salle.

Enfin, nous examinons le cas des systèmes de type Euler-Lagrange conservatifs
soumis à des forces de frottement de type Coulomb.

Perspectives

Ce travail nous a ouvert de nombreux chemins à suivre et plus particulèrement
dans l’étude de la stabilité au sens de Lyapunov.

– Étude de la stabilité en temps fini des systèmes dynamiques non-réguliers de
second ordre dans le cas convexe. Durant l’étude de ce cas, nous avons trouvé
qu’il est nécessaire de faire l’étude à l’aide des fonctions de Lyapunov non-
lisses. Ceci nécessite l’utilisation des sous-différentiels de type Clarke ou de
Fréchet pour examiner le signe de la dérivée temporelle selon la nature de la
fonction de Lyapunov considérée.
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– Étude de la stabilité au sens de Lyapunov des systèmes dynamiques non-réguliers
de second ordre dans le cas non-convexe.

– Étude des systèmes dynamiques non-réguliers avec choc élastique :

Mü(t) + Cu̇(t) ∈ −∂θ(u(t)).

– Étude des systèmes dynamiques non-réguliers avec choc élastique et frotte-
ment sec :

Mü(t) + Cu̇(t) + ∂θ(u(t)) ∈ ∂ϕ(u̇(t)).

– Étude du cas des problème de Sweeping Process qui s’écrivent sous la forme
suivante :

u̇(t) + f (u(t)) ∈ NC(t)(u̇(t)).

– Concernant le système Lagrangien considéré au Chapitre 4., il paraît important
d’étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème ainsi que l’étude
deu cas non-convexe.
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous étudions les problèmes unilatéraux et leurs applications. Cette
thèse se divise en deux parties. La première partie est consacrée à l’étude des inéquations varia-
tionnelles semi-coercives linéaires. Le but est de donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour la stabilité du problème par rapport à la perturbation des données. Pour cela, nous essayons
de caractériser l’intérieur topologique de l’ensemble résolvant associé au problème. Ces résultats
théoriques sont prouvés à l’aide des outils de l’analyse de récession. Nous discutons quelques
applications de ces résultats abstraits à la fois en électronique et en mécanique. La seconde partie
porte sur l’étude de la stabilité au sens de Lyapunov des inéquations variationnelles (IVE) et hé-
mivariationnelles (IHE) d’évolution. Dans un premier temps, nous rappelons quelques résultats
de stabilité des (IVE) portant sur l’étude des fonctions de Lyapunov et du principe d’invariance
de La Salle. Ensuite, nous donnons deux conditions suffisantes et une condition nécessaire pour
établir la stabilité en temps fini (S.T.F.) de l’équilibre des (IVE). Ces résultats sont appliqués aussi
au problème de complémentarité. Dans un second temps, on étudie la stabilité de Lyapunov des
(IHE). Nous donnons une extension du principe d’invariance de La Salle ainsi qu’une étude de
la S.T.F.. Dans les deux cas considérés, les résultats trouvés utilisent des fonctions de Lyapunov
de classe C1 . Finalement, nous étudions la stabilité des systèmes de type Euler-Lagrange sou-
mis à une force de frottement sec. Nous appliquons le résultat obtenu à un problème issu de la
mécanique.

MOTS-CLÉS. Analyse convexe, analyse de récession, opérateur semi-coercif, inéquation varia-
tionnelle, inéquation hémivariationnelle, inclusion différentielle, stabilité de Lyapunov, principe
d’invariance de La Salle, stabilité en temps fini, système Euler-Lagrange, frottement de Coulomb,
circuit électrique.

ABSTRACT. In this thesis, we study the unilaterals problems and their applications. It is divided
in two parts. The first part is dedicated to the study of the linear semi-coercive variational in-
equalities. The aim is to give necessary and sufficient conditions for the stability of the problem
with respect to data perturbation. For that, we try to characterize the topological interior of the
resolvent set associated to the problem. These theoretical results are proved by using of the re-
cession analysis. Some applications of the abstract results in mechanics and in electronic circuits
involving devices like ideal diode and practical diode are discussed. The second part concerns
the study of the Lyapunov stability for the variational (VEI) and hémivariational (HEI) evolu-
tion inequalities. First, we recall some results of stability of (VEI) using Lyapunov’s functions
and La Salle’s invariance principle. Moreover, we give two sufficient conditions and a necessary
condition to establish the finite-time stability (F.T.S.) of the equilibrium of (VEI). These results
are also applied to the complementarity problem. Second, we study the Lyapunov stability of
(HEI). We give an extension of the La Salle principle invariance as well as a study of the F.T.S.. In
both cases considered, the results found use Lyapunov’s functions of class C1. Finally, we study
the stability of Euler-Lagrange’s systems subjected to a dry friction. The result found is applied to
a mechanical problem.

KEYWORDS. Convex Analisis, Recession Analysis, Semi-Coercive Operator, Variational Inequa-
lity, Hémivariational Inequality, Différential Inclusion, Lypunov Stability, La Salle Principale In-
variance, Finite-Time Stability, Euler-Lagrange Systems, Coulomb Friction, electrical circuit.
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