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Introduction Générale 
Depuis plus d’une trentaine d’années, on assiste au développement des télécommunications  et de 

nombreux systèmes sans fils (Wi Fi, Bluetooth,….) qui sont autant de sources de perturbation 
potentielles. Parallèlement, le nombre de systèmes électroniques sensibles est en augmentation 
constante notamment en ce qui concerne l’électronique embarquée (véhicule automobile). Aussi, se 
pose le problème crucial de la compatibilité entre les perturbateurs (sources de rayonnement) et les 
systèmes perturbés. Il est aussi à noter que divers systèmes électroniques peuvent se perturber entre 
eux. 

Une autre problématique est liée à l’avènement des téléphones portables (entre autres), et le 
développement sans précédent de ce domaine ont rendu encore plus nécessaire l’étude des interactions 
des ondes électromagnétiques avec le « vivant ». Les CRBM sont pressenties comme étant un des 
outils appropriés dans cette démarche [36] [52] .   

Afin de palier ces problèmes il existe aujourd’hui des normes (depuis 1996) qui sont autant de 
règles que doivent suivre les nouveaux systèmes électronique mis sur le marché. Ces règles 
s’appliquent aussi bien aux problèmes de rayonnement parasite que d’immunité face aux parasites. La 
difficulté de vérifier si un système « passe »  la norme provient de la manière de mesurer soit son 
rayonnement soit son immunité. En effet, ces mesures doivent être réalisées par des organismes 
qualifiés d’une part et les mesures doivent être reproductibles d’un site à l’autre d’autre part.  

Toutes ces considération montrent la nécessité de posséder un moyen de test performant, le plus 
simple possible afin d’assurer la reproductibilité et le plus insensible possible aux parasites éventuels 
extérieurs susceptibles de venir polluer la mesure. Parmi les diverses solutions qui se proposent à nous 
pour tester ces caractéristiques nous avons : 

• Les essais en espace libre, nécessitant de nombreux changements d’orientation et de 
polarisation de l’antenne émettrice du champ « perturbateur », ainsi que de la position relative 
source-objet testé. 

• Les chambres anéchoïques, dont les murs sont tapissés de matériaux absorbants souvent d’un 
coût important, dont la qualité se dégrade avec le temps et qui ne supportent pas forcément 
des champs forts, notamment à cause des risques d’incendie. 

• Les chambres réverbérantes à brassage de modes (CRBM) , dont les murs sont, au 
contraire, métallisés. 

La première solution est longue et complexe à mettre en œuvre. En plus des divers changements de 
positions nécessaires, il faut rajouter des variations de gamme de fréquences. Les chambres 
anéchoïques, de par leur nature, génèrent des conditions d’essais se rapprochant de la première 
solution. 

Nous constatons donc depuis quelques années une augmentation sensible de l’utilisation de CRBM, 
qui au contraire des autres moyens, ne nécessite pas d’intervenir au niveau du positionnement de 
l’objet sous test [76] . Comme nous aurons l’occasion de le constater tout au long de cette thèse, le 
rôle des CRBM est de créer à l’intérieur de l’enceinte un champ électromagnétique uniforme et 
isotrope. De cette façon, l’objet testé (carte électronique, blindage d’un composant etc…) est peu 
sensible à son orientation et à l’endroit où on le positionne au sein de l’enceinte. 

A l’instar de nombreux domaines dans lesquels les expérimentations sont relativement coûteuses et 
difficiles à mettre en œuvre, il y a deux façons d’analyser les résultats d’une manipulation :  
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• Expérimentation complète, qualifiée de réelle  

• Simulation numérique, qualifiée de virtuelle   

C’est justement les CRBM qui sont l’objet d’étude de cette thèse et particulièrement l’aspect 
simulation numérique du champ électromagnétique à l’intérieur de ces enceintes. L’objectif de ce 
travail est la mise en place d’un code informatique permettant de réaliser la simulation de la 
cartographie du champ électromagnétique, ainsi que l’étude de la statistique de ce champ, dans la 
CRBM à partir de données de l’excitation par des antennes filaires. Les hypothèses de travail seront 
celles d’une excitation harmonique, et la méthode de base sera la FDFD (Frequency Domain Finite 
Difference). 

L’étude que nous proposons dans le cadre de cette thèse suit un déroulement progressif allant de la 
mise en oeuvre des outils de calcul (méthode modale et FDFD) qui vont être utilisées et hybridées, 
jusqu’à la détermination des caractéristiques statistiques. Une comparaison entre la simulation et 
l’expérimentation sur  la CRBM de Xlim  sera finalement effectuée. Le mémoire se compose comme 
suit : 

• Le chapitre I présentera la composition des CRBM, leur rôle et utilisation, ainsi que les deux 
principales modélisations du champ aléatoire, à savoir les ondes planes (David A. Hill) et la 
décomposition en modes de cavité ou guide. 

• Le chapitre II  posera les premières pierres de l’hybridation FDFD/Développement modal, par 
résolution de l’équation d’Helmholtz, numériquement (en 2D). Sa résolution fournira les 
éléments propres numériques nécessaires à la méthode hybride.  

• Le chapitre III  définira un produit scalaire (analytique, puis numérique) dans lequel les 
divers vecteurs  propres du chapitre précédent formeront une base orthogonale pour des 
guides cylindriques (section quelconque). Des calculs de poids de modes, ainsi que des 
reconstructions de cartographies seront effectués en section rectangulaire et circulaire. Des 
cartes de la composante longitudinale du champ seront présentées, en section quelconque. 

•   Le chapitre IV  réalisera le code FDFD « classique » avec maillage de toute l’enceinte, et 
fera apparaître la nécessité d’utiliser des méthodes « matrices creuses ». Les résultats seront 
validés par comparaison avec l’analytique. 

• Le chapitre V sera consacré à la méthode hybride FDFD/Développement modal et nous 
mettrons en évidence les avantages de la méthode, notamment en termes de temps de calcul, 
par rapport à la méthode « FDFD classique ». Nous utiliserons largement les éléments propres 
numériques, calculés au chapitre II . Là encore, les résultats seront validés par comparaison 
avec l’analytique.  

• Le chapitre VI donnera lieu à une validation des résultats par étude statistique, et 
notamment des confirmations des lois suivies par diverses grandeurs concernant le champ 
électromagnétique. Une comparaison simulation/expérimentation sera effectuée sur la 
CRBM de Xlim. 

• La partie « conclusion générale et perspectives d’amélioration » analysera les étapes des 
divers chapitres du mémoire et proposera des travaux possibles dans la continuité de cette 
thèse, ainsi que les améliorations les plus réalistes à envisager.  
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Chapitre I   

Chambre réverbérante à brassage de modes 
(CRBM) 

I.  Description d’une chambre réverbérante 

La chambre réverbérante à brassage de modes (CRBM)  se présente comme une enceinte dont les 
parois internes sont entièrement métallisées. Elle possède donc toutes les propriétés d’une cavité 
métallique, d’après la définition que l’on peut trouver dans les cours   « classiques » 
d’électromagnétisme. Sa particularité est d’être munie d’un (ou plusieurs) brasseur(s) métallique(s), 
mobile(s) autour d’un axe, mis en mouvement par un moteur pas-à-pas ou à courant continu. 

Un système d’émission (antenne filaire, cornet…) et de réception (antenne réceptrice, sonde…) 
couplé à divers appareils (ordinateur, analyseur de réseau…)  permettent la mesure du champ, de 
puissance, etc… ceci de manière automatisée, en général. 

  

Figure 1 : Vue extérieure de la CRBM de Xlim sur laquelle on aperçoit les divers appareils de 
mesure, ainsi que les ports permettant la communication intérieur ↔ extérieur 
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Figure 2 : Vue intérieure de la CRBM de Xlim, sur laquelle on constate la métallisation complète des 
parois. On aperçoit le brasseur sur la gauche ainsi que son axe de rotation et sur la droite, on remarque 

la présence du système d’émission.  

Dans ce qui suit, on considérera dans une CRBM, deux parties distinctes appelées respectivement  
« zone de diffraction» et « zone de mesure ». Comme nous le verrons par la suite, il est possible de 
définir une surface fictive dans le plan xOy délimitant les deux régions (Figure 3). La « zone de 
diffraction » correspond à la partie contenant le brasseur et l’antenne émettrice produisant le champ, la 
« zone de mesure » est alors une « demi-cavité court-circuitée à une extrémité », dans laquelle nous 
pouvons analytiquement  établir les expressions du champ électromagnétique en distinguant les 
modes TM et TE . 

 

Figure 3 : Diverses parties d’une chambre réverbérante à brassage de modes parallélépipédique 
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Sur la Figure 3, le système de réception a été volontairement omis, car il est considéré comme 
« peu perturbateur » : sa présence sera négligée dans le code réalisé au cours de cette thèse. Cette 
hypothèse reste valable dans des expérimentations concernant des objets sous test de dimensions 
faibles devant la longueur d’onde utilisée. 

 

Figure 4 : Notations utilisées par la suite et orientations des axes de la CRBM 

II. Principe de fonctionnement des CRBM 

Les CRBM permettent de simuler les ambiances électromagnétiques perturbatrices auxquelles sont  
soumis les divers matériels (cartes électroniques, câbles …) à l’intérieur d’enceintes métalliques 
(cockpit d’avions, enveloppes de missiles …). Elles ont été créées dans un but de pouvoir tester 
rapidement des systèmes électroniques et valider la fiabilité de ces derniers, en particulier ceux 
susceptibles d’être soumis à des forts niveaux de champs. Les CRBM sont aussi utilisées en 
métrologie, notamment pour le câlibrage et la caractérisation de sondes de courant [30]  

De manière plus générale, elles permettent aussi de tester la susceptibilité d’un système à une 
perturbation rayonnée, pouvant correspondre à une perturbation en espace libre, sans qu’une direction 
privilégiée de ladite perturbation ne soit envisagée. Cette possibilité fait jouer aux CRBM un rôle se 
rapprochant de celui des chambres anéchoïques, avec des différences de taille : 

• Les puissances générées par les antennes excitatrices sont moindres, à intensité de champ 
égale. 

• Le coût d’une CRBM est moindre : le prix des absorbants utilisés en chambres anéchoïques 
auquel nous devons rajouter l’utilisation d’amplificateurs de puissance est nettement plus 
élevé que celui de l’acquisition d’une CRBM. 

• Il n’est pas nécessaire de renouveler les essais sur un dispositif testé (Device Under Test), 
pour changer les conditions de polarisation, de direction des ondes planes qui illuminent le 
DUT…, ceci constituant même une des propriétés essentielles d’une CRBM.    

Bien qu’inventées dans les années 60 [1] [6] , les CRBM sont de plus en plus utilisées en 
compatibilité électromagnétique (CEM), surtout depuis le début des années 1990 (Bernard 
DEMOULIN, en France), pour vérifier l’immunité d’équipements électroniques.  

L’objectif du brasseur est de modifier les conditions aux limites dans le but d’obtenir en fonction 
de sa position (définie par un angle de rotation), une superposition différente des divers modes de 
guide (ondes stationnaires), ceci dans la zone de test. De manière simplifiée, nous pouvons dire que le 
champ dans la zone de diffraction est « perturbé » et ne correspond pas aux « études classiques ». Ceci 
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est dû au fait que nous ne nous trouvons pas dans les hypothèses d’une invariance par translation 
suivant l’axe z, à cause de la présence du brasseur métallique et de l’antenne émettrice. 

En revanche dans la zone de test, assez  éloignée du brasseur, nous pouvons considèrer, à cause de 
l’invariance par translation suivant l’axe z que le champ électromagnétique est une superposition des 
divers modes « classiques » de guide. C’est pour cette raison que nous parlons de « brassage de 
modes ».  

Grâce aux parois métalliques, une quantité importante d’énergie se retrouve confinée dans un 
espace relativement réduit, dû aux diverses réflexions du champ électromagnétique sur ces parois. La 
puissance fournie par l’antenne émettrice sera relativement faible, en dépit d’un champ 
électromagnétique de niveau fort à l’intérieur de la CRBM. Nous verrons que ceci pourra être obtenu 
en excitant la cavité à une fréquence relativement élevée, par rapport à la plus basse fréquence de 
résonance de cette dernière. 

Dans une cavité de géométrie « statique », existent des  zones où l’amplitude du champ varie 
spatialement de manière importante, à cause de phénomènes d’ondes stationnaires bien connus qui 
prennent naissance : présence de maxima et minima (ventres et nœuds). Il est alors difficile, d’une 
expérimentation à l’autre, de retrouver exactement la même distribution spatiale du champ, à cause de 
la difficulté de réaliser exactement la même configuration. On se heurte alors au problème crucial de la 
reproductibilité, au sens déterministe.  

En revanche un changement de géométrie, dés lors qu’il est suffisamment important permet  
déplacer les lieux des maxima et minima, et une « bonne » CRBM permet d’espérer obtenir en tout 
point une valeur significative du champ. Etant donné le nombre importants de configurations 
possibles, nous pourrons caractériser le champ à l’intérieur de l’enceinte par une étude statistique. 

Les CRBM sont particulièrement indiquées dans les cas où les fréquences perturbatrices sont telles 
que la longueur d’onde est plus petite que les dimensions de la cavité : on parle alors de « cavité 
surdimensionnée ». Il existe diverses manières d’obtenir ce brassage de modes : 

• Le brassage électronique : la cavité, de géométrie fixe, est excitée sur une bande de fréquence 
autour d’une fréquence centrale. En fonction de la fréquence « instantanée », des modes 
différents seront excités et ces diverses résonances généreront un changement important de la 
distribution spatiale du champ électromagnétique. 

• Le brassage mécanique par variation d’une des dimensions de la cavité, par exemple la 
longueur LZ variant sinusoïdalement suivant la loi : 

).2sin()( 0 tfLLtL WZ π∆+=  [14]   

avec ffW << , f  étant la fréquence des antennes excitatrices. 

En fonction de la longueur « instantanée », la cavité entre en résonance, en excitant des modes 
différents. Il en résulte donc de la même manière, une variation de la distribution du champ 
dans la cavité. On parle alors de Chambres réverbérantes vibrantes. Une alternative avec 
des variations aléatoires d’une des dimensions est possible [78]  

• Le brassage mécanique avec introduction d’un ou plusieurs brasseurs métalliques. Ceux-ci 
doivent perturber suffisamment la structure modale, par modifications des conditions aux 
limites. Le résultat sera similaire aux autres méthodes de brassage, à savoir une variation 
importante de la distribution spatiale du champ dans la cavité, d’une position du (ou des) 
brasseur(s) à une autre. C’est ce dernier type de brassage qui est étudié dans cette thèse. 



15 

Dans l’hypothèse d’une CRBM sans pertes, considérée sans brasseur pour simplifier, il existe une 
suite discrète de fréquences pour lesquelles l’enceinte entre en résonance, l’amplitude du champ 
passant alors par des valeurs maximales, théoriquement infinies. Il ne peut théoriquement pas y 
avoir de brassages de modes (sauf cas particuliers où plusieurs modes possèdent la même fréquence de 
résonance, en cas de longueurs LX, LY, LZ  multiples l’une de l’autre par exemple). La réponse en 
fréquence de la CRBM est une série de raies (fonctions de Dirac), sans « chevauchement ».  

Pour obtenir plusieurs modes, donc des « chevauchements », nous devons augmenter les pertes. 
Mais ceci se fait au détriment du niveau du champ à l’intérieur de la cavité. 

Nous constatons que nous sommes amenés à rechercher un compromis entre un niveau du champ 
qui soit acceptable et un nombre de modes suffisant. La « philosophie » des CRBM est donc la 
suivante (on considère à nouveau la présence du brasseur) : en modifiant la position du brasseur, on 
« décale » légèrement les fréquences de résonance, ce qui aurait  pour effet de modifier fortement 
l’amplitude du champ d’une position à l’autre du brasseur, si la densité de modes par MHz à la 
fréquence de l’excitation, était suffisamment faible. Mais si la fréquence de travail est suffisamment 
élevée (au moins 5 fois la fréquence minimale de résonance), la densité de modes devient importante 
[10] , puisque variant suivant le cube de la fréquence [77] . Le « décalage » des fréquences de 
résonance s’accompagne alors systématiquement d’une entrée en résonance d’une « raie voisine ». On 
peut ainsi assurer simultanément un bon brassage et un niveau de champ élevé. 

Examinons les critères permettant de considérer que nous sommes en présence d’un « bon 
brassage » : 

• La première propriété visée est l’isotropie : elle consiste à considérer qu’en un point 
quelconque, les ondes planes équivalentes (voir paragraphe suivant sur la modélisation du 
champ de la CRBM) arrivent de toutes les directions. L’isotropie garantit donc de manière 
statistique qu’en tout point, des ondes planes arrivent de toutes les directions, avec toutes 
les polarisations. 

Sur le plan pratique, les valeurs prises en moyenne (moyenne calculée en plusieurs points, 
suivi d’un calcul de « la moyenne de la moyenne » sur un tour de brasseur) par les diverses 
grandeurs EX, EY et EZ ne doivent pas différer de plus de 3 dB en valeurs relatives, à partir 
d’une certaine fréquence minimale. Cette propriété permet en expérimentation, de ne pas avoir 
besoin de tourner l’objet sous test.[65]  

• La deuxième propriété visée est l’uniformité du champ : elle consiste à considérer qu’en un 

point quelconque, le module du champ électrique 
222

ZYX EEEE ++=  prend les 

mêmes valeurs en moyenne. Nous devons aussi nous attendre qu’en des points différents, la 
valeur maximale soit la même. Ainsi, un objet sous test permet l’obtention des mêmes 
résultats, quelle que soit la position de cet objet dans la CRBM.[65]  Là aussi toutes les 
considérations sont de nature statistique, et en pratique nous admettons une certaine tolérance 
concernant les écarts relatifs constatés d’un point à l’autre. 

L’étude du champ dans une CRBM s’effectue par expérimentation directe à l’aide de capteurs de 
champ électrique (champ total ou diverses composantes rectangulaires), reliés aux appareils de mesure 
(analyseurs de réseaux, wattmètres, PC…)  par des câbles coaxiaux ou de préférence par des fibres 
optiques, pour éviter les perturbations qui en découlent. 

Pour augmenter l’uniformité, dans certaines CRBM, les mûrs « lisses » métalliques sont remplacés 
par des géométries « granuleuses » ou par des formes empruntées aux diffuseurs acoustiques  [35] . 

La norme EN 61000-4-21 est une norme de Compatibilité Electromagnétique décrivant les 
techniques d'essai et de mesure en CRBM et les diverses tolérances évoquées ci-dessus. D’après cette 
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même norme, la fréquence minimale d’utilisation est de 5 fois la première fréquence de résonance de 
la cavité. Cette norme est utilisée pour les modes pas-à- pas ou continus. 

Une autre norme, la norme RTCA/DO-160 ne s’applique qu’au cas « pas-à-pas ». Les différences 
entre les deux normes sont mineures :  

• nombre de points de mesure pour le câlibrage, égal à 8 pour la première norme citée et égal à 
9 pour l’autre 

• nombre de pas de brasseur plus élevé pour la deuxième norme citée. 

Parmi les paramètres étudiés, on trouve la forme et les dimensions de la cavité, et surtout la forme 
et les dimensions du brasseur etc…[29]  et autant de paramètres difficiles à changer de manière 
pratique. C’est une des raisons pour lesquelles, nous utilisons des outils de simulations numériques.  

Un autre avantage non négligeable de la simulation est que le champ virtuel  en n’importe quel 
point est obtenu sans perturbation, comme cela peut être le cas dans l’utilisation d’antennes ou de 
sondes bien réelles au cours d’expérimentations [32] .  

III. Etat de l’art dans l’étude des CRBM 

III.1. Simulations numériques 

Diverses méthodes sont utilisées en simulation, par exemple : 

• Différences finies dans le domaine temporel (FDTD) [6] [30] [52] [53] [61] [62] [79]  

• Volumes finis dans le domaine temporel (VFDT)  [31]  

• Méthode des moments dans le domaine fréquentiel (MoM ) [10] [52]  

• Eléments finis dans le domaine fréquentiel (FEM)   [5] [32]  [45] [63] [68] [77]  

• Différences finies dans le domaine fréquentiel (FDFD) [1] [7] [8]  

• Tracés de rayons [14] [49]  

• Méthode des Eléments finis de Frontière (Boundary Element Method, BEM ) [74] [79]   

• Transmission Line Matrix (TLM ) [35] [58] [74]  

III.2. Modélisation du champ de la CRBM 

Les deux principales modélisations directes du champ, sans passer par une discrétisation de toute la 
cavité sont : 

• Décomposition en ondes planes aléatoires, provenant de toutes les directions (Modèle de Hill). 

• Décomposition en modes de cavité (ou de guide) (parallélépipédiques ou cylindriques ou 
d’autres formes de sections éventuellement) . C’est ce modèle qui a été étudié tout au long de 
cette thèse. 
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III.2.1. Ondes planes aléatoires  

Ce modèle idéal rend bien compte des propriétés d’isotropie recherchée dans les CRBM [1]  [16] . 

Il est basé sur le fait que nous considèrons qu’en tout point de l’enceinte CRBM le champ 
électromagnétique est la superposition d’une infinité d’ondes planes provenant de toutes les 
directions (angle solide égal à 4ππππ), avec toutes les polarisations : en utilisant les coordonnées 
sphériques (ρρρρ, θθθθ, ϕϕϕϕ ), en choisissant l’origine au point considéré, le repère local (O,x,y,z) 

permettant de définir  ( )ϕθρ UUU
rrr

,,  apparaissant sur la Figure 5. Nous pouvons alors écrire en un 

point situé à l’origine locale, repéré par sa position absolue r
r

  

∫∫ ΩΩ=
π4

. .).()( deFrE rkj
rrrrr

  avec le vecteur d’onde k
r

 colinéaire à ρU
r

 

où dΩ est l’angle solide infinitésimal défini par ϕθθ
ρ

ϕθθρ
dd

dd
d ..sin

..sin.
2

2

==Ω  

et où )(ΩF
r

 est une fonction vectorielle s’écrivant comme une combinaison linéaire de ϕθ UetU
rr

 

et définissant la polarisation de l’onde plane transverse. 

 

Figure 5 : Notations des coordonnées sphériques 

)(ΩF
r

 se décompose en 2 polarisations orthogonales selon l’écriture : 
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chaque terme de polarisation étant une grandeur complexe : 
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Chaque partie réelle et imaginaire étant une variable aléatoire variant en fonction de la position du 
brasseur. Un brassage idéal correspond à des grandeurs irir FFFF ϕϕθθ ,,,  de moyennes nulles, et 

variant de manière indépendante, qu’on a coutume de qualifier de « grandeurs décorrélées ».  

III.2.2. Décomposition en modes de cavité ou de guide 

Tout au long de cette thèse, il sera nécessaire de bien faire la distinction entre les modes de guide et 
les modes de cavité d’une part et entre les expressions d’ondes progressives et ondes stationnaires 
d’autre part. Les expressions sont établies en Annexe 4 et Annexe 5 

Les modes de cavité se déduisent des modes de guide par application de conditions aux limites 
supplémentaires dans la 3ème dimension (dans cette thèse, il s’agira de z). 

Pour résumer nous pouvons dire qu’un mode de guide est caractérisé par un couple d’entiers 
positifs (m, n) associé au couple des dimensions (LX, LY), alors qu’un mode de cavité est caractérisé 
par  un triplet d’entiers positifs (m, n, p) associé au triplet des dimensions (LX, LY, LZ) 

Dans un premier temps, nous considèrerons une enceinte de forme parallélépipédique. 

Dans le cas général d’une enceinte de section de forme quelconque, nous nous plaçons dans 
l’hypothèse d’un guide invariant par translation suivant l’axe z. 

L’objectif est de développer l’expression mathématique des champs électrique et magnétique en 
tout point de la zone de mesure sous la forme : 
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où chacun des modes élémentaires  TM (TM
nme ,

r
 et TM

nmh ,

r
) et TE ( TE

qpe ,

r
  et TE

qph ,

r
 ) est donné par les 

expressions établies en Annexe 5,  dans lesquelles interviennent deux nombres entiers correspondant 
aux modes de guide . Ce développement s’appelle «  Développement modal ». 

Les coefficients TE
qp

TM
nm AA ,, et   sont appelés « poids » des divers modes concernés. 

Le lien entre les deux modélisations ci-dessus provient du fait qu’on peut  décomposer les 
expressions contenant des produits « croisés » de sinus et cosinus en exponentielles complexes (Annexe 
5) : 
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d’où nous pouvons obtenir une partie d’une des composantes d’une des ondes planes, en 
développant par rapport au premier terme de chaque parenthèse ci-dessus, nous obtenons ici : 

ZYYXX
rkjzykxkj UUkUkkavecee YX

rrrrrr

...
8

1
.

8

1 .)( ββ ++=−=− ++

 

qui est bien l’expression générale d’une onde plane. 

L’aspect « distribution isotrope » des diverses directions de k
r

 dans la représentation modale 
provient des diverses valeurs prises par β±±± ,, YX kk  , et en observant la Figure 5,  nous constatons 

que les vecteurs de base ( )ZYX UUU
rrr

,,  portés par les axes x, y, z et servant à décrire la position de 
tout point dans la CRBM (espace 3D)  peuvent tout aussi bien être considérés comme vecteurs de base  

de l’espace vectoriel des vecteurs d’ondes  k
r

.  

En développant sur les 3 coordonnées, et en tenant compte des relations entre les angles θ, ϕ,  kX, 
kY, β et k0, nous arrivons à l’expression d’une onde plane transverse pour un couple (m,n), en 
prenant en compte les modes TM et TE : 









+= ++

ϕθ
β UA

jk

HZk
UA

jk

Ek
eE TE

nm
C

TM
nm

C

zykxkj YX
rrr

..
2

..
2

. ,
000

,
00)(  

Le facteur entre crochets dans l’expression ci-dessus correspond à )(ΩF
r

 et nous constatons 
l’ « équivalence » entre les deux modélisations. 

IV. Plan de la thèse 

L’objet de cette thèse est l’écriture d’un logiciel de simulation permettant de déterminer  la 
cartographie en 3D du champ électromagnétique à l’intérieur d’une Chambre Réverbérante à Brassage 
de Modes, sur une cavité parallélépipédique, au départ, puis pour une cavité de section quelconque par 
la suite.  Ce logiciel devrait permettre de définir le champ dans les deux zones de diffraction et de 
mesure d’une CRBM pour une excitation en régime harmonique. 

L’objectif principal de cette thèse est le développement d’une méthode hybride FDFD et 
développement modal, permettant d’atteindre les buts suivants : 

• Diminution du nombre de points du maillage, donc du nombre d’équations composant le 
système à résoudre : seuls les points appartenant à la zone de diffraction seront concernés, 
l’expression du champ dans la zone de mesure étant développée à l’aide des modes 
élémentaires qui peuvent provenir d’une étude analytique ou non . 

• Mise en évidence de la faisabilité de la méthode pour  une cavité de section quelconque. Cette 
démarche trouve sa jusification dans certaines expérimentations : dans le domaine de l’ 
aéronautique, des portions  d’avion contenant divers objets métalliques, absorbants etc… sont 
« transformés » en CRBM pour des tests. [79]  

Dans un premier temps, nous chercherons à l’aide d’un programme réalisé en Fortran 95 à obtenir 
les diverses cartographies élémentaires nous permettant d’effectuer un développement modal. 
Chacun de ces modes sera un vecteur propre de l’équation de Helmholtz que vérifie la composante 
longitudinale  )( ZZ HouE  du champ électromagnétique dans une section droite. Ces vecteurs 
propres devront  former une base orthogonale (dans un produit scalaire qu’il reste à définir à ce stade)  
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permettant d’engendrer la répartition spatiale de la composante en z du champ dans une section droite. 
Ces modes élémentaires seront donc obtenus numériquement (par opposition à analytiquement) à 
partir des données des dimensions de la CRBM. Nous utiliserons pour les déterminer, une méthode 
FDFD en deux dimensions. La validation de cette étape sera effectuée par comparaison avec les modes 
de guide (stationnaires) analytiques bien connus pour des sections de forme rectangulaire et 
circulaire. 

Nous chercherons dans un deuxième temps, et poursuivant le but fixé ci-dessus, à définir un 
produit scalaire, permettant de déterminer les divers poids des modes élémentaires (TM et TE) pour 
une cartographie donnée. Ce produit scalaire sera défini de manière analytique, puis sa discrétisation 
sera utilisée pour le calcul des poids. Les vecteurs utilisés seront des n-uplets où n représentera le 
nombre de points dans une section droite. La validation de cette étape se fera par calculs de divers 
produits scalaires entre un mode et lui-même, devant donner idéalement une valeur de 1, et entre un 
mode et un mode « orthogonal », devant donner idéalement une valeur nulle. 

Nous utiliserons dans un troisième temps les vecteurs propres calculés précédemment et le produit 
scalaire défini pour calculer les poids intervenant dans diverses cartographies. Ces dernières sont 
obtenues de diverses manières (autres logiciels, résultats expérimentaux etc…). La validation de cette 
étape a été réalisée par reconstitution de cartographies obtenues dans une section droite, à l’aide d’un 
code FDTD (Finite Difference Time Domain, en français : Différences finies dans le domaine 
temporel ) et comportant plusieurs modes. Nous aurons alors les divers « poids » des divers modes 
contenus dans la cartographie de départ. 

Nous utiliserons dans un quatrième temps ces modes de base pour déterminer le champ dans toute 
l’enceinte, et la méthode utilisée est alors une méthode hybride FDFD (Finite Difference Frequency 
Domain, en français : Différences finies dans le domaine fréquentiel) en trois dimensions, couplée à un 
développement modal. Le brasseur sera d’abord absent pour permettre la comparaison avec les 
modes analytiques en enceinte parallélépipédique et l’excitation sera réalisée par des antennes filaires. 

Un paragraphe sera consacré à l’aspect « ressources informatiques »  que nécessite le projet pour 
des fréquences se rapprochant de celles utilisées en CRBM. Nous constaterons qu’un ordinateur de 
type PC (Pentium 4) est nettement insuffisant. Nous devrons alors utiliser un ordinateur de type 
multiprocesseurs à architecture parallèle (Cluster). Entre temps, un code FDFD réalisé sans 
développement modal, et ne différant que par cet aspect du code final nous permettra d’apprécier les 
améliorations (…ainsi que les limites) de la méthode hybride par rapport à une méthode FDFD 
« classique ». La validation sera, une fois de plus effectuée par comparaisons avec l’analytique à des 
fréquences relativement basses, où la densité de modes ne sera pas trop importante, permettant 
d’ « isoler » des modes de cavité. Nous retrouverons entre autres les fréquences de résonance faisant 
intervenir trois nombres entiers dans chacune des directions x,y et z. Des cartographies dans divers 
domaines de fréquence seront présentées. Puis la prise en compte du brasseur métallique interviendra. Ce 
brasseur sera modélisé par un plan métallique mince vertical (forme rectangulaire), mobile autour d’un axe 
vertical. Les fréquences de travail seront augmentées de manière sensible, puisque les fréquences 
minimales d’étude en CRBM se situeront aux alentours de 5 à 8 fois la plus petite fréquence de résonance. 

Les données des dimensions verticale (l) et horizontale (L) définiront le brasseur proprement dit. Sa 
position sera définie par son « point d’attache » au plafond d’une part, et par un angle de rotation d’autre 
part : 
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Figure 6 : Paramètres définissant le brasseur. 

Nous terminerons l’étude en CRBM parallélépipédique par une validation de lois statistiques que 
devrait suivre le champ électromagnétique dans l’hypothèse d’un brassage satisfaisant et 
commenterons un éventuel brassage pas  entièrement satisfaisant. 

Et c’est tout naturellement par une partie « Conclusion et perspectives d’amélioration », réalisant 
la synthèse des activités, et proposant des poursuites possibles des travaux, que nous achèverons cette 
thèse.  

Tout l’aspect mathématique, contenant entre autres, les démonstrations ainsi que les formules 
analytiques servant aux diverses validations apparaîtra dans les diverses Annexes en fin d’ouvrage. Le 
lecteur pourra à tout moment consulter la référence, par un signalement de cette dernière, dans le texte. 
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Chapitre II   

Obtention des modes de base 

I. Equation d’Helmholtz 

L’excitation créant le champ électromagnétique à l’intérieur de la cavité est en régime harmonique, 
et les solutions des champs électrique et magnétique sont envisagées sous la forme particulière : 
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en utilisant la simplification habituelle de ne pas faire apparaître le coefficient en tje ω , 
implicitement présent dans toutes les écritures. 

Cette écriture décrit des  ondes progressives  dans le sens des z croissants. 

β est la constante de propagation longitudinale guidée. 

22
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2 β−= kkC  
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 avec 2
0 c

k constante de propagation de l’onde en espace libre 

=Ck  constante de propagation transverse 

=c  célérité de la lumière dans le vide 

On écrit les expressions des champs électrique et magnétique en faisant apparaître leurs 
composantes transversales et longitudinales : 
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Les équations de Maxwell, écrites en régime harmonique, permettent d’exprimer les composantes 
transversales en fonction de la composante longitudinale (voir démonstration en Annexe 2) 

L’équation de Maxwell  
t

E
Hrot

∂
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r
.. ε écrite pour la composante en z nous donne : 
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D’autre part en dérivant le système d’équations (A2-4)  établi en Annexe 2  
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L’équation (2-1) conduit alors à : 

Z
ZZ

C

Ej
y

yxE

x

yxE

k
j .

),(),(
.

.
2

2

2

2

2
ωεεω =









∂
∂

+
∂

∂
−  

et on obtient alors l’équation d’Helmholtz en EZ: 

ZCZ EkE .2−=∆  pour les modes TM (2-2) 

On établit de la même manière, pour la composante HZ, l’équation d’Helmholtz en HZ:    

ZCZ HkH .2−=∆  pour les modes TE (2-3) 

L’équation d’Helmholtz est l’équation d’onde aux dérivées partielles dont la(les) solution(s) 
donnera(ont) EZ(x,y) ou HZ(x,y)  

Toute distribution possible du champ électromagnétique, dans la cavité avec les hypothèses vues 
plus haut (invariance selon l’axe z), donc solution des équations de Maxwell, vérifie l’équation 
d’Helmholtz. 

Il y a une infinité de solutions et à chacune des solutions EZi ou HZi est associé une valeur de kC 
notée kCi. Le coefficient (-k²Ci) est appelée valeur propre.  

Dans l’hypothèse simplificatrice supplémentaire, consistant à négliger les pertes, et donc l’impédance 
de surface ZS des parois (considérées alors comme un métal parfaitement conducteur), nous devons tenir 
compte des conditions aux limites suivantes : 

• Pour les modes TM, la composante en z s’annule sur le contour : 

 EZ = 0 sur la frontière métallique 

Nous rappelons que, par définition des modes TM, nous avons aussi 

HZ=0 dans tout le volume 

• Pour les modes TE, nous avons la dérivée spatiale normale au contour métallique de la 
composante en z qui s’annule : 

0=
∂

∂
n

H Z  sur la frontière métallique 

(voir démonstration de ce résultat dans la partie Annexe 1) 

et aussi, par définition des modes TE : 

EZ=0 dans tout le volume 
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Figure 7 : Conditions aux limites pour une section rectangulaire 

D’autre part, nous savons que nous pouvons exprimer les composantes transversales TT HetE
rr

 en 
fonction de la composante longitudinale (voir Annexe 2) : 

Pour les modes TM : 
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 en ondes progressives (donc modes de guide) 

Pour les modes TE : 
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2 ZTZ
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T HU
k

µj
E ∇∧=

rrr ω
 en ondes progressives (donc modes de guide) 

En résumé, la résolution de l’équation d’Helmholtz (2-2) et (2-3) , en tenant compte des conditions 
aux limites, permet d’obtenir les solutions en EZ  pour les modes TM et en HZ  pour les modes TE, et à 
partir des équations ci-dessus, on obtient les composantes transversales, et le champ électromagnétique 
est alors parfaitement défini dans l’enceinte. 

Nous obtenons alors analytiquement les expressions des composantes de E
r

 et H
r

 dans des 
guides et des cavités de section rectangulaire ou circulaire, qu’on peut retrouver en Annexe 4 et 
Annexe 5 
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II. Discrétisation de l’équation d’Helmholtz 

II.1. Discrétisation d’une section de forme quelconque : aspect maillage 

 

Figure 8 : Discrétisation d’une section de forme quelconque avec un maillage rectangulaire régulier 

A partir d’une section réelle, on définit une discrétisation de cette section par un maillage à l’aide 
de rectangles égaux de dimensions hX sur hY, approchant le plus possible la section originale. Pour une 
cavité de section quelconque, la forme de cette section peut être communiquée par l’utilisateur de deux 
manières : 

•  par des paramètres tels que : longueur, largeur pour des sections rectangulaires ou rayons et 
angles définissant une portion de cercle, deux axes pour une ellipse etc… pour des sections 
définissables de manière « mathématique ». 

•  par utilisation d’une interface graphique consistant par exemple en un maillage « vierge » que 
l’utilisateur noircit, à l’aide de la souris. 

 

Figure 9 : Section quelconque commnuniquée par l’utilisateur à l’aide d’un maillage au départ vierge  

La numérotation est ensuite effectuée dans l’ordre croissant de la gauche vers la droite et du haut 
vers le bas, à l’instar des pixels décrivant une image sur un écran de télévision. 
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II.2. Discrétisation d’une section de forme quelconque : aspect équations  

Formules des différences finies en 2D : 

  

Figure 10 : Calcul des champs aux nœuds du maillage 

En effectuant des développements de Taylor, au degré 2, au voisinage du point (x,y), nous pouvons 
exprimer de manière approchée les dérivées seconde en x et y en ce point (x,y). 

On appelle V, la fonction qu’on cherche à développer (V sera identifié à EZ pour les modes TM et 
HZ pour les modes TE) 
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L’addition membre à membre des équations ci-dessus nous permet d’obtenir : 
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et nous obtenons de la même manière : 
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En additionnant (2-4)’ et (2-5)’ nous obtenons une expression approchée de l’équation d’Helmholtz 
en un point (x,y) 

),(.

),(.
1

),(.
1

),(.
11

.2),(.
1

),(.
1

2

222222

yxVk

hyxV
h

yhxV
h

yxV
hh

hyxV
h

yhxV
h

C

Y

Y

X

XYX

Y

Y

X

X

−

=

++++







+−−+−

(2-6) 

L’équation (2-6) constitue l’équation d’Helmholtz discrétisée et nous permet donc d’écrire  cette 
dernière sous forme d’un produit de « matrice par un vecteur » pour le 1er membre, et un produit 
« nombre réel par un vecteur » pour le 2ème membre  

Ecriture matricielle avec un exemple de modes TM : 

[ ][ ] [ ]ZCZ EkEA .2−=
 (2-6)’ 
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n étant le nombre de points de la section, suite à la discrétisation, conformément à la numérotation 
adoptée sur la Figure 11 (voir un peu plus loin) . 

A chaque valeur propre (-k²C) est associé un vecteur propre [EZ] (ou [HZ] dans le cas TE) qui est 
donc un n-uplet correspondant à la cartographie du champ longitudinal dans la section. 

II.3. Cas d’une section de forme rectangulaire 

Les raisonnements et les illustrations seront simplifiés dans cette géométrie, mais l’écriture des 
algorithmes ne souffrira pas d’une complexité beaucoup plus élevée dans le cas plus général d’une 
section quelconque. On appelle nX et nY les nombres de cellules du maillage 2D selon les directions x 
et y. Dans le cas d’une section quelconque, on utilisera nX(i) et nY où i est un indice de ligne variant de 
1 à nY+1. 

Nous distinguerons les 2 cas d’étude des modes TM et TE, à cause des conditions aux limites 
différentes de EZ et HZ . 

Modes TM : 

On sait que EZ=0 sur le contour, et le nombre d’inconnues est alors égal à (nX-1)*(nY-1) 
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Figure 11 : Exemple de numérotation avec nX=6 et nY=4 pour les modes TM 

La discrétisation s’obtient sans difficultés par l’écriture de l’équation (2-6) en chaque nœud du 
maillage, et en tenant compte de la condition au limite sur le contour. 

L’écriture de la  ième  ligne, dont on tirera les coefficients de la matrice [A] s’écrit : 
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L’équation (2-7) est programmée telle qu’elle est écrite, aux points « internes » (cas général). Ces 
cas sont les points numérotés 7 , 8, 9 sur l’exemple ci-dessus.   

Les cas particuliers sont les points (comme les n° 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 13, 14, 15 sur 
l’exemple ci-dessus) pour lesquels un au moins des « voisins » s’annule à cause de la condition aux 
limites. Ils sont dans le cas d’une section rectangulaire, facile à détecter et ne posent pas de gros 
problèmes de programmation. Il suffit d’omettre le coefficient correspondant à une valeur nulle dans 
l’équation (2-7). L’opérateur Laplacien de l’équation d’Helmholtz se transforme tout simplement en 
une fonction linéaire, représentable par une matrice (symétrique, pour information) d’ordre n=(nX-
1)*(nY-1). 

Dés lors, on est ramené à un problème « classique » de recherche de valeurs propres et vecteurs 
propres dans un espace vectoriel dont les vecteurs sont des n-uplets et dont chaque coordonnée 
représente EZ en chaque point numéroté dans une section droite de la cavité… 
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Après linéarisation, l’opérateur Laplacien équivaut donc à une multiplication par une matrice [A] 
et l’équation d’Helmholtz devient : 

[ ][ ] [ ]iCii UkUA .2−=  

Nous calculons alors les valeurs propres kci
2 de la matrice [A] et les vecteurs propres iU

r
 

correspondants. 
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Les vecteurs propres correspondant à une valeur propre (de multiplicité supérieure à 1, a priori) 
forment une famille génératrice (pas forcément une base) du sous-espace vectoriel associé à la valeur 
propre. On peut donc en extraire une base Bi, de ce même sous-espace vectoriel. 

La réunion de 2 bases Bi et Bj avec  i≠j sera nécessairement une famille libre et la réunion de toutes 
les bases Bi formera alors une base du sous-espace des solutions de l’équation d’Helmholtz pour la 
cavité étudiée. 

Une cartographie calculée par FDFD (donc un vecteur U
r

 solution) pourra se décomposer sur la 
base ainsi définie, et chaque composante sera, par définition le poids du mode correspondant.  

Modes TE :  

Le nombre d’inconnues est alors plus élevé, à cause du fait que HZ ≠ 0 à priori, sur le contour, et est 
égal à (nX+1)*(nY+1) . 

 

Figure 12 : Exemple de numérotation avec nx=6 et nY=4 pour les modes TE 

Le cas général de la discrétisation s’obtient de la même manière que pour les modes TM, par 
l’écriture de l’équation (2-7) et correspond sur l’exemple ci-dessus aux points numérotés 9, 10, 11, 12, 
13, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27 : 
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Les cas particuliers se trouvent localisés sur le contour : points numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 14, 
15, 21, 22, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35. 

Pour obtenir les termes du Laplacien (2D) en ces points particuliers, nous écrivons des 
développements de Taylor à gauche, à droite, en bas ou en haut, selon la position du point sur le 

contour, en tenant compte de la condition aux limites 0=
∂

∂
n

H Z  

Prenons l’exemple d’un point situé sur le côté gauche du contour (comme le point n° 15) 
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Figure 13 

La deuxième équation de (2-5) nous donne, avec la condition aux limites et en remplaçant V par 
HZ, ici :  

( )),(),(
2
22

2

yxHyhxH
hx

H
ZXZ

X

Z −+=
∂

∂
 (2-9) 

qui permet donc d’obtenir la discrétisation de ce terme dans l’équation d’Helmholtz pour les points 
du côté gauche du contour.  

Une petite difficulté de logique est à signaler tout de même ici : le passage de (2-5) à (2-9) s’est 
effectué par Implication et non par Equivalence logique :  
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Nous avons (2-10) => (2-9) est vraie, mais la réciproque (2-9) => (2-10) n’est pas vraie a priori.  

(2-9) peut être vérifiée sans que la condition 0
,

=


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
∂
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yx

Z

x

H
 le soit . 

Ce travail par implication oblige, après obtention des vecteurs propres, à vérifier si les conditions 
aux limites sont vérifiées (à peu près, car nous sommes dans des domaines numériques, par 
opposition à analytiques). 

Nous pouvons nous passer de cette vérification systématique si nous pouvons « modifier » le 
problème en un problème équivalent, qui « garantirait » la condition aux limites. 

La solution adoptée est (voir Figure 13) de rajouter des points fictifs extérieurs à la cavité, 
symétriques de points internes, par rapport au contour. La valeur de HZ  en ces points serait égale à la 
valeur de HZ au point interne symétrique . 

Nous pouvons alors évaluer au 1er ordre :  
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Cette technique ne rajoute pas d’inconnues, et nous pouvons utiliser les formules générales (2-4)’ 
et (2-5)’.  

Nous constatons qu’avec cette nouvelle formulation du problème, nous retrouvons exactement 

l’équation (2-9) pour l’évaluation de 
2

2

x

H Z

∂
∂

, la condition aux limites étant « automatique ». 

Nous vérifierons tout de même, au cours de l’étape de visualisation des modes élémentaires 
(vecteurs propres), que cette condition aux limites est vérifiée.Nous pouvons appliquer le même 
raisonnement pour évaluer les termes de l’équation d’Helmholtz aux autres points du contour, nous 
obtenons alors, en utilisant l’exemple de numérotation de la Figure 12   : 
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Nous devrons tenir compte de tous ces cas particuliers ci-dessus lors de la programmation 
permettant d’obtenir la matrice représentant le Laplacien discrétisé dans l’équation d’Helmholtz. 

III. Visualisation des modes élémentaires (vecteurs propres) 

III.1. Valeurs propres numériques en section rectangulaire 

Le code réalisé en Fortran 95, à partir des données des dimensions de la cavité parallélépipédique 
crée la matrice [A] de l’équation d’Helmholtz discrétisée (2-6)’ en tenant compte du choix de 
l’utilisateur de traiter les modes TM ou TE. 

Les valeurs propres sont alors calculées et rangées dans un fichier. Les vecteurs propres 
correspondants (dont le nombre est entré par l’utilisateur) sont alors calculés et chacun d’entre eux, 
correspondant à une cartographie normalisée, est sauvegardé dans un fichier. L’exécution du 
programme peut prendre fin ici, si l’utilisateur le désire. 

Nous ne souhaitons pour le moment qu’obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres 
correspondants. Pour terminer à ce stade, nous saisissons une fréquence nulle. En cas de poursuite du 
programme, nous verrons plus loin en détails, que nous pourrons obtenir les poids des modes TM et 
TE, ainsi que la possibilité de reconstruire une cartographie dans une section droite. 

L’organigramme ci-dessous résume les étapes du code : 
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Un exemple de découpage 14*14 pour une cavité de section LX=3.5 m ; LY=3.0 m 

L’exécution du programme est présentée  sur la Figure 14 ci-dessous : 



35 

 

Figure 14 : Visualisation de l’obtention des éléments propres pour les modes TM 

La liste des valeurs propres est directement présentée par ordre décroissant du module, pour 
vérifier la cohérence avec le problème étudié, c’est-à-dire des valeurs de (-kC

2 ) purement réelles et 
négatives. Le nombre de valeurs propres est égal à (nX+1)*(nY+1), donc ici 225. 

La possibilité de ne pas re-calculer  les éléments propres est envisagée pour d’autres utilisations 
du logiciel, comme l’obtention de poids de modes pour diverses cartographies… Le calcul des 
éléments propres pouvant être une étape relativement longue, cette éventualité de ré-utiliser les 
éléments ne dépendant pas de la cartographie testée s’avère très utile. 

Le message « info=0 » est une vérification du déroulement sans erreur des calculs (par une routine 
LAPACK ). 

L’exécution s’achève comme indiquée ci-dessous : 

 

Figure 15 : Diverses étapes utiles à l’obtention des éléments propres 
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L’étape d’orthogonalisation des vecteurs propres est rajoutée par précautions. En effet, il a été 
constaté que dans certains cas, les valeurs numériques de produits scalaires (produit scalaire défini 
précisément plus loin, au Chapitre III )  peuvent s’éloigner un peu de la valeur théorique (de moins de 
5%, tout de même et dans le cas le moins gênant correspondant à des vecteurs associés à une valeur 
multiple). 

Cette imprécision n’a lieu que pour les modes TE, car la discrétisation du produit scalaire (voir 
Chapitre III , paragraphe I.3. ) introduit une « erreur systématique » au niveau des contours par 
l’élément  « infinitésimal » YXzz hhyxHyxH ∆∆ .).,().,( 21  qui « agrandit » la surface d’une demi-
cellule. Cette erreur est d’autant plus élevée que les valeurs de HZ sur les contours sont maximales. 

 D’autre part, dans le cas de valeurs propres multiples (cas évités en pratique, correspondant à des 
dimensions LX et LY multiples l’une de l’autre), l’espace propre associé est de dimension inférieure ou 
égale à 2, rien ne garantissant l’orthogonalité des vecteurs associés à cette valeur propre multiple, qui 
est gênant pour l’obtention des poids. Elle est réalisée par la méthode d’Orthogonalisation de 
Schmidt [2]  

Il est important de noter qu’une orthogonalisation de la base ne change pas l’espace généré 
par cette base, et donc l’ensemble des solutions. De plus l’orthogonalisation de la base modifie 
très peu les cartographies observées. On peut dire avec une bonne approximation que la base 
obtenue au départ est « presque orthogonale ». La méthode hybride de calcul, développée au 
Chapitre V s’appuie sur le fait que la base doit idéalement être orthogonale dés le départ, sauf 
éventuellement dans le cas de vecteurs correspondant à une valeur propre multiple. 

L’étape d’extension d’étendue des vecteurs représentant des cartographies de champs électriques 
EZ consiste à compléter explicitement les valeurs EZ=0 sur les contours, afin d’obtenir des 
cartographies homogènes et des vecteurs-colonnes de même étendue pour les modes TM et les modes 
TE (voir Chapitre III ) . 

L’étape de normalisation a pour but de fixer la valeur maximale du champ électrique ou 
magnétique à 2 (V.m-1 ou A.m-1), pour les modes de base (voir Chapitre III ). Cette valeur de 2 (V.m-1 

ou A.m-1) correspond à des ondes stationnaires, dont l’onde incidente possède une amplitude de 1 
(V.m-1 ou A.m-1 ). On remarquera donc que la base n’est pas orthonormée, mais seulement 
orthogonale. 

Si le but recherché est l’obtention des éléments propres, le logiciel propose à l’utilisateur d’entrer 
une fréquence de valeur nulle pour arrêter le programme. C’est pour ce choix que nous opterons à ce 
stade. 

Comparaisons numériques / analytiques : 

Nous voulons vérifier la convergence des valeurs de k2
C obtenues numériquement, vers les 

valeurs analytiques, lorsque le découpage s’affine.  

Formule analytique : 
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Modes TM  On doit avoir des valeurs non nulles de m et n 

  

Modes TE  Les valeurs de m ou n peuvent être nulles 
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Nous constatons bien une convergence des valeurs propres vers les valeurs analytiques et ce 
d’autant mieux que le découpage de la section est plus fin. Comme nous pouvions nous y attendre, 
pour les valeurs de plus en plus grande de m et n, entiers caractérisant un mode, la convergence 
correcte exige un maillage de plus en plus fin. 

III.2. Vecteurs propres numériques en section rectangulaire 

Le logiciel de visualisation MATLAB  permet de récupérer les données sauvegardées dans des 
fichiers et de présenter les divers vecteurs propres sous forme de cartographies 2D, normalisées à une 
valeur maximale de 2 (V.m-1 ou A.m-1). La valeur propre correspondante, kC (constante de propagation 
transversale) est affichée simultanément pour faciliter l’exploitation des résultats. 

Nous visualisons les premiers modes en conservant les dimensions : LX =3.5 m ; LY=3.0 m 

Avec un découpage 10*10, les 6 premiers modes donnent les cartographies suivantes pour le 
module de EZ ou HZ, avec la valeur obtenue numériquement de kC, en prenant tout simplement la 
racine carrée de la valeur propre (au signe près). 

Modes TM : 

 

Figure 16 : Cartographies de EZ ,  correspondant respectivement à la 1ère valeur propre (kC 
analytique= 1.379 m-1 et kC numérique=1.3736 m-1) et à la 2ème  valeur propre (kC analytique = 2.078 
m-1 et kC numérique=2.0508 m-1). On reconnaît les mode TM11 et TM21 

 

Figure 17 : Cartographies de EZ correspondant respectivement à la 3ème  valeur propre (kC 
analytique=2.279 m-1 et kC numérique=2.2457 m-1) et à la 4ème  valeur propre (kC analytique=2.758 m-1 
et kC numérique=2.7133 m-1). On reconnaît les modes TM12 et TM22 
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Figure 18 : Cartographies de EZ correspondant respectivement à la 5ème  valeur propre (kC 
analytique=2.889 m-1 et kC numérique=2.796 m-1) et à la 6ème valeur propre (kC analytique=3.267 m-1 

et kC numérique=3.156 m-1). On reconnaît les modes TM31 et TM13 

Modes TE : 

 

Figure 19 : Cartographies de HZ correspondant respectivement à la 1ère valeur propre (kC 
analytique=0.0 m-1 et kC numérique=1.05*10-7 m-1) et à la 2ème  valeur propre (kC analytique = 0.898 m-
1 et kC numérique=0.8939 m-1). On reconnaît le mode TE00 (cartographie uniforme, avec une échelle 
inadaptée, les diverses zones colorées ont en fait la même valeur de 2 Am-1) et le mode TE10 

  

Figure 20 : Cartographies de HZ correspondant respectivement à la 3ème valeur propre (kC 
analytique=1.047 m-1 et kC numérique=1.043 m-1) et à la 4ème  valeur propre (kC analytique=1.379 m-1 
et kC numérique=1.3736 m-1). On reconnaît les modes TE01 et TE11.  
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Figure 21 : Cartographies de HZ correspondant respectivement à la 5ème  valeur propre (kC analytique 
= 1.795 m-1 et kC numérique=1.766 m-1) et à la 6ème  valeur propre (kC analytique = 2.078 m-1 et kC 
numérique=2.051 m-1). On reconnaît les mode TE20 et  TE21  

Les Figures 16à 21font apparaître une insuffisance de « résolution », lorsque les valeurs des entiers 
caractérisant le mode m et n augmentent, pour un tel découpage. 

Observons l’effet de l’augmentation du nombre de cellules élémentaires, en triplant les 2 nombres 
entiers nX et nY. Le programme d’obtention des éléments propres est à nouveau exécuté en choisissant 
un découpage 30*30 et on visualise les effets sur trois des cartographies précédentes. 

  

Figure 22 : Modes TM22 et TM13  avec un découpage 30*30 

 

Figure 23 : Mode TE21 avec un découpage 30*30 
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Remarque importante : 

Nous avons vu plus haut que, pour les modes TE, il nous faudrait vérifier  la condition aux 

limites 0=
∂

∂
n

H Z  sur les vecteurs propres obtenus. Une visualisation en 3D de la composante HZ des  

modes TE10  et  TE11 (choix arbitraires) nous permet de mieux visualiser si cette condition est 
confirmée. Durant toute la durée de cette thèse, cette condition s’est toujours avérée, et ce d’autant 
mieux que le découpage était fin. 

 

Figure 24 : Vérification « visuelle » de la condition aux limites sur le mode TE10 

 

Figure 25 : Vérification « visuelle » de la condition aux limites sur le mode TE11 
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Cas de valeurs propres multiples : 

Dans le cas (évité en pratique !) où Lx et Ly sont dans un rapport entier, la formule analytique 
22

2 ..








+








=

YX
C L

n

L

m
k

ππ
 nous montre qu’on peut trouver facilement des couples d’entiers (m,n) 

différents et fournissant des valeurs identiques de 2
Ck . 

Règles mathématiques : 

•  L’ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre λ (complété avec le vecteur nul 
pour être rigoureux, puisque les vecteurs propres sont par définition non nuls) forme un sous-
espace vectoriel Eλ appelé sous-espace propre associé à la valeur propre λ. 

• Si  λ est une valeur propre d’ordre de multiplicité p, la dimension du sous-espace propre 
associé vérifie l’inégalité : pE ≤≤ )dim(1 λ  

Dans le cas d’une multiplicité de 2, le sous-espace propre peut au maximum être de dimension 2. 
Dans le cas où le sous-espace est de dimension 2, on pourra obtenir tous les vecteurs propres associés 
à une valeur propre en définissant une base de ce sous-espace, nécessitant 2 vecteurs libres 
quelconques. Si ces 2 vecteurs sont de plus orthogonaux, le calcul des poids s’en trouve facilité. C’est 
une des raisons pour lesquelles, il est procédé à une orthogonalisation de la base (de l’ensemble des 
solutions) formée par les divers vecteurs propres. Toute cartographie associée à cette valeur propre 
pourra s’écrire comme une combinaison linéaire de ces 2 vecteurs de base. 

Il est à noter que dans le cas où une multiplicité de 2 avec un sous-espace propre associé de 
dimension 1,  la réunion des vecteurs propres ne constituerait plus une base, et on doit alors prévoir de 
« retirer » l’un des vecteurs propres associés à cette valeur propre de multiplicité 2. Ce cas n’a jamais 
rencontré, car il aurait alors amené une indétermination (ou une valeur numérique très grande) dans le 
calcul des poids. Nous considèrons, dans cette thèse, qu’il ne se présente pas a priori. 

Illustration simple des propos ci-dessus dans un sous-espace vectoriel de dimension 2 : 

 

Figure 26 : Pour décomposer tout vecteur du plan de la feuille, le choix de la base ),( VU
rr

 est tout 

aussi valable que celui de la base ),( JI
rr

, considérée comme « classique ». 

Nous mettons en évidence cette « propriété » sur les Figures 27 et 28 
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Exemple de telles cartographies pour une section 10 cm * 5 cm pour les modes TE 

 

Figure 27 : Les deux cartographies ci-dessus ont été obtenues avec un découpage 30 cellules * 15 
cellules, et représentent respectivement le 3ème et le 4ème vecteur propre, correspondant à la même 
valeur de kC=62,72 m-1, et ne coïncident pas avec les vecteurs « classiques » (choix arbitraire), 
correspondant aux formules de l’ Annexe 5 

Cartographies «classiques », combinaisons linéaires des 2 cartographies différentes : 

 

Figure 28 : Nous reconnaissons les modes « classiques » respectivement  TE01 et TE20, obtenues avec 
une légère modification du choix de découpage (31 cellules * 15 cellules). 

IV. Approximation polygonale d’une section de forme circulaire  

La section circulaire originale est remplacée par une section discrétisée dont le contour s’appuie sur 
le maillage à base de « cellules » élémentaires de forme rectangulaire. Le critère utilisé dans cette 
thèse est la minimisation de l’erreur entre l’aire de la surface partielle du cercle et celle obtenue 
par « pixellisation », à l’aide des cellules élémentaires : 

Exemple de découpage avec 7 cellules par rayon : 
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Figure 29 : Section circulaire approximée par une section «polygonale » 

 

 

Figure 30 : Comparaisons des aires réelle et approchée  servant de critère de choix du nombre de 
cellules par ligne 

Calcul exact de l’aire d’une calotte circulaire 

 

Figure 31 : Calotte circulaire sur un cercle de rayon R dont on veut déterminer l’aire exacte 

Cherchons à exprimer l’aire grisée de la Figure 31 en fonction de y1  
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Cette dernière formule est directement implantée dans le programme (par soustraction des 2 aires à 
des ordonnées séparées d’une valeur d’ 1 « pas vertical ») pour optimiser la « pixellisation » du cercle, 
par comparaisons des « aires analytiques » et « aires numériques » de la Figure 30. Cette 
automatisation de l’obtention de la section circulaire numérisée permet à l’utilisateur de n’avoir à 
entrer à l’exécution du programme, que le rayon et le nombre de pas sur un rayon. 

La numérotation s’effectue de la même manière que pour une section rectangulaire, c'est-à-dire de 
gauche vers la droite pour chaque ligne, et de haut en bas d’une ligne à l’autre. 

Nous retrouvons évidemment le fait que pour les modes TM, la valeur de EZ est nulle sur le 
contour, et donc le nombre de points (qui est aussi, on le rappelle, la dimension de l’espace vectoriel 
des cartographies dans une section) est moins important que pour les modes TE.  

Modes TM : 

 

Figure 32 : Numérotation des nœuds pour les modes TM en section circulaire 

Les difficultés supplémentaires de programmation sont une valeur du nombre de points par ligne nX 
qui varie suivant l’indice de la ligne, et qui devient nX(i) et un repérage plus délicat des cas 
particuliers, près du contour. 

La solution adoptée, qui est simple, a été un repérage et un marquage de chaque point en fonction 
de sa position par rapport au contour de la cavité. Une matrice rectangulaire d’entiers, image de la 
grille rectangulaire dans laquelle va s’insérer le « cercle pixellisé », reçoit la valeur 0 , 1 ou 2 suivant 
que le point correspondant se trouve respectivement à l’intérieur strict, à l’extérieur strict ou sur le 
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contour. La lecture permanente de cette « matrice de repérage » permet de détecter les cas particuliers 
pour l’écriture de l’équation d’Helmholtz discrétisée. 

Sur l’exemple de la Figure 32,  les cas particuliers correspondent aux points 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 
19 qui ont au moins un « voisin » sur le contour. 

Les points correspondant au cas général sont : 6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18. 

Modes TE : 

 

Figure 33 : Numérotation des nœuds pour les modes TE en section circulaire 

Les cas particuliers sont un peu plus délicats à traiter, et peuvent facilement être comparés à ceux 
rencontrés en section rectangulaire, à condition de jeter un regard «  local » sur ces points, c'est-à-dire 
à comparer par exemple les points 1, 6, 15 etc… au coin en haut, à gauche d’une section 
rectangulaire,  les points 3, 7, 13 … au haut du contour en section rectangulaire. Le même genre de 
remarques pouvant s’appliquer aux points situés à droite, en bas, aux autres coins etc… 

De la même manière que ce que nous avons effectué en section rectangulaire, les équations 
générales des différences finies seront remplacées par celles vues plus haut au paragraphe II.3.  pour 
les divers cas particuliers. 

IV.1. Valeurs propres numériques en section circulaire 

Comme pour les sections rectangulaires, à partir du mode étudié TM ou TE, du rayon et du 
nombre de pas sur un rayon, la matrice [A] est créée. Cette dernière correspond à la discrétisation de 
l’équation d’Helmholtz, en tenant compte des divers cas particuliers, à cause des conditions aux 
limites.  

Nous obtenons alors les éléments propres, (- kCi
2) et les vecteurs propres qui sont simultanément 

stockés dans des fichiers. 

Comparaisons numériques / analytiques : 

Nous allons vérifier, exactement de la même façon qu’en section rectangulaire, la convergence des 
k2

C numériques vers les valeurs analytiques lorsque le découpage s’affine.  

Modes TM : 

Formule analytique des constantes de propagation transversales : 

( )  ,
, R

X
k nm

nmC =   où nmX ,  est la nème racine de la fonction de Bessel d’ordre m 
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0)( , =nmm XJ
 m pouvant être nul 

Considérons un cylindre de rayon R= 2.0 m 

 

Remarque : Bien qu’en analytique, les sections circulaires se traitent à l’aide des coordonnées 
cylindriques plus adaptées, nous travaillons ici en coordonnées cartésiennes, suite à la 
« pixellisation » du cercle. Cela se justifie d’autant plus que l’un des buts de cette thèse est de traiter, 
ou tout au moins montrer la faisabilité de la méthode pour des formes de sections quelconques, donc 
pas forcément à symétrie de révolution. 

 

Modes TE : 

Formule analytique : ( )  
'

,
, R

X
k nm

nmC =  dans laquelle '
,nmX  est la nème  racine de la dérivée de la 

fonction de Bessel d’ordre m : 0)( '
,

' =nmm XJ  

Avec un cylindre de rayon R=2.0 m 
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Nous constatons là encore une bonne convergence des valeurs numériques vers les valeurs 
analytiques, et cela d’autant mieux que la finesse du  découpage augmente, évidemment. 

IV.2. Vecteurs propres numériques en section circulaire 

Le logiciel de visualisation des cartographies récupère donc les données calculées par le 
programme et les résultats sont présentés ci-dessous.  

Nous avons toujours R=2.0 m, avec un découpage de 15 cellules/rayon 

Modes TM    

Les cartographies de |EZ| sont affichées, ainsi que les valeurs numériques de kC 

 

Figure 34 : Cartographie correspondant à la 1ère valeur propre (de multiplicité 1).On reconnaît le 
mode TM10 
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Pour les deux cartographies suivantes, nous sommes de nouveau confrontés au problème de valeurs 
propres multiples. Ce cas est fréquent, il est même nécessaire, car dés lors qu’un vecteur propre (une 
cartographie) est de la forme ).cos( θm , avec m≠0, toutes les cartographies en 

).cos( ϕθ +m appartiendront à l’espace des solutions, à cause de la symétrie de révolution du guide. 

Pour les obtenir toutes, nous avons besoin d’un deuxième vecteur propre (idéalement en ).sin( θm , 
mais pas toujours obtenu directement), correspondant à la même valeur propre. 

Nous pouvons toujours trouver 2 coefficients a et b tels que (pour un angle ϕ donné) l’égalité ci-
dessous ait lieu : 

).(cos).(sin.).(cos. ϕθθθ +=+ mmbma  

Une fois de plus, c’est ici que nous trouvons encore la justification de l’étape d’orthogonalisation 
réalisée dans le code informatique. 

 

Figure 35 : Cartographies correspondant aux 2ème et 3ème valeurs propres (de multiplicité 2). Nous 
reconnaissons 2 vecteurs de base engendrant tout mode TM11 

Il apparaît clairement sur la Figure 35 que ces deux cartographies sont respectivement sous la 
forme )cos( ϕθ + pour la première et  )sin( ϕθ +  pour la seconde. 

 

Figure 36 : Autre exemple de valeurs propres de multiplicité 2, pour lequel les valeurs numériques 
des kC (4ème et 5ème valeurs propres) ne sont pas totalement identiques (valeur analytique : kC = 2.57 
m-1 ). L’orthogonalité  des cartographies apparaît clairement pour une valeur de m égale à 2. On 
reconnaît des modes TM21. 
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Figure 37 : Cartographie correspondant à la 6ème valeur propre, sur laquelle on reconnaît le mode 
TM02 

Dans le cas du 6ème vecteur propre ci-dessus, la valeur propre est de multiplicité égale à 1, car m=0 
garantit une symétrie de révolution et un seul vecteur engendre l’espace des solutions correspondant à 
cette valeur propre. 

Modes TE : Les cartographies de |HZ| sont affichées ainsi que les valeurs de kC 

 

Figure 38 : Cartographie du 1er vecteur propre ; on reconnaît le mode TE00, avec kC_analytique=0 m-1 
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(a) 

 

(b) 

Figure 39 : Cartographies correspondant aux 2ème (a) et 3ème (b) valeurs propres, de multiplicité 2. On 
constate encore l’orthogonalité et on reconnaît des modes TE11 

Nous constatons une valeur de m égale à 1 sur la Figure 39(a). Nous nous attendons donc, pour la 
même valeur analytique de kC à une autre cartographie, orthogonale à celle-ci pour le prochain 
vecteur propre (b). 
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Figure 40 : Cartographies correspondant aux 4ème et 5ème valeurs propre, de multiplicité 2. Nous 
constatons encore l’orthogonalité et nous reconnaissons des modes TE21 

 

Figure 41 : 6ème vecteur propre pour lequel on reconnaît le mode TE01 

V. Conclusion du Chapitre II  

Nous avons présenté dans ce chapitre l’équation d’Helmholtz  à laquelle obeit la composante 
longitudinale (EZ pour les modes TM, HZ pour les modes TE) dans un guide invariant par translation 
suivant z. La résolution numérique de cette équation nous a permis d’obtenir dans les deux cas 
particuliers de section rectangulaire et circulaire , les éléments propres de l’équation d’Helmholtz 
discrétisée.Les valeurs propres (en –kC

2) ainsi que les vecteurs propres, correspondant à des 
cartographies dans une section droite, de la composante en z ont pu être comparées aux valeurs et 
cartographies analytiques. Ceci nous a conduits à valider la démarche. 
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Le point important de cette étape est le suivant : bien que l’étude ait été réalisée avec des sections 
de  formes connues, la démonstration a été faite de la généralité de la méthode. Nous pourrons donc 
appliquer toute la démarche à des enceintes de section de forme quelconque. Comme nous savons de 
plus que la composante transversale du champ électromagnétique peut s’exprimer en fonction de cette 
composante longitudinale (Annexe 3), nous pourrons utiliser ces vecteurs propres (cartographies de 
base) pour décomposer le champ (dans un but de reconstruction ou de détermination de ce dernier) 
dans des enceintes (ou tout au moins dans une partie de ces enceintes) de forme quelconque.  
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Chapitre III   

Produits scalaires permettant de réaliser le 
développement modal 

I. Définition d’un produit scalaire 

Nous cherchons à définir un produit scalaire qui permettrait, à partir d’une cartographie complète 
d’une section (2D) du champ électromagnétique dans une cavité, de déterminer les divers poids des 
modes de base intervenant dans l’expression de ce champ. Pour cela, il faudrait que le produit scalaire 
d’un mode par lui-même donne un nombre bien identifié. Il faudrait de plus que le produit scalaire de 
deux modes différents (soit par le caractère TM ou TE,  soit par les nombres entiers m et n les 
caractérisant) donne un résultat nul. 

L’idée de base est de ne prendre en compte que la connaissance du champ dans une section droite 
de la cavité, comme dans la thèse de Cécile FIACHETTI [1] . 

D’autre part, que ce soit pour les modes TM et TE, nous savons qu’il est possible d’exprimer les 
composantes transversales (en x et y) en fonction de la composante longitudinale. La deuxième idée 
serait de ne tenir compte que de cette composante en z. 

I.1. Produit scalaire analytique en section rectangulaire 

On obtient à partir des expressions des champs électrique et magnétique donnés en Annexe 5, les 
composantes longitudinales pour une cavité de section rectangulaire de dimensions respectives LX , LY  
et LZ dont l’excitation (qui peut être une antenne, une onde illuminant une ouverture de la cavité 
etc…) en régime harmonique a une pulsation ω : 
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où les coefficients kx, kY et β sont caractéristiques du mode de guide TMm,n (m et n, entiers positifs) 
et donnés par :  
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et où on a  
ZL

pπβ .=  seulement si on considère une cavité sans brasseur 

Nous définissons un produit scalaire : 

Pour les modes TM : 
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∫ ∫=
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Pour les modes TE : 
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où 21,ee
rr

 d’une part et 21,hh
rr

 d’autre part représentent des cartographies dans une section 
droite fixée de la cavité de la composante en z et sont donc des fonctions du type f(x,y)  (avec z 
comme paramètre) définies pour 

 YX LyetLx ≤≤≤≤ 00  

Nous démontrons en Annexe 8 que les modes élémentaires forment une base orthogonale, avec 
cette définition de produit scalaire.  

Une cartographie de champ eZ  peut, comme on l’a vu plus haut, s’écrire comme une combinaison 
linéaire de modes élémentaires : 

∑=
nm

nmZ
TM

nmZ eAe
,

,, .   (3-1) 

En considérant cos(β.z) comme étant non nul, et en envisageant le seul cas (m≠0 et n≠0) nous 
obtenons le poids du mode correspondant (voir démonstration en Annexe 8 ) 
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Si nous écrivons de la même manière une cartographie hZ comme étant une combinaison linéaire 
des cartographies de base : 
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nous obtenons, en considérant sin(β.z) comme étant non nul, le poids du mode correspondant : 
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I.2. Produit scalaire analytique en section circulaire 

On note R le rayon de cette section. 

L’idée est de définir un produit scalaire « calqué » sur celui défini en section rectangulaire : 
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expressions dans lesquelles les vecteurs représentent des cartogaphies dans une section droite des 
composantes en z comme définies précédemment. Nous démontrons (voir Annexe 9) que dans ce 
produit scalaire, les modes de base forment une base orthogonale. De plus si nous considèrons toute 
cartographie comme une combinaison linéaire des cartographies élémentaires : 

pour les modes TM : 
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Nous obtenons le poids du mode correspondant (voir équation (A9-5) établie en Annexe 9): 
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pour les modes TE : 

∑=
qp

qpZ
TE

qpZ hAh
,

,, .
 

Nous obtenons le poids du mode correspondant  (voir équation (A9-6) établie en Annexe 9): 
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I.3. Produit scalaire discrétisé en section rectangulaire 

Nous avions défini plus haut un produit scalaire analytique : 

Deux modes TM entre eux :
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Deux modes TE entre eux :
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Produit scalaire d’un mode TM par un mode TE : 0=he
rr

, car une des deux grandeurs est 

identiquement nulle par définition même des modes TM ou TE, puisqu’on considère les composantes 
en z . 

Nous considèrons des cartographies hZ (modes TE) et eZ (modes TM) représentées par des 
vecteurs-colonne, comme vu au paragraphe II.3.  du Chapitre II , mais d’étendue « complétée » pour 
les [EZ] : 

[ ]























=

Zn

Z

Z

Z

H

H

H

H
.

.
2

1

  [ ]











































=

0

0

.0

0

0

2

1

M

M

M

M

Zi

Z

Z

Z

E

E

E

E  

vecteurs-colonne de même étendue n=(nX+1)* (nY+1) dans lesquels les 0 de [EZ] représentent  le 
champ  électrique sur le contour avec la même numérotation que celle vue plus haut pour les modes 
TE. Cette augmentation d’étendue n’est appliquée qu’après l’obtention des vecteurs propres, pour ne 
pas allonger les temps de calcul, dans un souci d’homogénéité des variables pour les modes TM et TE 
dans l’écriture du code informatique, ainsi que des fichiers sauvegardés. 

Les cartographies discrétisées sont donc des n-uplets, considérés comme des éléments d’un espace 
vectoriel de dimension n=(nX+1)* (nY+1) . 

Notations : On considère des vecteurs  
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On définit la notation suivante : 
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qui est tout simplement le produit scalaire « classique » entre deux n-uplets (à ne pas confondre 

avec le produit scalaire défini par les expressions (3-4) et (3-5) et noté  VU
rr

 ) 

Nous pouvons évaluer de manière approchée les expressions (3-4) et (3-5) par : 
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où hX et hY sont les pas spatiaux correspondant au maillage de la section selon x et y et où les 

mêmes notations ii hete
rr

 sont utilisées pour désigner une cartographie de la composante z, sous 

forme analytiques ou discrétisées. 

Nous constatons en regardant les équations (3-6) et (3-7) que nous pouvons simplifier le produit 
scalaire en prenant tout simplement pour ce dernier le produit scalaire classique entre deux n-uplets : 

Produit scalaire discrétisé : 
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où les propriétés d’orthogonalité entre des modes différents apparaissent immédiatement. 

Si une cartographie (un n-uplet) est une combinaison linéaire des modes élémentaires et si nous 
faisons de plus, le choix de normaliser les vecteurs propres, de telle façon que la coordonnée de plus 
grand module du n-uplet soit ramenée à la valeur « 2 » (à cause du facteur  « 2.E0 » ou 
« 2.H0 »  apparaissant dans les expressions générales en « ondes stationnaires ») et si nous choisissons 
la cartographie de la section située à la côte z nous avons :  

Modes TM :

 

( ) ).(cos...).(cos....

).cos(..

1,1
22

0

2

1,11,11,1
22

0

2

1,11,11,11,1

,0
,

,,

zEeAzEeAeeee

zEeAe

nm
TM

nmZ
TM

nmnm
TM

nmZ
TM

nm
TM

nmZZ
TM

nmZZ

nm
nm

TM
nmZ

TM
nmZ

ββ

β

rrrrrr

rr

===

=∑

 

d’où nous déduisons  le poids du mode recherché caractérisé par 2 nombres entiers m1 et n1 
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où nous considèrons a priori que 0).cos( 1,1 ≠znmβ , ce qui pourra toujours être réalisé en pratique 

par une petite modification du maillage, dans le cas très improbable où le 0).cos( 1,1 =znmβ  se 

produirait, avec des valeurs obtenues numériquement. 

Modes TE :
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d’où on déduit le poids du mode recherché caractérisé par 2 nombres entiers p1 et q1 
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en considérant pour les mêmes raisons que précédemment que 0).sin( 1,1 ≠zqpβ  

Remarque importante : 

Le signe « moins » apparaissant dans la formule (3-9) provient du facteur « j » complexe des 
formules des expressions du champ électromagnétique en ondes progressives en section rectangulaire 
(voir  Annexe 4 ), avec un certain choix de la phase à l’origine, choix qui conditionne les diverses 
expressions établies dans les Annexes 2,3,4,5 

Dans la pratique, pour l’écriture du code informatique, il a été pris en compte le fait que les 
vecteurs propres obtenus numériquement pour les modes TE étaient en quadrature par rapport aux 
expressions présentées ici. Le signe « moins » disparaît donc dans le coefficient de (3-9).   

I.4. Produit scalaire discrétisé en section circulaire 

Bien que nous ayons défini un produit scalaire dans lequel les divers modes TM et TE forment une 
base orthogonale en utilisant les coordonnées cylindriques, la « pixellisation » du cercle, définie au 
paragraphe IV.  du Chapitre II   nous amène à utiliser les coordonnées cartésiennes pour définir un 
produit scalaire discrétisé.  

En utilisant la notation « condensée » consistant à noter vZ le champ eZ ou hZ selon le contexte, on 
a donc le produit scalaire en coordonnées cartésiennes : 
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où h  est le côté d’un « pixel » et n le nombre total de pixels composant le « cercle pixellisé ». 

Nous voyons immédiatement que le produit scalaire discrétisé peut de la même manière qu’en 
section rectangulaire, coïncider avec le produit scalaire classique entre deux n-uplets : 
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et il apparaît alors que la validité des formules (3-8) et (3-9) permettant d’obtenir le poids des modes 
TM et TE est conservée, en prenant comme étendue des « vecteurs-colonnes » représentant une 
cartographie vZ, le nombre de nœuds de la section circulaire « pixellisée » exactement de la même 
manière qu’en section rectangulaire.  

II. Calculs de poids et reconstruction de cartographie en section 
rectangulaire  

Après le calcul des vecteurs propres, l’utilisateur a la possibilité d’utiliser ces derniers, afin de 
calculer les poids des divers modes composant une cartographie. Le calcul des poids a été vu en détail 
aux paragraphes I.1.  et I.3. , dans lesquels ont été définis divers produits scalaires en section 
rectangulaire servant justement à ces calculs. 

 

Le programme calcule alors le poids de tous les modes propagatifs auquel on rajoute quelques 
modes evanescents (dont le nombre est fixé par l’utilisateur). Pour les premiers modes, sont affichées 
à l’écran les informations suivantes : les valeurs de la constante de propagation longitudinale β, le 
poids complexe correspondant, et si le mode est propagatif ou évanescent (voir ci-dessus). 
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puis, pour mieux fixer le rôle de chaque mode, le poids relatif de chacun est affiché, par 
comparaisons des modules des différents poids : 

  

 Toutes ces données sont sauvegardées dans divers fichiers, qui seront exploitées par le logiciel de 
visulisation, qui nous permettra de vérifier la validité des calculs par comparaisons de la cartographie 
d’origine avec la cartographie reconstituée à l’aide des modes élémentaires. 

Les données de départ proviennent d’une simulation FDTD (Finite Difference Time Domain), à 
l’aide du logiciel TRIDIMO,  suivie d’une transformation de Fourier, pour obtenir la cartographie 
correspondant au régime harmonique à la fréquence voulue. La cavité est munie d’une ouverture, 
créant des pertes, pour obtenir un régime permanent au cours de la simulation : 
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Figure 42 : Cavité avec ouverture utilisée pour la simulation FDTD 

L’excitation est réalisée à l’aide d’une antenne filaire, à l’intérieur de la cavité. 

Exemple d’une cartographie en Ez : fréquence 5.00 GHz 

 

Figure 43 : Allure de |EZ| à dans la section z=cte située à 0.075 m du mur électrique, obtenue par 
FDTD suivie d’une transformation de Fourier, à f=5.00 GHz  

On retrouve sur les saisies d’écran ci-dessus les résultats souhaités, à savoir qu’il y a 2 modes 
propagatifs, et 1 mode évanescent fournissant des poids significatifs avec des poids relatifs respectifs 
de 23.6% pour le mode TM11 , 75.8% pour le mode TM21  et 0.6% pour le mode TM31 . 

Nous présentons ci-dessous la cartographie de |EZ| reconstruite à partir des modes élémentaires, en 
utilisant les poids, ainsi que les vecteurs propres calculés : 



64 

 

   (a)      (b) 

Avec respectivement 1 mode (a) et 2 modes (b) 

      ⇓ 

 

En rajoutant le 3ème mode, on obtient le résultat final 

Figure 44 : Reconstruction de la cartographie originale avec 2 modes propagatifs+1 mode évanescent 

Nous constatons sur la Figure 44 que l’opération de « reconstruction » de la cartographie originale 
à partir des modes élémentaires s’est effectuée avec succès. 

Exemple d’une cartographie en Hz : fréquence : 6.00 GHz 

Le calcul des divers poids fait apparaître une plus grande richesse de modes que pour les modes 
TM, ce qui est normal, à cause de la possibilité d’avoir des entiers m et n caractérisant ces modes, 
égaux à zéro. De plus la fréquence est prise supérieure à la simulation précédente. 

Les résultats obtenus sont présentés ci-dessous : 
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Figure 45 : Allure de |HZ| obtenue par FDTD et d’une transformation de Fourier, pour f=6.00 GHz 

Les modes ayant des poids significatifs, se répartissent comme suit : 
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Remarque : Le mode TE00 possède une cartographie uniforme, qui dans notre cas précis ici ajoute 
une contribution, dont le module vaut environ 5.8*10-5 A/m, soit à peine plus de 0.1 % du champ total. 
Cette faible valeur est due au fait que le facteur sin(ββββ.z) vaut environ -0.0065 dans la section étudiée. 
Le mode TE00 étant un mode « dégénéré », n’ayant qu’une existence « numérique » et non 
« analytique »,il semblerait que son poids ne corresponde qu’à des « dispersions de calculs » tout-à-
fait dans les normes (0.1%) qui se retrouvent « amplifiées » par un facteur 1/sin(ββββ.z), la conséquence 
étant un poids de mode « paraissant » important. La suppression de ce mode a une influence à peine 
visible sur la reconstruction de cartographies . 

A présent, nous allons montrer l’influence du nombre de modes sur la qualité de la reconstruction. 
Pour ce faire, nous allons considérer un nombre de modes de plus en plus important.  



66 

 

  (a)       (b) 

Avec respectivement 2 modes (a), puis 7 modes (b) 

      ⇓ 

 

  (c)       (d) 

Avec les 8 premiers modes (c) (le 8ème étant le mode TE31), Nous arrivons finalement au résultat (d) 

Figure 46 : Reconstruction de la cartographie originale par superposition de 10 modes propagatifs+2 
modes évanescents  

III.   Calculs de poids et reconstruction de cartographie en section 
circulaire 

Le dispositif étudié est un missile générique appelé GENEC, provenant du Centre d’Etudes des 
Armées de Gramat dans le Lot. Il est de forme cylindrique, son rayon est de 0.5 m. Les cartographies 
fournies sont visualisées ci-dessous. Le but est le même que pour les enceintes de section 
rectangulaire, à savoir le calcul des divers poids élémentaires composant celles-ci, ainsi que la 
reconstruction de la cartographie originale avec un nombre fini de modes évanescents. Le code réalisé 
effectue des opérations en tout point similaires à celles effectuées pour des sections rectangulaires.  
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Modes TM 

 

Figure 47 : Champ |EZ| dans une section située à 0.075 m d’un « mur électrique », pour f=500 MHz 

Le programme fournit les poids suivants, pour les diverses composantes : 
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Des commentaires s’imposent concernant le nombre importants de modes évanescents. Les modes 
évanescents sont présents en « grand » nombre d’une part à cause de la proximité d’ouvertures dans le 
dispositif donnant sur l’espace libre, la cartographie originale résultant d’illumination du missile 
générique par une onde plane. Comme nous le verrons plus loin, ces ouvertures créent des pertes 
supplémentaires, augmentant le nombre de modes à considérer.  

La reconstruction numérique donne les résultats ci-dessous :  
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   (a)      (b)   

Avec respectivement 3  modes (a) et 5 modes propagatifs (b) 

⇓ 

 

   (c)      (d)  

Avec 5 modes propagatifs+10 modes évanescents (c)  et avec 10 modes évanescents de plus (d) 

Figure 48 : Reconstitution d’une carte de champ |EZ| à l’aide de 5 modes propagatifs+20 modes 
évanescents 

Nous constatons dans ce cas l’importance des modes évanescents pour retrouver une cartographie 
fidèle à l’originale. Nous pouvons tout de même noter que la cartographie correspondant à la 
superposition des 5 modes propagatifs donne déjà un aperçu très correct de la carte originale. 

Remarque importante : 

Les formules de l’ Annexe 3 font apparaître des coefficients en ).sin().cos( zenetz ββ  et 

gardent leur validité même dans le cas où la constante de propagation longitudinale β  est un nombre 
imaginaire, ce qui correspond alors respectivement à des cosinus et sinus hyperboliques, qui peuvent 
prendre des valeurs supérieures à 1 en module (et parfois même bien supérieures à 1). Le cas β  
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imaginaire signifie justement que le mode concerné est évanescent. On ne s’étonnera pas du rôle 
relativement important de certains de ces modes évanescents en ce qui concerne la « visualisation » 
de la cartographie, en dépit d’un « poids » paraissant peu significatif.  

Modes TE 

Le pas spatial est diminué à cause de la difficulté plus importante de visualiser correctement les 
cartographies des champs magnétiques, du fait de leur valeurs maximales atteintes sur les contours. 

Nous choisissons un découpage correspondant à 15 cellules par rayon (au lieu de 10). La fréquence 
de l’excitation est de 200 MHz. 

Cartographie originale : 

 

Figure 49 : Cartographie de |HZ| dans une section située à 0.075 m d’un « mur électrique », avec 
f=200 MHz 

Composition donnée par l’exécution du programme : 
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    Avec 2 modes 

     ⇓    En rajoutant le 3ème mode 

      (même valeur propre que le 2ème mode) 

 

     ⇓   En rajoutant les 2 modes évanescents 

        Nous obtenons finalement  
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Figure 50 : Reconstruction de la cartographie de |HZ| à l’aide de 3 modes propagatifs+2 modes 
évanescents 

Nous remarquons l’importance d’utiliser tous les vecteurs propres générant le sous-espace vectoriel 
associé à une valeur propre multiple. La cartographie reconstituée à partir des 2 premiers modes 
(propagatifs) ne rend pas compte correctement de l’originale. En revanche, en rajoutant le 3ème mode, 
associé à la même valeur propre, mais orthogonal au 2ème mode, on constate aisément le rôle 
primordial qu’il joue. Puis comme nous avons l’habitude de le constater, les modes évanescents 
contribuent à obtenir finalement une cartographie totalement ressemblante à l’originale. 

IV. Exemples d’éléments propres en section quelconque 

IV.1. Objectifs 

Nous avons déjà évoqué le fait que l’objectif principal de cette thèse était une étude de  faisabilité 
de la méthode générale d’hybridation FDFD/développement modal dans des CRBM invariables par 
translation (lorsque considérée sans brasseur !), mais avec une section de forme quelconque. 

Nous allons donc présenter dans ce chapitre quelques exemples de cartographies de la composante 
longitudinale z (vecteurs propres 2D) dans des sections de formes différentes et variées. Il est évident 
que la liste des sections envisageables ne connaît comme seule limite que l’ « imagination » de 
l’utilisateur. Les valeurs de la constante de propagation transversale kC sera affichée, la comparaison 
avec l’analytique sera impossible…par définition.  

Nous présenterons les cartographies du champ magnétique HZ, en commençant par le premier 
mode TE, dont la valeur de kC est toujours idéalement nulle. Ce premier vecteur propre permettra de 
visualiser immédiatement la forme de la section. 

IV.2. Sections s’appuyant sur le cercle 

IV.2.1.  Section de forme semi-circulaire 

Elle pourrait correspondre « grossièrement » à la forme d’une carlingue d’avion ou à celle de 
hangars métalliques invariant suivant z. Le découpage est de 20 cellules par rayon du cercle. Ce rayon 
est pris égal à 3.0 m. 
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Figure 51 : Cartographies de HZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section semi-
circulaire 

Nous constatons une ressemblance des vecteurs propres avec ceux obtenus au Chapitre II  en 
section circulaire. Ils semblent avoir été « fabriqués » en ayant tout simplement supprimé la partie 
inférieure de chaque cartographie. 

Nous remarquons la disparition des valeurs propres multiples, due à la rupture de la symétrie de 
révolution de la section. 
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Figure 52 : Cartographies de EZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section semi-
circulaire 

Chacun des vecteurs propres « se déduit » de ceux obtenus en section circulaire par 
« déformation » de la partie inférieure, et non plus par simple « suppression » de cette dernière (à rang 
égal). Le 2ème vecteur propre peut être « vu » comme l’un des 3èmes vecteurs propres en section 
circulaire privée de sa partie inférieure, mais il est plus logique de le voir comme l’un des 2èmes 
vecteurs propres en section circulaire dont on aurait déformé la partie inférieure. Là encore les 
valeurs propres multiples disparaissent avec la rupture de symétrie de révolution. 

IV.2.2.   Section semi-circulaire tronquée latéralement  

Nous rajoutons à la rupture de symétrie de révolution, une rupture de symétrie axiale : l’axe 
vertical n’est plus axe de symétrie dans le plan de la section. La section demeure une surface convexe. 
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Figure 53 : Cartographies de HZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section semi-
circulaire tronquée latéralement 

 

 

Figure 54 : Cartographies de EZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section semi-
circulaire tronquée latéralement 

IV.2.3. Section semi-circuaire tronquée latéralement et échancrée 

Nous rajoutons une échancrure dans la section de manière à la rendre concave. 
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Figure 55 : Cartographies de EZ et HZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section 
semi-circulaire tronquée latéralement et concave 
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IV.3. Sections concaves s’appuyant sur une forme rectangulaire 

Introduisons maintenant dans la section, une partie de section rectangulaire, métallique. Les 
premières applications auxquelles on pense ne sont pas a priori destinées à la CRBM. On songerait 
plutôt à des utilisations sur des lignes, pour des calculs d’impédances itératives, de constantes réparties 
etc… 

Nous choisissons des dimensions LX=3.5 m, LY=3.0 m pour le contour extérieur. 

L’objet rectangulaire intérieur possède les dimensions Lint_X=1.28 m, Lint_Y=1.10 m 

 

 

Figure 56 : Cartographies de HZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section 
rectangulaire avec partie métallique à l’intérieur. 

 

Figure 57 : Variation de HZ par rapport à x, à l’ordonnée y=1.2 m sur le 4ème vecteur propre, afin 

de vérifier les conditions aux limites 0=
∂

∂
=

∂
∂

x

H

n

H ZZ  ici 
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Figure 58 : Cartographies de EZ correspondant aux 4 premiers  vecteurs propres, en section 
rectangulaire avec partie métallique à l’intérieur 

V. Conclusion du chapitre III 

Au cours de ce chapitre, nous avons défini un produit scalaire faisant appel aux cartographies dans 
une section droite de la cavité, concernant la seule composante en z  (Ez pour les modes TM et Hz 
pour les modes TE). Les divers vecteurs correspondant à des modes de guide différant soit par le 
caractère TM ou TE, soit par des valeurs différentes des couples d’entiers (m,n) sont orthogonaux avec 
cette définition de produit scalaire. En revanche le produit scalaire d’un mode par lui-même donne un 
résultat non nul, permettant de calculer le poids de ce mode dans une cartographie 2D quelconque. 

Nous avons utilisé, d’une part les vecteurs propres établis au Chapitre II  (équation d’Helmholtz 
discrétisée), et d’autre part le produit  scalaire défini, afin de calculer les poids des divers modes de 
guide présents dans des cartographies de champ électrique ou magnétique obtenus à l’aide d’un 
logiciel FDTD. 

Nous avons vérifié la validité du calcul des poids par reconstruction des cartographies à partir des  
modes de base. Les validations ont été effectuées dans des enceintes de sections rectangulaire et 
circulaire et ont produit des résultats valides.  

Nous avons pu constater sur quelques exemples arbitraires de sections quelconques la possibilité 
d’obtenir des cartographies numériques des composantes HZ ou EZ suivant le cas. Les comparaisons 
avec l’analytique sont, par définition, impossibles, mais les cartographies semblent (avec toutes les 
réserves possibles !) être cohérentes, en ce sens que nous pouvons les voir comme des « déformations 
par continuité », de sections rectangulaires ou circulaires. 
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Une fois de plus, le point important  est que la totalité de la démarche reste applicable à des 
sections de forme quelconque, puisque nous avons démontré en Annexe 11 l’orthogonalité des 
modes, dans ce cas. 
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Chapitre IV   

Mise en œuvre d’une méthode Différences 
Finies dans le Domaine Fréquentiel (FDFD) 

pour l’étude des cavités 

I. Position du problème et mise en œuvre  

Dans ce chapitre, nous allons nous limiter à l’étude d’une cavité parallélépipédique. La méthode 
qui va être développée et adaptée à l’étude de CRBM est la FDFD. Elle consiste à réaliser une 
discrétisation 3D du volume de calcul et à déterminer le champ électromagnétique en chaque cellule. 
Le choix effectué est de considérer les 6 inconnues par cellule (EX, EY, EZ, HX, HY, HZ ) toutes 
« concentrées » au même point correspondant  aux nœuds du maillage. Les hypothèses de travail sont 
celles du régime harmonique. 

 

Figure 59 : Positionnement des inconnues aux nœuds du maillage 3D 

D’autre part, comme nous le verrons plus loin, en régime harmonique, le champ magnétique se 
déduit du champ électrique par une relation simple. Dés lors, on choisit (et la suite des opérations 
justifiera amplement ce choix), de ne garder comme inconnues que les 3 valeurs du champ électrique 
en chaque nœud, dans un souci d’éviter un nombre trop important de calculs et de stockage mémoire. 

Le premier objectif est d’établir une équation ne faisant apparaître que le champ électrique, à partir 
des équations de Maxwell contenant les champs électrique et magnétique.  

En régime harmonique, les équations prennent alors la forme suivante : 
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 est la densité volumique de courant au point considéré 
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et  en posant 
2

2
22

0 .
c

µk
ωεω ==   

0k  est la constante de propagation du champ électromagnétique dans le vide 

nous obtenons finalement : 

( ) JµjEkrotrot
rr

.... 2
0 ω−=−  (4-1) 

Remarque :  Nous avons l’habitude de simplifier l’écriture Erotrot
r

..  par celle d’un Laplacien 

vectoriel E
r

.∆−  en utilisant le fait que 0. =Ediv
r

(dans les zones dépourvues de sources). Mais dans 

ce cas, on considère comme acquis le fait que 0=Ediv
r

, or numériquement l’annulation de la 
divergence n’est pas assurée. Aussi, dans la suite, nous conservons l’expression 

 EEdivgradErotrot
rrr

.).(.. ∆−=  

l’intérêt d’utiliser l’écriture de l’équation (4-1) est de forcer la solution à avoir une divergence 
nulle comme cela a été démontré dans la Thèse de Cécile FIACHETTI  [1] . 

Cela se montre facilement en considérant que dans les zones sans source, la solution de (4-1) 
vérifie : 

{ } 0.. 2
0 =− Ekrotrotdiv

r
. La divergence d’un rotationnel étant nulle, il vient alors  0. =Ediv

r
 

pour tout vecteur E
r

 

En projetant l’équation (4-1) sur les 3 axes x,y,z nous obtenons le détail des équations aux dérivées 
partielles, pour tous les points strictement internes à la cavité, c'est-à-dire possèdant au moins un 
« voisin » dans chacune des 6 directions (x, y, z en croissant et x,y,z en décroissant) 
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Cas général : 
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Les composantes en y et en z du système (4-2)  se déduisent de celle en x par permutation 
circulaire  

Des exemples de formules ci-dessus pour certains cas permettent de généraliser par permutation 
circulaire. Nous supposons que nous sommes suffisamment éloignés des parois dans les 3 directions, 
ce cas constituant ce que nous appellerons le cas général. Nous cherchons à établir les formules 
approchées pour la composante en x de (4-2): 

Un exemple de formule de dérivées partielles contenant deux variables spatiales :  
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d’où nous déduisons la formule cherchée pour cette quantité : 

[ ]
YX

YXYYXYYXYYXY

hyyX

Y

hyyX

Y

YXY

Y

hh

zhyhxEzhyhxEzhyhxEzhyhxE

EE

h

E

..4

),,(),,(),,(),,(

                                       

.2

1

.
                           

2

−−+−+−+−−++
=






















∂
∂−









∂
∂≈

∂∂
∂

−+

 

      (4-3) 

Nous constatons que la discrétisation de  
XY

YE

∂∂
∂

.

2

fait apparaître les coefficients : 
YX hh ..4

1±  
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Remarque : 

Les formules ci-dessus, faisant intervenir deux variables spatiales, ont été avantageusement 
remplacées dans la pratique (programmation) par des formules de dérivation « à gauche » ou « à 
droite » suivant le cas. Il a en effet été constaté qu’avec les formules du type  (4-3)  (dérivées 
centrées), les cartographies obtenues même pour les premiers modes (TM111, TE011, etc…)  étaient 
beaucoup plus « accidentées » qu’avec des formules du type : 

[ ]
YX

YYYXYYXY

XY

Y

hh

zyxEzhyxEzyhxEzhyhxEE

.

),,(),,(),,(),,(
  

.
    

2 ++−+−++
≈

∂∂
∂

 

(dérivation à droite) 

ou avec des formulations « hybrides », de dérivation à droite pour x, à gauche pour y, etc…Une 
illustration de ces propos est présentée ci-dessous, dans le cas d’un découpage 14*14*14 (il s’agit de 
la composante Ez dans un plan de coupe x = Cte, dans une simulation visant à obtenir le mode TM111 
dans une cavité de dimension 3.5 m*3.0m*2.9 m, excitée à la fréquence f=83.7 MHz) 

   

Figure 60 : Cartographie de |Ez| dans une section x=cte avec des dérivées « centrées » (à gauche) et 
avec les dérivées « à gauche » et « à droite » 

NB : Les valeurs des champs électriques sur les échelles de la Figure 60 ne sont pas « câlibrées » à 
des valeurs réelles, d’une part à cause des valeurs des courants des antennes, prises à des valeurs 
arbitraires d’1 Ampère, et d’autre part à cause des coefficients modélisant les pertes fixés à des valeurs 
non réalistes.  

Un autre avantage de l’utilisation des dérivées « à gauche » et « à droite » est dans le temps de 
calcul : la simulation dure environ 1 min 25 s, alors que la même simulation dure environ 3 min 40 s 
avec l’utilisation des dérivées « centrées ». 

Il suffira ensuite de rajouter pour chacun des termes des équations de (4-2) les autres 
coefficients . Le même raisonnement permet de programmer toutes les dérivées partielles contenant 2 
variables spatiales. 

Pour les formules de dérivées seconde ne contenant qu’une seule variable : par exemple 
2

2

y

EX

∂
∂

, 

nous utilisons la formule des différences finies établie au Chapitre II ,  paragraphe II.1. : 
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avec évidemment le même type de formulation pour les expressions contenant les autres 
composantes du champ électrique ZY EetE , ainsi que les autres variables spatiales .zetx  

Cas particuliers 1: Points situés sur les parois, en dehors des arêtes 

Pour les points situés sur les parois, l’équation correspondant à la composante tangentielle à la 
paroi vérifie une autre équation dans laquelle intervient l’impédance de surface ZS de cette paroi, 
considérée donc comme non parfaite (au paragraphe II.3.  seront évoquées les deux modélisations 
de pertes dans l’enceinte, dont celle de l’impédance de surface ZS).  

Nous pouvons alors exprimer la composante tangentielle du champ électrique en fonction de la 
densité de courant par la loi d’Ohm. 
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où Erotrot T

r
.  représente la composante tangentielle de Erotrot

r
..  

et l’équation correspondant à la composante tangentielle qu’il faut programmer en ce point est 
donc  finalement : 

( ) 0....... 2
0 =−− TSS EµjZkErotrotZ T

rr
ω  (4-5) 

Dans le cas où nous considèrons les points situés sur le « mur gauche » de la cavité, en dehors des 
arêtes du parallélépipède, nous avons alors la composante tangentielle en y et z, alors que la 
composante normale est en x. 

Le système s’écrit alors : 
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où les techniques de discrétisation devront être modifiées par rapport à celles correspondant au cas 
général à cause de la « non existence » de certains « voisins ». En gardant l’exemple du « mur 
gauche », les dérivées spatiales suivant x seront remplacées par des dérivées à droite : 
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Pour le « mur de droite », les calculs de dérivées suivant x sont de la même manière remplacés par 
des dérivées à gauche. Les mêmes modifications de formules s’appliquent pour les parois de dessus 
(y=0)  et dessous (y=Ly) en ce qui concerne les dérivées spatiales suivant y et pour les parois en z=0 
et z=Lz pour les dérivées spatiales en z. La densité volumique de courant JX  correspond à la présence 
éventuelle d’une source (antenne) au point considéré. 

Remarque importante : L’impédance de surface ZS définie dans (4-5) est exprimée en Ω et la 
densité de courant JT est en A.m-1 (densité surfacique de courant notée ci-dessous surfJ ). Dans 

l’équation (4-1) la densité de courant J est en A.m-2  (densité volumique de courant notéevolJ ). 

 

Figure 61 : Exemple de densité surfacique de courant suivant l’axe z 

Du fait que la résolution est imposée par le maillage, on peut toujours ramener l’expression du 
courant (en Ampères) à l’intérieur d’un rectangle de dimension dx, dy à des densités équivalentes : 

dyJdydxJ surfvol ... =  (en considérant une densité de courant suivant z) 

et la relation entre les deux grandeurs, sur l’exemple d’une étude sur le « mur gauche » est donc : 

dxJJ volsurf .=
 

et la loi d’Ohm écrite en (4-4) s’écrit de manière plus rigoureuse : 

volTSsurfTST JdxZJZE
rrr

... ==
 

ce qui revient à définir localement une impédance de surface dxZZ SS .' =  exprimée en Ω.m et 

c’est en tenant compte de cette remarque que doit être écrite l’équation (4-4) 

On pourrait retrouver le même résultat en raisonnant sur la composante tangentielle du courant 
suivant y plutôt que z. 

On définira de la même manière pour les autres parois de la cavité : 
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- Pour les parois x = 0 et x = Lx, on définit l’impédance équivalente dxZZ SS .' =  

- Pour les parois y = 0 et y = Ly, on définit l’impédance équivalente dyZZ SS .' =  

- Pour la paroi z = Lz, on définit l’impédance équivalente dzZZ SS .' =  

Cas particuliers 2 : Points situés sur les arêtes en dehors des sommets 

Nous prenons l’exemple de l’arête correspondant à l’intersection des parois d’équations z=Lz et 
x=0, comme indiqué sur la Figure 62 ci-dessous : 

 

Figure 62 : Points situés sur une arête, en dehors des sommets 

Dans ce cas les 3 composantes en x,y et z sont tangentielles à une paroi, les impédances de surfaces 
équivalentes (en Ω.m) sont prises égales à : 

- Pour la composante en x : dzZZ SS .' =  

- Pour la composante en y : 
2

)(
.' dzdx

ZZ SS

+=  (pour ne pas privilégier une direction) 

- Pour la composante en z :  dxZZ SS .' =  

Les équations pour cette arête sont alors : 

( )

( )

( ) 





















=



























−−








∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−
∂∂

∂

−−








∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−
∂∂

∂

−−








∂∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

−
∂∂

∂

0

0      

0 

...
..

.

...
..

.

...
..

.

2
0

2

2

2

2

22

2
0

2

2

2

2

22

2
0

2

2

2

2

22

ZS
ZY

YZZ

ZX

X
S

YS
YX

XYY

YZ

Z
S

XS
XZ

ZXX

XY

Y
S

EµjZk
E

y

E

x

EE
Z

EµjZk
E

x

E

z

EE
Z

EjZk
E

z

E

y

EE
Z

ω

ω

ωµ

 



86 

en donnant à ZS les valeurs définies plus haut. 

En ce qui concerne les expressions contenant des dérivées spatiales en x ou/et en z, les formules 
générales seront modifiées par des formules de dérivation à droite (pour cet exemple) . 

Evidemment chaque arête constituera un cas différent nécessitant une adaptation des modifications 
de Z’S ainsi que les dérivations à gauche, à droite (suivant x) , « en haut », « en bas » (suivant y), 
« au fond de la cavité » (suivant z). 

En ce qui concerne des expressions du type 
2

2

y

EX

∂
∂

 correspondant à une dérivée seconde normale 

d’une composante tangentielle à la paroi , nous la considèrons comme pratiquement nulle, en 
utilisant le fait que dans les solutions analytiques (avec des parois parfaitement conductrices), dans 
une cavité sans brasseur l’expression de EX  est en ).sin( ykY . Ceci n’est  totalement exacte que dans le 
cas d’une paroi parfaitement conductrice, mais semble être une approximation largement suffisante 
dans le contexte de notre étude. 

Cas particuliers 3 : Points situés sur un sommet 

Prenons l’exemple du sommet x=0, y=0, z=Lz ; les équations seront similaires à celles obtenues 
pour une arête. Les différences mineures se feront sur les valeurs des impédances équivalentes Z’S (en 
Ω.m) et sur le fait que les dérivées spatiales suivant les directions x, y, z seront des dérivées à droite 
pour x et y et des dérivées à gauche pour z. 

II. Maillage de toute la cavité pour code FDFD en 3D 

Les formules du paragraphe précédent peuvent donc être programmées, et permettent d’obtenir un 
système d’équations linéaire, dont la résolution donne les 3 composantes du champ électrique en 
chaque nœud du maillage. Etant donnée la nature même du problème (système multi-résonant avec 
pour le cas sans pertes, des courbes « Amplitude en fonction de la fréquence »  en impulsions de 
Dirac), demandant a priori une précision importante, l’utilisation de variables COMPLEXES EN 
DOUBLE PRECISION a été retenu. 

II.1. Besoins en terme de mémoire  

Une variable « complexe double précision » (noté complex(8) ou double complex en Fortran), 
occupe 16 octets en mémoire. Dans le cas d’un maillage de la cavité de 20*20*20 cellules suivant x,y 
et z, le nombre d’inconnues Ex, Ey Ez en chaque noeud est donc : 3*213 = 27783 inconnues. La 
matrice du système linéaire est donc d’ordre 27783, et les besoins en mémoire seulement pour la 
matrice principale seraient donc de 16*27783²= 12.4 Go ! si nous souhaitons résoudre le problème à 
l’aide de méthodes classiques par « matrices pleines ». On comprend mieux pourquoi nous n’avons 
conservé que la moitié des inconnues en ne conservant que celles représentant le seul champ 
électrique. 

Evidemment, en regardant les équations nous nous rendons compte immédiatement de la nature 
« extrêmement creuse » de la matrice, puisque les différents coefficients des équations écrites en 
chaque noeud ne concernent que les «voisins spatiaux » de chacun.  Le nombre de coefficients non 
nuls par ligne, est de 15 au maximum, ce qui donne un besoin en mémoire de 16*27783*15=6.7 Mo 
(valeur beaucoup plus raisonnable que la précédente), si nous décidons de ne stocker que les 
coefficients non nuls, donc d’utiliser une résolution par « matrices creuses ». 
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II.2. Besoins en temps de calcul 

Les valeurs des temps de calcul ne sont donnés qu’à titre indicatif et sont des « fourchettes » de 
valeurs moyennes issues de divers essais au cours des différentes résolutions de systèmes lineaires que 
nous avons été amenés à effectuer sur un ordinateur de type PC, avec un processeur Pentium IV, 
512 Mo de RAM. En fonction des données du système à résoudre, ce temps est amené à varier de 
manière très sensible. 

• Une résolution par matrices pleines avec un découpage 8*8*8  prend entre 4 et 5 minutes, et 
n’a été réalisée au début que pour tester le fonctionnement du code, et sert seulement ici à 
effectuer des comparaisons de performance. Les routines utilisées sont issues des 
bibliothèques Fortran Lapack et IMSL . Une poursuite dans cette voie est sans intérêt. 

• En utilisant la routine de résolution par méthode itérative pour matrices creuses, du type bi-
gradient conjugué stabilisé (bicgstab) sous MATLAB , avec un découpage 8*8*8, la 
résolution dure moins de 3 secondes. L’avantage de l’utilisation de routines « matrices 
creuses », par rapport aux routines « matrices pleines » est criant sur ce simple exemple .  

Pour assurer la convergence de la méthode itérative, nous avons procédé systématiquement à 
une factorisation LU  de la matrice principale, ce qui avait le désavantage de perdre du « caractère 
creux » de la matrice. La factorisation est comptabilisée dans les temps de calculs.  

Le tableau ci-dessous résume ces temps de calculs pour différentes routines utilisées pour la 
résolution, et pour différents découpages, sur un PC. Le problème à résoudre correspond à la 
simulation d’une cavité parallélépipédique excitée par une antenne dipôle à la fréquence du mode 
TM 111  
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NB : Le symbole « xxx » dans le tableau ci-dessus signifie que l’essai n’a pu être effectué à cause 
de l’insuffisance des performances en termes de mémoire, ou en temps de calculs. 

Commentaires : 

Nous constatons que le traitement FDFD est très « demandeur » en termes de  performances et 
qu’un découpage à priori  assez modeste (16*16*16) permet d’éliminer pratiquement la plupart des 
bibliothèques « en compétition ». Même si certaines durées peuvent ne pas apparaître comme 
prohibitives par rapport à d’autres méthodes de simulations (méthode des moments, FDTD etc…qui 
peuvent réaliser des simulations de plusieurs heures ), c’est plus le problème de mémoire qui prévaut, 
bien que les deux soient corrélées. Par exemple, on pourrait penser qu’avec un découpage 18*16*16, 
la résolution sous Windows avec l’utilisation de MATLAB (bicgstab) devrait s’effectuer avec un 
temps un peu plus long que 8 min 10 s (v. tableau ci-dessus). En fait il n’en est rien et le programme 
annonce clairement le manque de mémoire pour mener à bien le projet. 

UMFPACK 5 a été capable de résoudre le problème avec un découpage jusqu’à 20*20*20, mais 
sur un PC avec 2 Go de RAM au lieu de 512 Mo et la durée du traitement a  été de plus de 25 minutes. 

La supériorité de la bibliothèque «  MUMPS » sur les autres est évidente, et nous avons pu aussi 
effectuer une résolution  avec un découpage 20*20*20, avec toujours 512 Mo de RAM. MUMPS est 
la contraction de Mu ltifrontal Massively Parallel Solver. 

La résolution du système linéaire est effectuée par des méthodes directes par opposition aux 
méthodes itératives. La bibliothèque MUMPS possède de plus la possibilité d’être utilisée sous une 
version « parallèle » (shared memory version), et c’est donc vers la poursuite dans cette voie que 
notre choix s’est porté. Nous aurons l’occasion, plus loin, de tester les performances de cette version 
parallèle. 

II.3. Prise en compte des pertes  

Préliminaire : Nous pouvons effectuer une comparaison avec les circuits basse fréquence, à 
éléments localisés (R-L-C) . Pour cela nous considérons une fréquence de résonance, correspondant à 
un mode de cavité (considérée sans brasseur pour simplifier, mais le raisonnement reste valable même 
en présence du brasseur), et nous faisons une étude « locale » en ce qui concerne l’échelle des 
fréquences. 

  

Figure 63 : Circuit R-L-C série en oscillations forcées (régime harmonique) 

Si on fait tendre R vers zéro dans le circuit de la Figure 63, ce qui revient à avoir un circuit sans 
pertes, la seule fréquence susceptible de donner une tension non nulle en sortie est la fréquence de 
résonance : 
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Pour toute autre fréquence, Vs=0V. Ceci est d’autant moins vrai que la valeur de R augmente, et 
nous retrouvons une bande de fréquence autour de la fréquence de résonance pour laquelle Vs a une 
valeur « significative ». 

 

Figure 64 : La bande passante d’un circuit BF s’élargit autour de f0 quand les pertes augmentent 

De la même manière  le cas idéal d’une enceinte sans pertes  fournirait des courbes de réponse en 
fréquence de largeur nulle, d’amplitude théoriquement infinie aux diverses fréquences de résonance. 

Nous avons pu nous rendre compte de cela, en lançant des simulations sans pertes : les valeurs 
atteintes numériquement par le champ électrique semblaient en effet sans limitations au fur et à 
mesure que nous nous approchions de l’optimum en fréquence . Numériquement, un changement de 
l’ordre de la centaine de Hertz, sur une fréquence de résonance de l’ordre de la centaine de 
Megahertz, peut entrainer un gain d’un facteur 10, et les valeurs atteintes n’ont alors plus rien de 
réaliste (il n’était pas rare de visualiser des champs électriques de 106 à 1010  V.m-1) . 

Physiquement, ne pas introduire de pertes revient à envisager une succession de réflexions 
d’ondes progressives (modes de guide) sans amortissement, donc aboutissant à une amplitude tout 
logiquement infinie pour les ventres des ondes stationnaires (modes de cavité) si on excite la 
cavité exactement à une fréquence de résonance. 

Il est clair que dans la réalité les pertes fixeront, au même titre que la source (antenne), la valeur du 
champ électromagnétique dans toute la cavité en régime harmonique permanent . 

Les diverses pertes seront : les pertes Joule au niveau des parois de la cavité et des objets présents 
dans la CRBM (brasseur, antenne(s) …), les diverses ouvertures (portes, port d’entrée et de sortie 
servant aux mesures …), ainsi que les pertes diélectriques. 

Dans le code réalisé, la modélisation des pertes est effectuée de deux manières, chacune pouvant 
être règlée ou annulée de manière indépendante de l’autre. 

• La première modélisation de pertes est la définition d’une impédance de surface (voir ci-
dessus le paragraphe I. pour les diverses définitions unités en fonction du contexte)  sur les 
parois de la chambre . L’utilisateur du programme a la possibilité d’entrer un coefficient 
multiplicatif (qui peut éventuellement être nul ) par rapport à l’impédance de surface du 
cuivre prise comme référence : 
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Si on ne considèrait que ces pertes, l’ordre de grandeur du coefficient à introduire par rapport à 
Zs(cuivre) est compris entre 103 et 105 pour obtenir des résultats cohérents. 

• La deuxième modélisation de pertes est volumique. Elle consiste à définir une fréquence 
complexe possèdant une partie imaginaire non nulle, à partir de la fréquence « réelle » f : 
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En général, ff .10'' 3−≤  

La justification de cette modélisation provient du fait que dans l’étude en régime harmonique, 

toutes les grandeurs sont multipliées par un coefficient implicite ftje π2  qui devient alors : 

tfftjtfj eee ''22'2 . πππ −=    

et le facteur tfe ''2π−  fait alors apparaître un coefficient d’amortissement équivalent à des pertes. 

Sur le plan physique, cela revient à envisager des réflexions d’ondes avec diminution régulière 
de l’amplitude à chaque réflexion des ondes progressives et aboutissant à des amplitudes finies aux 
résonances pour les ondes stationnaires. 

On peut relier ce coefficient de fréquence complexe au facteur de qualité de la cavité par  
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Nous serons amené à reparler du facteur de qualité au cours du Chapitre V, au cours du 
développement de la méthode hybride. 

Concrètement, c’est dans la simulation numérique de l’équation (4-1) à travers le coefficient 0k  

qui devient lui aussi complexe  que vont avoir lieu les diminutions d’amplitudes dues aux pertes 
volumiques.  

Remarque : Nous pouvons pousser plus loin l’analogie de la CRBM avec un circuit résonant R-L-
C série, en observant les expressions des champs en Annexe 5 dans lesquelles apparaît clairement une 

quadrature temporelle entre HetE
rr

 qui correspond à un maximum d’énergie électrique au moment 
où l’énergie magnétique est au minimum et vice-versa. Ce phénomène est à rapprocher des échanges 
d’énergie qui ont lieu entre le condensateur et la bobine dans le circuit R-L-C, à la résonance.  
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II.4.  Simulations  

II.4.1. Généralités sur le protocole de simulation 

Les premières simulations ont pour but de valider le code. Pour cela, nous devons vérifier la 
concordance entre les cartographies en EX, EY et EZ et les expressions théoriques démontrées en 
Annexe 5. 

Les simulations sont effectuées dans un premier temps, sans brasseur et à des fréquences 
correspondant aux premiers modes de cavité . 

Les diverses données du problème sont :  

• dimensions de la cavité 

• nombre de cellules par dimensions x, y, z  

• nombre d’antennes 

• position de(s) l’antenne(s) 

• axe x, y ou z de(s) l’antenne(s) rectiligne(s) 

• Valeurs complexes du(des) courant(s) sur l’(les) antenne(s)  

• Fréquence commune à toutes les antennes 

• Impédance de surface 

• Coefficient de fréquence complexe 

Nous remarquons que pour définir une antenne « oblique », il suffit de la décomposer en plusieurs 
antennes dirigées suivant x ou (et)  y ou (et) z  

L’utilisateur fournit au programme les indices (en nombre de cellules) des divers plans de coupe  
ainsi que la composante Ex, Ey, Ez dont il souhaite visualiser la cartographie. 

Toutes les étapes ci-dessus sont réalisées à l’aide d’un code écrit en Fortran 95. A partir de toutes 
ces données, le programme établit la discrétisation de l’équation (4-1)qui devient un système linéaire 
de la forme : 

[ ][ ] [ ]bxA =.  

dans lequel [A] correspond à l’opérateur ( )2
0krotrot −  discrétisé, [ ]x  au vecteur des inconnues 

rangées dans l’ordre vu plus haut des composantes Ex, Ey, Ez en tous les points de la cavité, et sur les 
parois. 

[b] correspond aux termes contenant les sources (courants sur les antennes) de l’équation (4-1).  

Le programme stocke alors dans un fichier les divers coefficients non nuls de la matrice principale 
[A], ainsi que ceux de la matrice du second membre [b],  dans un but de récupération par un 
programme de résolution par matrices creuses. 
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Le code sauvegarde aussi dans des fichiers des tableaux permettant à partir du rang de l’inconnue 
dans le vecteur-colonne ][ x  de retrouver à quoi elle correspond ( Ex, Ey ou Ez au point d’indices i, j, 
k suivant z, y et x) et inversement. 

Doivent aussi être stockées les indices des divers plans de coupe dont on souhaite la visualisation 
ainsi que les grandeurs (Ex, Ey, Ez) concernées. 

Les coefficients non nuls des matrices creuses sont transmis sous la forme dite « des triplets » :  

 

Les coefficients de chaque vecteur colonne pouvant être rangés dans un ordre quelconque. De plus, 
tout couple d’entiers ( i , j )  avec  

i = mème composante du  «vecteur colonne indice i » et  

j = mème composante du  «vecteur colonne  indice j »  

qui se retrouve en plusieurs exemplaires provoque l’addition des divers A( i , j ) correspondant.  

Cette possibilité facilite la programmation permettant d’obtenir les coefficients de la matrice 
principale, car dans le système (4-2) on retrouve régulièrement d’une ligne à l’autre (ou dans la même 
ligne d’ailleurs) les mêmes grandeurs inconnues (Ex, Ey, Ez)  qui demandent que soient effectuées des 
sommes de divers termes. Il suffit de communiquer dans le fichier contenant les A ( i , j ) chaque 
terme et la sommation sera directement effectuée par le logiciel de résolution par matrices creuses.   

Notre objectif étant pour le moment encore éloigné de la CRBM, un découpage modeste de 
12*12*12 à 14*14*14 utilisant un ordinateur de type PC est suffisant, et la résolution est effectuée par 
la méthode du « bi-gradient conjugué stabilisé » à l’aide de MATLAB. 

Le programme écrit sous MATLAB récupère alors les divers coefficients des matrices [A] et [b] 
sous forme de matrices creuses, et résoud le système linéaire. 

Puis, il récupère les tableaux d’indices permettant de « remettre en ordre » toutes les inconnues et 
de retrouver les indices en z, y et x correspondant aux points concernés, ainsi que la nature Ex, Ey et 
Ez de la grandeur. Il lui reste à lire les indices des plans de coupe souhaités ainsi que la nature de la 
grandeur à visualiser. 

II.4.2. Résultats des simulations sur un PC  

La première simulation est destinée à obtenir le mode TM111 dans une cavité de dimensions : 

Lx*Ly*Lz = 3.5 m * 3.0 m * 2.9 m 

Le découpage est 14*14*14 
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La fréquence théorique est égale à  MHz
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L’antenne est du type dipôle de longueur « 1 arête de cellule » suivant l’axe z. 

Elle est positionnée au centre de la face z = LZ comme indiqué sur le schéma ci-dessous : 

 

Figure 65 : Cavité excitée par une antenne dipôle à la fréquence f= 83.7 MHz  

Les divers coefficients, pris dans une large mesure de manière arbitraire, apparaissent dans le 
fichier de simulation lu par le programme : 

 

Figure 66 : Partie du fichier « généralités » lu par le programme pour obtenir certaines données 

 

Dans l’ordre, le programme « récupère » : 

• la fréquence (en Hz) 

• le coefficient de fréquence complexe, défini au paragraphe II.3.   

• le nombre d’antennes 

• l’axe suivant lequel est positionnée la ième antenne 
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• les parties réelle et imaginaire du courant de la ième antenne (en A) 

le programme considère alors une densité volumique de courant locale :  

dydx

AI
mAJ

**4

)(
).( 2 =−  (dans le cas d’une antenne dirigée suivant z) 

en considérant que l’intérieur des 4 cellules (du plan x-y) contiguës  contenant un des nœuds 
où se trouve l’antenne sont « parcourues » par le courant I,  la résolution des « densités de 
courant » étant fixée par le maillage. 

• les coordonnées des extrémités de chaque antenne rectiligne 

en indices i, j, k (sur l’exemple ci-dessus les coordonnées de la première extrémité sont z=(14-
1)*dz, y=(8-1)*dy, x=(8-1)*dx ) 

Rappel : le plan i=1 correspond à z=0 et de même pour les indices j et k.  

Les relations générales entre indices entiers i, j, k et coordonnées réelles sont : 

z = (i-1)*dz, y = (j-1)*dy, x = (k-1)*dx 

Les orientations positives des courants sont dans le sens des indices croissants, comme sur la 
Figure 65. 

• le coefficient multiplicatif par rapport à l’impédance de surface de référence, sous forme 
« partie réelle, partie imaginaire » pour prévoir le cas d’une impédance non purement 
résistive. 

Le programme MATLAB stocke la solution dans un fichier, sous forme d’un vecteur-colonne, dans 
l’ordre, en rajoutant la nature de chaque inconnue (Ex, Ey ou Ez). Il fournit des informations visuelles, 
sous forme de cartographies des grandeurs souhaitées par l’utilisateur. Il offre plusieurs choix de 
visualisations, comme nous allons le constater ci-après. Toujours dans l’exemple du mode TM111, 
l’utilisateur peut demander une visualisation sur la même figure du module de la composante Ex, ceci 
dans 3 plans x=5*dx, y=5*dy et z=7*dz. Le programme MATLAB  fournit alors les résultats sous 
forme de cartographies dans plusieurs plans de coupe, en retrouvant les grandeurs demandées dans le 
vecteur-solution qu’il a calculé. Le vecteur-solution ainsi que tous les « tableaux-index » permettant 
de retrouver la nature de chaque inconnue sont sauvegardés dans divers fichiers.  

II.4.2.1. Visualisation simultanée dans 3 plans x=cte, y=cte et z=cte 

L’exemple traité sera le mode TM111 avec les données ci-dessus. Ce type de visualisation 
correspond à une vision globale du problème, permettant de se rendre compte d’oublis ou d’erreurs 
grossières et permet d’effectuer une vérification rapide. Il est toutefois mal adapté à une étude trop 
détaillée, malgré les possibilités de Zoom et de rotations permises par MATLAB. 

De plus, la même échelle n’est pas toujours adaptée, suivant le plan de coupe concerné : dans 
l’exemple ci-dessous, la cartographie en x=cte est un peu moins « visible » que celles des plans y=cte 
ou z=cte. 
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Figure 67 : Visualisation simultanée de |EX| dans 3 plans de coupe x=cte, y=cte, z=cte 

On rappelle que l’échelle des valeurs sur la droite du graphique ne donne aucune indication dans 
l’absolu, étant donné la valeur du courant sur l’antenne fixée à la valeur peu réaliste de 1 A, et les 
coefficients modélisant les pertes fixés à des valeurs arbitraires. En revanche les valeurs relatives 
permettent de vérifier la validité des allures des cartographies d’une part, et de vérifier les rapports 

tels que .......etc
E

E

Y

X d’autre part,  par rapport à celles établies en théorie. Nous constatons sur la 

Figure 67 que les allures des cartographies de |EX| correspondent tout-à-fait à celles du mode TM111 
souhaité. 

Poussons un peu plus loin nos investigations et visualisons dans les mêmes plans de coupe, les 
cartographies de |EY| . L’utilisateur exécute à nouveau le programme Fortran  en indiquant la grandeur 
qu’il désire visualiser. En revanche, nous n’avons pas besoin de recalculer le vecteur-solution, qui est 
inchangé. Un programme MATLAB permet d’utiliser le vecteur-solution déjà calculé pour réaliser les 
cartographies souhaitées immédiatement. Le résultat obtenu est visible sur la Figure 68  
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Figure 68 : Visualisation simultanée de |EY| dans 3 plans de coupe x=cte, y=cte, z=cte 

Là encore on peut constater l’excellente concordance entre les allures des cartographies de la 
Figure 68 et celles de |EY| du mode TM111. En regardant les expressions établies en Annexe 5, nous 
constatons que les valeurs maximales prises par |EX| et |EY| dans une même section z=cte devrait être 
dans un rapport : 
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Nous constatons sur la Figure 67 et la Figure 68 que ces valeurs maximales dans la même section 
z=8*dz valent respectivement environ |EXmax|= 300 Vm-1 et |EYmax|= 350 Vm-1 ce qui donne bien le 
résultat attendu. 

Observons les cartographies obtenues, en ce qui concerne la grandeur |EZ|, dans des plans : 

x=5*dx, y=5*dy, z=14*dz  (on rappelle que le découpage est 14*14*14) 



97 

 
Figure 69 : Visualisation simultanée de |EZ| dans 3 plans de coupe x=cte, y=cte, z=cte 

Là encore nous constatons l’excellente correspondance entre les allures des cartographies obtenues 
et celles correspondant au mode TM111 . 

Effectuons une vérification chiffrée des valeurs relatives : Toujours, en regardant les expressions de 
l’ Annexe 5, nous constatons que si nous nous situons pour |EY| et |EZ| dans des plans z=cte 
correspondant aux valeurs maximales suivant z pour ces deux grandeurs, les valeurs maximales de 
chaque plan doivent se retrouver dans un rapport : 
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Sur les Figures 68  et 69 , les plans de coupe en z=cte correspondent justement aux maxima de 
chacune des grandeurs concernées et en tenant compte de l’échelle des valeurs à droite de chaque 
graphique, nous évaluons approximativement un rapport observé en simulation : 
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ce qui correspond bien au résultat attendu. 

II.4.2.2. Visualisation simultanée dans plusieurs plans z=cte 

Nous cherchons à retrouver le mode TM211 dans la même cavité. La fréquence de résonance est : 
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Nous allons positionner 2 antennes dipôles de longueur « 1 arête de cellule ». Pour exciter ce mode 

pair, nous les plaçons aux centres des 2 « demi-faces » symétriques par rapport à 
2
XL

x = ,  sur la face 

z=0, comme indiqué sur le schéma ci-dessous : 

 

Figure 70: Cavité excitée par 2 antennes dipôles en opposition de phase, f=111.8 MHz 

Nous pouvons visualiser simultanément la grandeur souhaitée dans plusieurs section z=cte, ce qui 
est une autre alternative pour une vue d’ensemble, sans devoir travailler avec précision sur les diverses 
cartographies. Les résultats sont donnés ci-dessous : 
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Figure 71 : Visualisation de |EX| dans plusieurs plans z=cte 

 

Figure 72 : Visualisation de |EY| dans plusieurs plans z=cte 

 

Les Figures 71 et 72font apparaître : 

• l’allure correcte des cartographies dans chaque section correspondant bien au mode TM211 

• les sections correspondant à des nœuds pour EX et EY en z=0 et z=LZ  

• la section correspondant 
2
ZL

z = , correspondant à un ventre pour EX et EY 
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Figure 73 : Visualisation de |EZ| dans plusieurs plans z=cte 

La Figure 73 fait apparaître : 

• l’allure correcte des cartographies dans chaque section correspondant bien au mode TM211 

• les sections correspondant à des ventres pour EZ en z=0 et z=LZ  

• les sections en 
2
ZL

z = , correspondant à un noeud pour EZ 

Remarque : Le positionnement d’une seule des deux antennes permet  d’obtenir des résultats tout 
aussi corrects (avec un champ plus faible évidemment), mais cela nous a donné l’occasion de tester le 
code avec cette option de plusieurs antennes. Nous pouvons réaliser le même type de vérifications 
quantitatives sur les valeurs relatives des diverses composantes |EX|, |EY|, |EZ|. En regardant les 
expressions de l’ Annexe 5, nous obtenons le rapport théorique : 

Dans 2 plans à la même côte z = LZ/2 : 7.1
5.3

0.62

.1
.

.2

max

max ≈====
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En observant les cartographies ci-dessus, nous avons : 

7.1
.145

.250
1

1

max

max ≈≈ −

−

mV

mV

E

E

Y

X  

Dans des plans correspondant à des ventres pour chaque grandeur : z=LZ/2 pour |EX| et z=0 

pour |EZ|, en théorie : 
2

max

max .

C

X

Z

X

k

k

E

E β
=  

Applications numériques : 
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ce qui donne le rapport théorique 45.0
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Les cartographies permettent d’évaluer un rapport 45.0
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résultat qui donne encore satisfaction. 

II.4.2.3. Visualisations séparées  des plans x=cte, y=cte et z=cte 

Nous allons simuler le mode TE011 

Pour cela nous allons positionner une antenne dipôle de longueur « une arête de cellule » au centre 
d’une section x=1.75 m : 

La fréquence de résonance est égale à : 

MHz
LLL

c
f

zyx

89.71
110

.
2

222

=







+










+








=

 

 

Figure 74 : Cavité excitée par une antenne dipôle à la fréquence f= 71.9 MHz 

Dans ce choix de visualisation, chaque graphique ne présente le champ concerné que dans une 
section z=cte, ou y=cte ou x=cte. 
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Cette option est moins « globale » et demande une certaine habitude, et une certaine 
« imagination » pour « situer » la cartographie dans la cavité. On doit avoir en mémoire les indices i, j, 
k des divers plans de visualisations, ainsi que le découpage de tout le volume, pour pouvoir interpréter 
les résultats.   

 

 

Figure 75 : Cartographies séparées de |EX|  dans les 3 plans de coupe d’indices respectifs k=4 pour x, 
j=4 pour y, i=3 pour z, avec un découpage 14*14*14 

Nous constatons immédiatement le caractère « moins intuitif » de ce choix de présentation des 
résultats. Nous voyons quand même la validité des résultats en regardant les allures, par rapport au 

mode TE011. D’autre part, les vérifications de la validité des valeurs relatives 
Y

X

E

E
, etc … comme cela 

a été fait précédemment ne peuvent s’effectuer facilement que si l’utilisateur a choisi les sections de 
visualisation adéquates, correspondant à des ventres pour les grandeurs concernées. Nous verrons un 
peu plus loin que ce choix présente tout de même des avantages, par rapport aux visualisations 
précédentes. 

Visualisons dans les mêmes sections les cartographies de |EY| : 
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Figure 76 : Cartographies séparées de |EY|  dans les 3 plans de coupe d’indices respectifs k=4 pour x, 
j=4 pour y, i=3 pour z, avec un découpage 14*14*14 

Il semblerait que les allures soient incorrectes par rapport à celles attendues du mode TE011. 

Mais…en regardant l’échelle des valeurs, nous constatons un rapport 
Y

X

E

E
 souvent supérieur à 100 .  

De plus, une simulation avec un découpage de 20*20*20 (avec une machine plus performante) 
nous a fourni des valeurs du même rapport variant de 400 à plus de 1000. En regardant les expressions 
de l’ Annexe 5, nous voyons que ce mode comporte en théorie un coefficient Xk  nul, ce qui donne 
une composante EY nulle aussi.  

Il est bien connu que lorsqu’on résoud un problème de manière numérique, les valeurs 
théoriquement nulles seront en fait très petites devant les autres (non nulles évidemment), et c’est cela 
que nous avons ici en comparant les valeurs relatives de |EX| et |EY| ( qui est alors considéré comme 
identiquement nul ). Nous obtenons pour |EZ| des résultats à interpréter de la même manière : par 
définition des modes TE, nous devons avoir EZ identiquement nul dans tout le volume. 

 Les cartographies de |EZ| donnent les résultats suivants : 
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Figure 77 : Cartographies séparées de |EZ|  dans les 3 plans de coupe d’indices respectifs k=4 pour x, 
j=4 pour y, i=3 pour z, avec un découpage 14*14*14 

Exactement de la même manière que pour EY, l’ordre de grandeur du rapport 
Z

X

E

E
 est supérieur à 

100, et on considère EZ comme identiquement nul dans le volume et un découpage plus fin conduit à 
un rapport encore plus élevé, supérieur à 1000. Un autre facteur intervenant dans le fait qu’on 
n’obtient pas des valeurs rigoureusement nulles de EY et EZ en simulation, est qu’on peut retrouver 
(c’est même une des raisons d’être de cette thèse) d’autres modes TM et TE dans la cavité, avec des 
poids manifestement  faibles devant le poids du mode recherché ici. Nous allons mettre en évidence 
un avantage de ce type de visualisation sur les précédentes : 

Les échelles sur chaque graphique ont leur maximum fixé par la valeur maximale prise dans la 
section concernée comme nous pouvons le constater sur la Figure 75. Dans les 2 autres types de 
visualisation le maximum est fixé par la valeur maximale prise dans tout le volume (puisqu’on peut 
visualiser n’importe quelle section du volume). Ce point peut avoir de l’importance lorsqu’on sait 
qu’il arrive très fréquemment qu’à proximité de l’antenne, le champ prenne des valeurs beaucoup 
plus élevées et ce de manière très localisée. C’est donc cette valeur qui peut fixer le maximum de 
l’échelle avec donc comme conséquence immédiate toute une partie de l’échelle « presque pas 
utilisée », et qui diminue la « visibilité » de certaines cartographies. En revanche, avec des plans de 
visualisation séparés il suffit à l’utilisateur de choisir (ou de re-choisir) une section de visualisation 
« suffisamment éloignée » de l’antenne pour pouvoir utiliser toute l’échelle des valeurs de manière 
appropriée.Par exemple, avec les mêmes données que celles utilisées pour simuler le mode TE011, si on 
utilise la « visualisation simultanée de EX  dans plusieurs plans z=cte », nous obtenons :  
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 Figure 78 : Cartographie de |EX| dans plusieurs plans z=cte 

Nous voyons dans le plan z = 1.45 m,  à l’emplacement de l’antenne, que |EX|  prend de manière 
très localisée la valeur maximale qui fixe l’échelle dans tout le volume (saturation) . 

   

Figure 79 : Cartographie de |EX| dans plusieurs plans z=cte 

 Nous pouvons constater sur la Figure 79 le « gaspillage » de l’échelle des valeurs, nuisant à la 
visualisation précise des cartographies même dans des sections ne contenant pas l’antenne. Cet 
inconvénient est enlevé si on effectue le choix de la visualisation sur des graphiques séparés. De plus, 
et de manière évidente, toute étude quantitative précise ne peut être menée correctement que sur ce 
dernier choix de visualisation des cartographies. 
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II.4.3. Simulations exigeant plus de ressources 

II.4.3.1. Simulation d’un mode isolé à 251 MHz  

Les résultats présentés jusqu’à présent sont réalisés à des fréquences inférieures au double de la 
fréquence de résonance  la plus basse de 65.8 MHz correspondant au mode TM110.  Dés lors que nous 
voulons simuler des modes plus élevés, en montant en fréquence, nous nous attendons à plus 
d’oscillations spatiales dans les 3 directions x,y,z sur les cartographies. 

La conséquence immédiate, si nous voulons obtenir des résultats corrects, est d’augmenter le 
nombre de cellules de découpage du volume de la cavité.  Comme nous avons pu nous en rendre 
compte aux paragraphes II.1.  et II.2.   il est nécessaire d’utiliser une machine plus performante qu’un 
simple PC, avec un logiciel de résolution supportant une version parallèle. 

Nous avons utilisé la version parallèle de MUMPS sur un Cluster de PC de Xlim, en faisant 
travailler en parallèle 4 processeurs. Nous présentons les résultats de la simulation du mode TM333, 
dont la fréquence de résonance (dans la même cavité 3.5 m * 3.0 m * 2.9 m) vaut en théorie f = 251.0 
MHz. La position de l’antenne dipôle servant de source est au centre de la face z=LZ  (comme sur la 
Figure 65). Le découpage est de 20 * 20 * 20 cellules.  La fréquence de la simulation a dû être ajustée 
par plusieurs essais successifs, à cause du fait que déjà à cette fréquence, la densité de modes est 
importante [10] , et les diverses simulations effectuées nous ont permis d’obtenir des cartographies 
« non souhaitées » ( ex : mode TM150 de fréquence théorique 253.5 MHz et quelques autres …). Nous 
avons finalement obtenu le mode souhaité à la fréquence de 248.7 MHz, ce qui représente un écart 
relatif  de : 

%9.0
0.251

7.2480.251 =−

 

que nous considèrons comme très correct 

 Remarque : Loin de nous inquiéter, la difficulté à trouver la mode TM333, « noyé » dans plusieurs 
modes proches, est même un signe de « bon fonctionnement » du code, et surtout confirme la raison 
d’être d’une CRBM , à savoir obtenir un mélange important de modes de cavité, même si nous 
sommes encore sans brasseur . 

Application numérique : 

Le nombre de modes de cavité dont la fréquence de résonance est contenue dans la bande [240.0 
MHz ; 260.0 MHz] dans le cas d’une cavité parfaite est théoriquement de 19 . En tenant compte du 
fait qu’il y a un léger « décalage » entre fréquence théorique et numérique d’une part, et des pertes 
dans la cavité d’autre part ( donc une courbe de réponse en fréquence qui n’est pas une « Dirac » )  les 
modes compris dans la bande évoquée  peuvent facilement être excités et nous comprenons aisément 
les difficultés que nous avons à « isoler » le mode souhaité.   
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|EX|       |EY| 

 

|EZ| 

Figure 80 : Cartographies de la simulation à 248.7 MHz avec un découpage 20 * 20 *20 

Nous reconnaissons le mode TM333 recherché et nous constatons que les oscillations spatiales 
(« équivalentes en 3 D à des demi-longueurs d’onde 1 D » ) justifient la nécessité d’un maillage plus 
fin de la cavité et donc l’utilisation de moyens de calculs plus performants.  

II.4.3.2. Simulation d’un mélange de modes à 550 MHz  

Le but de cette simulation n’est plus d’obtenir un mode seul, à cause de la difficulté évoquée au 
paragraphe précédent. La phase de validation du code, a été effectuée aux plus basses fréquences sur 
de nombreux cas (une vingtaine de modes isolés TM et TE environ ) , dont quelques uns seulement 
ont été  présentés dans cette thèse. Aucun échec n’a été constaté au cours de cette phase et on peut 
considérer le code comme validé. Cette simulation a pour but de nous  rapprocher plus de 
« l’ambiance CRBM », puisque nous nous situons à une fréquence supérieure à  8 fois la fréquence de 
résonance la plus basse de la cavité. Le découpage est pratiquement à la limite permise par nos 
moyens informatiques, avec la version parallèle de MUMPS sur le Cluster, avec 4 processeurs. Il est 
de 34*34*34 cellules. La cavité est toujours la même. 

L’antenne dipôle est située suivant l’axe z aux indices :  

 i = 11 (en z),  j = 6 (en y) et  k = 6 (en x) pour la première extrémité 

et  i = 12 (en z),  j = 6 (en y) et  k = 6 (en x) pour la deuxième extrémité 
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Les résultats apparaissent  dans 3 graphiques séparés et seule la composante EZ est présentée : 

 

 

Figure 81 : Cartographies de |EZ| dans 3 sections, à la fréquence 550 MHz avec un découpage 
34*34*34 

La durée de la résolution du système d’équations est de 16 min 10 s. Le tracé des cartographies ci-
dessus, effectué sous MATLAB, sur le PC dure 20 min 20 s, il faut donc pour ce découpage 34*34*34 
une durée totale de simulation de 36 min 30 s. 

III. Conclusion du chapitre IV 

Nous avons, au cours de ce chapitre, présenté la mise en œuvre de la résolution numérique de la 
détermination du champ électromagnétique à l’intérieur d’une enceinte de forme parallélépipédique 
sans brasseur, excitée par des antennes rectilignes (une antenne plus complexe pouvant toujours être 
décomposée en segments rectilignes). Nous avons établi les équations de Maxwell discrétisées, ainsi 
que les divers cas particuliers en fonction de leur position (intérieur strict, sur une paroi, une arête, un 
sommet…). Nous avons constaté que le problème se ramenait alors à la résolution d’un système 
d’équations linéaires, dont les inconnues sont les 3 composantes du champ électrique. La 
modélisation des pertes a été réalisée de deux manières (impédance de surface et coefficient de 
fréquence complexe). Puis, les besoins tant en terme de mémoire qu’en temps de calcul ont mis en 
évidence la nécessité de résoudre le système linéaire par une méthode par matrices creuses. 

Nous avons logiquement terminé ce chapitre par la confrontation des cartographies des diverses 
composantes du champ électrique avec celles provenant de l’analytique en cavité parallélépipédique, 
ce qui a abouti à la validation du code. Cette validation a été réalisée qualitativement en regardant les 
allures des cartographies, mais aussi quantitativement en comparant les rapports des diverses 
composantes rectangulaires EX,  EY, EZ. 
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Chapitre V  

Hybridation FDFD/Développement modal 

I. Présentation de la méthode 

L’objectif est le même que dans le chapitre précédent, à savoir la détermination numérique du 
champ électromagnétique discrétisé, dans une cavité, avec une résolution fixée par un maillage 3D. 
Une des principales difficultés d’une méthode de simulation FDFD dans une CRBM, est le volume 
de ressources informatiques nécessaires à l’aboutissement du projet en terme de mémoire et de temps 
de calcul. (voir paragraphes II.1. et II.2.  du Chapitre IV  ). 

L’idée directrice permettant de réaliser l’hybridation est directement issue de la séparation en 
deux zones distinctes des CRBM, à savoir une zone de diffraction où se trouvent l’antenne, le 
brasseur etc… et la zone de mesure dénuée de tout matériel. (voir Figure 3 du Chapitre I  ). Si la 
limite entre les deux zones est suffisamment éloignée du brasseur, la zone de mesure peut être 
considérée comme un demi-guide d’ondes court-circuité à l’extrémité. 

Nous savons que le champ électromagnétique dans la zone de mesure peut se décomposer sur les 
bases de modes de guide TM et TE (transformées en ondes stationnaires de par la présence de la 
paroi). Le champ électromagnétique est donc totalement déterminé si on connaît les poids de tous les 
modes susceptibles de se propager (possédant un coefficient de propagation transversal Ck  inférieur 

au coefficient de propagation dans le vide 
c

k
ω=0 ). A ces modes propagatifs, on peut rajouter des 

modes evanescents à cause des pertes. L’objectif est donc de remplacer l’écriture des équations de 

l’opérateur ( )2
0krotrot −  en chaque nœud de la zone de mesure par des équations de calcul des poids 

des modes au niveau du raccordement des deux zones. 

Le nombre d’inconnues est alors considérablement diminué. En effet, si on considère que la zone 

de mesure contient XYZ nnn **'  cellules, l’hybridation permet de passer, pour cette zone, d’un 
nombre d’inconnues égal à  

)1(*)1(**3 ' ++ XYZ nnn  ( les 3 composantes aux nœuds, section de raccordement exclue )  

à un nombre d’inconnues égal à  

TE modes de nombre  TM modes de nombre +  

où le nombre des modes TM et TE représente les modes stationnaires de guides susceptibles 
d’exister (avec éventuellement quelques premiers modes évanescents ). Chaque mode est défini par 

deux entiers dans le cas analytique ou défini par une valeur propre ( 2
Ck−  ) issue de l’équation 

d’Helmholtz discrétisée ( paragraphe II.3.  du Chapitre II )  dans le cas plus général, numérique. 

C’est la différence de nature des inconnues (champ électrique d’une part et  poids des modes 
d’autre part) qui  justifie l’appellation d’«  hybridation » 
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II. Equations au niveau de la zone de séparation 

La tâche préliminaire pour mener à bien la méthode d’hybridation est le calcul des Eléments 
propres 2D : valeurs propres et vecteurs propres TM et TE de l’équation d’Helmholtz discrétisée 
(en EZ pour les modes TM et en HZ pour les modes TE) , présentée au paragraphe II.3. du Chapitre 
II . Une fois les éléments propres obtenus, ils sont stockés dans divers tableaux et fichiers. 

Au niveau de la séparation des deux zones ( que nous considèrons à la côte z = 0, d’indice i = 1 ), 
nous conservons  les inconnues EZ dans la section z = 0, de la même manière que dans la méthode 
classique  déjà testée au Chapitre IV  (sans hybridation). 

 

Figure 82 : Définition des diverses notations utilisées 

En revanche les inconnues EX ( de même pour EY ) sont remplacées par des combinaisons 
linéaires des EX ( de même pour EY ) des divers modes élémentaires TM et TE. On appellera ce 
développement sur les modes élémentaires le « développement modal ». 

En chaque point de la zone de séparation : 

∑∑ +=
TE modesTM modes

.. TE
X

TETM
X

TM
X eAeAE  

 (5-1)  

∑∑ +=
TE modesTM modes

.. TE
Y

TETM
Y

TM
Y eAeAE

 

expressions dans lesquelles les inconnues sont les poids des modes TETM AetA  

Les coefficients   TM
Y

TM
X ee ,  intervenant dans (5-1) sont calculés à partir des vecteurs propres 2D 

en EZ , grâce à la discrétisation de l’équation (A3-1) de l’ Annexe 3: 

)().sin(.
2 '

2 ZTZ
C

T EL
k

E ∇−=
rr

ββ
 (5-2) 

Les coefficients 
TE
Y

TE
X ee ,  sont quant à eux calculés à partir des vecteurs propres 2D en Hz, à 

l’aide de la discrétisation de l’équation (A3-2) de l’ Annexe 3 
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[ ])().sin(.
2 '

2 ZTZZ
C

T HUL
k

µ
E ∇∧=

rrr
βω

 (5-3) 

Attention : Les équations (5-2) et (5-3) cachent quelques points délicats apparaissant au moment 
de l’écriture du code : pour l’équation (5-3) par exemple, il faut regarder les expressions (A3-2) 
établies en Annexe 3 en respectant scrupuleusement les phases relatives entre les diverses lignes. La 
routine Lapack fournit les vecteurs propres (en HZ pour les modes TE) avec la convention « HZ 
correspondant à un n-uplet avec coordonnées purement réelles ». Nous voyons dans les expressions 
(A3-2), qu’il y aura donc un facteur « j » supplémentaire à introduire dans la programmation concrète 
de (5-3) pour respecter la quadrature entre les diverses expressions de (A3-2). Le non-respect de cette  
contrainte a été testé pendant la phase de mise au point du code : cela ne permettait pas d’aboutir à un 
résultat correct.   

Puis le système d’équations est complété par l’écriture des équations en nombre égal au nombre 
total de modes TM et TE pris en compte pour le développement modal. Ces équations rendront 
compte du fait que les divers poids sont calculés dans la section droite correspondant à z = 0  ( pour 
les notations, se reporter à la Figure 82 ) : 

).(cos..
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mode ième

22
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2

mode ième 

mode ièmeTM
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 (5-4) 
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Là encore des adaptations en fonction de la convention de phase des vecteurs propres calculés par 
Lapack ont été nécessaires en pratique, et la prise en compte de ce point n’ayant pas été effectuée, au 
début de la mise au point du code, nous étions confrontés à  des « invalidations » dont les causes ont 
été  difficiles à repérer. En pratique, les formules (5-4) sont modifiées,  avec des fonctions de base 
considérées en un ventre (et non à la côte z=0), ce qui a pour effet de supprimer les « carrés » des 
sinus et cosinus dans les expressions programmées dans le code final : 
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La cartographie dans la section, Zh
r

, est obtenue en utilisant l’équation de Maxwell discrétisée : 

Erot
j

H ..
.µω

=
r

 (5-5) 
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Dans les équations (5-4)’ les inconnues sont : les poids ,, TETM AA ainsi que les diverses 
composantes EZ dans toute la section z = 0. Nous appellerons la procédure de remplacement des 
équations classiques (sans hybridation) par celles faisant intervenir le développement modal, le 
raccordement modal. 

Il a aussi été effectué un changement par rapport à la méthode classique, au niveau des parois de la 
cavité, car les cartographies obtenues, bien que correctes à l’intérieur de la cavité, présentaient parfois 
des défauts en ce qui concerne les allures de la composante normale sur les parois. Pour justifier le 
changement des équations écrites à ce niveau, nous allons démontrer une autre condition aux limites : 

Considérons un parallélépipède entièrement contenu dans la cavité, infiniment proche de la paroi 
(sur l’exemple la paroi est la section z = LZ ) ( voir Figure 83  ci-dessous ). Nous considèrons que les 
parois sont parfaitement conductrices, ce qui est une approximation justifiée dans la pratique, en dépit 
de la possibilité d’une impédance de surface non nulle. 

 

Figure 83 : Nouvelle condition aux limites introduite dans les équations 

Nous considèrons qu’il n’y a pas de charges à l’intérieur de ce parallélépipède, et d’après le 
théorème de Gauss, le flux du champ électrique à travers la surface fermée du volume est nul. Nous 
savons d’après la condition aux limites démontrée en Annexe 1 que la composante tangentielle du 
champ électrique sur une paroi parfaitement conductrice est nulle. Si nous faisons tendre la 
dimension suivant z de ce parallélépipéde vers zéro, nous considèrons EX et EY nulles sur toute la 
surface délimitant le volume infinitésimal. Nous constatons alors  que les seules grandeurs 

susceptibles de produire un flux non nul à travers la surface sont les composantes ZE
r

 représentées sur 
la Figure 83  et la seule façon d’obtenir cela est que les deux composantes EZ représentées sur le 
schéma  soient égales. 

Nous avons introduit donc la condition aux limites ici : 0=
∂

∂
z

EZ  qu’on peut appliquer à toutes les 

parois et de manière générale, nous avons : 

0=
∂

∂
n

En  (5-6) 
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où l’indice ""n  signifie dérivée de la « composante normale » calculée suivant la normale  

Cette condition aux limites a été programmée au niveau des parois, pour la composante normale du 
champ électrique, en remplacement de l’équation classique, qui donnait tout de même des résultats 
acceptables. 

Le système matriciel complet prend la forme décrite ci-dessous : 
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• Les équations repérées « zone de diffraction » correspondent à celles déjà rencontrées dans le 
Chapitre IV , équations (4-1) et (4-5) (avec tous les cas particuliers évoqués) et ne 
contiennent comme inconnues que les composantes de champ électrique.  

Le nombre d’équations de cette partie est égal au nombre de points de la zone de diffraction, 
multiplié par 3, sans la section « limite », z=0.  

• Les équations repérées « Limite entre zones » correspondent aux mêmes équations à la base, 
mais dans lesquelles toute composante de champ EX et EY  concernant un point de cette limite 
(z=0) est remplacée par son développement sur les modes de base TM et TE. On rappelle 
que ces composantes transversales ont pu être obtenues numériquement (par opposition à 
analytiquement) à partir des composantes longitudinales, elles mêmes obtenues 
numériquement, par résolution de l’équation d’Helmholtz.  

Cette partie contient donc comme inconnues, aussi bien les composantes de champ électrique 

que les poids des modes notés TE
n

TM
m AetA . 

Le nombre d’équations de cette partie est égal au nombre de points de la section « limite », 
z=0, multiplié par 3. 

Les composantes en z des champs ne sont pas développées sur la base des modes 
élémentaires. 

En observant en détails l’opérateur rotrot.  nous constatons que : 

La composante en x ne fait intervenir que EX pour le développement modal 
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La composante en y ne fait intervenir que EY pour le développememt modal 

La composante en y fait intervenir EX et EY pour le développement modal 

d’où nous déduisons la structure de la partie « limite entre zones » du système vu ci-dessus. 

• La partie « Produits scalaires » correspond aux égalités que doivent vérifier les produits 
scalaires définis au Chapitre III entre la cartographie en z=0 (inconnue) et celles 

correspondant aux divers modes TM et TE (connues) et les poids TE
n

TM
m AetA . C’est la 

programmation des équations (5-4)’ pour les modes TM et TE, auxquelles il faut rajouter 
l’équation (5-5) pour les modes TE. Chacune de ces équations contient les composantes de 
champ (EZ pour les modes TM ou EX, EY pour les modes TE) dans la section z=0 et un seul 
poids comme inconnues. 

Le nombre d’équations de cette partie est tout simplement égal au nombre total de poids des 
modes TM et TE pris en compte pour le développement modal (modes de guide stationnaires 
propagatifs + quelques modes évanescents). 

Nous constatons que le système linéaire obtenu contient un nombre d’équations égal au nombre 
d’inconnues, et la structure du système matriciel à résoudre est donc décrite ci-dessous : 
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dans laquelle nous faisons clairement apparaître les 3 zones définies plus haut, en ce qui concerne 
les divers types d’équations programmées. 

Nous constatons donc que la matrice principale présente des blocs de structures différentes. 
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• Le 1er bloc est formé de coefficients non nuls concernant quelques inconnues de champ 
électrique, les coefficients concernant les poids étant tous nuls. Ce bloc est extrêmement 
creux. 

• Le 2ème bloc contient la même structure que le 1er auquel il faut rajouter tous les coefficients 
concernant les poids TM et TE. Ce bloc est d’autant  plus dense que le nombre d’inconnues 
« poids des modes » est élevé, donc que la fréquence augmente, tous les autres paramètres 
restant égaux par ailleurs. 

• Quant au 3ème bloc, pour les modes TM, chaque ligne contient tous les coefficients concernant 
les composantes en z du champ électrique dans la section z=0, et un seul coefficient « poids 
d’un mode TM », égal à (-1) et contient [(nY+1)*(nX+1)+1] coefficients non nuls. 

Toujours pour le 3ème bloc et pour les modes TE, chaque ligne contient tous les coefficients 
concernant les composantes en x et y du champ électrique dans la section z=0, et un seul 
coefficient « poids d’un mode TE », égal à (-1) et contient [2*(nY+1)*(nX+1)+1] coefficients 
non nuls. 

Ce bloc est évidemment moins creux que le 1er. Le « caractère creux », en pourcentage du 
nombre N (ordre de la matrice, aussi égal au nombre total d’inconnues) est d’autant plus 
marqué que le découpage est fin , dans la direction z. 

Le nombre d’équations contenues dans ce bloc est d’autant plus élevé que le nombre de modes 
TM et TE pris en compte pour le développement modal augmente, donc que la fréquence de 
travail est élevée. 

L’organigramme suivant résume les interactions et la hiérarchisation des grandes étapes de 
l’hybridation : 

 

Remarque : Nous pourrons toujours obtenir le champ électrique E
r

 (et donc les 3 composantes 
rectangulaires EX, EY, EZ ) en n’importe quel point de la zone de mesure en développant celui-ci sur la 
base de modes de guide stationnaires : 
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∑ ∑+=
TM modes TE modes

.. TETETMTM EAEAE
rrr

 puisqu’après résolution du système, nous pourrons avoir 

accés aux poids TETM AetA  

L’organigramme plus détaillé suivant résume les étapes du code « FDFD-Hybridation » réalisé : 
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III. Validation sur cavité parallélépipédique sans brasseur 

Nous procédons de la même manière que pour la validation du code réalisé avec maillage complet 
de toute la cavité, c’est-à-dire vérification de l’allure des cartographies pour les premiers modes, car 
la densité de modes par unité de fréquence permet d’ « isoler » un mode avec un choix approprié de 
fréquence d’excitation de l’antenne. Pour vérifier la validité, le mieux est de réaliser les mêmes essais 
que pour la méthode avec maillage de toute la cavité, ou tout au moins avec le maximum de points 
communs. La première simulation a pour but d’obtenir le mode TM111 dans la même cavité toujours 
sans brasseur. 

En nous reportant aux notations de la Figure 82, nous choisissons des longueurs LZ = 2.07 m et L’Z 

=0.83 m pour positionner la zone de séparation ( nous remarquons qu’on retrouve bien la longueur 
totale de la cavité suivant z égale à 2.9 m ). Les autres dimensions sont évidemment inchangées, ainsi 
que la position de l’antenne. Tous les autres paramètres (impédance de surface, coefficient de 
fréquence etc…) sont aussi inchangés. Pour obtenir un « découpage équivalent » à celui réalisé pour le 
cas « maillage de toute la cavité »    ( pour rappel : 14*14*14 ) nous choisissons un découpage de la 
zone de diffraction de 14*14*10. 

Les diverses sections visualisées correspondent aux mêmes que celles du paragraphe II.4.2. du 
Chapitre IV  et nous obtenons : 

 

Figure 84 : Cartographies de |EX| avec développement modal avec un découpage de la seule zone de 
diffraction en 14*14*10 
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Figure 85 : Cartographies de |EY| avec développement modal avec un découpage de la seule zone de 
diffraction  

 

Figure 86 : Cartographies de |EZ| avec développement modal avec un découpage de la seule zone de 
diffraction   

Nous constatons que les allures des cartographies obtenues avec maillage complet du volume 
d’une part, et avec hybridation d’autre part, concordent.  

Attention de tenir compte du « décalage de la coordonnée en z » par rapport au chapitre 
précédent, dû à la nouvelle position z = 0. 

En ce qui concerne les valeurs numériques, des différences apparaissent. Nous allons revenir sur 
ce point un peu plus loin. La fréquence de la simulation est 84.65 MHz au lieu de 83.70 MHz pour 
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obtenir des valeurs du même ordre de grandeur. La méthode d’hybridation avec le découpage 
14*14*10 « équivalent » au précédent découpage 14*14*14, sans développement modal  permet une 
résolution du système d’équations en environ 40 secondes avec un Pentium 4, sous MATLAB 
(Windows XP ). Sans hybridation, la résolution avait duré environ 1 min 40 s, et jusqu’à 2 min 10 s 
pour certains cas. 

La résolution fournit, comme nous l’avons vu plus haut les poids des modes TM et TE et dans 
notre cas, le poids le plus élevé correspond au 1er mode de guide, le mode TM11 avec un poids 
complexe apparaissant dans la structure générale du fichier « solution.txt » dont on donne un aperçu 
de la fin de ce dernier sur la Figure 87 ce fichier comportant 7433 lignes, dans notre cas : 

3*15*15*11 composantes de champs aux nœuds de la zone de diffraction + 3 modes TM ( 1 
propagatif + 2 évanescents ) + 5 modes TE ( 3 propagatifs + 2 évanescents ) = 7433 inconnues 

Chaque ligne est composée d’une description brève et claire de la nature de l’inconnue (qui ne 
l’est plus après résolution!), suivie de la partie réelle et imaginaire de celle-ci comme on peut le voir 
ci-dessous : 

 

Figure 87 : Aperçu de la fin du fichier « solution.txt »  

 Nous constatons que le module du poids le plus élevé, comme nous nous y attendions est le 1er 
mode de guide TM. Nous voyons de plus, qu’ont été pris en compte 3 modes TM et 5 modes TE. 
Durant toutes les simulations de cette thèse, le nombre de modes évanescents (numériquement) a été 
choisi égal à 2 et a toujours donné satisfaction. Il peut être modifié à tout moment. 

 

Petit problème …  

Dans la phase de validation du code pour la méthode sans développement modal, nous avions 
vérifié les égalités entre les valeurs théoriques et obtenues en simulation, pour des rapports 

.......etc
E

E

Y

X   au paragraphe II.4.2. du Chapitre IV et cette étape avait donné satisfaction. 

Le rapport évoqué ci-dessus devrait valoir environ 0.85, ce qui semble ne pas être correctement 
vérifié lorsque nous regardons la Figure 84 et la Figure 85.  
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Et sa solution : 

Attention de ne pas porter un jugement trop rapide à propos du rôle joué par un mode par la simple 
lecture de son poids. Pour illustrer ces propos nous allons, à partir de la cartographie de |EX| dans une 
section x = cte, découvrir le rôle plus ou moins important de certains modes. La zone de séparation est 
repérée par la côte « z = 0 ». 

 

Zone de raccordement 

Figure 88 : Cartographie de |EX| dans une section x=cte avec prise en compte des 3 modes TM + 0 
mode TE (fréquence = 84.65 MHz) 

Nous constatons une certaine « discontinuité » du champ au niveau de la zone de raccordement 
lorsque nous ne tenons pas compte des modes TE, dont les poids ont un module très inférieur à celui 
du 1er mode TM. La cartographie obtenue en ne tenant compte que de ce  1er mode TM est identique 
à celle obtenue avec les 3 modes TM, confirmant le rôle primordial de ce 1er mode TM.  

Puis nous donnons la cartographie de |EX| en tenant compte des 3 modes TM et de 2 modes TE 
(dans l’ordre croissant des constantes de propagation transversale Ck  comme présenté dans le fichier 

« solution.txt » ) . 
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Figure 89 : Cartographie de |EX| dans une section x=cte avec prise en compte des 3 modes TM + 2 
modes TE (fréquence = 84.65 MHz) 

Nous ne constatons pas de différences notables entre la Figure 88 et la Figure 89. En consultant le 
fichier solution (Figure 87) nous voyons que le 3ème mode TE a un poids plus important que les deux 
premiers modes TE, bien que très inférieur au mode principal TM . 

La Figure 90  présente la cartographie obtenue en rajoutant ce 3ème mode TE 

 

Figure 90 : Cartographie de |EX| dans une section x=cte avec prise en compte des 3 modes TM + 3 
modes TE (fréquence = 84.65 MHz) 

En observant la cartographie obtenue sur la Figure 90, nous voyons immédiatement que la 
conclusion s’impose d’elle-même : le 3ème mode TE (correspondant au mode de guide analytique 
TE11 )  joue un rôle non négligeable en dépit d’un module du poids près de 2600 FOIS PLUS 
FAIBLE que celui du principal mode TM . Le fait de tenir compte des 2 derniers modes TE ne change 
pratiquement pas le résultat. Nous nous devons de rechercher la cause d’un résultat qui semble aller 
contre toute attente : comment se fait-il qu’un mode ayant un module du poids 2600 fois plus faible 
qu’un autre puisse jouer un rôle relatif aussi important ? 
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Pour comprendre ce « paradoxe », revenons aux définitions des vecteurs propres en 2D obtenus par 
résolution de l’Equation d’Helmholtz paragraphes II.3. et III.2.   du Chapitre II . La convention 
choisie pour ces vecteurs propres (qui rappelons le, étaient formés par les composantes en EZ ou HZ 
dans une section droite z=cte)  était une « normalisation » de la composante maximale (en module) à  
2  V/m pour les modes TM et à 2 A/m pour les modes TE (choix justifié par le fait qu’il correspond à 
des ondes stationnaires issues d’une réflexion d’ondes progressives d’amplitudes respectives 1 V/m 
et 1 A /m sur une paroi parfaite ). Les composantes en x et y des cartographies des divers modes TM et 
TE élémentaires étaient déduites des vecteurs propres par les formules (A3-1) et (A3-2) établies en 
Annexe 3. 

En regardant les expressions analytiques établies pour le champ électromagnétique des modes TM 
et TE, en  Annexe 5 nous constatons que la valeur maximale prise par |EX|  pour le mode de base 

TM11 (avec E0 = 1 V/m )  est  mV
k

kE
E

C

X
X /054.1

...2
2
0

max ==
β

 

Nous pouvons calculer |EXmax| pour le mode de base TE11  : 

mV
k

kHZk
E

C

Y
X /7.735

....2
2

000
max ==  (avec  aussi  H0 = 1 A/m ) 

Nous comprenons maintenant la raison pour laquelle, malgré un poids beaucoup fois plus faible, 
le mode TE11  joue un rôle non négligeable. En tenant compte du poids ( établi après résolution du 
système d’équations ), nous obtenons des valeurs maximales de |EX| : (voir copie du fichier 
« solution.txt » ci-dessus ) 

Mode TM11 : mVEX /2.307054.15.291max =×=  

Mode TE11 :  mVEX /9.837.735114.0max =×=  

Et nous constatons effectivement  que le mode TE11  joue un rôle important, car la norme 
euclidienne du vecteur colonne TE

xe 11

r
 est beaucoup plus élevée que celle  de TM

xe 11

r
 

Nous rappelons que les vecteurs ci-dessus sont des n-uplets pour lesquels chaque coordonnée est la 
composante Ex, dans une section z=cte, avec la numérotation définie au paragraphe II.3.  du 
Chapitre II  : 

TM
x

TE
x ee 1111

rr >>
 

Remarque : les valeurs calculées ci-dessous sont plus élevées que celles des Figure 84 à 86 car les 
cartographies n’étaient pas tracées dans une section correspondant à un ventre (selon x). On peut s’en 
convaincre en observant la Figure 84 . 

D’autres cartographies sont présentées ci-dessous pour constater le bon résultat fourni par le 
développement modal au niveau de la zone de jonction. 
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Figure 91 : Cartographies de |EX| permettant de constater la transition FDFD/Développement modal   

 
Figure 92 : Cartographies de |EY| permettant de constater la transition FDFD/Développement modal   

 

Figure 93 : Cartographies de |EZ| permettant de constater la transition FDFD/Développement modal   

Nous pouvons constater la bonne concordance visuelle du raccordement modal.  

Nous allons réaliser une nouvelle simulation en déplaçant la zone de raccordement avec les 
valeurs LZ  = 1.656 m et L’Z = 1.244 m . Nous pouvons vérifier que ces valeurs permettent de réaliser 
une simulation « équivalente » en terme de découpage à la simulation précédente, si nous choisissons 
un découpage 14*14*8. La fréquence est conservée égale à 84.65 MHz.  
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Nous ne présentons que quelques cartographies (choix arbitraire) pour comparer aux précédentes. 

 

Figure 94 : Cartographie de |EX| avec maillage de la zone de diffraction seule (14*14*8) 

 

Figure 95 : Cartographie de |EZ| dans une section y = cte = 5*dy  ( découpage 14*14*8 ) 

Nous constatons une fois de plus les allures correctes des quelques cartographies ci-dessus, sans 
défaut apparent dans la zone de raccordement. Toutefois les amplitudes ne correspondent pas à celles 
obtenues à la même fréquence avec un découpage de la zone de diffraction 14*14*10 ; nous 
reviendrons sur ce point un peu plus loin. Regardons les résultats obtenus en changeant le découpage, 
en conservant la position de la zone de séparation ainsi que la fréquence de la première simulation 

Nous effectuons donc une simulation avec LZ  = 2.07 et L’Z = 0.83 m, à une fréquence de 84.65 
MHz, mais un découpage 14*14*12 au lieu de 14*14*10 qui avait été effectué alors. Les résultats 
sont donnés ci-dessous : 
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Figure 96 : Cartographie de |EX| avec maillage de la zone de diffraction seule ( 14*14*12 ) 

 

Figure 97 : Cartographie de |EZ| dans une section y = cte = 5*dy  ( découpage 14*14*12 ) 

Nous constatons dans les cas présentés (et nous pourrions multiplier les exemples) les allures des 
cartographies sont quasiment identiques et correspondent à chaque fois à celles attendues en théorie, 
mais… les valeurs peuvent varier fortement suivant la position de la zone de séparation ou le 
découpage. (nous rappelons que ces chiffres n’ont que des valeurs relatives, aucune recherche de 
câlibration n’a été effectuée pour le moment ). 

En fait la reproductibilité exacte suivant les divers paramètres (position de la zone de 
raccordement, maillage etc… )  ne doit pas être recherchée à une fréquence précise, mais dans une 
étude globale, sur une bande de fréquence. Nous présentons ci-dessous des courbes donnant 
l’amplitude maximale de |EZ| dans une même section x = cte = 1.25 m,  en fonction de la 
fréquence. N’importe quelle autre section, ainsi que n’importe quelle autre grandeur aurait fait 
l’affaire, puisque les cartographies sont « quasiment identiques » et donc définies à une constante de 
proportionnalité près. Les simulations sont effectuées avec les paramètres suivants : 
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• Impédance de surface définie avec un coefficient 103 par rapport à celle du cuivre 

• Coefficient de fréquence complexe = 10-4  donc ( )410.1.' −+= jff  

• Dimensions de la cavité LX = 3.5 m ; LY = 3.0 m ;  LZ  + L’Z = 2.9 m 

La modélisation des pertes a été vue en détails au paragraphe II.3.   du Chapitre IV .  

 

Figure 98 : Variation de |EZmax| dans la section x = 1.25 m en fonction de la fréquence avec différents 
maillages (voir tableau ci-dessous) 
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Les valeurs maximales sur la Figure 98 correspondent respectivement aux fréquences 83.869 MHz,  
84.601 MHz  et 84.772 MHz soit une erreur relative maximale d’environ 1 % 

En présentant une échelle de fréquence plus étendue permettant de mieux appréhender le 
pourcentage d’erreur calculé ci-dessus : 

 

Figure 99 : Variation de |EZmax| dans la section x = 1.25 m, avec une échelle de fréquence élargie  

Nous constatons que la Figure 99 permet de conclure à la quasi-reproductibilité des simulations 
avec des maillages différents. La courbe a été extrapolée entre 0 et 70 MHz sans tenir compte des 
modes présents (il devrait apparaître 2 « pics de résonance » correspondant aux modes TE). Ce 
graphique permet par ailleurs de se rendre compte de l’ « étroitesse » des courbes de résonance 
conformément à ce que la théorie le laisser prévoir. Dans le cas parfait  (sans pertes) ces courbes 
deviennent des « pics de Dirac ». De la même manière, nous obtenons le même type de résultats dans 
divers cas (non présentés ici)  de déplacement de la zone de raccordement ou/et changement de 
découpage, et nous comprenons maintenant que les simulations présentant des ressemblances au 
niveau des allures, avec des différences d’amplitudes nettes se situent en fait dans une zone proche de 
la résonance pour l’une des courbes et nous pouvons considérer que le code donne satisfaction sur ce 
point aussi. 

Nous allons examiner l’effet d’une augmentation des pertes (en jouant sur l’un des facteurs 
prévus pour simuler ces pertes, par exemple le coefficient de fréquence complexe, défini plus haut ). 
Pour ce faire, nous réalisons un ensemble de simulations avec deux valeurs différentes du coefficient 
de fréquence complexe : 

LZ = 1.656 m ; L’Z = 1.244 m ; Découpage 14*14*8 ; Impédance de surface définie avec un 
coefficient 103 ; coefficient de fréquence : 1.10-4 et 5.10-4 respectivement. Nous notons la valeur 
maximale de |EZ| dans une section x = 5*dx (choix arbitraire) en fonction de la fréquence avec deux 
valeurs du paramètre « coefficient de fréquence complexe ». Nous obtenons les courbes ci-dessous : 
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Figure 100 : Variation de |EZ| en fonction de la fréquence pour deux valeurs du coefficient de 
fréquence complexe 

Nous constatons une résonance de moins en moins « aigüe » au fur et à mesure que les pertes 
augmentent. La grandeur permettant de caractériser la « sélectivité » plus ou moins grande des courbes 
de réponse (type Figure 100) est le facteur de qualité Q défini de la même manière que pour des 
circuits   résonants basse fréquence [13] : 
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∆

= −
−

  

Lorsque les pertes sont modélisées par le coefficient de fréquence complexe (ce qui correspond à 
peu de chose près à notre cas ici, les pertes sur les parois étant significativement plus faibles que les 
pertes volumiques), nous avons aussi la relation : 









+=

Q

j
ff réellecomplexe 2

1   qui nous montre que ce qu’on a défini comme étant le coefficient de 

fréquence complexe s’identifie en fait à 
Q2

1
[3]  

Vérification numérique : 

En réalisant des « zooms » sur les courbes nous obtenons : 

• Pour le coefficient de fréquence complexe égal à 1.10-4 une bande passante 
kHzf dB 5.173 =∆ −   et une fréquence de résonance MHzf 87.830 = ce qui donne une valeur 
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du coefficient de fréquence mesuré  4
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f

f dB  ce qui est en bon accord avec la 

valeur « théorique ». 

• Pour le coefficient de fréquence complexe égal à 5.10-4 une bande passante 

kHzf dB 0.843 =∆ −  et la même fréquence de résonance ce qui donne une valeur du coefficient 

de fréquence mesuré  4

0

3 10008.5
2

−− ×=
∆

f

f dB  ce qui est encore en bon accord avec la valeur 

« théorique ». 

Nous présentons ci-dessous quelques modes d’ordres supérieurs permettant de confirmer le 
bon fonctionnement du code. 

L’objectif est de retrouver le mode TM322 dont la fréquence de résonance théorique est égale à  
192.8 MHz. Il est déjà difficile d’isoler un mode à ce niveau là, à cause de la densité de modes (de 
guide ou de cavité) par MHz, importante [10] [13] . On y parvient tout de même en plaçant une 
antenne dipôle au fond de la cavité, au centre de la face z = LZ dirigé suivant l’axe z. La fréquence est 
prise égale à 193.8 MHz, soit un écart relatif de 0.5 % entre les fréquences théorique et pratique. 

La séparation est telle qu’on a LZ = 1.656 m et L’Z = 1.244 m (avec les mêmes valeurs de LX et LY ) 

Le découpage est : 20 * 20 * 14 

La résolution effectuée avec MUMPS sur le Cluster avec 4 processeurs dure moins d’ 1 minute. 

Le travail le plus long a été de retrouver « visuellement » ce mode, ce qui ne sera pas nécessaire 
dans l’utilisation pratique, puisque le but est d’effectuer justement un mélange de modes.  

 

Figure 101:  Cartographies de |EX| dans lesquelles on reconnaît les modes TM/TE322 
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Figure 102 : Cartographies de |EY| dans lesquelles on reconnaît encore les modes TM/TE322 

 

Figure 103: Cartographies de |EZ| dans lesquelles on reconnaît encore le mode TM322 

Les cartographies ci-dessus font apparaître les 2 modes prépondérants TE/TM correspondant à la 
même fréquence de résonance. Le poids relatif du mode TM322 sur les 29 premiers modes TM  (donc 
en prenant en compte des modes évanescents)  est de 54 %, les poids les plus forts suivants valant 
respectivement 16.6 % et 14.4 %. C’est pour cela que les cartographies des Figures 101 à 103 
présentent quelques « déformations » par rapport aux modes purs TM/TE 322. Nous constatons encore 
que le raccordement modal s’effectue correctement sur les figures ci-dessus. 
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Une étape nécessaire à la vérification du code est la simulation de modes TE, étant donné la 
procédure différente et plus complexe, en ce qui concerne les calculs des poids des modes TE (voir le 
paragraphe II. ) au cours du raccordement modal. Dans ce but, nous réalisons la simulation du mode 
TE011 dont la fréquence de résonance théorique est égale à 71.9 MHz et nécessite un découpage 
relativement modeste du volume. Nous choisissons des longueurs des zones de diffraction et de 
mesure respectivement égales à LZ=2.07 m et L’Z = 0.83 m, avec un découpage 12*12*10 que nous 
résolvons sous MATLAB avec un PC. Le coefficient de fréquence est égal à 10-3. Nous plaçons une 
antenne dipôle au centre de la face x=0, dans la direction de l’axe x  

 

Figure 104 : Position de l’antenne pour la simulation du mode TE011 

La fréquence de la simulation est prise égale à : 72.3 MHz, soit un écart inférieur à 0.6 % par 
rapport à la fréquence analytique. En regardant les expressions en Annexe 5 nous constatons que seule 
doit exister la composante EX en théorie. Nous constatons en effet des amplitudes de EX plus de 100 
fois supérieures à celles de EY et EZ. Avec un découpage plus fin (nécessitant une machine plus 
performante), les rapports entre grandeurs non nulles et celles « théoriquement nulles » dépassent 
1000. 

Seules les cartographies de |EX| sont présentées ci-dessous : 

  

Figure 105 : Cartographies de |EX| sur lesquelles nous reconnaissons le mode TE011 
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Une autre simulation est réalisée, avec le même découpage et la même position de la zone de 
séparation, dans le but de retrouver le mode TE101, dont la fréquence analytique est 67.13 MHz. 

L’antenne est positionnée au centre de la face y=0, suivant l’axe y. 

 

Figure 106 : Position de l’antenne pour la simulation du mode TE101 

L’ Annexe 5 permet de prévoir que seule la composante EY devrait exister. Nous retrouvons là 
encore des résultats cohérents en simulation, avec des amplitudes au moins 100 fois plus faibles pour 
les composantes EX et EZ par rapport à celles de EY et dépassant 1000 avec des découpages plus fins. 
La simulation est effectuée à une fréquence de 67.4 MHz soit un écart de 0.4 %  entre fréquences 
théorique et pratique. Nous ne présentons là encore que les cartographies de |EY| ci-dessous : 

 

Figure 107 : Cartographies de |EY| sur lesquelles on reconnaît le mode TE101 

Une simulation à une fréquence plus élevée, mais considérée comme relativement basse est 
effectuée, sans recherche d’un mode « isolé ». Nous nous rapprochons de l’ambiance CRBM. Nous 
choisissons arbitrairement une valeur de 350 MHz. Les valeurs sont : LZ=1.19 m et L’Z=1.71 m, avec 
un découpage 34*34*14 
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Figure 108 : Cartographies de |EZ| dans 3 plans de coupe, à une fréquence de 350 MHz, avec 
développement modal (zone de raccordement en pointillés rouges) 

Une dernière simulation sans brasseur est réalisée, à la fréquence de 550 MHz correspondant plus 
à l’utilisation en CRBM. Les valeurs des zones de mesure et de diffraction, ainsi que celles du 
découpage sont conservées, correspondant au même découpage que lors de la simulation à la même 
fréquence, sans développement modal. 

    

 

Figure 109 : Cartographies de |EZ| dans 3 plans de coupe, à une fréquence de 550 MHz, avec 
développement modal et un découpage 34*34*14 
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Nous constatons comme nous nous y attendions que les « oscillations spatiales » du champ sont de 
dimensions de plus en plus petites au fur et à mesure que la fréquence augmente. Sans brasseur, nous 
voyons que la distribution du champ est déjà très « accidentée ». Nous concevons sans peine que 
l’introduction d’un brasseur modifiant les conditions aux limites, à ces mêmes fréquences ou à des 
fréquences supérieures provoque avec une rotation de ce brasseur, un champ statistiquement très 
variable dans l’espace. On remarque de plus sur la Figure 108 et la Figure 109 que le raccordement 
modal en z=0 s’effectue très correctement, sans discontinuités significatives. 

Concernant les temps de calcul, la dernière simulation à 550 MHz a été effectuée avec une zone de 
diffraction (qui ne contient pas d’objet diffractant pour le moment) LZ=1.19 m. La résolution a duré 25 
minutes. En déplaçant la zone de séparation à LZ=1.365 m (avec L’Z=1.535 m)  à la même fréquence 
et en conservant un « découpage équivalent », soit 34*34*16, nous arrivons à des durées de 50 
minutes. 

Nous présentons les cartographies obtenues, et nous ne nous en étonnerons pas de la « non 
reproductibilité totale des résultats » comme nous l’avions constaté sur la Figure 98 et la Figure 99 

    

 

Figure 110 : Cartographies de |EZ| dans 3 plans de coupe, à une fréquence de 550 MHz, avec 
développement modal et un découpage 34*34*16 

Le passage du simple au double pour le temps de calcul, pour une variation de l’emplacement de 
la zone de séparation nous permet d’appréhender l’intérêt de la méthode FDFD avec développement 
modal. L’utilisateur du code devra donc trouver un compromis entre zone de séparation suffisamment 
éloignée du brasseur et zone de séparation permettant un découpage avec le moins de cellules suivant 
z. Les difficultés auxquelles nous nous heurtons lorsque nous montons en fréquence sont les 
suivantes : 
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•  Un maillage plus serré à cause des oscillations spatiales plus petites, contrainte à laquelle 
nous nous attendions et que nous retrouvons exactement de la même manière pour la méthode 
FDFD classique, sans développement modal 

•  Une densité de modes de plus en plus élevée augmentant le nombre d’équations produisant 
les lignes de la matrice les plus denses  (au niveau de la zone de séparation) 

Le dernier point évoqué ci-dessus semble avoir une importance que nous avions sous-estimé dans 
un premier temps. Nous serons amené à en reparler dans les perspectives d’amélioration de la 
méthode. Pour illustrer le rôle de la fréquence sur le temps de calcul : avec deux fréquences 
respectivement de 350 MHz et 550 MHz, tout le reste (position de l’antenne, découpage, zone de 

séparation…) étant égal (le maillage correspondant respectivement à environ   
6

et  
10

λλ
)  nous 

obtenons les temps de calcul suivants : 

•  pour 350 MHz, un nombre de modes de guide égal à 41 modes TM + 56 modes TE, 
nécessitant un temps de résolution du système de 14 minutes 

•  pour 550 MHz, un nombre de modes de guide égal à 111 modes TM + 135 modes TE, 
nécessitant un temps de résolution du système de 22 minutes 

IV. Cavité parallélépipédique avec brasseur 

IV.1. Modélisation du brasseur 

Le brasseur modélisé est un surface rectangulaire métallique (considérée comme parfaitement 
conductrice dans le code réalisé) infiniment mince et en rotation autour d’un axe vertical. Nous tenons 
compte de la présence du brasseur, dans le programme, à travers l’appel d’un sous programme 
totalement autonome, réalisant l’écrasement des équations écrites sans brasseur. L’amélioration du 
code par modélisation d’un brasseur plus réaliste ne nécessiterait que la modification de ce sous-
programme. Bien entendu, cette démarche peut être envisagée dans  les perspectives d’amélioration 
de la méthode.  

Comme cela est expliqué dans la Thèse de Cécile FIACHETTI [1] , dans une technique type 
« différences finies »,  le brasseur doit épouser le maillage et donc subir une déformation au cours des 
rotations, déformation d’autant moins importante que le maillage est « serré ». 

Un programme auxiliaire, en Fortran 95 permet de visualiser en 2D la projection du brasseur 
sur un plan y=Cte avec le quadrillage de la zone de diffraction, en fonction de l’angle de rotation, en 
degrés. Apparaissent sur ce schéma la projection des brasseurs « analytique »  et  « numérique ».   

Cette étape est pratique pour se rendre compte de l’encombrement du brasseur et pour visualiser 
l’écart entre le brasseur « analytique » et son approximation « en marche d’escalier »,  mais surtout 
se retrouve être une étape indispensable pour une étude statistique dans laquelle deux valeurs 
différentes de l’angle peuvent engendrer le même brasseur numérique, et donc fausser cette étude.  

Cette étape de visualisation de tous les angles possibles donnant des « brasseurs équivalents 
numériques » différents est donc effectuée systématiquement avant toute étude statistique (voir 
importance de ce point en Annexe 10). 

Par exemple un découpage de la zone de diffraction en nX=34 et nZ=12 donne un même brasseur 
numérisé, pour les deux angles de 15 et 20 degrés. Ces deux angles devront donc être considérés 
comme étant trop proches par rapport à la résolution induite par ce découpage. 
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Figure 111 : Projection des brasseurs sur un plan y=Cte pour deux valeurs d’angle de 15 et 20 degrés 

L’opération de discrétisation du brasseur dans le cas de cette géométrie simple est assez aisée : un 
« balayage » des points suivant x, à l’intérieur duquel on effectue un « balayage » suivant z, et où 
l’algorithme ne retient comme « candidats » à l’appartenance au brasseur numérisé  que les points 
distants du brasseur analytique de moins d’une « longueur de cellule ». 

La projection du brasseur sur un plan y=Cte (appelé brasseur 2D) est une ligne croissante dans le 
plan (x,z), ce qui permet de ne réaliser le balayage suivant z, qu’à partir d’une valeur i_min, cette 
valeur de i_min ne pouvant qu’augmenter au cours du balayage suivant x. 

Algorithme de numérisation du brasseur : 

 

Le brasseur 3D est tout simplement déduit du brasseur 2D par translation suivant l’axe y, sur la 
largeur communiquée par l’utilisateur et convertie en un nombre entier de longueurs élémentaires dy.   
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Figure 112 : Brasseur 3D numérisé pour le code FDFD 

IV.2. Modifications des équations dues à la présence du brasseur 

Nous rappelons que dans les régions sans brasseur, strictement dans la zone de diffraction (par 
opposition à la zone de séparation), les inconnues en chaque nœud du maillage sont EX, EY et EZ. Au 
niveau des points appartenant au brasseur 3D les inconnues seront remplacées par (Figure 113) : 

• La composante normale sur la 1ère face du brasseur 

• La composante normale sur la 2ème face du brasseur 

• Une inconnue « fictive » nulle représentant à la fois la composante tangentielle sur les 2 faces 
(le brasseur est alors considéré comme parfaitement conducteur) 

Ces nouvelles inconnues interviendront sur les parties du brasseur considérées comme admettant 
localement une normale suivant x ou z, et ne présentant pas une « arête » sur le brasseur 2D. 

Pour les points du brasseur correspondant à une arête sur le brasseur 2D (et donc aussi sur le 
brasseur 3D), on considère que le champ électrique est à la fois tangentiel à la surface du brasseur pour 
EX et EZ et on annule donc ces quantités. Il en est de même pour les extrémités, où on considère que 
les 3 composantes sont tangentielles malgré la modélisation d’un brasseur infiniment mince, mais où 
dans la pratique il y a une certaine épaisseur. 

Sur tout le brasseur on écrit la nullité de EY étant donné la définition du brasseur comme étant une 
plaque rectangulaire verticale. 

Les divers cas de définitions des nouvelles inconnues apparaissent sur la Figure 113 ci-dessous : 
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Figure 113 : Diverses inconnues au niveau du brasseur selon la « nature locale » de la surface 

Les divers cas envisagés pour les points du brasseur sont : 

• Points sur une surface localement parallèle à x 

• Points sur une surface localement parallèle à z 

• Points situés sur une arête 

• Points situés sur une extrémité 

Au niveau de la réécriture des équations, pour une face localement parallèle à l’axe des x, on 
applique les mêmes conditions aux limites sur la 1ère face que pour la paroi « z = Lz », avec des 
dérivations à gauche. Pour la 2ème face, les équations aux limites sont celles que nous avions écrites 
pour la paroi « z=0 », dans le code sans développement modal. 

De la même manière pour une face localement parallèle à l’axe des z, on écrit les mêmes conditions 
aux limites respectivement sur les 1ère et 2ème face que pour les parois « x=Lx » et « x=0 ». Ces 
réécritures ne concernent que les composantes normales, les seules à ne pas être considérées comme 
nulles a priori. Pour les composantes tangentielles, seule une annulation de ces dernières est 
nécessaire. Evidemment, cette nouvelle définition des inconnues sur le brasseur oblige à réécrire aussi 
les équations au niveau des points voisins du brasseur, à cause de leur intervention dans les équations 
discrétisées de Maxwell. De nombreux cas différents en fonction de leurs positions relatives par 
rapport aux divers points du brasseur ont dû être traités.    

IV.3. Applications à la CRBM 

L’utilisation en CRBM se fait généralement à des fréquences telles que les diverses longueurs de la 
cavité sont supérieures à 5 fois la longueur d’onde, dans le vide.  

Dans notre cas, la plus petite dimension est LZ=2.90 m, ce qui donne une longueur d’onde 
maximale de 58 cm, correspondant à une fréquence minimale de 517 MHz environ. 

Nous nous proposons de réaliser des simulations à une fréquence 550 MHz.   

Dimensions de la cavité Lx*Ly*Lz = 3.5 m * 3.0 m * 2.9 m 

Séparation en 2 zones : zone de mesure : L’z = 0.9 m ; zone diffractante : Lz = 2.0 m 
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Découpage 34 * 30 * 12  

Brasseur : rectangle vertical de 0.8 m sur 0.8 m (ici de forme carrée) 

Paramètres dans le fichier lu par le programme : 

 

Figure 114 : Fichier contenant les divers paramètres d’entrée ou de sortie,respectivement lus ou écrits 
par le programme   

Les appellations au début de chaque ligne sont suffisamment explicites pour les six premières 
lignes. 

Les chiffres 113 et 137 représentent les nombres de modes TM et TE. Ce sont des grandeurs 
écrites par le programme et non lues, le nombre total de modes étant calculé, en prenant par exemple 
2 modes évanescents supplémentaires (réglé par l’utilisateur dans le code source). Les nombres sont 
réactualisés par le programme et inscrits dans le fichier à la fin de l’exécution du programme. En 
clair, ces nombres doivent être vus par l’utilisateur comme des « sorties » plutôt que des « entrées ». 

L’antenne excitatrice est dirigée selon l’axe z et le courant de cette antenne vaut (1+j.0) A. 

Les extrémités de l’antenne sont respectivement  (i=11, j=6, k=6) et (i=12, j=6, k=6), avec i, j, k 
représentant le nombre d’arêtes de cellules respectivement suivant z, y, x. 

Le coefficient de Zs est  presqu’indifférent jusqu’à une valeur d’environ 105 et est pris nul, 
signifiant que les pertes sont volumiques et modélisées par le coefficient de fréquence complexe, égal 
à 0.1*10-3 ici. 

Les diverses sections visualisées sont  i=2, suivant z, j=28 suivant y, k=28 suivant x  

visu=3 signifie que la grandeur visualisée est EZ (on aurait mis visu=1 pour visualiser  EX ou 
visu=2 pour visualiser EY)     
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Figure 115 : Cartographies de  |EZ | avec un angle du brasseur égal à 0° 

      

 

Figure 116 : Cartographies de  |EZ | avec un angle du brasseur égal à 30° 
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Figure 117 : Cartographies de  |EZ | avec un angle du brasseur égal à 90° 

Nous ne pouvons pas commenter pour le moment la validité des résultats obtenus sur les Figures 
115 à 117, cette démarche ne pouvant être que de nature statistique (étude effectuée au Chapitre VI ). 
Toutefois, nous pouvons constater des changements importants dans la répartition spatiale du champ, 
en fonction de la position du brasseur. Les variations des échelles des valeurs sur les figures 
n’interviennent que sur des zones relativement restreintes, et on peut dire que les valeurs moyennes 
des champs sont du même ordre de grandeur sur les diverses cartographies.  

V. Conclusion du chapitre V 

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode hybride utilisant une programmation classique 
FDFD couplée à un développement modal, dans le but de réduire les ressources informatiques 
nécessaires à l’établissement du champ électromagnétique dans une enceinte parallélépipédique avec  
ou sans brasseur. 

Pour mener à bien ce projet, nous avons vu en détails le rôle des chapitres précédents, et 
notamment ceux concernant les éléments propres de l’équation d’Helmholtz permettant l’obtention 
des vecteurs de la base sur laquelle nous cherchons à développer toutes les grandeurs dans la zone dite 
« de mesure ». 

Les poids des divers modes ont pu être calculés à partir des  produits scalaires (équations (5-4)’ ) 
entre cartographies longitudinales, dans une section z=cte. L’importance du fait que toutes les 
composantes de champ pouvaient être obtenues à partir des seules composantes longitudinales a été 
largement mise en évidence. Nous avons aussi utilisé l’équation (5-5) qui permet d’obtenir le champ 
magnétique à partir de la connaissance du champ électrique. Cette équation est aussi à la base du 
choix effectué au départ de ne garder comme inconnues que les grandeurs correspondant au  « champ 
électrique ».  
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Le détail du système matriciel a été présenté, où nous avons constaté une structure formée par des 
blocs de densité différente, amenée à varier sensiblement avec le découpage et la fréquence.  

La validation a d’abord été effectuée sans brasseur, par comparaison avec l’analytique, autant de 
manière qualitative, que quantitative. Nous avons aussi constaté sur un exemple que les diverses 
cartographies de bases (vecteurs-colonnes) pouvaient avoir des normes euclidiennes très différentes, et 
qu’il fallait être attentif dans l’interprétation du rôle joué par certains modes. 

Il a aussi été montré que toute recherche de reproductibilité avec un changement du découpage ou 
de la position de la zone de séparation n’a de sens que de manière globale, c'est-à-dire en comparant 
des « courbes de réponse » en fonction de la fréquence, et non les valeurs d’une seule simulation.   

Le gain obtenu dans l’utilisation de la méthode hybride par rapport à la méthode FDFD classique a 
été utilisé pour simuler des modes correspondant à des fréquences de plus en plus élevées, où il a été 
mis en évidence que la densité de modes devenaient alors importantes. 

La modélisation et la prise en compte du brasseur a été introduite, avec les modifications des 
définitions d’inconnues et des équations qui en découlent alors. Il a été évoqué que la présence du 
brasseur résultait d’un sous-programme largement autonome, qui pourrait faire l’objet d’amélioration 
notamment, concernant la géométrie de celui-ci. 

Nous avons conclu ce chapitre par la présentation de diverses cartographies en présence du 
brasseur, à des fréquences se rapprochant plus de celles utilisées en pratique, en CRBM. Une fois de 
plus il est à noter que la validité de la méthode dans le cas d’enceintes de section quelconque n’a 
aucune raison d’être remise en cause. 
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Chapitre VI   

Etude statistique 

I. Objectifs du chapitre 

On rappelle que l’une des propriétés d’une CRBM idéale est l’obtention en chaque point d’un 
module du champ constant, en moyenne, sur l’ensemble des différentes positions du brasseur : c’est 
la propriété d’homogénéité ou d’uniformité . 

De plus, si on positionne un objet susceptible d’être perturbé par un champ électromagnétique, une 
« bonne » CRBM doit garantir que le champ prend « toutes » les valeurs, directions et sens, sur un 
tour complet du brasseur, et ce quel que soit le point de la CRBM où on place l’objet : c’est la 
propriété d’isotropie.    

Sur le plan statistique, les diverses composantes Re(Ex), Im(Ex), Re(Ey), Im(Ey), Re(Ez), Im(Ez), 
traitées comme variables centrées et réduites doivent vérifier une loi de Gauss. 

Les dimensions de la cavité parallélépipédique sont 3.5 m*3.0 m*2.9 m  

La fréquence est fixée à 550 MHz, soit environ 8.5 fois la plus petite fréquence de résonance 
fmin=65.8 MHz. 

Le découpage est : 34*30*12 cellules, avec LZ=1.19 m, L’Z=1.71 m 

Le coefficient de fréquence complexe est de 10-3, correspondant à un facteur de qualité de 500.  

On peut vérifier que le maillage est légèrement inférieur à 
5

λ
 pour la fréquence de 550 MHz. 

Les grandeurs prises de manière « brute », sans pratiquer à une réduction, c’est-à-dire une division 
des valeurs par l’écart-type variaient dans une trop grande proportion, et ne possédaient pas la même 
variance. (en revanche, le centrage, c’est-à-dire la soustraction de la valeur-moyenne s’avérait inutile, 
chacune des variables étant pratiquement centrée)  

Il aurait alors été difficile de valider des lois statistiques du type Rayleigh d’ordre 2 en ce qui 

concerne les modules |EX|, |EY|, |EZ| ou Rayleigh d’ordre 6 pour le module du champ E
r

, les lois de 

Rayleigh s’appuyant sur le fait que les différentes composantes Re(Ex), Im(Ex), Re(Ey), Im(Ey), 
Re(Ez), Im(Ez) doivent varier de manière indépendante et de même variance. 

Remarque importante : Si nous considèrons le cas extrême où les pertes sont considérées comme 
nulles, l’équation à la base du système linéaire que nous résolvons est rappelée ici : 

( ) JµjEkrotrot
rr

.... 2
0 ω−=−

 

et nous constatons que dans le cas « sans pertes », la discrétisation conduit à un système où tous les 
coefficients sont réels (en supposant des densités de courant au niveau des antennes (dipôles)  
purement imaginaires, auxquelles on peut toujours se ramener par un choix adéquat de la phase à 
l’origine). Dans ce cas les diverses grandeurs ZYX EEE ,,  sont purement réelles et leurs phases 
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respectives ne prennent que les valeurs 0° ou 180°. Par un raisonnement « par continuité », nous 
concevons aisément que l’introduction de pertes permet d’obtenir des grandeurs possèdant une partie 
imaginaire d’autant plus importante que les pertes augmentent. Cet argument constitue une des raisons 
pour lesquelles nous avons travaillé en centrant et en réduisant chacune des grandeurs Re(Ex), Im(Ex), 
Re(Ey), Im(Ey), Re(Ez), Im(Ez). 

Nous verrons dans le paragraphe suivant comment nous pouvons exploiter les données « brutes » 
sous certaines conditions, notamment en simulant une augmentation des pertes comme nous venons de 
le voir plus haut, mais il faut noter que l’expérimentation sur la CRBM de Xlim , à cette fréquence ne 
permet pas non plus de trouver des valeurs rigoureusement égales pour  |EX|, |EY|, |EZ|. 

Nous rappelons qu’un des critères de « bon » brassage se « contente » d’une déviation maximale de 
3 dB entre les diverses composantes. Pour chaque position du brasseur, nous définissons la variable 
aléatoire centrée et réduite 

 
σ

><−= tt
X   

dans laquelle t représente en alternance, les valeurs de Re(Ex), Im(Ex), Re(Ey), Im(Ey), Re(Ez), 
Im(Ez), < t > et σσσσ  sont respectivement la moyenne et l’écart-type de t. Toutes ces valeurs sont prises 
dans un parallélépipède dont les indices varient de : 

i = 2 à nz  (rappel : indices vont de 1 à nz+1, entre la zone de séparation et la paroi du fond) 

j = 13 à ny (une grande partie de la zone au dessous du brasseur ) 

k = 2 à nx  

Ce parallélépipède possède les dimensions 3.4 m*1.8 m*1.1 m et contient 6534 points 

Puis on effectue une numérotation dans l’ordre : 

Position de brasseur 0°: 

(i=2, j=13, k=2)…(i=2, j=13, k=3) …...(i=2, j=13, k=nx) ….. 

(i=3, j=13, k=2) ……………………….(i=3, j=13, k=nx) ….. 

……........................ 

(i=nz, j=13, k=2)……………………….(i=nz, j=ny, k=nx) 

Position de brasseur 15° : Idem 

………………………………………….. 

Position de brasseur 165 ° : Idem 

et nous sélectionnons (de manière totalement arbitraire)  des échantillons plus ou moins grands de 
points régulièrement espacés (dans la numérotation effectuée ci-dessus) . L’étude est d’abord réalisée 

sur la grandeur désirée Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), Im(EZ), |EX|, |EY|, |EZ|, E
r

.   

Exemples :  
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- 1 point sur 5 pour les positions 1 à 3 du brasseur 

- 1 point sur 10 pour les positions 1 à 6 du brasseur 

- tous les points pour 1 position du brasseur 

- 1 point sur 100 pour toutes les positions du brasseur etc …. 

Puis nous essayons de valider pour chacune de ces grandeurs, les lois statistiques qu’elles sont 
censées vérifier. Le critère retenu pour effectuer la validation (ou l’invalidation !) est le test du χ2 avec 
« un risque de 5% » (voir Annexe 10 pour les détails). 

Rappels des notations utilisées dans ce test : Nous établissons l’histogramme de l’échantillon, 
qui consiste à ranger les individus en k  classes. Nous définissons la variable aléatoire : 

( )
∑

=

−
==

k

i i

ii

T

TO
x

1

2
2χ  dans laquelle Ti et Oi représentent respectivement les valeurs des effectifs 

théorique et observé dans la ième classe. Pour un échantillon donné,  nous appelons 2
observéχ  la valeur 

« observée », c’est-à-dire correspondant à la valeur de 2
observéχ   pour ce « tirage ». Si l’échantillon 

suivait parfaitement la loi théorique, nous aurions 02 =observéχ . Plus la valeur de 2
observéχ  est faible et 

plus nous nous attendons à ce que la population suive effectivement la loi théorique et plus la 
grandeur Prob( χ2 ≥≥≥≥ χ2 observé ) est élevée. 

Le résultat du test du χ2 sera fourni sous forme de probabilité : Prob( χ2 ≥≥≥≥ χ2 observé ) 
correspondant à l’aire de la zone ombrée sur la Figure 118  

 

Figure 118 : Représentation graphique de la grandeur Prob( χ2 ≥≥≥≥ χ2 observé ) 

Pour obtenir la validation d’une loi, le résultat doit être : Prob( χ2 ≥≥≥≥ χ2 observé ) ≥≥≥≥ 5 % 
correspondant à une valeur de χ2 inférieure à la valeur limite. 

Avec le découpage réalisé, il y 18 positions du brasseur donnant des positions distinctes après 
numérisation du brasseur : 0°, 15°, 25°, 30°, 40°, 45°, 55°, 70°, 80°, 90°, 100°, 110°, 125°, 135°, 140°, 
150°, 155°, 165°. Tous ces angles de rotation correspondent aux valeurs prises sur un demi-tour du 
brasseur, étant donné la symétrie de rotation de ce brasseur particulièrement simple.  
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II. Traitement des données 

1er  traitement : 

Nous considèrons l’échantillon obtenu en prenant une 1 position du brasseur sur 5 à partir de 0°, et 
pour chacune de ces positions 1 point sur 10 dans la numérotation vue ci-dessus. L’effectif de 
l’échantillon s’élève alors à 2616 individus. Nous obtenons les histogrammes suivants pour la 
grandeur EX par exemple : 

 

Figure 119 : Histogramme de Re(EX) et Im(Ex) avec 2616 individus répartis en 100 classes  avec la 
courbe théorique en rouge. 

 

Figure 120 : Résultats du test du χ2 pour les diverses composantes rectangulaires, avec un échantillon 
de 2616 individus 

Nous constatons donc que les 6 grandeurs étudiées sur les histogrammes ci-dessus vérifient toutes 
une loi normale centrée réduite, et laissent supposer un brassage correct, au moins sur ce point. Il est 
à noter que l’échantillon choisi (rappel : 1 position de brasseur sur 5 et un point sur 10 dans la 
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numérotation évoquée plus haut) l’a été de manière totalement hasardeuse, dès le premier 
échantillon. 

Remarque importante : 

Il faudra faire très attention à l’apparence purement visuelle d’un histogramme pour porter un 
jugement : des histogrammes « se rapprochant de la courbe théorique » sont largement « favorables » 
aux effectifs plus faibles, à cause du calcul de χ² lui-même 

∑
−

=
i i

ii

T

TO 2
2 )(χ  où Oi et Ti  représentent les effectifs observés et théoriques par classe  

A cause de la présence du carré au numérateur, un « même écart visuel » sur une classe se traduit 
par une contribution double si l’effectif est double. (voir exemple en Annexe 10) 

C’est la raison pour laquelle, il est primordial , avant toute étude statistique demandant plusieurs 
positions du brasseur, de vérifier que chaque angle correspondant à ladite position fournisse bien une 
configuration distincte après numérisation du brasseur. Sans cette vérification, on cumulerait le 
même « histogramme » en double, ce qui fausserait l’étude.  

Une autre comparaison visuelle est proposée sur la Figure 121, la courbe d’effectifs cumulés de 
l’échantillon obtenu en simulation et celle de la loi théorique (loi normale). 

  

Figure 121 : Courbes des effectifs cumulés (simulation et théorique) et  pour Re(Ey) et Im(Ez) 

Nous constatons l’excellente concordance entre les courbes des effectifs cumulés. 

2ème traitement : 

Dés lors que les diverses composantes Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), Im(EZ) sont des 
variables aléatoires indépendantes vérifiant des lois de Gauss, les 3 grandeurs |EX|, |EY|, |EZ| doivent 
vérifier chacune une loi de Rayleigh d’ordre 2 (Annexe 10). Observons si nous parvenons à valider 
cela. 

Nous obtenons les histogrammes suivants pour les grandeurs |Ey| et |Ez| par exemple : 
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Figure 122 : Histogrammes de, |EY| et |EZ| avec 2616 individus répartis en 100 classes, avec la courbe 
théorique en rouge  

 

Figure 123 : Résultats du test du χ2 pour les divers modules des composantes rectangulaires, avec un 
échantillon de 2616 individus 

Nous concluons à la validation de la loi de Rayleigh d’ordre 2 suivie par les modules des diverses 
composantes rectangulaires, centrées et réduites. 

Remarque : Le fait que les parties réelle et imaginaire doivent varier de manière indépendante 
(en plus du fait qu’elles doivent obéir à une loi normale) peut être mis en évidence ci-dessous : 

Si nous traçons dans des axes orthonormés, en abscisse la grandeur Re(Ez) et en ordonnée Im(Ez), 
nous obtenons un nuage de points se répartissant de manière aléatoire autour de la 1ère bissectrice, et ce 
d’autant plus que les 2 grandeurs varient de manière indépendante. 

Au contraire, si les 2 grandeurs en abscisse et en ordonnée sont fortement corrélées, les points se 
répartissent d’autant plus près de la 1ère bissectrice que cette corrélation est élevée. Nous pouvons 
observer cela sur la Figure 124 où sont représentées Re(Ez) et Im(Ez) d’une part et Re(Ez) en 
abscisse et en ordonnée d’autre part. 
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Figure 124 : Nuage de points faisant apparaître l’indépendance de Re(Ez) et Im(Ez) (à gauche) et la 
dépendance maximale entre Re(Ez) et « elle-même » (à droite). 

Nous traçons ci-dessous l’histogramme de la grandeur : |Re(Ez)+j.Re(Ez)| (Grandeur fictive) 

Nous rajoutons la courbe théorique correspondant à la loi de Rayleigh d’ordre 2 sur le graphique : 

 

Figure 125 : Histogramme de la grandeur fictive Re(Ez)+j.Re(Ez) avec la courbe théorique en rouge 

Il apparaît clairement sur la Figure 125 que la grandeur fictive étudiée ne suit pas la loi théorique, 
bien que chacune des parties réelle et imaginaire suive une loi normale. Ceci est bien évidemment dû 
à la dépendance extrême entre les parties réelle et imaginaire. Ce cas limite conduit par 
« continuité » à toujours rechercher une variation indépendante des parties réelle et imaginaire pour 
que le module de la grandeur étudiée suive une loi de Rayleigh d’ordre 2.  

D’autres grandeurs fictives, ne correspondant à rien de physique, comme : |Re(Ex)+j.Re(Ez)| par 
exemple donne d’excellents résultats à cause de l’indépendance des parties réelle et imaginaire : nous 
obtenons Prob(χχχχ2 ≥≥≥≥ χχχχ2

observé)=75.2 % 
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3ème traitement : 

Le module du champ électrique total 
222

ZYX EEEE ++=
r

 quant à lui doit suivre une loi 

de Rayleigh d’ordre 6 (Annexe 10); Un découpage en 160 classes fournit de bons résultats. 

 

Figure 126 : Histogramme de E
r

 avec 2616 individus répartis en 160 classes avec la courbe 

théorique  tracée en rouge 

 

Figure 127 : Résultat du test du χ2 pour E
r

avec un échantillon de 2616 individus 

De multiples essais, distincts entre eux par le choix de l’échantillon, se sont montrés concluants, 
certains conduisant à des « non validations » dans la mesure où ils fournissaient un χ

2 supérieur à celui 
correspondant à la limite des 5 %, mais en général une modification du nombre de classes ou du choix 
de l’échantillon conduit à la validation. 

Parmi les paramètres critiques pouvant conduire à un mauvais choix d’échantillon se trouvent de 
manière tout-à-fait attendue, les diverses corrélations qui résultent de points trop rapprochés 
spatialement. En effet, comme le montre David A. Hill [16] [1]  la longueur de corrélation entre deux 
points est égale à la demi-longueur d’onde (dans le vide) correspondant à la fréquence de l’antenne 
excitatrice. 

Une autre corrélation constatée dans les échantillons apparaît lorsque nous sélectionnons des 
positions de brasseur trop voisines. Deux angles consécutifs (généralement séparés de 5°) dans l’étude 
statistique peuvent parfois provoquer une non-validation (ou tout-au-moins une moins bonne 
validation). Nous nous en rendons compte en faisant des choix d’échantillons dans lesquels nous ne 
sélectionnons qu’une position de brasseur sur 2 (ou 3…), et pour lesquels le critère du χ² est plus 
facilement validé. 
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Une courbe intéressante est celle de la phase des trois grandeurs EX, EY, EZ qui, théoriquement 

devrait varier de manière uniforme entre -π et +π  avec la densité de probabilité constante 
π2

1
 [27] . 

En considérant 1 point sur 5 dans la numérotation adoptée et 1 position de brasseur sur 3 (soit une 
population de 7842 individus), nous obtenons les résultats ci-dessous : 

 

Figure 128 : Histogramme de la phase de EX et EY avec un échantillon de 7842 individus. L’effectif 
théorique uniforme est tracé en rouge 

 

Figure 129 : Résultats du test du χ2 pour les phases des diverses composantes rectangulaires, avec un 
échantillon de 7842 individus 

III. Validation sur la CRBM de Xlim 

Les dimensions de la CRBM de Xlim sont rappelées : 

LX=2.455 m, LY=2.460 m, (LZ+L’ Z)=3.570 m 

Comme nous l’avions souligné plus haut, l’introduction de pertes plus conséquentes devrait 
permettre d’obtenir des phases variant de manière uniforme sur l’intervalle [-π ; +π], pour les diverses 
composantes Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), Im(EZ), en exploitant les données brutes, 
c’est-à-dire sans ramener chacune de ces dernières à une variable centrée et réduite. 
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Réflexion préliminaire : 

Observons comment varie la phase de l’expression suivante : 

Zjzj eezg ββ −+=)(  

correspondant par exemple à l’expression (à des coefficients près) de la composante EZ avec un 
mur électrique en z=0. 

Cette phase est notée : ))(arg()( zgzf =  

avec  β=1+jα, où α correspond à un coefficient de pertes et un intervalle de variation pour z de  

[0 ; 4π] par exemple. 

Pour les valeurs de α respectivement égales à  0 ; 0.001 ; 0.01 ; 0.1 ; 0.5 ; 1.0 , on obtient dans 
l’ordre les courbes de la phase f(z) : 

 

  α=0    α=0.001   α=0.01 

 

  α=0.1    α=0.5    α=1.0 

Figure 130 : Variation de la phase en fonction de z, avec le coefficient de pertes α en paramètre  

Les résultats de la Figure 130 sont interprétés comme  ceci : sans pertes, ou à faibles pertes, la 
phase ne prend quasiment que les valeurs correspondant à un nombre réel pur [77] . L’augmentation 
des pertes, par l’intermédiaire du coefficient αααα de fréquence complexe déjà vu plus haut permet 
d’obtenir une variation « uniforme » de la phase lorsqu’on se déplace suivant z. Cette uniformité de la 
phase ne varie plus de manière sensible à partir de certaines valeurs de α plus élevées. 

Nous obtenons des résultats similaires en étudiant la phase de l’expression Zjzj eezh ββ −−=)(  
correspondant à l’expression de EX et EY avec un mur électrique en z=0. 

Evidemment le raisonnement utilisé ici est purement déterministe et non probabiliste, mais il est 
à appliquer avec diverses constantes de propagation β prenant d’autant plus de valeurs que le nombre 
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de modes augmentera. A cela il faudra ajouter le rôle du brasseur qui sera alors un mur électrique local 
avec une position changeante. Nous pourrons nous attendre à une phase variant de manière 
statistiquement uniforme, de manière pseudo-aléatoire dans la CRBM.  

En conclusion, on ne pourra s’attendre à un bon brassage, correspondant à une variation 
gaussienne et indépendante des  parties réelle et imaginaire des diverses composantes (donc à une 
phase variant de manière uniforme pour ces composantes)  qu’avec une valeur minimale de pertes. 
[53]  [60] . 

Remarque : 

Une autre façon de prévoir les valeurs prises par les phases dans le cas « sans pertes » (ou par 
continuité avec peu de pertes) est de revenir à l’équation de base du code FDFD réalisé (sans 
développement modal pour simplifier le raisonnement) :  

( ) JµjEkrotrot
rr

.... 2
0 ω−=−  

où nous voyons que si 0k  est purement réelle, et avec un choix des excitations des antennes en 

quadrature par rapport à la référence des phases, l’équation ci-dessus discrétisée conduit à un système 
d’équations linéaires (avec un déterminant principal non nul) dont tous les coefficients sont réels, 
donc ayant un vecteur-solution purement réel aussi. 

En revanche l’introduction d’une fréquence complexe (à travers le même coefficient α) conduit à  

0k  non purement réel et à un système d’équations linéaires avec des coefficients complexes, et à un 

vecteur-solution non purement réel, a priori.  

III.1. Données de la simulation et objectifs poursuivis  

La zone de séparation est prise avec LZ=1.40 m et donc L’ Z=2.17 m. 

La fréquence est de 650 MHz soit 8.8 fois plus élevée que la plus basse fréquence de résonance 
fmin=74.1 MHz 

Le compromis (précision des résultats/ressources informatiques) est poussé à sa limite, 
correspondant à une finesse du maillage légèrement inférieur à λλλλ/5, soit une longueur d’arête de 
cellule maximale de 9 cm. 

Le découpage adopté est de : nX*nY*nZ = 28*28*16 cellules  correspondant à des dimensions de 
cellules dx*dy*dz=8.77 cm*8.79 cm * 8.75 cm 

Le brasseur est une plaque carrée  parfaitement conductrice de 0.8 m * 0.8 m  en rotation autour 
d’un axe vertical, situé à une cellule au dessous du « plafond ». 

Le coefficient de pertes (fréquence complexe) est réglé à αααα=0.5*10-2, correspondant à un facteur de 
qualité Q=100. 

Avec ces données, le brasseur peut prendre 32 positions différentes sur un demi-tour, deux 
positions consécutives étant séparées par un angle compris entre 5° et 10°.  

L’excitation est formée par une antenne dipôle oblique, d’une longueur d’une cellule dans chacune 
des directions x, y et z. Pour ce faire, on définit 3 antennes de type dipôle élémentaire suivant les 3 
axes. Le courant de chaque élément est pris égal à  (1+j0) Ampère.  
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Au cours de la simulation, nous choisissons de manière arbitraire comme échantillon maximal (en 
ce sens, qu’on ne pourra éventuellement n’en étudier qu’une partie, comme on l’a vu plus haut) pour 
une étude statistique, un parallélépipède de dimensions 8*dx suivant x, 8*dy suivant y, 6*dz suivant z 
correspondant à des dimensions 0.70 m*0.70 m* 0.53 m  Ce volume d’étude est choisi suffisamment 
éloigné du brasseur d’une part et des diverses parois d’autre part. 

Le parallélépipède étudié contient donc 567 points. 

La simulation est lancée en automatisant les 32 positions du brasseur, et en sauvegardant dans 
divers fichiers, les grandeurs étudiées aux points concernés. La durée de l’étude complète est 
d’environ 7 à 8 heures.  

Les objectifs poursuivis sont les validations des diverses lois statistiques suivis par les grandeurs 
brutes Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), Im(EZ) et des combinaisons de ces grandeurs, 
comme  au paragraphe II.  . 

Nous chercherons aussi à vérifier l’isotropie du champ ou tout au moins si les valeurs moyennes de 
|EX|, |EY|, |EZ| sont dans des rapports correspondant à ceux observés expérimentalement à cette 
fréquence. Les moyennes sont calculées sur les 8 sommets du parallélépipède-échantillon, en cumulant 
les données obtenues sur les 32 positions du brasseur. 

Pour l’uniformité  du champ, nous calculons sur chacun des 8 sommets du parallélépipède-
échantillon, la moyenne (sur les 32 positions du brasseur) du module du champ électrique total et nous 

observons le rapport 

min

max

E

E
r

r

 ,afin de vérifier si ce rapport n’est pas trop élevé. 

Sur le plan pratique, le but de l’uniformité du champ est de s’assurer qu’en chaque point, le champ 
électrique prend au moins une fois la valeur maximale, ou tout au moins des valeurs maximales dont le 
rapport d’un point à un autre ne dépasse pas des valeurs trop élevées, fixées à un maximum de 3 dB 
(ce critère de 3 dB est fixé par la norme, avec une autre formule, qui sera aussi vérifiée). 

Il sera donc intéressant de visualiser des cartographies de 
max

E
r

 dans diverses sections de 

l’échantillon et de vérifier que les rapports calculés en divers points prennent des valeurs relativement 
peu dispersées. 

Nous pourrons effectuer la même vérification sur les valeurs moyennes du champ total E
r

 .  

Nous devons nous attendre, à cause de la simplicité du brasseur modélisé, à des résultats de 
simulations pas toujours à la hauteur de ceux obtenus en expérimentations (brasseur a priori correct) 
en ce qui concerne l’uniformité. 

Parmi les études intéressantes, il y a aussi la fonction de corrélation spatiale du champ (total ou 
de l’une des composantes) [16]  [28] . La manière simple et conviviale de vérifier la « décorrélation » 
au-delà d’une longueur égale à une demi-longueur d’onde est de visualiser les valeurs prises par la 
fonction de corrélation dans diverses sections de l’échantillon, fonction de corrélation calculée entre 
chaque point de la section et un point fixe, par exemple arbitrairement un des sommets de la section. 
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III.2. Résultats de simulations pour la CRBM de Xlim 

Contrairement à ce qui a été fait dans un premier temps au paragraphe II.  nous conservons les 
valeurs « brutes » des champs obtenus pour chaque position du brasseur, sans centrage, ni réduction, 
ni normalisation quelconque. 

Nous nous doutons bien qu’avec cette analyse, les diverses validations vont être plus difficiles à 
obtenir, et dans plusieurs cas, l’échantillon étudié (par exemple 1 position de brasseur sur 2, 1 point 
sur 3, nombre de classes pour la loi du χ2 etc…) nécessitait des « tâtonnements » et ne donnait pas 
immédiatement satisfaction. Toutefois, des choix légèrement différents donnaient souvent et ceci 
rapidement, des résultats valides. 

III.2.1. Validation des lois statistiques  

1er traitement : 

Les diverses composantes Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), Im(EZ) doivent suivre chacune 
une loi de Gauss et avoir des variances sensiblement égales (ou tout au moins pas trop dispersées). 

Le critère de validation reste la loi du χχχχ2 à 5%, comme précédemment. Nous présentons les divers 
histogrammes avec le nombre de classes utilisées et la grandeur « prob(χχχχ2 ≥≥≥≥ χχχχ2

observé) » qui doit être 
supérieure à 5% pour la validation. Nous choisissons un échantillon correspondant à tous les points 
du « petit » parallélépipède de 567 points, avec 1 position de brasseur sur 5, soit un effectif de 3969 
individus. 

 

Figure 131 : Histogrammes de Re(Ez) et Im(Ez) avec un échantillon de 3969 individus, avec la 
courbe théorique tracée en rouge 
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Figure 132 : Résultats du test du χ2 pour les diverses composantes rectangulaires avec un échantillon 
de 3969 individus. 

Nous constatons bien que chaque composante étudiée suit une loi normale, le nombre de classes 
ayant été adapté dans certains cas pour permettre de valider par le critère retenu, mais sans cette étape, 
nous arrivions par exemple à des valeurs de  Prob( χ

2 > χ2 observé ) = 3.7 % au lieu des 5 % « visé », 
ce qui aurait pu correspondre à une validation avec un critère moins restrictif de 1% comme cela se 
pratique parfois. Il est à noter en comparant la Figure 132 à la Figure 120, la plus grande difficulté à 
satisfaire le critère de validation, ce qui était prévu. 

La grandeur qui a posé quelques difficultés est Re(EY) qui possède un écart-type sensiblement  plus 
élevé que les autres, puisque les écart-types prennent les valeurs suivantes : 
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Nous présentons sur la Figure 133 les courbes d’effectif cumulé de deux grandeurs pour une 
comparaison visuelle de la simulation et de la loi théorique (loi normale). 
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Figure 133 : Courbes d’effectif cumulé (simulation et théorique) pour Re(Ex) et Re(Ey) 

Nous constatons les bonnes concordances des courbes d’effectif cumulé. 

2ème traitement : 

Nous cherchons à valider la loi de Rayleigh d’ordre 2 que doivent suivre ZYX EEE ,, . Nous 

conservons le même échantillon que celui du 1er traitement. 

Nous obtenons les résultats  suivants : 

 

 

Figure 134 : Histogramme de |EX| et |EZ|  avec 3969 individus répartis en 100 classes avec courbe 
théorique tracée en rouge 
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Figure 135 : Résultats du test du χ2 pour les divers modules des composantes rectangulaires, avec un 
échantillon de 3969 individus 

Nous constatons une fois de plus, la validité de la loi de Rayleigh d’ordre 2 pour les modules des 3 
composantes rectangulaires, avec une valeur de l’écart-type de |EY| sensiblement plus élevée et une 
adaptation nécessaire du nombre de classes pour la validation correspondant à cette dernière. 

3ème traitement : 

Nous cherchons à valider la loi de Rayleigh d’ordre 6 que doit suivre E
r

. Nous conservons le 

même échantillon que celui des 1er et 2ème  traitements. 

 

Figure 136 : Histogramme de E
r

 avec 3969 individus répartis en 190 classes  avec courbe théorique 

tracée en rouge 

 



159 

 

Figure 137 : Résultat du test du χ2 pour E
r

 avec un échantillon de 3969 individus 

Nous constatons donc la validation de la loi de Rayleigh d’ordre 6 pour E
r

, avec un nombre de 

classes qu’il a fallu rechercher en quelques essais pour obtenir satisfaction avec le critère à 5 % 

Il est particulièrement intéressant de regarder les histogrammes des phases de Ex, Ey, Ez . Pour 
cela nous choisissons un échantillon cumulant 1 position sur 4 du brasseur,  avec tous les points du 
« petit » parallélépipède, contenant donc 4536 individus. 

  

Figure 138 : Histogrammes des phases  de   Ey et Ez avec un échantillon de 4536 individus 

 

Figure 139 : Résultats des tests du χ2 pour les phases des composantes rectangulaires avec un effectif 
de 4536 individus 

Nous constatons les validations des phases de EX et EZ qui peuvent être considérées comme 
uniformes, mais en revanche le rejet de la loi uniforme pour la phase de EY. Celle-ci connaît un 
« surplus » d’effectif pour les angles proches de -ππππ, 0, ππππ correspondant à EY purement réel et au 
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contraire pour des angles distincts de ces valeurs, il y a une « pénurie » d’effectif. Ceci semble 
expliquer les difficultés rencontrées pour la validation des lois statistiques concernant EY.  

Cela est-il dû au fait que le brasseur est une plaque metallique verticale sur laquelle en tout point 
EY=0?  On peut raisonnablement le supposer. 

III.2.2. Etude de l’isotropie 

1er traitement : 

Pour chaque position du brasseur, nous relevons les valeurs de ZYX EEE ,,  aux 8 sommets du 

parallélépipède-échantillon, et nous effectuons les moyennes pour chacune de ces 3 grandeurs 
(moyennes calculées sur un échantillon d’effectif égal au nombre de positions de brasseur). Nous 
obtenons 3 « tableaux » (|EX|moy, |EY|moy, |EZ|moy) avec 8 valeurs dans chacun, une pour chaque sommet. 
Nous calculons ensuite les moyennes de chaque tableau. 

Nous comparons ensuite si les valeurs prises par ces 3 moyennes ne se dispersent pas de manière 
trop importante. Nous obtenons les valeurs suivantes : 

1

1

1
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soit un rapport maximal 56.1=
〉〈

〉〈

moyZ

moyY

E

E
 

Bien que supérieure à la valeur « limite » de 1.414 correspondant à 3dB, cette valeur est acceptable  
à cause des valeurs mesurées dans la CRBM de Xlim à cette fréquence (650 MHz) que nous pouvons 
considérer comme pouvant atteindre 1.4 à 2.0 entre 500.0 MHz et 800.0 MHz (voir Figure 140 ). 

D’autre part, les valeurs « anormalement » élevées de |EY| (à cause du brasseur vertical ?) déjà 
constatées plus haut faussent un peu plus l’objectif recherché. 

Nous fournissons les résultats de mesures réelles (par opposition aux résultats de simulations) 
obtenus sur la CRBM de Xlim, pour diverses fréquences sur la Figure 140. 
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Figure 140 : Variation de <|EX|moy>, <|EY|moy>, <|EZ|moy>, valeurs moyennes établies en 8 points, sur 
un tour de brasseur, en fonction de la fréquence, sur la CRBM de Xlim 

Les valeurs relevées du rapport entre 621 MHz et 652 MHz atteignent, sur la CRBM de Xlim : 
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En reprenant la démarche, et en choisissant arbitrairement   27 points au lieu de 8, (les 8 sommets 
+ les 12 milieux des sommets sur chaque arête + les 6 milieux de chaque face + le centre du 
parallélépipède-échantillon), nous obtenons les valeurs suivantes : 
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soit un rapport maximal 4.1=
〉〈

〉〈

moyX

moyY

E

E
 qui entre dans les limites « autorisées ». 

Remarque : Toutes les simulations effectuées ne peuvent évidemment pas être présentées ici, mais 
nous pouvons signaler que, parfois en changeant la position de l’antenne,  la longueur du brasseur, la 
fréquence, il arrivait que ce soit <|EX|moy> ou <|EZ|moy>  qui prenne la plus grande valeur, mais très 
souvent avec des rapports maximaux  du même ordre de grandeur, et ne dépassant pas 1.8 dans le pire 
des cas. 

Nous avons aussi obtenu des cas (pour une fréquence inférieure, égale à 500 MHz) où le rapport 
maximal était inférieur à 1.1 ou 1.2 . Il pourrait sembler curieux que pour une fréquence inférieure, 
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nous avons obtenu une amélioration du rapport étudié, mais en regardant la Figure 140 nous nous 
rendons compte que pour des fréquences inférieures à 800 MHz, le rapport étudié est loin de varier de 
manière monotone. 

2ème traitement : 

Nous cherchons maintenant à comparer les modules des 3 composantes de champ, mais en ne 
retenant que la valeur maximale prise en chacun des points (au nombre de 8 ou de 27 comme vu dans 
le 1er traitement), sur un tour de brasseur. Le calcul de la moyenne de ces valeurs maximales est 
effectué sur les points (moyenne calculée sur un échantillon de 8 ou 27 points suivant le cas). 

Les mesures (par opposition aux simulations) sur la CRBM de Xlim fournissent le résultat de 
la Figure 141 
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Figure 141 : Variation de <|EX|max>, <|EY|max>, <|EZ|max> établies sur un tour de brasseur, valeurs 
moyennes établies en 8 points, en fonction de la fréquence, sur la CRBM de Xlim 

Les valeurs relevées du rapport étudié, entre 621 MHz et 652 MHz atteignent : 
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et à 652 MHz (seule) : 17.1
5.6

6.7

max

max ==
〉〈

〉〈

X

Y

E

E
 

Les résultats obtenus en simulation, en considérant 8 points sont : 
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Et en considérant 27 points : 
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La norme EN 61000-4-21 évalue pour chaque composante rectangulaire du champ un écart-type 
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calculé sur les 8 sommets du parallélépipède-échantillon.[6]  

Nous obtenons, en cumulant les 32 positions du brasseur : 
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Ces résultats montrent des écart-types inférieurs à 3 dB pour chaque composante rectangulaire, et 
donc des écarts relatifs évidemment inférieurs à 3 dB entre les composantes. 

Nous pouvons donc considérer comme satisfaisant l’aspect « isotropie » de la CRBM dans les 
conditions utilisées, en dépit d’un brasseur modélisé très simple. 

III.2.3. Etude de l’uniformité 

Nous calculons sur chacun des 8 sommets du parallélépipède-échantillon la moyenne (sur les 32 

positions de brasseur)  〉〈 E
r

 et nous calculons le rapport maximal. Nous obtenons la valeur suivante : 
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r

 (simulation) 
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Nous pouvons aussi calculer le rapport maximal des valeurs maximales pour les différentes 
positions du brasseur (au lieu des valeurs moyennes) et nous obtenons : 

66.1

min

max =
E

E
r

r

 (simulation) 

Ces grandeurs ne donnent pas une bonne idée de l’uniformité du champ, car elles utilisent les 
valeurs extrêmes maximale et minimale, et une cartographie peut très bien avoir une uniformité 
générale satisfaisante, avec de très petites zones provoquant un rapport (des valeurs moyennes ou 
maximales) important. 

De plus, prendre un nombre plus importants de points (comme cela était évoqué pour l’étude de 
l’isotropie) ne peut que faire empirer le rapport entre les valeurs maximales, de manière évidente, 
mais aussi le rapport des valeurs moyennes, car les moyennes sont calculées ici sur les positions du 
brasseur. 

Pour une CRBM fonctionnant correctement, les valeurs moyennes du champ (calculées sur les 
diverses positions de brasseur) en tout point,  doivent varier de +/- 3 dB. 

Nous fournissons ci-dessous l’histogramme de la grandeur 
moyE

E

〉〈

〉〈
r

r

 où 〉〈 E
r

 est la moyenne en 

chaque point, calculée sur les 32 positions du brasseur et moyE 〉〈
r

 est la moyenne de 〉〈 E
r

 calculée sur 

les différents points de l’échantillon : 

 

Figure 142 : Histogramme de 
moyE

E

〉〈

〉〈
r

r

  sur l’ensemble de l’échantillon, soit 567 points 

Nous constatons sur la Figure 142 que la plupart des points de l’échantillon permettent de conclure 
à un fonctionnement correct de la CRBM en ce qui concerne l’uniformité. 
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Un dénombrement permet d’obtenir que seuls 47 points sur 567 ont des valeurs 
moyE

E

〉〈

〉〈
r

r

 qui sont 

soit légèrement inférieure à 0.707 (-3 dB), soit légèrement supérieure à 1.414  (+3 dB). 

Pour juger de l’uniformité, il est intéressant aussi d’observer des cartographies des valeurs 
moyennes ou des valeurs maximales dans diverses sections.  

Nous présentons ces cartographies dans la section d’indice i=2, correspondant à une distance égale à 
1.31 m du mur électrique suivant z, à l’extrémité de la zone de diffraction. Les dimensions de la zone 
visualisée valent respectivement suivant x et y : 0.7 m*0.7m soit des côtés un peu plus grand que 1.52 
longueurs d’onde.   

 

Figure 143 : Cartographie de 〉〈 E
r

, avec graduations en nombre de cellules suivants x et y dans une 

section z=cte dans le parallélépipède-échantillon 

Nous constatons sur la Figure 143 que les valeurs entre les maxima et les minima peuvent en effet 
atteindre des valeurs proches de 2.0, mais que sur une grande partie de la cartographie, le rapprt des 
valeurs moyennes n’excède pas 1.4 

 

Figure 144 : Cartographie de 
max

E
r

, avec graduations en nombre de cellules suivants x et y dans une 

section z=cte dans le parallélépipède-échantillon 
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Nous voyons sur la Figure 144 que la valeur du rapport entre valeurs maximale et minimale peut 
approcher 2.0, mais il est clair que cela ne concerne que des zones très réduites par rapport au reste de 
la section visualisée. Sur la grande partie de la zone étudiée, ce rapport n’excède pas 1.3, ce qui reste 
tout-à-fait convenable. 

De plus, le but recherché en pratique est que le champ puisse approcher la valeur maximale, en 
tout point, pour au moins une position du brasseur, et cette grandeur est donc plus importante que la 
valeur moyenne sur un tour de brasseur.   

Des cartographies dans d’autres sections donnent des résulats parfois moins concluants (mais tout 
de même raisonnables), mais dans la plupart  des cas, nous retrouvons des valeurs de rapport du même 
ordre de grandeur, autant pour les valeurs moyennes que maximales. 

Une autre visualisation (la plus parlante) permettant de constater l’uniformité du champ dans la 

CRBM est de visualiser pour toutes les positions du brasseur, les cartographies de la valeur de E
r

 

dans la même section. Ainsi, nous pouvons voir une véritable « animation » de la configuration 
spatiale du champ, voir les modifications importantes se « matérialiser », et constater que les maxima 
peuvent atteindre tous les points de la section visualisée. 

Evidemment nous ne pouvons présenter ici qu’un nombre limité d’ images de ces configurations du 
champ, pour quelques positions du brasseur repéré par l’angle θ, ci-dessous : 

 

  θ=0°    θ=15°    θ=35° 

 

  θ=75°    θ=90°    θ=160° 

Figure 145 : Cartographies de E
r

 dans une section z=cte du parallélépipède-échantillon, pour 6 

positions du brasseur (sur 32 positions au total) 

Nous constatons sur la Figure 145 que toutes les zones sont à un moment donné, soumises à un 
champ relativement élevé suivant la position du brasseur, et c’est là l’objectif de l’uniformité du 
champ électromagnétique à l’intérieur d’une CRBM. 
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Lorsque nous observons les 32 positions, nous nous rendons compte de manière encore plus 
évidente que le brassage permet d’atteindre une bonne uniformité sur un parallélépipède-échantillon 
pris totalement au hasard, dés le départ (dans une zone ne contenant pas le brasseur tout de même). 

La norme EN 61000-4-21 permet d’évaluer l’uniformité du champ dans la CRBM à l’aide de la 
formule : 
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calculée en « mélangeant » les valeurs maximales des diverses composantes rectangulaires sur les 
8 sommets (les moyenne et écart-type étant alors évalués sur un effectif de 3*8=24 individus). Une 
valeur inférieure à 3 dB permettant de conclure à une bonne uniformité.[6]  

Nous obtenons, en cumulant les 32 positions de brassseur : dBzyx 18.2,, =σ  et concluons à un 

critère d’uniformité correct , au cours de notre étude. 

III.2.4. Etude de la corrélation  

Nous avons constaté que les diverses grandeurs ZYX EEE ,,  suivent un loi de Rayleigh d’ordre 2 

et que E
r

 suit une loi de Rayleigh d’ordre 6. Cela ne peut se produire que si les diverses parties 

réelles et imaginaires de EX, EY, EZ suivent chacune une loi de Gauss et varient de manière 
indépendante. 

Pour étudier cette indépendance d’un point à l’autre  de la CRBM, il a été défini une fonction de 
corrélation spatiale, fonction de 2 points repérés par leurs positions respectives 21 retr

rr
 [16]  
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(le symbole « * » signifie « complexe conjugué »)  

Le cas 21 rr
rr = , conduit pour cette fonction, à une valeur égale à 1. 

Cette fonction prendra une valeur d’autant plus proche de 0 que le champ électrique complexe aux 
2 points considérés variera de manière indépendante. 

David A. Hill a montré, dans l’hypothèse d’un brassage parfait, et si on considère qu’on peut 
modéliser le champ électromagnétique dans une CRBM par une superposition d’ondes planes de 
directions et de polarisations aléatoires [16] , que la longueur de corrélation était égale à la demi-
longueur d’onde (mesurée à la même fréquence, dans le vide). Sur le plan pratique, cela signifie que 
dans une CRBM, le champ en deux points séparés d’une distance supérieure à la longueur de 
corrélation varie de manière totalement indépendante. 

Dans notre cas, et toujours à cause de la simplicité du brasseur utilisé, et à la fréquence choisie, 
nous nous attendons à des résultats non parfaits, et nous estimerons qu’un coefficient inférieur à 0.37 
(valeur fixée par la norme EN 61000-4-21, dans un contexte un peu différent, d’indépendance 
d’échantillons pour le pas du brasseur (voir paragraphe III.2.5. )) correspond déjà à un critère de 
décorrélation entre 2 points. 
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Nous présentons quelques cartographies, dans des sections z=cte, dans lesquelles est représentée en 
chaque point la valeur de la fonction de corrélation entre ce point et un point fixe (pour une section 
donnée), qui est le point du « coin » en haut à gauche, reconnaissable par le fait qu’il donne la valeur 
maximale à la fonction de corrélation (les sections seront repérées par leur valeur de z=cte, dans un 
repère « local », z=0 correspondant à la face dont la côte z est la moins élevée, z=0.525 m la côte la 
plus élevée).  

 

Figure 146 : Cartograhie du module de la fonction de corrélation entre chaque point et le coin en haut 
à gauche dans la section z=0  du parallèlépipède-échantillon   

A la fréquence de 650 MHz, la longueur de corrélation est théoriquement égale à 0.23 m. 

Nous voyons sur la Figure 146 que la fonction de corrélation est égale à 1 au point de référence par 
rapport auquel on calcule, pour chaque section, la fonction de corrélation spatiale. Nous constatons 
aussi la chute de cette fonction à mesure qu’on s’éloigne du point de référence, en respectant 
correctement la valeur théorique de 0.23 m. 

Lorsque nous nous éloignons plus, nous constatons la présence de vastes zones où cette corrélation 
prend des valeurs très faibles (bien en dessous de 0.37), mais… avec des zones non négligeables où la 
corrélation atteint  0.65 . La Figure 146 correspond au pire cas rencontré dans les diverses 
cartographies visualisées. 

Nous présentons ci-dessous des cartographies de la fonction de corrélation spatiale donnant de 
meilleurs résultats : 

 

Figure 147 : Cartograhie du module de la fonction de corrélation entre chaque point et le coin en haut 
à gauche dans la section z=0.525 m  du parallèlépipède-échantillon   



169 

Nous constatons sur la Figure 147 une amélioration très sensible de l’aspect général de la 
corrélation spatiale par rapport à la figure précédente. Il est à noter que sur des zones non négligeables, 
cette corrélation atteint 0.55, mais sur la majeure partie, elle garde des valeurs acceptables, et la 
plupart des cartographies visualisées (non présentées ici) sont plus proches de ce cas. 

 

Figure 148 : Cartograhie du module de la fonction de corrélation entre chaque point et le coin en haut 
à gauche dans la section z=0.26 m  du parallèlépipède-échantillon 

La Figure 148 est le meilleur résultat obtenu et nous constatons une quasi-décorrélation du champ 
dans la section z=0.26 m en dépit de petites zones où la fonction de corrélation atteint 0.5, mais le 
résultat est tout-à-fait acceptable dans sa globalité. 

David A. Hill montre [16]  que dans le cas d’un brassage parfait , avec une modélisation par ondes 
planes, que ce coefficient de corrélation vaut : 
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Nous pouvons voir sur la Figure 148 que s’il est fait abstraction de la « zone » où la fonction de 
corrélation prend une valeur plus élevée que la théorie (rappelons-le, dans un cas théoriquement 
parfait !) l’équation (VI-1) est assez bien vérifiée comme nous pouvons le constater sur la figure ci-
dessous, en tenant compte du fait encore une fois que le brasseur est particulièrement simple dans 
notre simulation : 

 

Figure 149 : Fonction de corrélation en fonction de x (par rapport au point « origine » de la section 
z=cte) sur l’axe correspondant à z=0.525 m, y=0 du parallélépipède-échantillon 
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Nous remarquons sur la Figure 149  une certaine concordance entre l’équation (VI-1) les résultats 
de la simulation. Evidemment, le découpage en λ/5 ne permet pas d’espèrer une vérification plus 
précise, en plus du problème de la qualité du brasseur. 

III.2.5. Etude de l’indépendance des échantillons en fonction de la position 
du brasseur 

La norme EN 61000-4-21 prévoit pour une étude statistique, que les divers échantillons prélevés 
(avec un échantillon correspondant à une position du brasseur) soient indépendants ou tout au moins 
qu’ils ne soient pas trop corrélés. Une limite supérieure du coefficient de corrélation entre deux 

positions considérées comme « indépendantes » est fixée à 37.0
1 =
e

. 

Par exemple, si l’étude porte sur le module du champ électrique EE =
r

 dans un échantillon 

d’effectif  N, nous calculons le coefficient de corrélation entre 2 positions du brasseur repérées par les 
indices respectifs 1 et 2, par la formule : 

21

),( 21

EE

EECov
ncorrélatioCoeff

σσ ×
=  avec ( ) ( )〉〈−×〉〈−= ∑ 221121

1
),( EEEE

N
EECov i

i
i  et 

21 EE etσσ  respectivement écart-type de E
r

 pour les échantillons 1 et 2. 

〉〈〉〈 21 EetE  représentant les valeurs moyennes de E
r

 sur chaque échantillon 1 et 2.  

Les échantillons mis en jeu étant pris au même emplacement, dans l’enceinte, on parle aussi de 
coefficient d’auto-corrélation.  

Nous représentons quelques courbes du coefficient d’auto-corrélation entre chaque échantillon 
correspondant à chaque angle de rotation du brasseur, et une position fixe déterminée aussi par un 
angle de rotation du brasseur. 

 

Figure 150 : Coefficient d’auto-corrélation de E
r

  entre les divers échantillons repérés chacun par 

l’angle du brasseur et la position du brasseur θ=10° (la limite de 0.37 est tracée en rouge) 
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Nous remarquons sur la Figure 150 que la valeur maximale de 1.0 correspond évidemment à la 
corrélation entre un échantillon (10°) et lui-même. Nous voyons aussi que même si un nombre non 
négligeable de positions sont décorrélés (sur le critère d’une infériorité à 0.37), un plus grand nombre 
encore se retrouvent à ne pas satisfaire ce critère. La trop grande simplicité du brasseur est la cause de 
cette « corrélation » relative. Toutefois, c’est le même « parallélépipède-échantillon » qui avait permis 
de valider les lois statistiques aux paragraphes II.  et III.2.1. , et on rappelle que nous avions été 
amenés à ne pas prendre toutes les positions de brasseur pour valider certaines lois, avec le critère du 
χ2  à 5%. 

Nous pouvons tout de même considérer une certaine décorrélation malgré tout entre les 
échantillons correspondant aux diverses positions du brasseur, le coefficient dépassant assez peu 
souvent la valeur de 0.45 . 

D’autres valeurs des coefficients d’auto-corrélation entre une position (facilement repérable sur le 
graphique, puisque correspondant au maximum, et valant 1) et les autres positions du brasseur suivent 
ci-dessous. Il est bien évidemment impossible de les présenter toutes. Nous choisissons de présenter 
les pire et meilleur cas, un cas « intermédiaire », sur la Figure 150, ayant déjà été présenté. 

 

Figure 151 : Pire cas rencontré : coefficient d’auto-corrélation de E
r

  entre les divers échantillons et 

la position du brasseur θθθθ=20° (la limite de 0.37 est tracée en rouge) 

 

Figure 152 : Meilleur cas rencontré : coefficient d’auto-corrélation de E
r

  entre les divers 

échantillons et la position du brasseur θθθθ=170° (la limite de 0.37 est tracée en rouge) 
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D’autres courbes d’auto-corrélation sont présentées ci-dessous, correspondant à une simulation 
avec un découpage différent (22*22*20), mais avec un brasseur plus vaste : 1.7 m*0.8 m 
(l’augmentation du diamètre est prépondérante par rapport à l’augmentation de la hauteur du 
brasseur [37] [73] ). La fréquence est de 550 MHz. Le nombre de positions différentes du brasseur est 
de 28, à cause du découpage différent de la zone de diffraction. 

  

Figure 153 : Coefficient d’auto-corrélation de E
r

  entre les divers échantillons et la position du 

brasseur θθθθ=0° et θθθθ=40° avec un brasseur vertical de plus grand diamètre (la limite de 0.37 est tracée 
en rouge) 

Les autres positions du brasseur donnaient des résultats tout aussi bons en ce qui concerne 
l’indépendance des échantillons en fonction de l’angle du brasseur, mais…les résultats concernant les 
lois statistiques étaient curieusement moins bons que ceux présentés plus longuement dans cette 
thèse. 

Les figures ci-dessous donnent une autre présentation de cas avec différentes valeurs du coefficient 
d’auto-corrélation . Chaque « étoile » représentée a pour abscisse le module du champ pour la 
position 1, |E1| et pour ordonnée le module du champ pour la position 2, |E2|  au même point 
physique. Le nombre d’étoiles est donc égal au nombre de points de chacun des échantillons. 

 

Figure 154 : Nuage de points pour les positions 20° et 20°, donnant un coefficient d’auto-corrélation 
égal à 1 
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Figure 155 : Nuage de points pour les positions 20° et 25°, donnant un coefficient d’auto-corrélation 
égal à 0.87 

 

Figure 156 : Nuage de points pour les positions 20° et 35°, donnant un coefficient d’auto-corrélation 
égal à 0.65 

 

Figure 157 : Nuage de points pour les positions 20° et 170°, donnant un coefficient d’auto-corrélation 
égal à 0.29 
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Les Figures 154 à 157 permettent de visualiser et d’interpréter les valeurs des coefficients d’auto-
corrélation et nous percevons bien la notion d’ « indépendance » entre deux échantillons ainsi que son 
importance. 

IV. Conclusion du chapitre VI 

L’objectif de ce chapitre était de vérifier si les simulations effectuées en présence du brasseur et 
avec une fréquence générant un nombre plus important de modes, permettraient de retrouver les 
résultats des mesures sur une CRBM. Evidemment, la méthode hybride de résolution mise au point 
trouve ici sa justification : le fait de ne « mailler » que la zone de diffraction permet un gain précieux 
en terme de ressources informatiques. La difficulté pour mener à bien le projet a été une modélisation 
réaliste du brasseur. Pour l’instant le brasseur est une simple plaque rectangulaire parfaitement 
conductrice en rotation autour d’un axe vertical. Il correspond au brasseur initial de la CRBM de Xlim. 
Comme cela a été souligné, la prise en compte du brasseur provient d’un sous-programme autonome, 
qui gagnerait à être amélioré 

Nous nous sommes « contentés » dans un premier temps de travailler sur des variables aléatoires 
centrées réduites, à partir des grandeurs « brutes » Re(EX), Im(EX), Re(EY), Im(EY), Re(EZ), 
Im(EZ). 

Cette démarche était rendue nécessaire, du fait que ces diverses grandeurs variaient sur des échelles 
relatives trop éloignées. Il est à noter qu’une recherche de normalisation (parfois différente de la 
nôtre) de diverses grandeurs est courante dans les études en CRBM. [1] [10] [27]  

Il a été montré le rôle primordial des pertes, qui existent toujours dans la réalité, en prélimaire 
d’une étude sur les grandeurs brutes. C’est en simulant une augmentation du coefficient de fréquence 
complexe, que nous comptions atteindre un but plus ambitieux que le précédent.  

Dans un second temps, et en augmentant de manière importante les pertes, il a été procédé à des 
confrontations « simulation/mesures » sur la CRBM de Xlim, en grandeurs brutes. Nous avons 
réalisé des calculs statistiques se rapprochant de ceux effectués suivant la norme EN 61000-4-21 
(mesures effectués en 8 sommets d’un parallélépipède-échantillon). 

Il a été tiré profit de l’outil de simulation pour pousser l’étude statistique sur un plus grand nombre 
de points (27 points, puis 567 points). 

En dépit de quelques difficultés, nous pouvons considérer les résultats satisfaisants en ce qui 
concerne les lois statistiques, l’ isotropie et l’uniformité du champ. De plus, les résultats obtenus sont 
conformes à ceux des mesures, notamment sur d’éventuelles dispersions de rapports entre grandeurs. 

En revanche, nous nous devons de reconnaître une certaine « déception » en ce qui concerne les 
fonctions de corrélations spatiales et d’indépendance d’échantillons mesurée par la fonction 
d’auto-corrélation .  

Malgré ces corrélations un peu trop importantes, les lois statistiques ont pu être validées. Nous 
rappelons que la question du choix de certains échantillons au cours de l’étude statistique avait été 
évoquée avant même l’étude des corrélations, et que nous avions déjà remarqué que certaines 
difficultés apparaissaient lorsque des positions consécutives de brasseur faisaient partie du même 
échantillon. Il semble raisonnable de penser que certaines corrélations provoquaient ces « difficultés 
de validation ».   

Nous ne pouvons pas à aller jusqu’à parler de « non validation », puisque de nombreux cas donnent 
des résultats convenables. Sans être totalement certains des raisons de ces « invalidations partielles », 
il semblerait une fois encore que la trop grande simplicité du brasseur en soit la cause principale. 
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De toute façon, les difficultés rencontrées ne remettent pas du tout en cause la validité du code et 
de la méthode hybride mise au point au cours de cette thèse. Nous pourrons de plus remarquer, que si 
les validations s’étaient effectuées sans la moindre difficulté, cela aurait pu signifier que la forme et 
les dimensions du brasseur influaient peu sur le résultat en CRBM, ce qui est loin d’être le cas [15] [5] 
[6] [37] [73] . 

Nous pourrions même dire que nous avons pu vérifier avec ce code, qu’un brasseur trop simple 
comme celui que nous avons simulé, bien que permettant un brassage correct, fournit des échantillons 
avec des corrélations non négligeables. Nous trouvons là une justification dans la recherche de 
brasseurs plus complexes.[58]  

Nous noterons que les diverses études sur l’efficacité du brasseur, en fonction des rapports 
« diamètre/hauteur » etc…ne conduisent pas toujours à des conclusions identiques. Par exemple dans 
l’article [67] , Luk R. Arnaut conclut à une plus grande efficacité d’un « petit brasseur simple » dans 
une CRBM aux murs comportant de fortes « rugosités » par rapport à un « grand brasseur complexe » 
avec des murs « lisses ». 

Nous devons citer les travaux de Gérard Orjubin [5] , Elodie Richalot, Odile Picon et Olivier 
Legrand qui justifient dans l’article [77]  le rôle crucial de la forme du brasseur pour obtenir les 
propriétés d’uniformité  et d’isotropie, entre autres. 
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Conclusion générale et perspectives 
d’amélioration 

Conclusion 

L’objectif de cette thèse a été la mise au point d’une technique numérique permettant la 
détermination du champ électromagnétique à l’intérieur d’une chambre réverbérante à brassage de 
modes (CRBM) en régime harmonique. Notre choix s’est porté sur une méthode hybride 
FDFD/développement modal. Une étude de faisabilité pour des enceintes de section quelconque a été 
l’idée sous-jacente,  toujours présente tout au long de ce travail même si la plus grande partie du 
travail a été consacrée aux enceintes de forme parallélépipédique. 

Pour effectuer ce travail, nous avons considéré que la cavité pouvait être séparée en deux parties 
complémentaires : 

- la zone de champ diffracté contenant le brasseur et les antennes 

- la zone calme pour laquelle la cavité peut être assimilée à un guide possédant des conditions aux 
limites d’extrémité particulières. 

Cette constatation nous a amenés à développer deux approches complémentaires, chacune étant 
adaptée à une région. La première méthode permettant le traitement de la zone calme est le 
développement modal. Dans ce cadre, nous avons mis en œuvre un produit scalaire simple qui permet 
le calcul des poids des modes TE et TM du guide   caractérisé par la géométrie de  sa section. Dans le 
cas d’une géométrie simple : rectangulaire ou circulaire, une forme analytique peut être trouvée. Par 
contre, dans le cas d’une forme plus complexe et quelconque, nous avons fait appel à un calcul de 
valeurs propres et de vecteurs propres. Diverses sections de formes quelconques, convexes ou 
concaves, avec ou sans présence de métal à l’intérieur ont été étudiées. 

Des reconstitutions de cartographies de champ obtenues de manière expérimentale, ou par 
utilisation d’autres logiciels ont permis de valider la méthode de décomposition du champ sur les 
cartographies élémentaires ainsi définies (fonctions de base). Ces reconstructions ont été réalisées sur 
des sections de forme rectangulaire et circulaire. 

La seconde approche permet le traitement dans la zone de champ diffracté. La technique mise en 
œuvre est de type différences finies dans le domaine fréquentiel. Cette approche consiste à résoudre 
l’équation d’Helmholtz aux dérivées partielles du second ordre. Une des difficultés rencontrées à été le 
choix de la technique de discrétisation des dérivations spatiales : une dérivée décentrée est ainsi 
préférable à une dérivée centrée de par le choix du schéma adopté. Les pertes ont été introduites de 
manière efficace dans la cavité par l’utilisation d’un nombre d’onde complexe. 

Nous avons ensuite réalisé l’hybridation des deux méthodes. Dans ce cas, la problématique se situe 
au niveau de l’interface au niveau de la zone de raccordement. A l’interface nous avons écrit les 
champs d’une part sur la base discrète de la FDFD et d’autre part sur la base modale des modes TE et 
TM du guide. L’utilisation de produits scalaires sur ces bases a permis de compléter notre système 
d’équations. 

La méthode FDFD bien qu’aboutissant à une matrice creuse demande d’importantes ressources 
informatiques. En effet, le nombre d’inconnues augment comme N3. Au contraire, pour la méthode du 
développement modal, les seules inconnues sont les poids des modes. Aussi, l’hybridation permet elle 
de réduire le nombre d’inconnues de la FDFD dans une direction. Celui devient : 



178 

mod2)(** NNNNNN zzyXinconnues +−=  

Nous constatons donc qu’il faudrait un nombre de modes très important pour retrouver un nombre 
d’inconnues égal au nombre d’inconnues du problème entièrement traité par FDFD. 

Nous avons dans un premier temps validé la programmation FDFD 3D proprement dite, sans 
développement modal, et sans brasseur. Cette validation a été effectuée sur des enceintes 
parallélépipédiques par comparaison avec les cartographies analytiques 3D. 

Puis nous avons procédé à la validation complète de la méthode hybride, toujours par comparaison 
avec l’analytique, toujours sans brasseur. 

Nous avons terminé par des simulations complètes, avec brasseur, et les validations effectuées 
n’ont pu être que de nature statistique. Les résultats visés étaient des recherches de similitudes avec 
des références bibliographiques ou des résultats expérimentaux sur la CRBM de Xlim. En dépit de la 
simplicité du brasseur simulé, cette étape a donné satisfaction, même lorsqu’il s’agissait de montrer 
que le brasseur lui-même n’était pas totalement satisfaisant. 

La grande difficulté pour mener à bien le projet est liée à l’importance  considérable de ressources 
informatiques mobilisées. 

Perspectives d’amélioration 

Comme cela a été évoqué au paragraphe III.  du Chapitre V, la méthode d’hybridation permet un 
gain important concernant l’utilisation des ressources informatiques, tant que la fréquence n’est pas 
trop élevée, à cause du nombre croissant de modes. En effet nous avons vu au Chapitre V que la 
matrice de notre système était constituée de blocs de structures différentes. Un seul de ces blocs est 
directement affecté en cas d’augmentation de la fréquence. La version parallèle de MUMPS donne la 
possibilité de transmettre les coefficients de la matrice creuse par blocs. Nous pourrions évidemment 
en profiter pour augmenter la finesse du maillage. Il serait donc intéressant de constater le gain 
susceptible d’être obtenu en utilisant cette option. 

L’autre point important qui doit à tout prix être amélioré est la simulation d’un brasseur plus 
réaliste, notamment par des plans autres que verticaux. Plusieurs études montrent le rôle important de 
celui-ci [5] [6] . Une autre possibilité serait de permettre la simulation de plusieurs brasseurs. 
L’amélioration constatée en expérimentation [15]  devrait se retrouver en simulation. Le code réalisé 
aurait permis la prise en compte d’un deuxième brasseur, mais n’aurait été possible de manière 
efficace qu’avec l’amélioration évoquée ci-dessus de la transmission de la matrice par blocs, puisque 
nous poussions le système à ses limites. 

La prise en compte du (ou des) brasseur(s) étant un sous-programme autonome, cette amélioration  
est très réaliste.  

Le code ayant largement fait appel à de la programmation modulaire, chaque paroi de la cavité est 
traitée de manière indépendante (pour le moment en section rectangulaire), par des sous-programmes 
autonomes. Il est tout-à-fait possible de changer les propriétés d’une paroi seule (impédance de 
surface, présence d’ouvertures etc…), pour des cas plus variés et plus proches de la réalité.   

Une autre amélioration concerne l’un des objectifs initiaux de la thèse, à savoir la généralisation de 
la méthode à des enceintes de sections quelconques. Nous aurions alors la possibilité de conserver 
toute la partie du code concernant le raccordement modal, ainsi que toute la mise en place des vecteurs 
propres. Les modifications à apporter à la partie FDFD 3D ne devrait pas constituer un obstacle 
insurmontable. 
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Nous pourrions aussi envisager la généralisation du raccordement modal à un nombre plus élevé 
de « zones perturbées » et « zones calmes » : chaque volume, suivant sa nature, serait traité par FDFD 
classique ou par développement modal, avec le « raccordement » appliqué à chaque « section 
limite », avec la même technique que celle développée dans cette thèse. Une difficulté surgirait alors 
dans les conditions aux limites : les différents « tronçons » concernés par le développement modal ne 
seraient plus tous des demi-guides court-circuités. La poursuite dans cette voie seraint intéressante, 
avec un gain important en termes de nombre d’inconnues. 
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Annexe 1 

Conditions aux limites  

Seules les conditions aux limites directement utilisées pour les besoins de cette thèse sont 
présentées ici, ainsi que les éléments de démonstration. On ne s’intéresse donc qu’aux interfaces 
air-métal, qui correspondent à des conditions sur le contour interne des cavités ou guides 
métalliques avec, pour les 2 milieux, des constantes 00 µµet == εε . 

Ces conditions aux limites seront utilisées dans les programmes informatiques réalisés pour la 
FDFD (2D et 3D)  ainsi que dans les formules analytiques permettant entre autres, 
l’établissement des expressions des champs électromagnétiques en ondes stationnaires, à partir 
des expressions en ondes progressives. 

Ces formules sont fondamentales pour la mise en place du développement modal. 

Composante tangentielle du champ électrique  

Nous savons qu’à cause de l’effet de peau, le champ électromagnétique ne pénétre pas à l’intérieur 
d’un conducteur, et ce d’autant moins que le conducteur est bon. 

L’amplitude du champ décroit exponentiellement, en δ
z

e
−

 où δ est l’épaisseur de peau donnée par : 

fréquencef

mSenmétaldutéconductivi

métaldutéperméabiliµ

avec

fµ

=
=
=

=

− ).(

1

1σ

σπ
δ

 

Cette formule fait clairement apparaître que pour un métal parfait 0),( =∞= δσ  donc le champ 
électromagnétique ne pénètre pas dans le métal, et on considère qu’il est nul à l’intérieur du métal. 
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On considère un contour (pointillés sur le schéma ci-dessus) sur lequel on veut évaluer la 

circulation du champ électrique sur le contour (C) fermé :  ∫
C

MdE
rr

.  

D’après la formule de Stokes, on sait que cette circulation est égale au flux du rotationnel de E
r

 à 
travers la surface délimitée par le contour (C)  

Or d’après l’équation de Maxwell : 
t

H
µErot

∂
∂−=
r

r
.  et si on fait tendre la surface délimitée par (C) 

vers zéro en rapprochant E
r

 de la surface du métal, on obtient un flux de Erot
r

.  nul, et donc la 
circulation s’annule aussi. Ceci ne peut-être réalisé que si la composante tangentielle est nulle . 

Nous avons donc la première condition aux limites, à l’interface air/métal parfait : 

0
rr

=TE  (A1-1) 

Cela revient à dire que sur la surface interne du guide, le champ électrique est normal à cette 
surface.  

Dérivée normale de la composante tangentielle du champ magnétique  

D’après l’équation (A2-8)’ de l’ Annexe 2, et à cause de ce qui vient d’être vu (A1-1), )( ZT H∇
r

  
doit être tangent au contour métallique. 

Si on calcule la variation infinitésimale sur un déplacement normal à la surface métallique  

 

0).( =∇= MdHdH ZTZ

rr

 

d’où nous déduisons la deuxième condition aux limites sur la surface métallique, considérée 
comme parfaitement conductrice : 

0=
∂

∂
n

H Z  (A1-2) 

expression dans laquelle la lettre « n » signifie que la  dérivation partielle est évaluée dans la 
direction normale au contour métallique.  
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Composante normale du champ magnétique : 

 

Nous considèrons un cylindre infinitésimal dont l’axe est normal à la surface de séparation air-
métal. Dans le métal le champ magnétique est nul. Si on fait tendre la longueur de ce cylindre vers 
zéro, le flux total ϕ  du champ magnétique à travers la surface  « enveloppant » ce cylindre se réduit 

au flux de 1NH
r

 à travers la section circulaire (voir schéma ci-dessus). Comme nous avons 0. =Bdiv
r

 

qui se réduit ici à 0.. =Hdiv
r

, on a 0=ϕ  et ceci n’est possible que si la composante normale 1NH  

est nulle et la troisième condition aux limites est , à l’interface air-métal : 

0
rr

=NH  (A1-3) 
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Annexe 2 

Expression des composantes transversales en fonction de la composante longitudinale, 
en ondes progressives 

En régime harmonique, les équations de Maxwell utilisées ici s’écrivent : 
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 à l’intérieur strict de la zone de mesure, dépourvue de sources 

Les expressions générales des champs électrique et magnétique sont : 
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en se rappelant que HZ est identiquement nulle (mode TM), on arrive à 
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et en reportant les expressions de HY(x,y) et HX(x,y) issus des équations (A2-1) dans (A2-2), nous 
obtenons : 
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avec εµω 22
0 =k  et 22

0
2 β−= kkC  

Nous obtenons finalement la composante transversale du champ électrique en fonction de la 
composante longitudinale : 
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dans lequel l’indice « T » signifie que l’opérateur T∇
r

 est le « gradient tangentiel » en dimension 2, 
sur les composantes x et y. 

En combinant les équations (A2-2) et (A2-3) nous obtenons : 
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Nous obtenons finalement l’expression du champ magnétique transversal en fonction de EZ : 
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r

 vecteur unitaire porté par l’axe z, dans le sens des z croissants. 

Modes TE 

En se rappelant qu’on a alors EZ identiquement nul 
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et en reportant les équations (A2-6) dans (A2-5) nous obtenons : 
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Nous obtenons finalement l’expression de la composante transversale du champ magnétique en 
fonction de la composante longitudinale : 
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En reportant (A2-7) dans (A2-6) nous obtenons : 
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Et nous obtenons finalement l’expression du champ électrique qui est transversal en fonction de la 
composante longitudinale  du champ magnétique : 
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Annexe 3 

Expression du champ électromagnétique en fonction de la composante longitudinale, 
en ondes stationnaires 

Nous cherchons à établir les expressions générales du champ électromagnétique en fonction de la 
composante longitudinale (en z) en considérant le problème d’une onde incidente, se réfléchissant 
normalement à la surface d’un métal parfait. Même en cas de réflexions multiples (sur la paroi en l=LZ  
dans le cas d’une cavité vide, par exemple), nous pouvons toujours nous ramener à ce cas simple 
(onde incidente + onde réfléchie), seule les amplitudes changeant alors. Nous nous plaçons dans les 
hypothèses d’un régime harmonique permanent. Nous sommes alors obligés de considérer qu’il y a 
des pertes, mais qu’elles n’ont pas lieu sur cette paroi considérée comme parfaitement 
conductrice. 

Nous utilisons donc les conditions aux limites de l’Annexe 1 et les expressions des ondes 
progressives de l’Annexe 2  
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Ce qui donne pour l’expression du champ électromagnétique en ondes stationnaires : 
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Ce qui donne pour l’expression du champ électromagnétique en ondes stationnaires 
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Annexe 4 

Expression du champ électromagnétique en section rectangulaire, en ondes 
progressives 

Pour une onde se propageant dans le sens des z croissants (V est égal à E ou H, selon le cas) : 

Les solutions de l’équation d’Helmholtz (2-2) ou (2-3) en VZ sont de la forme : 
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21 ykAykAxkAxkAV YYXXZ ++=  en séparant les variables x et y. 

En appliquant les conditions aux limites (Annexe 1) on obtient VZ et à l’aide des résultats de 
l’ Annexe 2, on exprime alors VX et VY.  

Dans toutes les écritures ci-dessous, nous avons : 
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Annexe 5 

Expression du champ électromagnétique en section rectangulaire, en ondes 
stationnaires.  

En utilisant les résultats de l’Annexe 3 et de l’Annexe 4, nous obtenons les expressions 
fondamentales pour cette thèse, et notamment pour les diverses validations numériques/analytiques. 
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Annexe 6 

Expression du champ électromagnétique en section circulaire, en ondes progressives 

Nous utilisons le système de coordonnées cylindriques, mieux adapté à la symétrie de révolution. 

Les équations (A2-3)’(A2-3)’ ,(A2-4)’,(A2-7)’,(A2-8)’ utilisent des expressions des composantes 
longitudinales ne dépendant que des variables « transversales » du type EZ (x,y) ou  HZ (x,y) gardent 
toute leur validité, si on les remplace par des expressions dépendant des variables « transversales » ρ 
et θ.   

 

Tout point à l’intérieur du guide est repéré par (ρ, θ, z) 

L’équation d’Helmholtz s’écrit alors avec V=EZ ou V=HZ suivant le cas : 

0..
1

.
1 2

2

2

22

2

=+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

Vk
VVV

Cθρρρρ
 [3]  (A6-1)  

qui, en séparant les variables, peut se décomposer en un système  
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[3]  (A6-2)  

dont les solutions sont données par : 

).()..cos(.),( ρϕθθρ CmZ kJmAV +=  (A6-3) 

où mJ  est la fonction de Bessel d’ordre m. 
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En appliquant les conditions aux limites (Annexe 1) nous obtenons VZ .  

Pour les modes TM, VZ est identifié à EZ et la condition aux limites 0
rr

=TE   en ρ=R  impose : 

nmC XRk ,. = , où nmX ,  est la nème racine de la fonction de Bessel d’ordre m. 

Nous obtenons donc les diverses valeurs de la constante de propagation transversale, correspondant 
à des modes différents, chacun étant caractérisé par un couple d’entiers positifs (m,n). 

( )
R

X
k nm

nmC
,

, =  m pouvant être nul 

Pour les modes TE, VZ est identifié à HZ et la condition aux limites 0=
∂

∂
n

H Z  qui s’écrit ici 

0=
∂

∂
ρ

ZH
 impose : '

,. nmC XRk = , où '
,nmX  est la nème racine de la dérivée de la fonction de Bessel 

d’ordre m. 

Nous obtenons donc les diverses valeurs de la constante de propagation transversale, correspondant 
à des modes différents, chacun étant caractérisé par un couple d’entiers positifs (m,n). 

( )
R

X
k nm

nmC

'
,

,
' =  m pouvant être nul 

L’équation (A2-3)’  permet d’obtenir les coordonnées dans le trièdre local ),,( ZUUU
rrr

θρ  du 

champ électrique pour une onde se propageant dans le sens des z croissants : 

Modes TM : 








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


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ρ
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θρ
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)..sin()..(..
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),,(

0

02

'
0

r
 (A6-4) 

Remarque : La composante en θU
r

 n’est pas infinie en 0=ρ  car si m≠0, les fonctions de Bessel 

Jm(x) s’annulent en x=0, et si m=0, le numérateur s’annule aussi. 

Pour le champ magnétique, on utilise l’équation (A2-4)’ 
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 (A6-5) 

Modes TE : Pour le champ électrique, on utilise l’équation (A2-8)’ 
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 (A6-6) 

et pour le champ magnétique, on utilise l’équation (A2-7)’ 
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Annexe 7 

Expression du champ électromagnétique en section circulaire, en ondes stationnaires 

Les équations (A3-1)et (A3-2) utilisent des expressions des composantes longitudinales ne 
dépendant que des variables « transversales » du type EZ (x,y) ou  HZ (x,y) gardent toute leur validité, 
si on les remplace par des expressions dépendant des variables « transversales » ρ et θ. 

Nous obtenons donc pour les modes stationnaires : 
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

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Modes TE 
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Annexe 8 

Produit scalaire en section rectangulaire 

Nous obtenons, à partir des expressions des champs électrique et magnétique établies en Annexe 5, 
les composantes longitudinales pour une cavité de section rectangulaire de dimensions respectives LX , 
LY  et LZ dont l’excitation (qui peut être une antenne, une onde illuminant une ouverture de la cavité 
etc…) en régime harmonique a une pulsation ω : 







=

=

0

)sin().sin().cos(..2 0

TM
Z

YX
TM
Z

h

ykxkzEe β

 

où les coefficients kx, kY et β sont caractéristiques du mode de guide TMm,n (m et n, entiers 
positifs) et donnés par :  

2
0

222
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2

;;
.

;
.

kkk
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k
L

n
k

L

m
k

Ck

YX
Y

Y
X

x =++=== βωππ
43421

 

et où on a  
ZL

pπβ .=  seulement si on considère une cavité sans brasseur 

Modes TM 

Considérons l’expression suivante, évaluée dans une section droite à la côte z : 

∫ ∫=
LxLy

TM
Z

TM
Z dxdyeeI

0 0

' ..   dans laquelle 
TM
Z

TM
Z eete '

 sont deux modes TM correspondant à des 

couples d’entiers (m,n) et (m’,n’),associés à des constantes kX…..,k’X etc… 

Nous avons : 

4444 34444 214444 34444 21
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0

'

0

'2
0
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0 0

2
0

).sin().sin(.).sin().sin()'cos().cos(.4

.)sin()sin().sin().sin()'cos().cos(.4

I
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YY

I

Lx
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YYX

LxLy

X

dyykykdxxkxkzzEI

dydxykykxkxkzzEI

∫∫

∫ ∫

=

=

ββ

ββ

. 

Supposons kX ≠ k’X 

Nous avons alors : 

{ }dxxkkxkkI XX

Lx

XX .]).cos[(]).cos[(.
2

1 '

0

'
1 +−−= ∫

 

A cause du fait que  kXLX=m.π, nous avons donc I1=0 

De la même manière, si kY ≠ k’Y, à cause du fait que kYLY=n.π, nous avons I2=0 
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Et nous aboutissons finalement au résultat 

),(),(0 ''
YXYX kkkksiI ≠=  

Dans le cas où ),(),( ''
YXYX kkkk =  nous sommes amenés au calcul suivant : 

∫ ∫=
Lx Ly

YX dyykdxxkzEI
0 0

2222
0 ).(sin.).(sin).(cos.4 β

 

)00(.).(cos.

)00(0
22

0 ≠≠=

===

YXYX

YX

ketksiLLzEI

kouksiI

β  

Le cas  kX=0 ou kY=0 est un cas trivial , correspondant à un champ identiquement nul dans toute 
l’enceinte . 

Considérons une cartographie de champ eZ  qui peut, comme nous l’avons vu plus haut s’écrire 
comme une combinaison linéaire de modes élémentaires : 

∑=
nm

nmZ
TM

nmZ eAe
,

,, .   (A8-1) 

Utilisons les résultats ci-dessus pour calculer l’intégrale ci-dessous : 



 ≠≠

=

=∫ ∫

sinon0

)00(1

..)..(cos.....
0

22
0,

0

,

netmsi
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KLLzEAdydxee
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Lx
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YX
TM

nmZ

Ly
TM

nmZ β

 

d’où, en considérant cos(β.z) comme étant non nul, et en envisageant le cas  m≠0 et n≠0 

∫ ∫=
Lx

Z

Ly
TM

nmZTM
YX

TM
nm dydxee

KLLzE
A

0 0

,22
0

, ....
..)..(cos.

1

β
 (A8-2) 

Nous voyons donc que si nous définissons un produit scalaire (pour le moment seulement pour les 
champs électriques) dans lequel chaque vecteur est une cartographie dans une section de côte z : 

∫ ∫=
Lx

Z

Ly

Z dydxeeee
0

2

0

121 ...
rr

 

Nous constatons que deux cartographies eZ1 et eZ2 correspondant à deux modes de base TM 
différents, donnent un résultat nul, et sont donc orthogonales. 

En revanche, le produit scalaire d’une cartographie correspondant à un mode de base par elle-
même donne un résultat non nul.  

De plus, grâce à la formule (A8-2), le produit scalaire d’une combinaison linéaire des modes de 
base TM par un vecteur de base, permet de calculer le poids de ce mode. 
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Remarque : Le produit scalaire d’une cartographie correspondant à un mode TE, dans lequel, par 
définition la composante en eZ est identiquement nulle, donne de manière évidente un résultat nul. 

Cette définition de produit scalaire permet donc de « séparer » (lorsqu’on effectue le produit 
scalaire d’une cartographie quelconque par un mode de base) non seulement les modes TM différents, 
mais aussi tous les modes TE. 

Modes TE 

De manière identique à ce qui a été fait pour les modes TM, nous pouvons calculer l’intégrale ci-
dessous  : 
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Supposons ( kX, kY ) ≠ ( k’X, k’ Y )  
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Le seul cas pour lequel nous avons I1≠0 et I2≠0 est ( kX , kY) = ( k’X , k’Y) 

Dans le cas de nos hypothèses, nous avons donc : I1.I2 =0 

Et nous avons finalement 

),(),(0 ''
YXYX kkkksiI ≠=  

Dans le cas où (kX , kY) = (k’X , k’Y ) nous sommes ramenés au calcul suivant : 
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Si nous écrivons une cartographie hZ  comme une combinaison linéaire des cartographies de base : 

∑=
qp

qpZ
TE

qpZ hAh
,

,, .
 

Utilisons les résultats ci-dessus pour calculer l’intégrale ci-dessous : 
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YX
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TE

qpZ β

 

d’où nous obtenons, en considérant sin(β.z) comme étant non nul 

∫ ∫−=
Lx

Z

Ly
TE

qpZTE
YX

TE
qp dydxhh

KLLzH
A

0 0

,22
0

, ....
..)..(sin.

1

β
 (A8-3) 

Nous voyons donc que si nous définissons un produit scalaire dans lequel chaque vecteur est une 
cartographie dans une section de côte z : 

∫ ∫=
Lx

Z

Ly

Z dydxhhhh
0

2

0

121 ...
rr

 

Nous constatons que deux cartographies hZ1 et hZ2 correspondant à deux modes de base TE 
différents, donnent un résultat nul, et sont donc orthogonales. 

En revanche, le produit scalaire d’une cartographie correspondant à un mode de base par elle-
même donne un résultat non nul.  

De plus, grâce à la formule (A8-3), le produit scalaire d’une combinaison linéaire des modes de 
base TE par un vecteur de base, permet de calculer le poids de ce mode. 

Remarque : Le produit scalaire d’une cartographie correspondant à un mode TM, dans lequel, par 
définition la composante en hZ est identiquement nulle, donne de manière évidente un résultat nul. 

Cette définition de produit scalaire permet donc de « séparer » (lorsqu’on effectue le produit 
scalaire d’une cartographie quelconque par un mode de base) non seulement les modes TE différents, 
mais aussi tous les modes TM. 

En conclusion, nous constatons que nous avons défini un produit scalaire, qui ne met en jeu que 
les composantes longitudinales (eZ pour les modes TM et hZ pour les modes TE), pour lequel les 
vecteurs de base (une cartographie dans une section ) sont orthogonaux deux à deux. 

D’autre part le produit scalaire d’une cartographie quelconque (combinaison linéaire des modes 
de base) par un mode de base (TM ou TE) permet de calculer le poids de ce mode, grâce aux 
formules (A8-2) et (A8-3). 
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Annexe 9 

Produit scalaire en section circulaire 

On note R le rayon de cette section. 

Nous définissons un produit scalaire « calqué » sur celui défini en section rectangulaire : 

∫ ∫=
R

ZZ ddeeee
0

2

2

0

121 .... θρρ
π

rr
  pour les modes TM  

∫ ∫=
R

ZZ ddhhhh
0

2

2

0

121 .... θρρ
πrr

 pour les modes TE 

expressions dans lesquelles les vecteurs représentent des cartogaphies dans une section droite des 
composantes en z comme définies précédemment. 

D’après l’Annexe 6, l’expression générale de la composante en z, pour les modes TM et TE : 

).()..cos(.),( ρθθρ CmZ kJmAV =  (A9-1) 

Le produit scalaire, sur une section circulaire pour les 2 cas TM et TE donne l’intégrale notée I  
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Nous constatons immédiatemment que dès que m1≠m2 nous avons I2=0 et donc I=0. 

L’orthogonalité entre 2 modes différant par les valeurs de m est donc montrée. 

Dans le cas où 2 modes différent par les valeurs de kC, (avec m1=m2), nous sommes amenés à 
étudier I1. 

Préliminaires : 

).( ρCm kJ   est  solution de l’équation  d’inconnue f  (Annexe 6) 
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 (A9-2) 

Si nous considèrons 2 solutions différant seulement par des valeurs distinctes 21 CC ketk  
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Nous avons d’après (A9-2) : 
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Nous pouvons évaluer l’intégrale ci-dessous par une intégration par parties : 
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(A9-3) 

Le deuxième membre de l’équation (A9-3), que ce soit pour des modes TM ou TE, est nul à 
cause des conditions aux limites en R=ρ  (Annexe 1 et Annexe 6). Puisque 12 CC kk ≠  par 

hypothèse, c’est donc l’intégrale qui est nulle. 

Nous venons donc de démontrer que si 12 CC kk ≠ , alors : 

∫ =
R

CmCm dkJkJ
0

21 0).()( ρρρρ  

Cette intégrale n’est rien d’autre que I1 et nous obtensons bien le résultat recherché, à savoir que 2 
modes différents, que ce soit par les valeurs de m, ou par les valeurs de kC donnent un résultat nul pour 
le produit scalaire défini, et sont donc orthogonaux. 

Cherchons à évaluer maintenant le produit scalaire d’un mode par lui-même. 

En prenant l’équation (A9-2) et en multipliant le tout par 
ρ

ρ
d

kdJ Cm )(
.2  nous obtenons : 
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en intégrant, nous arrivons donc à : 
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avec [ ] ρρρρρρ
ρ

ρρ dkJkJd
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que nous reportons dans l’équation (A9-4) 
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et nous arrivons à : 
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En utilisant la propriété des fonctions de Bessel permettant le calcul de la dérivée de la fonction 
d’ordre m en fonction des fonctions de Bessel d’ordre m et m+1 : 

)(.)(.
)]([

1 ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
CmCmC

Cm kJ
m

kJk
d

kJd
+−= +

 

dans le cas de modes TM, à cause de la condition aux limites, il ne reste que le 2ème terme du 
second membre et nous avons finalement : 
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Dans le cas des modes TE, seul le 1er terme du second membre est non nul et nous avons : 
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Les deux intégrales ci-dessus ne sont rien d’autre que I1 et nous permettent d’obtenir une valeur du 
produit scalaire d’un mode TM ou TE par lui-même en effectuant le produit I=I1.I2 

I2 se calcule aisément par : 
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et nous obtenons finalement les formules analytiques permettant d’obtenir le poids d’un mode, 
dans une combinaison linéaire des divers modes de base : 

pour les modes TM :  ∑=
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d’où nous déduisons le poids : ∫ ∫
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pour les modes TE :
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d’où nous déduisons le poids : ( ) ∫ ∫−
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Annexe 10 

Lois statistiques utilisées dans la thèse  

Loi normale : 

La densité de probabilité à laquelle obéit la variable aléatoire continue x  est : 








 −−=
2

2

2

)(
exp

2

1
)(

σ
µ

πσ
x

xp , la valeur moyenne vaut µ=〉〈x  et l’écart-type est égal à σ  et 

est notée N(µ ;σ) 

Lorsque cette loi est centrée ( )0=µ  et réduite ( )1=σ , on l’appelle loi de Gauss 

 

Figure 158 : Densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne 7 et 
d’écart-type 2 

Dans une CRBM idéale, les parties réelle et imaginaire des diverses composantes rectangulaires du 
champ électrique obéissent à une loi normale centrée (moyenne nulle) et de même écart-type. 

Loi de Rayleigh d’ordre 2 : 

La densité de probabilité est : 
2

2

2
2

)( σ

σ

x

e
x

xp
−

=  

C’est la loi utilisée pour décrire le module d’un nombre complexe dont les parties réelle et 
imaginaire varient de manière indépendante, chacune selon une loi normale centrée, d’écart-type σ. 

La valeur moyenne 
2

.
πσ=〉〈x   et l’écart-type vaut 







 −
2

2.
πσ  
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Figure 159 : Densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant une loi de Rayleigh d’ordre 2. 
Les parties réelle et imaginaire sont centrées et possèdent un écart-type égal à 2 

Dans une CRBM idéale, les modules des trois composantes rectangulaires du champ électrique 
obeissent chacun à une loi de Rayleigh d’ordre 2. 

Loi de Rayleigh d’ordre 6 : 

La densité de probabilité est : 
2

2

25
68

1
)( σ

σ

x

exxp
−

=  

C’est la loi utilisée pour décrire la norme d’un vecteur d’un espace de dimension 3 dont chaque 
composante possède une partie réelle et imaginaire variant de manière indépendante, chacune selon 
une loi normale centrée, d’écart-type σ. 

La valeur moyenne 
128

.225 2σπ=〉〈x   et l’écart-type vaut 






 −
128

225
6.

πσ  

 

Figure 160 : Densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant une loi de Rayleigh d’ordre 6. 
Les parties réelle et imaginaire de chaque composante rectangulaire sont centrées et possèdent un 

écart-type égal à 2 

Loi du χχχχ2
N  (loi du Khi-deux d’ordre N, avec N entier) 
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La densité de probabilité est : 
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Nχ  dans laquelle Γ  est la fonction « gamma », 

dont la restriction à un argument entier n s’obtient à partir de la factorielle : 

!)1()( −=Γ nn  

Nous avons de plus la relation récursive : )1().1()( −Γ−=Γ zzz , avec z=réel, qui avec les valeurs 
initiales : 


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π
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 nous permet de calculer toutes les valeurs qui nous intéressent. 

 

Figure 161 : Densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant une loi du 2
Nχ  avec N=5 

C’est la loi utilisée pour décrire la somme des carrés de N variables aléatoires ix  variant chacune, 

de manière indépendante, suivant une loi normale centrée réduite. 

∑
=

==
N

i
iN xx

1

22χ  

Test du χχχχ2 : 

C’est le test qui permet de valider (ou invalider) le fait qu’une variable aléatoire suit (ou non) une 
loi théorique donnée, à partir d’un échantillon d’effectif  total N. On établit dans un premier temps 
l’ histogramme de l’échantillon, qui permet de ranger des effectifs en k  classes : 
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Figure 162 : Histogramme d’un échantillon comparé à la courbe d’effectifs théoriques 

Nous calculons ensuite la variable aléatoire : 
( )

∑
=

−
==

k

i i

ii

T

TO
x

1

2
2χ  (A10-1) 

dans laquelle Ti et Oi représentent respectivement les valeurs des effectifs théorique et observé 
dans la ième classe. 

L’exemple de la Figure 162 met à l’épreuve un échantillon d’effectif total égal à 400, censé suivre 
une loi normale de moyenne 7 et d’écart-type 2. La courbe des effectifs théoriques par classe, est 
tracée en rouge. 

La grandeur calculée χ2
observé  est d’autant plus petite que l’échantillon suit la loi théorique. 

La quantité )( 22
observéprob χχ ≥  est représentée par la surface ombrée sur la figure ci-dessous, 

sur laquelle est représentée la densité de probabilité de la loi 2
Nχ . La valeur de N est généralement 

prise égale à N=(k-3), si k représente le nombre de classes de l’histogramme. Certains ouvrages 
prennent N=(k-1). On parle de « loi du khi-deux d’ordre N » ou « loi du khi-deux à N degrés de 
liberté ». 

 

Figure 163 : Représentation graphique le la quantité )( 22
observéprob χχ ≥  
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Dans l’exemple de la Figure 162, il y a 11 classes, et nous choissisons donc N=8. Nous obtenons  
χ2

observé=11.37 . Nous reportons cette valeur sur l’axe des abscisses de la Figure 163 et nous 

obtenons 18.0)( 22 =≥ observéprob χχ . Le résultat est interprété comme suit : nous avons 18% de 

chance d’obtenir un χ2 supérieur à celui de l’échantillon étudié. Plus la valeur de χ2
observé est élevée, 

plus on a de raisons de « mettre en doute » le fait que la variable aléatoire suive vraiment la loi 
théorique censée la décrire.  

Le critère couramment retenu est « le risque à 5 % », ce qui signifie que tout χ2
observé  supérieur à la 

valeur limite 2
αχ (dans l’exemple actuel, 5.152 =αχ ) nous amène à rejeter la loi théorique avec un 

risque d’erreur égal à 5 %. Dans le cas inverse, on ne peut pas rejeter la loi. 

L’histogramme de l’échantillon de la Figure 162 donnant une valeur χ2
observé=11.37, nous amène 

donc à conclure à la validation de la loi (ou tout au moins au « non rejet »). 

Remarque très importante : 

Il faut faire très attention au côté visuel d’un histogramme qui est très trompeur pour nous amener 
à valider une loi, en comparant l’écart entre courbes des effectifs théoriques et observés. 

En effet l’équation  (A10-1) nous montre clairement que si on double les effectifs de chaque 
classe, on obtient un χ2

observé double, en conservant le même aspect visuel de l’histogramme et de la 
courbe théorique.  

Le test du χ2  permet de donner un critère scientifique objectif pour la validation d’une loi. 

Nous garderons toujours à l’esprit la règle suivante : à aspect visuel constant le test du χ2 donnera 
largement l’avantage à l’effectif total le plus faible. 

Exemple : 

Les deux graphiques ci-dessous ne différent que par des effectifs qui passent du simple au double : 

 

Figure 164 : Comparaison « visuelle » des effectifs théorique et observé de deux échantillons 
d’effectifs respectifs 400 et 800 

Leurs aspects visuels identiques amèneraient, sans précaution, aux conclusions identiques sur une 
validation (ou non) de la loi théorique.  
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Le premier fournit χ2
observé=11.37 et 18.0)( 22 =≥ observéprob χχ  conduisant à la validation. 

Le deuxième fournit χ2
observé=22.8 et 0036.0)( 22 =≥ observéprob χχ  conduisant à un rejet. 

Ce que nous venons de constater est crucial sur l’étude statistique dans une CRBM. En effet, dans 
cette thèse, à cause de la « numérisation » du brasseur, deux angles différents définissant la position de 
celui-ci, peuvent en fait correspondre au même angle « numérisé ». Si on ne repère pas cette anomalie, 
l’étude statistique s’en trouve faussée par un phénomène proche de celui de la Figure 164.  (voir 
Chapitre VI ) 

Nous pouvons poursuivre le raisonnement « par continuité », en constatant une conséquence 
idéalement identique en cas de corrélation entre deux positions du brasseur. C’est une des raisons 
pour lesquelles, dans le Chapitre VI  le choix d’échantillon correspondant à des positions non 
consécutives du brasseur facilitait les validations. Nous comprenons mieux l’importance de vérifier 
l’indépendance des échantillons. 

Dernière remarque : pour une même valeur de χ2
observé , le critère est d’autant plus difficile à 

atteindre que N est petit. En faisant le choix N=(k-3) au lieu de N=(k-1), nous nous sommes placés 
dans le pire cas. 
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Annexe 11 

Orthogonalité des modes en section de forme quelconque 

La 2ème identité de Green nous fournit l’égalité suivante (en 3D) : 

( ) ( )∫∫∫ ∫∫
Ω Ω∂

−=∆−∆ SdfgradgggradfdVfggf
r

...  

dans laquelle Ω est un volume fermé délimité par la surface ∂Ω et où f(x,y,z) et g(x,y,z) sont deux 
fonctions scalaires. La surface est orientée selon la normale extérieure. 

Nous identifierons f et g à EZ pour les modes TM et à HZ pour les modes TE. Supposons que nous 
avons au départ f et g définies dans une section droite perpendiculaire à l’axe z. 

Nous considérons le volume obtenu par translation de cette section suivant z, entre les côtes z=0 et 
z=Z, comme sur la figure ci-dessous :   

 

Figure 165 : Volume obtenu par translation dela section suivant z, entre les côtes z=0 et z=Z 

Nous considèrons par hypothèse que dans ce volume f(x,y,z) et g(x,y,z) ne dépendent pas de z, 
et nous posons f(x,y,z)=f(x,y) et g(x,y,z)=g(x,y).  

f(x,y) et g(x,y) ne correspondent plus forcément à EZ (ou HZ) dans le volume physique, mais à des 
fonctions « fictives ». 

Le 1er membre de l’identité de Green s’écrit : 

( ) ( )∫∫∫∫∫ ∫ ∫∫ ∆−∆=







∆−∆=∆−∆

Ω Ssection 
0

Ssection 

........)( dSfggfZdzdSfggfdVfggf TT

Z

TT  

Le 2ème membre de l’identité de Green s’écrit : 
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avec dC=variation infinitésimale sur le contour au point considéré et n
r

 colinéaire à Sd
r

 

Les 2 intégrales sur les faces « avant » et « arrière » s’annulant, car les « gradients » sont tous 
orthogonaux aux vecteurs surface des faces « avant » et « arrière ». 

et le 2ème membre se réduit à : 
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L’identité de Green se réduit à l’égalité en 2D suivante : 

( ) ( )∫∫∫ −=∆−∆
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TTTT dCnfgradgggradfdSfggf .......
Ssection 

r
 

Hypothèses supplémentaires sur f(x,y) et g(x,y) : elles sont solutions de l’équation d’Helmholtz : 

En omettant l’indice « T » de « tangentiel » 
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( ) ( )∫∫∫∫ =+−=∆−∆
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2
2

SSection 

0.),().,(.),().,(.... dydxyxgyxfkyxgyxfkdSfggf CC  

car le 2ème membre est nul à cause des conditions aux limites : 

Modes TM : f(x,y) et g(x,y) représentent EZ et s’annulent sur le contour 

Modes TE : f(x,y) et g(x,y) représentent HZ et on a alors : ( ) 0. =ngoufgrad
r

 

D’où : 

( ) 0.).,().,(
SSection 

2
2

2
1 =− ∫∫ dydxyxgyxfkk CC  

Si on pose par hypothèse que 2
2

2
1 CC kk ≠  c’est que l’intégrale sur la section est nulle. 

Nous avons donc obtenu l’orthogonalité entre 2 modes de guide différents, et ce pour les modes 
TM et TE, dans une section de forme quelconque. 
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