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Introduction

Notons K un corps de nombres algébriques, c’est-a-dire une extension finie
de Q, et considérons une courbe algébrique plane de C? :

C = {(z0, y0) € C*| F(x0,y0) = 0}
ou F' € K[z,y] est un polynome sans facteur carré.

Dans [DvHO1], Mark van Hoeij et Bernard Deconinck décrivent le calcul de
la matrice des périodes d'une courbe algébrique plane, qui est une premiére
étape pour obtenir une version effective du célébre théoréme d’Abel-Jacobi
(voir par exemple [Mir95] ou |For81, section 20|). Ce théoréme permet de ré-
pondre a des questions telles que « Un diviseur de degré zéro est-il un diviseur
de fonction », qui est importante en calcul formel. Par exemple, elle appa-
rait lorsque I'on calcule la primitive d’une fonction algébrique, et notamment
dans la partie logarithmique de cette primitive [Ris69, Dav81, Tra84, Bro90,
Ber95|. Elle est aussi utile dans I’étude des solutions algébriques d’équations
différentielles ordinaires [BD79|, ou pour le calcul du groupe de Galois diffé-
rentiel [CS98]. De plus, I'application d’Abel a aussi des applications en phy-
sique, notamment pour construire des solutions particuliéres des équations
KdV, KP et NLS [DS98, DP07, Pat07].

Pour calculer une base canonique de I'homologie de la surface de Riemann
(nécessaire au calcul des périodes), la méthode proposée dans [DvHO1]| utilise
un résultat de Tretkoff et Tretkoff [TT84|, qui réduit la construction de cette
base au calcul du groupe de monodromie du revétement associé a la courbe C.
Néanmoins, leur algorithme de calcul de monodromie (paquetage algcurves,
commande monodromy de Maple) ne s’avére pas complétement fiable, et né-
cessite parfois une intervention humaine pour terminer (voir la partie 3.2.1).
Par exemple, si 'on considére le polynome F(z,y) = y*—200y*+40y—2—=,
I’algorithme monodromy nécessite 60 chiffres de précision pour rendre un ré-
sultat. Tout appel a cette fonction effectué avec une précision moindre renvoie
ainsi un message d’erreur. Néanmoins, nous verrons qu’il est possible de cal-
culer le groupe de monodromie de ce polynéme en utilisant seulement 10

13



chiffres de précision.

Pour résoudre ces problémes, nous proposons un nouvel algorithme pour
calculer le groupe de monodromie d’une courbe algébrique plane. Contraire-
ment & 'approche proposée dans [DvHO1|, nous n’avons pas cherché a éviter
les points critiques, mais au contraire nous utilisons une méthode mixte sym-
bolique et numérique consistant notamment a calculer les développements
de Puiseux au-dessus des points critiques. Malheureusement, calculer sym-
boliquement, les développements de Puiseux par l'algorithme classique de
Newton-Puiseux peut étre coiiteux, méme sur des exemples simples. De plus,
les résultats peuvent contenir des nombres rationnels de grande taille, qui
nécessitent donc une précision importante si ’on veut les évaluer numérique-
ment. Par exemple, le polynome de degré 6 en y, F(z,y) = (v* — x)((y —
1)? —z)(y — 2 — 2?) + 2%°, a pour discriminant en y Ap(z) = 2*P(z),
ot P(x) est un polynome irréductible sur Q de degré 23. Si 'on souhaite
calculer symboliquement les développements de Puiseux au-dessus des ra-
cines de ce polynome, on doit donc travailler dans une extension de degré
23. De plus, le premier terme de la série de Puiseux ainsi calculé contient
des fractions rationnelles de 136 chiffres. P.G. Walsh a montré que, pour tout
e > 0, la partie singuliére des développements de Puiseux peut étre calculée
en O(d2**<d;(log h)>*<) opérations binaires [Wal00], ot d,, et d, sont respec-
tivement les degrés en y et x du polyndéme F', et h est la hauteur de F'. Méme
si cette borne n’est probablement pas fine, elle n’est pas encourageante et
confirme les observations expérimentales. Malheureusement, une utilisation
numérique de l'algorithme de Newton-Puiseux pour calculer les développe-
ments de Puiseux (voir le chapitre 2) au-dessus d’un point critique n’est pas
simple. En effet, si le point critique est remplacé par une approximation, 1’al-
gorithme retourne des séries approchées ayant un rayon de convergence tres
petit, et surtout ne contenant pas certaines informations importantes, telles
que les indices de ramifications.

Pour éviter ces calculs symboliques, nous introduisons une nouvelle ap-
proche symbolique-numérique : 'information exacte est obtenue par des cal-
culs modulo un nombre premier p « bien choisi », de telle sorte que la struc-
ture des solutions soit préservée par réduction modulaire ; ensuite, on utilise la
structure des solutions pour guider le calcul numérique des séries de Puiseux.
Ainsi, la taille des coefficients est controlée, et les instabilités numériques sont
réduites. Et surtout, les informations exactes importantes (notamment pour
le calcul du groupe de monodromie), telles que les indices de ramifications et
les multiplicités d’intersection des branches, sont conservées.

Cette thése est divisée de la maniére suivante :

14



Dans le chapitre 1, nous rappelons les principaux résultats sur les courbes
algébriques planes dont nous aurons besoin par la suite.

Dans le chapitre 2, nous détaillons un algorithme symbolique-numérique
pour calculer les développements de Puiseux. Ce chapitre présente plusieurs
contributions :

On introduit les notions de « polygone de Newton générique » et d’
« arbre de polygones ». La seconde notion contient I'ensemble les infor-
mations exactes dont nous aurons besoin pour guider les calculs numé-
riques. La premiére notion permet de simplifier les explications et les
preuves, notamment pour ce qui concerne la réduction modulaire.

On étudie la réduction modulaire des développements de Puiseux, ce
qui nous ameéne a un critére de bonne réduction pour le choix d'un
« bon premier » p, qui nous permet d’obtenir ’arbre de polygones en
utilisant une arithmétique modulaire. On décrit de plus des algorithmes
probabilistes nous permettant d’obtenir un tel premier p de petite taille,
c’est-a-dire logarithmique en la taille des entrées.

On améliore les bornes connues sur le nombre d’opérations modulaires
a effectuer pour calculer I’arbre des polygones en un point critique, puis
en lensemble des points critiques. A l'aide de I’étude de complexité
des algorithmes probabilistes pour trouver le premier p, on obtient une
complexité sur le nombre d’opérations binaires pour calculer I’arbre des
polygones au-dessus de I’ensemble des points critiques.

On explique comment utiliser I'information donnée par I'arbre de poly-
gones pour pouvoir calculer une approximation numérique des dévelop-
pements de Puiseux.

Le chapitre 3 décrit la stratégie que nous utilisons pour calculer le groupe

de monodromie de la courbe C. Celle-ci repose sur trois principes :

— Nous utilisons un arbre de recouvrement minimum pour réduire la lon-
gueur totale des chemins que nous aurons a suivre. Nous proposons une
méthode pour obtenir des chemins suivant cet arbre qui soient homo-
topes a ceux utilisés classiquement, comme dans [TT84].

Nous relions les fibres entre deux points intermédiaires a I’aide de déve-
loppements en série tronqués a un ordre contrélé. Nous donnons notam-
ment des bornes sur les ordres de troncation afin d’avoir des connexions
fiables. De plus, nous calculons de tels développements au-dessus de
points réguliers, mais aussi au-dessus des points critiques. Ces derniers
décrivent les fonctions lorsqu’elles sont prolongées le long d’un arc de
cercle autour d’un point critique, et nous donnent la monodromie locale.
— Enfin, nous étudions la complexité du prolongement analytique pour
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obtenir un compromis entre les ordres de troncation et le nombre de
points intermédiaires a utiliser pour chaque aréte de ’arbre. Nous don-
nons aussi une borne sur le nombre total de points intermédiaires a
considérer en utilisant cette méthode.

Enfin, il est a noter que, comme nous voyons ce calcul de groupe de mo-
nodromie comme une étape du calcul de 'application d’Abel, notre stratégie
est influencée par cet objectif. Par exemple, 'utilisation de développements
en série tronqués sera utile pour obtenir des bornes d’erreur pour calculer les
périodes de la courbe C. De plus, I'utilisation de développements de Puiseux
peut s’avérer utile lors du calcul de I'application d’Abel [DP07, Pat07].

16



Notations générales

L un corps.
car(L) sa caractéristique.
— K un corps de nombres (extension finie de Q).
— K et L leur cloture algébrique.
F = Ziio ar(z)y"® un polynéome a deux variables z et y.
d, son degré en y.
d, son degré en x.
— D son degré total.
— C la courbe algébrique asociée a F'.
— Ar le discriminant du polynome F' en y.
Rp le résultant de F' et I}, en y.
ai,...,q, les points critiques finis de C.
— 0(xp) est la distance de xy a son plus proche point critique (zy excepté
s’il est lui méme un point critique).
— F(xg) est la fibre en xy.
Si e désigne un entier positif, (, est une racine primitive e-iéme de I'unité.
Ces racines primitives sont choisies de telle fagon que ¢, = (,.
[i, €], noté [i] si e peut se déduire du contexte, est ’automorphisme :

[ie] + L((2'9)) — L((z"))
.Il/e — Céxl/e

Si S =>4, Bt/ et r > n/e est un élément du corps Q, alors Sr=
Ziv:n Brxt/e, ot N =max{k € Z | £ <r}.
M (N) désigne le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour
multiplier deux polynomes de degrés inférieurs a N.

— te(9) est le coefficient de plus bas degré de S.

— arg la fonction argument d’un nombre complexe. Cette notation utilise
la détermination principale | — 7, 7].
ht(F') désigne la hauteur du polynome F'.
Z(F') est I'entier v, (F(0,y)), utile pour les polygones de Newton.
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Chapitre 1

Courbes algébriques planes

1.1 Corps de fonctions algébriques

Dans cette partie, L désigne un corps de caractéristique car(L) > 0, L
une cloture algébrique de L, et F' € L[z, y| un polynome a coefficients dans
L, que nous supposerons absolument irréductible dans L[x,y], c’est a dire
irréductible dans L[z, y]. On notera d, et d, les degrés de F en respectivement
x et y, et D le degré total du polynome F'. Nous supposerons de plus que
d, >0 et d, > 0.

Le polynome F étant irréductible sur L, le quotient £ = L(x)[y]/(F (z,y))
est un corps, extension de degré d, de L(x), que I'on appelle corps de fonc-
tions algébriques sur L, et que 'on notera souvent E/L pour rappeler le
corps de base. De plus, le polynéome F' étant supposé absolument irréduc-
tible, le corps des constantes de F, formé de I’ensemble des éléments de E
algébriques sur L, est égal a L |Eic66, section II1.6].

1.1.1 Places d’un corps de fonctions algébriques

Pour illustrer le but de cette partie, nous commencons par considérer le
corps de fonctions L(z)/L en supposant sur cet exemple que L est algébri-
quement clos. Soit f = ¢ € L(z), ot (g, h) € L[z]* sont non nuls et premiers
entre eux. Un zéro de f est un élément 5 € L tel que g(f) = 0, et un péle
de f est un élément 5 € L tel que h(3) = 0. De plus, si § € L, alors il existe
un unique m € Z et un unique u € L(x) tels que f(z) = (x — §)"u(x), ot u
est défini en (3 et vérifie u(3) # 0. Si m > 0 (respectivement m < 0), alors /3
est un zéro (respectivement pole) de f d’ordre m.
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Afin de généraliser cette notion de pole et de zéro aux corps de fonctions
quelconques, nous allons dans cette partie introduire la notion de place d’un
corps de fonctions au sens de Chevalley [Che51].

Définition 1. Un anneau de valuation O de E/L est un sous-anneau de

E tel que LG O G E et :
VscE, s¢0 = s'€0

On appelle place de O ensemble P = O\O* (ou O* désigne l’ensemble
des éléments inversibles de O).

Proposition 1. Un anneau de valuation O d’un corps de fonctions E/L
est un anneau local. La place P = O\O* est son unique idéal mazimal. Cet
idéal est principal, c’est-a-dire qu’il existe t € O tel que B =tO. Un tel t est
appelé un parameétre local de P ou aussi uniformisante de P. Le corps
O/ est appelé le corps résiduel de O.

Démonstration. voir [Che51, chapitre 1, section2] a

Par définition, chaque anneau de valuation a une unique place. Récipro-
quement, si O; et Oy sont deux anneaux de valuation de E/L de méme place
B, alors O = Oy = {B € E|BP C P}. 1l y a donc une bijection entre
’ensemble des places d'un corps de fonctions E/L et ’ensemble des anneaux
de valuation de ce méme corps de fonction. Dans la suite, si 3 est une place
de E/L, nous noterons Oy 'anneaun de valuation de £/L de place .

Exemple 1. Considérons le cas particulier E = L(x) (correspondant au cas
ou d, = 1). Alors on peut montrer (voir par exemple [Che51, chapitre 1,
section 3]), que tout anneau de valuation de E/L est :

soit Op = {% | g, h € Llz], P ne divise pas h} avec P € L[z| un poly-

nome irréductible,
501t O = {% | g,h € L[z],deg(g) < deg(h)}.

Le parameétre local de 'anneau de valuation Op (respectivement Oy ) est
alors le polynéme irréductible P (respectivement %) Enfin, si L n’est pas
algébriquement clos et si vy est une racine de P, alors le corps résiduel de Op
est isomorphe a L(v). Le corps résiduel de O, est quant a lui isomorphe a

L.
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Définition 2. Soit P une place de E/L et t un paramétre local de cette place.
Pour tout élément u de E, on définit ’ordre de u en la place P comme
étant :

_fmax{keZ| % e€Ogp} siu#0
vap(u) = { +00 sinon,

L’ordre en la place B de v ne dépend pas du parameétre local ¢ choisi pour
le définir, puisque si t; et t5 sont deux paramétres locaux de la place 3, alors
P = t10q = t20g. De ce fait, t;/ts et t5/t; sont des éléments de Og, et on

vh=3(8) copeg=¢ (L) cop

Rappelons que si E est un corps, alors une valuation discréte v sur F
est une application surjective v : E — Z U {oo} telle que :

1. v(zg) =00 & 9 =0,

2. v(zoyo) = v(xo) + v(yo) pour tout (zg,7) € E?,

3. v(xzo + yo) > min{v(xg), v(yo)} pour tout (xg,y0) € E2.

Proposition 2. Soit E/L un corps de fonctions et B une place de E/L.
L’application vy est une valuation du corps E. De plus, on a :

Op=f{ucE | vylu) > 0}

La place P vérifie :
P = {ue B | uyu) >0}

Si I'on note m = vg(f), la place P sera un zéro (respectivement pole)
d’ordre m de la fonction f si m > 0 (respectivement m < 0). On peut ainsi
remarquer que P est un zéro (respectivement pole) de f si et seulement si

f € P (respectivement 1/f € P).

Pour finir cette partie, nous allons définir la notion d’extension de places
de L(z)/L, ainsi que la notion de ramification d’une place de E au-dessus
d’une place de L(x).

Définition 3. Soit E/L un corps de fonctions, p une place de L(x)/L, et P
une place de E/L. On dit que P est au-dessus de p si O, C Og.

Proposition 3. Pour toute place p de L(x)/L, il existe au moins une place
B de E/L au-dessus de p. De plus, si B est au-dessus de p, alors on a :

PNL(x)=pet OpnL(z)=0,.
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Définition 4. Soit B une place de E/L située au-dessus d’une place p de
L(x)/L. Notons t une uniformisante de la place p. Alors l'indice de rami-
fication de la place P au-dessus de la place p est lentier e = vg(t).

Théoréme 1. Soit E/L un corps de fonctions et p une place L(z)/L. Alors
il existe un nombre fini de places de E/L au-dessus de p, que nous noterons
Bi, ..., Br. De plus, si pour tout 1 < i < r, on note ey, lindice de rami-
fication de la place PB; au-dessus de la place p, et fyp, = [Op,/Bi : Op/p] le
degré de l'extension formée par le corps résiduel de Og, sur le corps résiduel
de Oy, alors on a :

T
Z ex, [y, = dy
i=1

Démonstration. Tl s’agit du théoréme 1 de [Che51, chapitre 4, section 1| O

Proposition 4 (formule d’Hurwitz). On suppose que ’hypothése (1.1) de la
section 1.1.4 est vérifiée. Si pour une place P de E/L au-dessus d’une place
p de L(x)/L, on note ey son indice de ramification, fp = [Ogp/PB : Op/p]
et dy le degré de la place p, c’est-a-dire le degré de ['extension engendrée par
son corps résiduel sur L, alors le genre g du corps de fonction E/L vérifie
la relation suivante :

1
gzl—dy—i-édequg(qu—l)

p Blp

ot les sommes sont prises respectivement sur l’ensemble des places p de
L(x)/L et l’ensemble des places P de E/L qui divisent p.

Démonstration. Cette formule provient de [Che51| : ¢’est une conséquence
du corollaire 2 de la section VI.2. Les hypothéses sur la caractéristique du
corps nous permettent en effet, a I'aide du théoréme 7 de la section IV.8,
de remplacer les exposants différentiels par ey — 1 dans la définition de la
différente. O

1.1.2 Paramétrisations et branches

Notons C = {(xo,y0) € I | F(x0,y0) = 0} la courbe algébrique définie
par le polynéme F' sur le corps L. Cette courbe C est un ensemble de points.
Néanmoins, certains de ces points sont « spéciaux ». Par exemple, si 'on
considére la courbe C; définie par le polynome Fy(z,y) = y? — 2° — 2% € R]x]
(voir la figure 1.1), on peut voir que le point (0,0) est un point particulier,
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Fic. 1.1 C = {(Io,yo) € R? | y(Q) = ZES + Ig}

puisqu’il y a deux « branches » de C; (I'une ayant une tangente de pente 1,
l'autre une tangente de pente —1) en ce point.

Le but de cette section est de définir cette notion de branche. Afin de
mieux expliciter les branches infinies de C, nous considérons le plan projectif
P?(L), ainsi que le polynome F(x, y,z) = ZDF(f, ), out D est le degré total
de F', qui définit la courbe algébrique plane projective complétée de C :

C={(z:y:2) ePL)|F(z:y:z) =0}
Les points a 'infini de C sont les points de C qui sont des points a l'infini
de P?(L), c’est a dire les points de la forme (zo : yo : 0) avec (z9,90) € L*.

Les autres points de C sont les points affines de C, et I’ensemble des points
affines de C s’identifie a C.

Définition 5. Une paramétrisation R(T) de C est définie comme étant un
couple (£(T),y(T)) € (L((T)))? tel que :

1. Z(T) et §(T) ne sont pas tous les deur dans L.

2. F(i(T),y(T)) =0 dans L((T)).
Deuz paramétrisations (Z(T),y(T)) et (2(T),y(T)) de C sont dites équiva-
lentes si il existe uw € L[[T]] de valuation T-adique 1 tel que :

(#(T),5(T)) = (&(u(T)), §(u(T)))

Une paramétrisation (Z(T),y(T)) de C est dite irréductible s’il n’existe
aucun uw € L[[T]] de valuation T-adique supérieure ou égale a 2 tel que

(&(T), 5(T)) € (L{[u(T)]])*.
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Le corps des coefficients de R est l’extension de L engendrée par les coef-
ficients de &(T') et g(T).

Exemple 2. Considérons le polynéme F(x,y) = y* — 22°> € Qlx,y] et
notons C la courbe algébrique associée. Le couple Ry(T) = (T?%,v/2T?) est
une paramétrisation de C. Cette paramétrisation n’est pas irréductible, puis-
qu’elle appartient o L((T?)). Une paramétrisation irréductible de F est don-
née par R (T) = (T,+/2T). Le corps des coefficients de cette paramétrisation
est Q(v/2). Une paramétrisation équivalente a Ry est Ro(T) = (T/v/2,T),

puisque Ry(T) = Ry (T/V/?2).

De la méme fagon, on peut définir une paramétrisation de C comme étant
un triplet ((T) : §(T) : 2(T)) € P*(L((T))) tel que F(&(T) : §(T)
ZT)) = 0 et (Z(T) : 4(T) : 2(T)) ¢ P2(L). Les notions d’équivalence et
d’irréductibilité sont alors similaires. De plus, si I'on choisit une paramé-
trisation de telle sorte que min(vr(Z), vr(9),vr(2)) = 0, alors le centre de
la paramétrisation (Z(7T") : g(T") : 2(T)) est défini comme étant le triplet
(2(0) : g(0) : 2(0)) € P*(L).

Comme le corps L est supposé algébriquement clos, on peut montrer que
pour toute paramétrisation (Z(T) : §(T) : 2(T)) de C, on a Z # 0 [DRSS95,
Lemme 5.1|. De ce fait, il existe une bijection entre les paramétrisations de
C et celles de C.

On distinguera deux types de paramétrisations :

— Une paramétrisation R(7T) = (Z, 7) de C sera dite finie si elle appartient
a (L[[T]])?. Dans ce cas, on appellera centre de cette paramétrisation
le point (£(0),7(0)) de C, et 'on dira que la paramétrisation R(T') est
au-dessus de 7(0). Une telle paramétrisation correspond a la paramé-
trisation (% : 7 : 1) centrée en (£(0) : (0) : 1) de C.

Une paramétrisation R(T') = (Z,y) sera dite infinie si elle n’appartient
pas & (L[[T]])?. On peut classer ces derniéres en trois catégories :

1. Si #(T) € L[[T]], alors on dira que la paramétrisation R est une pa-
ramétrisation infinie au-dessus de Z(0). Une telle paramétrisation
correspond a la paramétrisation (§~1(T)Z(T) : 1 : §~*(T)) centrée
en (0:1:0) de C.

2. Si §(T) € L[[T]], alors la paramétrisation R est dite au-dessus
de l’infini. Elle correspond a la paramétrisation de C centrée en
(1:0:0) et égale a (1: 27 1(T)g(T) : X(T)).

3. Sinon, R est une paramétrisation infinie au-dessus de l'infini, qui
correspond & une paramétrisation de C centrée en (1:1:0), (1 :
0:0)ou(0:1:0).
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Définition 6. On appelle branche de C une classe d’équivalence de para-
métrisations irréductibles.

Les notions de paramétrisation finie ou infinie, de centre de paramétrisa-
tion, et de paramétrisation au-dessus d'un point (fini ou non) s’étend trivia-
lement aux branches de C.

1.1.3 Lien entre les places et les branches

Aprés avoir définies les places du corps de fonctions E/L et les branches

de l'ensemble C = {(zo,%0) € ’ | F(z0,y0) = 0}, nous allons maintenant
montrer qu’il existe une bijection naturelle entre les places de E/L et les

branches de C.

Considérons une parameétrisation (quelconque) R(T') = (Z(T),y(T")) de C.
Cette paramétrisation définit un morphisme de corps :

bR : E — L((T))
flzy) — f@(T),9(T))

En composant ¢ avec la valuation vy de L((T)), on obtient ainsi une va-
luation du corps E, que 'on notera & nouveau vpr. On peut alors définir les
ensembles Pr = {f € E|vr(f) > 0} et Ogp, = {f € E|ve(f) > 0}. Il est
facile de vérifier que Og,, est un anneau de valuation de E/L, et que Py est
la place qui lui est associée. De plus, deux paramétrisations équivalentes de
C définissent la méme place de E/L. Ainsi, nous avons défini une application
U, qui, & chaque branche de C, associe une place de E/L.

De la méme fagon, soit P une place de E/L et t un paramétre local.
On peut se fixer un systéme de représentants du corps résiduel Og/B, que
nous noterons Fyg. Alors on peut montrer que tout élément v € E s’écrit de
maniére unique sous la forme v = "7 w;t’, ot m = vp(u) et les éléments
u; appartiennent a Eg @ w,, est le représentant du projeté de w/t™ par la
projection canonique de Oy sur son corps résiduel, u,,,; est le représentant
du projeté de (u — upt™)/t" 1 U yo celui de (v — (Upt™ + Uy 1 8™ 1)) /72
etc. Le corps résiduel pouvant étre vu comme une extension algébrique finie
de L, on peut définir une application :

O - E — L((T))
u=3yZut — 3T, wT"

ou u; représente la classe modulo P de u;. En particulier, si I’'on considére x
et y comme des éléments de F, on peut définir Z, = ¢(z) et 5, = ¢y(y).
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Lemme 1. La paire (%4, 9;) est une paramétrisation irréductible de C.
Démonstration. voir [DRSS95, section 11.4]. O

Ainsi, pour chaque place 8 de E, on peut définir une branche de C. On dé-
finit ainsi une application W', qui a chaque place de E/L associe une branche

de C.

Proposition 5. Si le corps L est algébriqguement clos, alors les applications
U et W' sont des applications réciproques.

Démonstration. voir [DRSS95, section 11.4]. O

Il s’ensuit trivialement le corollaire suivant :

Corollaire 1. Si le corps L est algébriquement clos, alors il y a une bijection
entre l'ensemble des places de E/L et l’ensemble des branches de C.

1.1.4 Développements de Puiseux

Dans cette partie, nous relachons quelque peu nos hypothéses : nous sup-
posons ici que le polynome I = Ziio ar(z)y* € L[z, y] considéré est sans
facteur carré (et donc pas forcément irréductible). De plus, nous faisons I’hy-
pothése suivante :

car(L) =0 ou car(L) > d, (1.1)

Nous rappelons les résultats sur les développements de Puiseux (classiques
et rationnels) en z, ainsi que leur lien avec la factorisation du polynome
F dans L((z))[y], L((z))[y] et L((x))[y]. Pour simplifier les notations, nous
nous plagons au-dessus du point x = 0. Cette hypothése ne réduit nullement
I’étude faite, puisque l'on peut s’y ramener a l'aide d’un changement de
variable * «— 2 4+ x¢ (ou x <« 1/z dans le cas o I'on considére le point

g = 00).
Nous commencons par fixer quelques notations :
Si e désigne un entier positif, nous noterons (., une racine primitive e-
iéme de I'unité dans L. Ces racines primitives seront choisies de telle
bo_
facon que (g, = G
— Etant donné un entier naturel e > 1, pour tout 0 < ¢ < e — 1, on notera
i, e] Pautomorphisme :

ie] « L((=') — L((z'/))

xl/e — Céxl/e
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Quand l'entier e peut étre déduit du contexte, on notera plus simplement
[i] 4 la place de [i,e]. Si S € L((x'/¢), I'image de S par [i] sera notée
Slil,

SiS =75, Brz¥/¢ est une série en des puissances fractionnaires de

L((z'/¢)), et 7 est un nombre rationnel supérieur a 2, S” désigne la

série tronquée S” = ij:n Bex/, ot N = max{k € Z | S <r}

Développements de Puiseux classiques

Théoréme 2 (Puiseux). Soit F' un polynome sans facteur carré de L]z, y]
tel que d, = deg,(F) > 0.

— Si la condition (1.1) est vérifiée, alors il existe eq,...,es des entiers
positifs vérifiant Y ;_ e; = d, tel que F (vu comme un polyndme uni-
varié en y) posséde d, racines distinctes dans L((z)), qui s’écrivent de
la maniére suivante :

o) . &
Sij(z) = Z Bik ngkxel

k=n;

o1 <1<s,0<j<e —1,n; €Z et P #0. De plus, l'ensemble
des coefficients {Bu} est inclus dans une extension finie de L.
~ Si car(L) =0, on a de plus :

L(z) € L((2)) = |J L")

eeN*

Démonstration. Voir par exemple [BK86, section 8.3]. O

La factorisation de F' sur L((z))[y] est alors :

S 61'71

F(z,y) = aq,(@) [T [T (v — Sii()).

i=1 j=0

Définition 7. Ces d, séries de Laurent fractionnaires sont appelés les déve-
loppements de Puiseux de F au-dessus de 0. L’entier e; est ['indice de
ramification de la série S;;. Sie; > 1, on dit que la série S;; est ramifiée.
Une série S;j telle que n; > 0 sera dite définie en x = 0.

Remarque 1. 1] est a noter que Uhypothése (1.1) sur la caractéristique du
corps est importante. Par exemple, le polynéme F(z,y) = y* +ay + 1 €
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Folz,y] vu comme un polyndme univarié en la variable y a deux racines
distinctes dans Fo((z)) :

o0

2k 1
Si(z) = Zx2—k et Sy(x) = Si(x) + .
k=1

Ceci montre que les séries solutions de F' ne sont pas toujours des séries
de Puiseux dans le cas car(L) < d,. Pour plus de détails sur ce cas, nous
renvoyons le lecteur a [Gri95].

Exemple 3. Soit L = Q le corps des nombres rationnels et Fy(z,y) = y°—w.
1l existe trois séries solutions du polynome F| au dessus de 0, qui sont les
séries finies Sy(x) = 2'/3,S11(x) = Ga'/? et Sp(x) = Gal/3. Ces trois

séries ont un indice de ramification égal a 3.

Exemple 4. Soit L = Q et Fy(z,y) = (v*—2) ((y—1)*—2) (y—2—22)+2% y°.
Les 6 séries de Puiseux du polynome Fy au dessus de x = 0 sont donnés par
les séries dont les premiers termes sont :

- Sy(a) =1+ z:¢iar + 502G et + 207+, j=0,1,
- 530(1'):2—3.T2—g$3+"',

et qui ont pour indices de ramification respectifs 3,2 et 1.

Un nombre arbitraire de termes de ces séries de Puiseux peut étre calculé
a l'aide de I’algorithme de Newton-Puiseux. Nous détaillerons ce dernier dans
le chapitre 2.

Pour tout entier positif e < d,, notre hypothése (1.1) sur la caractéristique
du corps L implique que le groupe de Galois G, de L((z'/¢))/L((z)) est cy-
clique et engendré par [1,¢] : z'/¢ s (.2'/¢. Ainsi, G,, permute les éléments
de Sz = {Szj (I)}Oﬁjﬁei—l de maniére Cyclique.

Définition 8. On appelle I’ensemble S; un cycle de F au-dessus de 0.

Remarque 2. Les séries (Sij)o<j<e;—1 peuvent étre facilement déduites de
n’importe quel élément de S; : il suffit de faire agir [1,¢e;] e; — 1 fois sur cet
élément. Ainsi, il suffit de calculer un élément de chaque cycle pour obtenir
ensuite [’ensemble des séries de Puiseur au-dessus de 0.

Le regroupement par cycle des développements de Puiseux permet de raf-
finer la factorisation de F' sur L((z))[y] :
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Proposition 6. La factorisation de F sur L((x)) est donnée par :

F(x,y) = aa,(z) H Fi(z,y)

ot les polyndomes
e;—1

F(x,y) = [ (v - Sy(@)

=0
sont irréductibles dans L((z))[y].

Définition 9. Lindice de régularité r;; de la série de Puiseuz S;; dans F
N  __N
est le plus petit entier relatif N tel que S;;“ = Sy, implique (u,v) = (i, 7).
g

La série tronquée S;; © est la partie singuliére de S;; dans I

Autrement dit, r;; est le nombre minimum de termes nécessaire pour dis-
tinguer S;; des autres séries de Puiseux au-dessus de 0.

Exemple 5. Soit F' le polynome minimal sur Q(z) de la série S(z) = 2°/¢ 4
x. Ce polynéome a un cycle, dont un élément est la série S(x). L’indice de
régularité de ce développement est égal a 5, le terme de S(x) qui fait apparaitre
la ramification de la série.

Il est important de noter que, comme l'on ne suppose pas ici que F' est
irréductible dans L[z, y|, I'entier r;; ne dépend pas uniquement de S;;, mais
aussi de F', comme le montre les deux exemples suivants :

Exemple 6. Soit F' le produit des deuz polynémes minimauz sur Q(z) des
séries Si(x) = 2%/% + & et So(x) = 2%/6 + 212, Ce polynome a deuz cycles,
dont les séries S7 et Sy sont des représentants. Les indices de régularité de
ces développements dans F' sont respectivement 6 et 11.

Exemple 7. Le polynéme F(x,y) = (y—1—2z —2?)(y — 1 -2z —27) €
Qlz,y] a deuz séries de Puiseuz au-dessus de 0, Syo(x) = 1+ 2x + 2* et
Soo(x) = 1+ 2x + 27, qui sont toutes deuz finies. L’indice de régularité de
ces deux séries dans I est égal a 2.

Si la partie singuliére des développements de Puiseux est connue, alors un
changement de variable définit un polynéme bivarié pour lequel le point 0
est régulier. Ainsi, les autres termes de la série peuvent étre calculés « ra-
pidement », en utilisant 1’algorithme des itérations quadratiques de Newton
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[KT78, v2GG99| (voir le chapitre 2), ou en utilisant des algorithmes détendus
[vdHO2].

Il est possible de caractériser 'indice de régularité de la maniére suivante :

Proposition 7. Notons Yy,...,Yy, les d, développements de Puiseuz définis
au-dessus de 0, ayant pour indices de ramification respectifs ey, ..., eq, . Alors
pour tout 1 < i < d,, r; est l'indice de réqularité de la série Y; si et seulement
St :

1. Pour tout j € {1,...,d,} différent de i, Y + }7]67

~ri—1 ~ r;—1

2. Il existe j € {1,...,d,} différent de i tel queY; % =Y, “ .

Démonstration. Le premier point est trivial. Le second est di a la minimalité
de T5- O

Corollaire 2. Les éléments d’un méme cycle S; ont le méme indice de ré-
7
g?l,l(M 7fé, que I’omn le notera ;.

Démonstration. Notons les séries de Puiseux S;; (0<j<e; —1,1<i<ys),
comme dans le théoréme 2. Soit r I'indice de régularité de la série S;5. Alors,
d’apreés la proposition 7, on a :

T T
e

— —~

Sio% # Sy pour tout (u,v) # (1,0)

et

r—1 r—1

il existe (u,v) # (4,0) tel que Sf'\;)ﬁ = S

€

Si I'on note e le plus petit multiple commun aux indices de ramifications e;,
1 <i<s, alors on a Sj;(z) = S9(x). De ce fait, en conjuguant la relation
précédente par [j, e] pour tout 0 < j < e; — 1, on obtient le résultat. O]

Développements de Puiseux rationnels

Pour faire des calculs dans des extensions de L les plus petites possibles, et
pour utiliser les relations de conjugaison au-dessus de L, D. Duval a introduit
le concept de « développements de Puiseux rationnels sur L » [Duv87|. Nous
décrivons ici ce concept.

Remarque 3. Une variante de ce concept de « développements de Puiseuz
rationnels sur L » a été introduite dans la littérature, et notamment dans
[Duv89, Wal99]. La définition de [Duv87] nous a semblé la plus appropriée a
notre contexte.
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Dans le cas ou F est irréductible, nous notons {;}1<i<, les places de
E/L divisant (z) et k; le corps résiduel de la place ;. Nous utilisons aussi
I'application ¥ définie dans la partie 1.1.3.

Définition 10 (Développements de Puiseux rationnels).
Si le polynome F est irréductible dans L]x,y], un systéme de déve-
loppements de Puiseux rationnels sur L au-dessus de 0 de F est
un ensemble de paramétrisations irréductibles {R;}1<,<, de la forme :

oo
Ri(T) = (&:(T), 5:(T)) = (AZT@Z', > ﬁﬂ’“) € L((T))*
k=n;
avec e; > 0, n; € Z, et By, # 0 tels que :

1. L’application ¥ définit une bijection de l’ensemble {R;}1<i<, vers
Uensemble {Biti<i<r. On supposera que les P; sont numérotés de
telle sorte que P; = Ppr, = V(R,;).

2. Le corps des coefficients de R; est isomorphe a k;.

— Si le polynome F est sans facteur carré, un systéme de développe-
ments de Puiseuxr rationnels sur L au-dessus de 0 de F est la
réunion des systémes de développements de Puiseux rationnels sur L
des facteurs irréductibles de F' dans L[z, y).

Les nombres \;, les entiers e;, ainsi qu’un nombre arbitraire de termes des
séries y; peuvent étre calculés a 1'aide de l'algorithme de Newton-Puiseux
rationnel introduit par Dominique Duval [Duv87, Duv89|. Nous détaillerons
cet algorithme dans le chapitre 2.

Les développements de Puiseux rationnels présentent plusieurs avantages
sur les développements de Puiseux classiques :

La représentation est plus compacte, puisque 1’on ne représente qu’un
élément par classe de conjugaison du corps des coefficients, et que I'ex-
tension engendrée par le corps des coefficients des développements de
Puiseux rationnels est minimal.

— IIs décrivent bijectivement les places du corps de fonctions algébriques
L(z)[y]/(F(x,y)), et le corps résiduel d'une telle place est donné (a
isomorphisme prés) par le corps des coefficients du développement de
Puiseux rationnel associé.

Exemple 8. Considérons le polynéme F(z,y) = y*> — 2z € Q[z,y]. Ce poly-
nome a deux développements de Puiseur classiques en O :

Sii(x) = V2% et Sio(z) = —v/221/2
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Le corps des coefficients de ces séries est Q(\/?) Un systeme de développe-
ments de Puiseux rationnel de F au-dessus de O est :

Ri(T) = (T%/2,T),
qui a pour corps de coefficients Q.

Les développements de Puiseux classiques peuvent facilement étre obtenus
a partir d’'un systéme de développements de Puiseux rationnels (on note ici
fi le degré de l'extension engendrée par le corps des coefficients de R; sur
L):

1. Chaque développement de Puiseux rationnel R; a exactement f; conju-
gués sur L, que l'on notera RY (1 <o < f;).

RY(T) = (#7(T), 57(T)) = (A;’Tez 5> ﬁngk)

k:ni

2. Chaque R? définit alors un développement de Puiseux 7 ((z/A7)"/).
[’ensemble des séries ainsi définies forme un ensemble de représentants
des cycles {S;}1<i<s de F' au-dessus de 0.

3. Les d, développements de Puiseux sont finalement obtenus en utilisant
I'action de G.,, 1 <17 <s.

La aussi, on peut montrer que les indices de régularité de toutes les sé-
ries de Puiseux correspondant au méme développement de Puiseux rationnel
sont égaux. On peut donc définir la partie singuliére d’un développement de
Puiseux rationnel R; comme étant le couple :

(/\z'Tei, TZ @ka)

k:’l’li

ou r; est l'indice de régularité d'un des développements de Puiseux associé a
R;.

Théoréme 3. La factorisation compléte de F(x,y), considéré comme un

polyndéme univarié en y, sur les corps L((x)), L((z)) et L((z)) est donnée
par :

F(z,y) = aa, () [ [ Fie,y) dans L((2))[y),

=1
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fi
Fi(z,y) = [ [ F7 (x,y) dans L((x))[y],

o=1
e;i—1 ) T 1/61'
=11 <y—g;’ ( (%) )) dans Tl
J=0 ‘
Démonstration. voir [Duv87| O

On retrouve alors I'égalité fondamentale du théoréme 1 :

Corollaire 3. On a l’égalité suivante :

T

Z eifi = dy

i=1

Il s’agit bien de la méme égalité, puisque l'on s’est placé au-dessus de 0,
qui correspond a la place p = (z), dont le corps résiduel est isomorphe & L.

Enfin, nous concluons cette partie en remarquant que les développements
de Puiseux permettent de calculer les indices de ramification des places de
E/L sur L(x), et ainsi (par la formule d’Hurwitz donnée dans la proposition
4), le genre de la courbe algébrique plane C.

1.2 Point de vue analytique

Soient K un corps de nombres, K sa cloture algébrique, et considérons
une courbe algébrique plane de C2,

C = {(z0, %) € C*| F(x0,90) = 0},

ou F(z,y) = ZZiO ar(z)y*® € K[z,y] est un polynéome sans facteur carré.
Comme dans la section 1.1, nous noterons d, et d, les degrés de I’ en res-
pectivement x et y, et D son degré total.

Etant donné un point 2y € C du plan complexe, on définit la fibre F(x)
de F en ce point comme étant ['ensemble des racines complexes du polyndome
a une variable F'(xo,y). Nous distinguerons alors les points du plan complexe
de la maniére suivante : un point x, sera dit critique si la fibre F(z) contient
strictement moins de d, éléments (c’est-a-dire qu'il y a une racine multiple ou
une branche a l'infini au dessus de z). Les points critiques sont en nombres
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fini, puisque ce sont les racines de Rp(z) = Resultant,(F, F}) le résultant de
F et F, (dérivée par rapport a la variable y du polynome F') en la deuxiéme
variable y. On notera {aq,...,a,} I'ensemble des points critiques affines de
F, et étant donné un point xy du plan complexe, on définit §(zg) comme étant
la distance entre zg et son plus proche point critique (zq excepté sl est lui
méme un point critique). Les points non critiques seront dits réguliers.

Notons Xy = C\{ay,...,a,} 'ensemble C privé de I'ensemble des points
critiques du polynéme F'. Si l'on restreint la courbe C aux points zy € X,
on obtient une surface de Riemann non compacte Ry = {(zo,70) € Xo X
C| F(xg,y0) = 0} [For81, chapitre 1, section 1].

Remarque 4. On peut compactifier cette surface de Riemann [Mir95, For81]
pour obtenir une surface de Riemann compacte R, homéomorphe a la somme
connexe de g tores, ou g est le genre de la courbe C.

Si 'on note
Dz Ro — Xo

($0, 3/0) — Ty

la projection sur la premiére coordonnée x de la surface de Riemann R,
alors pour tout point xy de X, il existe un voisinage Vy de xy dans X tel
que p, (Vo) soit constitué de I'union disjointe de d,, ensembles ouverts de Ry.
On définit ainsi un revétement de X, a d,, feuillets, que 'on notera (C, x).

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques propriétés bien connues
de ce revétement (C, z). Nous commencons par définir la notion d’homotopie
dans un ouvert X C C, définissant ainsi le groupe fondamental d’un tel
ensemble X. Puis nous montrerons dans le cas X = X; comment le groupe
fondamental de X, permet de définir le groupe de monodromie de la courbe

C.

1.2.1 Homotopie dans X C C

Nous commencons cette partie en rappelant brievement quelques résultats
de topologie liés a I’homotopie de courbes. Pour plus de détails sur le sujet,
le lecteur pourra se référer a [For81, pages 13 a 20]. Nous nous limiterons a
considérer I’homotopie de chemins dans X, ouvert de C.

Un chemin 7 sur X est une courbe paramétrée :

v 0,1 —
t — ()
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FiG. 1.2 Déformation de vy a v,

Le point A = (0) sera appelé point de départ du chemin, et le point B = ~(1)
point d’arrivée. On dira que le chemin v va de A & B.

Définition 11. Soient deuz points A et B de X. Deux chemins vy et 1,
allant de A a B sont dits homotopes s’il existe une application continue
H :[0,1] x [0,1] — X qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) H(t0) =) Vtel01]
(i) H(t1) =) Vtelo,1]
(ii)  H(0,s)= A et H(l,s) =B Vse[0,1]

Remarque 5. Si l'on pose v(t) := H(t,s), alors chaque 7y est un chemin
de A a B. La famille de chemins (s)o<s<1 est alors appelée la déformation
du chemin o au chemin 7y, ou encore ’homotopie de vo @ V1. La figure 1.2
illustre ce phénomene.

Théoréme 4. Soient A et B deuz points de X . Alors la notion d’homotopie
est une relation d’équivalence sur l’ensemble des chemins allant de A a B.

Démonstration. voir |For81, théoréme 3.2| O

Un chemin v : [0,1] — X vérifiant v(0) = ~(1) est appelé un lacet.
Un lacet ayant A pour point de départ et d’arrivée est homotopiquement
nul s’il est homotope au chemin constant égal & A (I’application constante
Yo :[0,1] — X tel que Vt € [0,1], vo(t) = A).

Définition 12. Soient A, B et C trois points de l’ensemble X, v un chemin
de A vers B et v un chemin de B vers C'.
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1. Le chemin produit v -~ :[0,1] — X de A vers C est défini par :

gy do(2t) st 0

vy () = { Y (2t —1) si %

2. Le chemin réciproque v~' :[0,1] — X de B vers A est défini par :
) =41 —t) YVt e0,1].

En d’autres termes, v -+ correspond a la concaténation des chemins v et
v, et v~! correspond au chemin 7, mais dans le sens opposé.

Théoréme 5. Soit X C C et a € X. L’ensemble m (X, a) des classes d’ho-
motopie des lacets de X avec pour point de base a associé a l'opération de
produit de chemins forment un groupe.

Démonstration. voir [For81, théoréme 3.8| O

Définition 13. 7 (X, a) est le groupe fondamental de X de base a.

Nous concluons cette partie en donnant le groupe fondamental de l'en-
semble X : on choisit a tel que pour tout ¢ # j, les points a,o; et o  ne
soient pas alignés, et I'on ordonnera les points ay, . . ., a,, par arguments crois-
sants par rapport a a : ¢ < j si et seulement si arg(b; —a) < arg(b; —a), ol arg
est la fonction qui a un nombre complexe associe son argument (n’importe
quel choix de détermination convient). La figure 1.3 illustre un tel choix.

Théoréme 6. Soient a un point de base comme ci-dessus. Si l’on note Xy =
C\{a1,...,an}, alors le groupe fondamental de Xo avec pour point de base a
est un groupe libre engendré par n lacets 1, . . ., v, homotopes dans Xy a ceux
de la figure 1.3 : chaque lacet v; fait le tour du point critique o, et d’aucun
autre point critique .

1.2.2 Groupe de monodromie d’une courbe algébrique
plane

Dans cette partie, nous considérons I'ouvert Xo = C\{ay, ..., a,} du plan
complexe privé de I’ensemble des points critiques. On considére un point
de base a comme décrit précédemment, et nous gardons les hypothéses sur
I'ordre des points critiques, ainsi que les notations introduites depuis le début
de la section 1.2. Le revétement (C, ) vérifie la propriété de relévements de
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FiG. 1.3 Lacets engendrant (X, a)

chemins : pour tout chemin ~ : [0, 1] — X et tout antécédent yo € F(7(0))
de 7(0), il existe un unique chemin vy sur Ry tel que vo(0) = yo et povy = 7.

Notons F(a) = {y1, ..., ya,} la fibre en le point de base a. Si 7 est un lacet
dans X ayant pour point de base a, alors pour tout 1 <i < d,, le relévement
7v; du lacet v sur Ry tel que v;(0) = y; est un chemin ayant pour point de
départ y; et pour point d’arrivée y; € F(a), avec j qui n’est pas forcément
égal a i. Ce point d’arrivée dépend uniquement du point de départ y; et de
la classe d’homotopie dans Xy du chemin 7. De plus, comme les chemins ~;
sont uniques, on a F(a) = {7i(1)}1<i<q,. Ainsi, le chemin v engendre une
permutation o de {1,...,d,} telle que :

(1) = Yoti) = 7o) (0)-
On obtient ainsi un morphisme du groupe fondamental de X, dans Sy, :

U om(Xo,a) — S,
vy — O

L’image de ce morphisme définit un groupe M. Changer le point de base
a ou la numérotation de la fibre F(a) définit un conjugué de M dans S
[Mir95|. Etant donné que nous cherchons n’importe lequel de ces conjugués,
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Fi1G. 1.4 Homotopie du chemin v - v, « ... -7

nous noterons M quel que soit le point de base choisi et quelque soit la
numérotation de la fibre F(a).

Définition 14. On appelle groupe de monodromie du revétement (C,x)
ce groupe M.

Considérons maintenant des lacets vq,...,7, homotopes a ceux de la fi-
gure 1.3. D’aprés le théoréme 6, ces lacets engendrent le groupe fondamental
71(Xo, a). Nous cherchons donc a calculer les n permutations o; = U(~;), 1 <
1 < n.

Remarque 6. La définition habituelle du groupe de monodromie prend en
compte le point x = oo, c’est a dire que 'on considére le revétement de P*(C)
privé des points critiques de F, et défini par F' et p,. Néanmoins, si le point
x = 00 est un point critique (c’est-a-dire que O est un point critique du poly-
nome x% F(1/x,vy)), alors le lacet o de point de base a, qui entoure le point
x = 00 et aucun autre point critique, engendre une permutation os = W(voo)
non triviale. Mais on a alors Yoo - Yn--..-y1 = Id sur PY(C)\{a, ..., an, o0},
comme l’illustre la figure 1.4. Le groupe de monodromie est donc bien engen-
dré par les permutations o1, ..., 0,, que le point x = 0o soit un point critique
ou non.

38



Dans la suite de cette thése, nous considérerons des chemins ~; homotopes
a ceux de la figure 1.3. Ce choix n’est pas anodin : ce sont précisément ces
chemins qui sont utilisés par Tretkoff et Tretkoff [TT84] pour calculer le
groupe d’homologie de la surface de Riemann compacte R.
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Chapitre 2

Calcul de développements de
Puiseux

Soit K un corps de nombre, et F(z,y) = Ziio ar(z)y* € K[z,y] un
polyndéme a deux variables défini sur ce corps, que nous supposerons sans
facteur carré. Comme précédemment, nous noterons d, et d, les degrés de F'
respectivement, en x et y, et D son degré total. Nous faisons les hypothéses
suivantes :

—dy >0et d, >0,

le polyndéme F' est séparable et primitif en y.

Dans le chapitre 1, nous avons introduit la notion de développements
de Puiseux (classique et rationnel) du polynéme F'. Dans ce chapitre, nous
décrivons une nouvelle stratégie symbolique-numérique pour calculer une ap-
proximation numérique de ces développements de Puiseux. Ceci est un travail
en commun avec Marc Rybowicz, dont la partie modulaire a été publiée a
I'occasion de la conférence ISSAC 2008 [PROS|.

Calculer de tels développements au-dessus d’un point régulier est tout
a fait possible a 'aide d'un algorithme purement numérique : on peut ap-
pliquer numériquement 'algorithme des itérations quadratiques de Newton
[KT78, vzGG99|, que nous rappellerons dans la partie 2.1.1. Malheureu-
sement, au-dessus d’un point critique xg, 'algorithme de Newton-Puiseux
[Wal78] ou I'algorithme de Newton-Puiseux rationnel [Duv87, Duv89|, que
nous présenterons dans les sections 2.1.3 et 2.1.4, ne peuvent étre appliqués
numériquement. En effet, ces algorithmes nécessitent la connaissance exacte
des polygones de Newton et des racines des polyndomes caractéristiques (voir
la partie 2.1.2). De ce fait, si le point critique, qui est un nombre algébrique,
est remplacé par une approximation numeérique, alors les polygones de New-
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ton deviennent triviaux, et I’algorithme retourne des séries approchées ayant
de trés petits rayons de convergence, et qui de plus n’apportent pas certaines
informations importantes, telles que les indices de ramification.

D’un autre coté, les méthodes symboliques sont en pratique assez lentes :
la croissance des coefficients, ainsi que les extensions engendrées par les al-
gorithmes augmentent considérablement les temps de calcul. Ainsi, comme
le degré du discriminant Ap en y de F est en O(D?), le point critique peut
étre un nombre algébrique de grand degré, et les développements de Puiseux
peuvent avoir des coefficients dans une extension de K de degré O(D?). Fina-
lement, quand les coefficients des développements de Puiseux sont exprimés
comme des combinaisons linéaires sur Q, la taille des nombres rationnels im-
pliqués peut devenir excessive. De ce fait, une évaluation numérique de ces
coefficients nécessite parfois un grand nombre de chiffres de précision, du fait
d’annulations numériques importantes.

Exemple 9. Considérons le polynéme F(x,y) = (yv*—x) ((y—1)*—z) (y—2—
2?) + 2% y° € Q[z,y|, de degré total 7. Son discriminant en y est de la forme
Ap(z) = 23P(z), ou P(x) est un polynéme irréductible de degré 23 sur Q.
De ce fait, les développements de Puiseuz rationnels calculés au-dessus d’une
racine de P(x) ont des coefficients dans une extension de degré 23 sur Q. De
plus, des nombres rationnels de 136 chiffres décimaux apparaissent dans le
premier terme de ces développements.

Exemple 10. Le polynéome F(x,y) = y> — 2° — 2(10x — 1)? a pour discri-
minant Ap(x) = =27 (25 — 20022 4+ 402 — 2)°. Lors du calcul du groupe de
monodromie (voir le chapitre 3), nous avons besoin de calculer les dévelop-
pements de Puiseuzr au-dessus d’une racine v de x° — 2002% + 402 — 2 4
Uordre 13/3. L’appel de fonction algcurves[puiseuz] (F,x = ~,y,T,14/3)
de Maple 11 retourne une paramétrisation dont les coefficients incluent des
nombres rationnels de 39 chiffres décimauzr. Dans la stratégie de calcul du
groupe de monodromie décrite dans le chapitre 3, nous sommes amenés a
évaluer les développements de Puiseur au-dessus de la racine v ayant pour ap-
prozimation —2.990197594 4 5.065348139 I en le point xo = —3.608291497 +
3.7990111051. Si l'on effectue cette évaluation avec 10 chiffres de précision,
on obtient une approximation de la fibre dont les éléments sont de ’ordre de
10%. La méme évaluation faite avec une précision de 20 chiffres décimaux
retourne une approxrimation de la fibre dont les éléments sont de l’ordre de
10'2. 11 faut finalement utiliser une précision de 40 chiffres décimauz pour
obtenir une approzimation ayant une précision suffisante pour effectuer la
connexion avec la fibre F(xo).

Nous verrons qu’il est possible d’établir une telle connexion en utilisant
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uniquement 10 chiffres de précision pour les calculs.

P.G. Walsh a montré [Wal00| qu’il existe un algorithme qui, pour tout
e > 0, calcule la partie singuliére des développements de Puiseux en au
plus O(d2**<d;*(log ht(F))**€) opérations binaires, ou ht(F') est la hauteur
du polynéme F. Méme si elle n’est probablement pas fine, cette borne a
tendance a confirmer les observations expérimentales.

Pour contourner ces difficultés, nous procédons de la maniére suivante :
I'information exacte est obtenue en utilisant I’algorithme de Newton-Puiseux
rationnel modulo un nombre premier p bien choisi, nous permettant d’obtenir
'« arbre des polygones » (voir la section 2.1.5). Puis, a 'aide de cette infor-
mation exacte, nous montrerons comment suivre l’algorithme de Newton-
Puiseux numériquement. Ce chapitre sera découpé de la maniére suivante :

Dans la section 2.1, nous décrivons les algorithmes symboliques de cal-
culs de développements en série, ainsi que les définitions nécessaires a
leur description.

— Puis nous étudierons les éléments caractéristiques des développements
de Puiseux pour obtenir un critére de bonne réduction de ces dévelop-
pements, ceci nous permettant d’obtenir ’arbre des polygones a 'aide
de calculs modulaires (section 2.2).

Ensuite, nous nous intéressons dans la partie 2.3 a la complexité arith-
métique et binaire de la partie modulaire de notre algorithme.

Enfin, nous expliquerons dans la section 2.4 comment utiliser I’arbre des
polygones pour pouvoir calculer numériquement les développements de
Puiseux.

Notre travail apporte plusieurs contributions :

Nous généraliserons la notion de polygone de Newton, en définissant les
« polygones de Newton génériques » et le « polygones de Newton excep-
tionnel » (section 2.1.2). Ces notions nous permettront de simplifier les
explications et les preuves, notamment en ce qui concerne la réduction
modulaire (voir les lemmes 8 et 9).

Nous définissons la notion d’« arbre de polygones » 7 (F'), qui contient
I'information exacte dont nous aurons besoin pour guider les calculs
numériques de la section 2.4. Nous expliquons comment obtenir ce der-
nier & partir de I'algorithme de Newton-Puiseux rationnel (voir la partie
2.1.5).

[’étude des développements de Puiseux nous conduit a un critére de
bonne réduction, qui nous permet de trouver un nombre premier p et
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un idéal premier p de corps résiduel isomorphe a F,, tel que, si F
est la réduction de F' modulo p, alors I'arbre des polygones associé a
I'algorithme RNPuiseux (F, F, ) est précisément 7 (F) (voir le théoréme
12).

Ensuite, la partie 2.2.4 décrit différents algorithmes pour obtenir ce
nombre premier p, en précisant la taille du nombre premier ainsi calculé.
On obtient notamment des algorithmes probabilistes qui retournent un
nombre premier p de taille petite (c’est-a-dire logarithmique en les en-
trées pour l'algorithme de type Las Vegas, et également logarithmique
en la probabilité d’erreur autorisée pour 1’algorithme de type Monte-
Carlo ; voir les propositions 20 et 21 de la partie 2.2.4).

Enfin, nous donnons de nouvelles estimations de complexité pour 1’al-
gorithme RNPuiseux au-dessus des corps finis, ainsi qu’une complexité
pour le calcul de 7 (F) au-dessus d’un point critique, puis au-dessus de
I’ensemble des points critiques. L’étude de complexité des algorithmes
permettant de trouver le nombre premier p, ainsi que les bornes sur la
taille de ce nombre premier, nous conduisent & des bornes sur le nombre
d’opérations binaires nécessaires pour calculer 7 (F), que ce soit au-
dessus de 0 ou de chaque point critique.

Tout comme dans la présentation des développements de Puiseux dans le
chapitre 1, nous supposerons que le point zy considéré est 0, afin de simplifier
les notations. Nous rappelons qu'un changement de variable x < x 4+ 4 (ou
x — 1/x si kg = 00) permet de se ramener a une telle situation.

Nous concluons cette introduction en résumant les résultats classiques de
complexité que nous utiliserons dans cette thése. Nos études de complexité
se contenteront de compter le nombre d’opérations effectuées dans le corps
des coefficients. De plus, nous supposons que 'accés aux coefficients des po-
lyndmes considérés dans nos algorithmes peut se faire en temps constant (par
exemple en utilisant une table a double entrée pour représenter les polynomes
bivariés). Enfin, nous utiliserons les notations suivantes :

Nous noterons O les estimations de complexité ne prenant pas en
compte les termes logarithmiques : plus précisément, pour tout couple
de fonctions (f, g), la notation f € O (g) signifie qu'il existe m > 0 tel
que f/g € O(log(g)™) |v2GG99, définition 25.8.

M (N) représente classiquement le nombre d’opérations arithmétiques
suffisant pour calculer le produit de deux polyndémes ayant un degré
inférieur ou égal & N. Nous rappelons que M(N) € O(N?) si I'on uti-
lise la multiplication naive, et que ce cotit peut étre réduit & M(N) €
O(N log Nloglog N) C O(N) en utilisant la multiplication rapide ba-
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sée sur la transformée de Fourier [SS71, Sch77, F07| (voir également
[BCS97, sections 2.1 et 2.2]).

Pour simplifier les notations dans la section 2.3, on introduit la quantité
M(N) = M(N)/N, de telle sorte que M(N) € O(N) ou M(N) e
O(log N loglog N) selon la multiplication utilisée.

2.1 Algorithmes symboliques

Dans cette partie, nous décrivons trois algorithmes pour calculer les déve-
loppements en série de F' au-dessus de 0. Dans le cas ou 0 est régulier, nous
utiliserons I’algorithme des itérations quadratiques de Newton pour calculer
ces développements. Ceci sera utile pour le calcul du groupe de monodromie
(voir le chapitre 3), ainsi que pour calculer les termes des développements de
Puiseux une fois que I'on aura calculé leur partie singuliére. Nous décrivons
aussi les algorithmes de Newton-Puiseux classique et rationnel. En effet, ces
deux algorithmes seront utilisés dans notre approche symbolique-numérique :
en ce qui concerne les calculs modulaires, il est intéressant de faire des calculs
dans ’extension la plus petite possible, et le phénoméne non controlé de crois-
sance des coefficients (voir la section 2.1.7) n’ont pas d’impacts sur les corps
finis; d’'un autre coté, les calculs numériques n’impliquent pas d’extension,
et il est donc préférable d’utiliser I’algorithme classique. Nous expliquerons
également comment les coefficients calculés par ces deux méthodes sont liés,
et nous ferons quelques remarques sur la croissance des coefficients engendrée
par ces algorithmes.

Tout au long de cette partie, L désignera un corps de caractéristique quel-
conque que nous noterons car(L), et F(z,y) € L[z,y] un polynome tel que
la condition (1.1), page 26, soit satisfaite. Nous supposerons dans ce chapitre
que les corps L considérés sont tels qu’il existe un algorithme de factorisation
de polynome au-dessus de ces corps. Enfin, nous réutilisons les notations et
hypotheéses de la section 1.1 du chapitre 1.

2.1.1 Itérations quadratiques de Newton

Dans cette partie, nous supposons que le point 0 est régulier. Nous rap-
pelons alors la description de l'algorithme des itérations quadratiques de
Newton |[KT78|. Bien que ces résultats soient classiques, nous rappellerons
quelques preuves pour une meilleure compréhension de 1’algorithme. Cette
section est fortement inspirée de [vzGG99, chapitre 9.
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Soit yp un élément de la fibre F(0). Comme 0 est un point régulier, la
dérivée en y du polynéme F' ne s’annule pas en (0,yo) : F,(0,yo) # 0. Ainsi,
F,(z,yo) est inversible modulo x. L’algorithme des itérations quadratiques
de Newton vient principalement du résultat classique suivant :

Proposition 8 (Convergence quadratique de I'itération de Newton).

Soient p(y) € L[[z]]ly], v € L[[z]] telle que p(u) =0 et N un entier stricte-
ment positif.

Si ' (UN=1) est inversible modulo ™, alors on a :

~N-1
oN-1 _ ~n_1  pu
T2N-1 — N-1 _ /(~N71 mod 22V,
¢/ (@)
et o' (U*N71) est inversible modulo x*N

Lemme 2. Soit N un entier strictement positif et w € Llz]. Alors u est
inversible modulo ¥ si et seulement si il est inversible modulo x.

Démonstration. voir [vzGG99, corollaire 9.13]. O

Démonstration. (de la proposition 8)

Comme ¢/ (u) est inversible modulo 22V (voir le lemme 2), le polynome v =
~N
~ U . . -
v — ('0,(7~N) mod z?N est bien défini. En utilisant un développement de
o' (u

Taylor a 'ordre 2 de ¢ en y = v, on a :

) + (%"@JQ))QWM

¢'(u

pour un certain polynéme ¢ € L[z][y]. En considérant cette égalité modulo

NN 2
u
22N, comme 22V divise <%) , on obtient ¢(v) =0 mod z*V, et donc
o' (u
v =u*N~1. Enfin, étant donné que >V ~!' =2V "! mod 2V, on a
@/(ﬂQNfl) Egpl(ﬂNfl) mod JZN,

et le lemme 2 nous permet d’affirmer que gp’(ﬂQN_l) est inversible modulo

22N ]

Ainsi, si 'on connait les N premiers termes d’un développement en série
u(z) de F', alors on peut calculer en une itération de Newton les N termes

46



suivant de la série u(z). Néanmoins, cela nécessite de calculer 'inverse de
¢'(u) modulo 22V. Ce dernier calcul peut lui aussi se faire en utilisant I'ité-
ration de Newton, puisque le calcul de I'inverse de u(x) € L[x] peut se voir
comme la recherche d’une racine du polynéome u(x)y — 1 :

Lemme 3. Soit uw € L[z] un polyndme et notons v € L[[z]] linverse de u.

Alors :

— ~N— ~9IN_1 [~N—1)\2
@QN IEQUN 1—U2N 1(UN 1) mod I2N

) . N O N1 SN 2
Démonstration. Notons w = 20V ~1 — 2N-1 (UN 1) )

NflfﬁNfl _ 2N71’6N71 —1.

Comme zV divise u 1, il divise aussi &

Ainsi, 22V divise (@2V 10N —1)2 = —a* N lw + 1.

On a donc wu =1 mod 22V, et donc 22V~ = w mod z2V. O
b)

En combinant ces deux résultats et en faisant une étude plus fine des
résultats de congruence, on obtient un algorithme décrit dans [vzGG99,

. . . . -1 N
chapitre 9]. Celui-ci calcule v modulo z, puis modulo 22, z*, ... 2% on

| = [logy(N)], et enfin modulo V.

Nous proposons ci-dessous une variante bien connue de cet algorithme,
I’algorithme Newton-quadratique. Ce dernier est présenté de maniére ré-
cursive afin de mieux utiliser la décomposition en base 2 de 'entier N : si
I’on souhaite u(z) mod 2%, on calculera d’abord u(z) mod z/=! etc. Cette
approche bien connue permet de généraliser les résultats de complexité pré-
sentés dans le théoréme 9.25 de [vzGG99|, ot N est supposé étre une puis-
sance de 2, aux valeurs de N quelconques. En d’autres termes, cela permet
de « lisser » la courbe de complexité de I'algorithme.

Enfin, nous traitons également le premier appel a I'algorithme différem-
ment, puisque l'on n’a pas besoin de la donnée de l'inverse de Fj(x,u(z))
en sortie, et que l'on veut donc éviter son calcul lors de la derniére étape
du calcul. Nous supposons donc étre capable de distinguer un appel initial
d’un appel récursif, comme par exemple en utilisant un argument booléen
supplémentaire.

Algorithme Newton-quadratique(F',yq,N)

Entrée
F' - un polynome a deux variables pour lequel le point O est réqulier.
Yo : un €lément de la fibre F(0).
N :un entier > 0.

Sortie
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— Si I'appel est récursif, un couple de polynomes (u,v) tel que
F(z,u(r)) = 0 mod 2V, v(z) = 1/F,(x,u(z)) mod zV et

u(0) = yo.
Sinon, un polynome u tel que F(z,u(z)) = 0 mod zV et

Début
Si N =1 alors
Si 1’appel est initial
Retourner v
Sinon
Retourner (yo,1/F,(0,y0))
Fin
Fin
(u,v) < Newton-quadratique(F, yo, [5])
u <+ u— F(z,u)v mod z"
Si 1’appel est initial alors Retourner u Fin
Sinon
v — 20— Fy(z,u)v
Retourner (u,v)
Fin

2 mod xV

Fin

Théoréme 7. L’algorithme Newton-quadratique renwvoie la sortie escomp-
tée.

Démonstration. Si N > 1, alors [N/2] < N. L’algorithme construit donc une
suite strictement décroissante qui converge vers 1 en un nombre fini (égal a
[logy(N)| + 1) d’étapes. De ce fait, I’algorithme termine. De plus, si N = 1,
alors la sortie (u,v) = (yo,1/F,(0,v0)) (ou u = yo dans le cas ot Iappel est
initial) vérifie bien la condition souhaitée.

Soit maintenant un entier N > 1. On suppose que 'appel de fonction
Newton-quadratique(F, yo, {%D retourne un résultat correct, et nous cher-
chons maintenant & montrer qu’alors I’appel Newton-quadratique(F, yo,NV)
retourne lui aussi le résultat attendu. D’aprés notre hypothése de récurrence,
on a un couple (u,v) tel que u(0) = yo, F(z,u(z)) = 0 mod z/™/2! et
v(x) = 1/F,(x,u(z)) mod z™/2. Alors w(z) = u(z) — F(z,u(z))v(z) véri-
fie (en utilisant la formule de Taylor comme dans la preuve de la proposition
8) :

F(z,w(r)) = F(z,u(r))(1 — v(z) F,(z,u(z))) mod z

Or, v(z) = F,(z,u(r)) mod z™/?1 donc on a 1 — v(x) Fy(z,u(x)) = 0
mod /™21 Comme F(z,u(z)) est lui aussi congru a 0 modulo z[™/21 et
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vu que N < 2[N/2], on a donc F(z,w(z)) =0 mod z, ce qui montre le
résultat pour le cas ol 'appel est initial. Dans le second cas, le lemme 3 nous
permet de conclure. Par récurrence, le théoréme est donc prouvé. O

Théoréme 8. L’algorithme Newton-quadratique calcule les N premiers
termes d’une série solution de F' au-dessus de 0 en (3d,+3/2)M(N)+O(d,N)
opérations dans le corps L.

Démonstration. 11 suffit de faire un raisonnement similaire a celui effectué
dans la preuve du théoréme 9.25 de [vzGG99). O

Enfin, nous notons qu’il est également possible de calculer rapidement de
telles séries en utilisant des algorithmes détendus [vdH02].

2.1.2 Polygones de Newton génériques et polyndmes ca-
ractéristiques

Les notions de polygone de Newton et de polynéme caractéristique sont les
outils principaux de I'algorithme de Newton-Puiseux (classique ou rationnel).
Dans cette partie, nous rappelons ces définitions bien connues et introduisons
une variante de la premiére notion qui s’avére plus pratique, et qui est cruciale
pour le critére de bonne réduction que nous présenterons dans la partie 2.2

Notons F(x,y) = >, ; a;@’y" un polynoéme de L[[z]][y] tel que x ne divise
pas F'. Nous définissons la notion de polygone de Newton de F' de la maniére
suivante :

Définition 15. Pour chaque couple (i,7) de Supp(F) = {(i,j) € N?|a;; #
0}, notons Qi; = {(¢,5)) € R* | ¢/ > i et j/ > j}. Alors le polygone de
Newton N (F) de F est la partie formée des sommets et arétes finies de
I’enveloppe conveze de

QUF) = Y e Suppir Qi

Chaque Q;; est un quart de plan supérieur droit. Les arétes du polygone
N (F) sont donc toutes de pente négative. Plus précisément, si I'on note Z(F')
Ientier naturel v, (F(0,y)), on peut décrire N'(F') de la maniére suivante :
— Si F(x,0) # 0, N(F) est formé de la suite d’arétes de Q(F') joignant
(0,0, (F(x,0))) & (Z(F),0).
Si F(z,0) = 0, le point (0,v,(F(x,0))) est remplacé par le sommet de
plus petite abscisse de Q(F).
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En particulier, on ne considére pas comme faisant partie de N'(F) une aréte
verticale et une aréte horizontale de Q(F). Ceci peut trés bien définir un
polygone de Newton trivial. Par exemple, F(x,y) = y définit un polygone

N(F) = (1,0).

Ce polygone de Newton permet de calculer I’ensemble des racines de F'
qui s’annulent en x = 0. Il correspond aux appels récursifs de 1’algorithme
de Newton-Puiseux. Pour calculer I'’ensemble des développements de Puiseux
au-dessus de x = 0, et notamment les développements non définis en z = 0,
la premiére étape nécessite d’utiliser une autre définition du polygone de
Newton :

Définition 16. Si [’on note H ’enveloppe conveze de Supp(F'), alors le po-
lygone de Newton initial No(F) est la partie inférieure de H.

Le polygone de Newton initial peut ainsi contenir des arétes ayant une
pente nulle ou positive. Plus précisément, si l'on note v = vx(ady) la valuation
z-adique du coefficient de téte de F', et ig = deg, (F'(0,y)), alors Ny(F') est
la concaténation de N (F), [(Z(F),0), (ip,0)] et de la suite d’arétes de H
joignant (ig,0) & (dy,v). En particulier, si F est unitaire en y, alors Ny(F)
est la concaténation de N (F) et [(Z(F),0), (dy,0)].

Avant de donner plus d’exemples de polygones de Newton, nous introdui-
sons deux variantes de ces polygones : le « polygone de Newton générique »
correspond au polygone de Newton N (F), et le « polygone de Newton ex-
ceptionnel » correspond au polygone de Newton initial Ny(F). Ces variantes
nous permettront de traiter de maniére homogeéne les développements finis
et infinis, simplifiera les spécifications des algorithmes (notamment en ce qui
concerne les indices de régularité), et est surtout nécessaire pour les résultats
que nous donnons sur la réduction modulaire.

Définition 17. Le polygone de Newton générique GN (F) du polynome
F est obtenu en restreignant N'(F) aux arétes ayant une pente supérieure ou
égale a —1, et en joignant le point restant le plus a gauche a l’axe vertical
par une aréte de pente —1.

En d’autres termes, on ajoute un point fictif (0, jo) & Supp(F') pour mas-
quer toutes les arétes ayant une pente strictement inférieure & —1.

Exemple 11. Considérons le polynéme Fy(z,y) = y* + 2%y* + xy* + 2% +
2% 4+ 322 + Pz + yPxt. Dans la figure 2.1, le support de Fy est représenté
par des croiz, GN (Fy) est dessiné avec un trait continu, alors que la partie
masquée de N (Fy) est représentée par une ligne en pointillés.
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FiG. 2.1 - GN(Fy) et N(Fy)

Exemple 12. Considérons le polynome Fy(z,y) = y® + 322y + xy® + ya® +
225 4 49223 + P2 4+ v + 20t et la figure 2.2. La pente —1 est prolongée
Jusqu’a 'axe vertical.

Exemple 13. Considérons le polynome F3(x,y) = y. Alors GN(F3) est
formé de l'unique aréte joignant (0,1) a (1,0).

Remarque 7. Ce concept de polygone de Newton générique est a notre
connaissance nouveau dans la littérature. Néanmoins, Mark van Hoeij nous a
indiqué que son implantation de [’algorithme de Newton-Puiseuz, disponible
depuis Maple V.5 (algcurves[puiseuz]), utilise implicitement ce concept.
Sa motiwation est d’accroitre efficacité de l’algorithme : a chaque étape ré-
cursive, il est possible de faire les calculs modulo une puissance de x bien
choisie, obtenant ainsi précisément le polygone générique de [’étape suivante.
Ce code est utilisé pour le calcul d’anneauz d’entiers [vH9//, mais cette tech-
nique d’implantation n’a pas été publiée.

Concernant le polygone de Newton initial, nous introduisons la variante
suivante :
Définition 18. Le polygone de Newton exceptionnel EN(F) est 'enve-
loppe conveze inférieure de Supp(F) U {(0,0)}

En d’autres termes, la partie N'(F) de Ny(F) est remplacée par laréte
[(0,0), (Z(F),0)], qui prolonge donc éventuellement la pente nulle de Ny(F).
En particulier, si le polynome F' est unitaire, alors EN(F) = [(0, 0), (d,, 0)].
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Fia. 2.2 gN(FQ) et N(FQ)

&

Fig. 2.3 - 5N(F4) et No(F4)

Exemple 14. Soit Fy(z,y) = 2%+ 32%y% + 2y® + 227 + 43y + 2%y5 — 23y° +
5y3. Sur la figure 2.8, EN(F)) est dessiné avec un trait continu, alors que la
partie masquée de No(Fy) est représentée par une ligne en pointillés.

A une aréte A d’un polygone de Newton (classique, initial, générique ou
exceptionnel) correspondent trois entiers ¢,m,l, avec ¢ strictement positif
et ¢ et m premiers entre eux, tels que A appartient & la droite d’équation
qj +mi = 1. Si A est I'aréte horizontale du polygone, alors m = [ = 0, et
I'on choisit ¢ = 1.

Définition 19. On définit le polynéme caractéristique d’une aréte A
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comme éetant :

ol 1y est la plus petite valeur i telle que (i,7) € A.

Remarque 8. Si l'on utilise le polygone classique ou initial, alors ¢a(T)
ne peut pas s’annuler en T = 0, alors que les variantes que mous proposons
permettent une telle annulation si A est une aréte fictive (ou contient une
partie fictive). Dans ce cas, la multiplicité de O en tant que racine de ¢a(T)
est la longueur de cette aréte fictive (ou de la portion fictive de cette aréte)
ajoutée.

Pour conclure cette partie, nous rappelons les liens entre le polygone de
Newton de F et les polygones de Newton de ses facteurs dans L[[z]][y] :

Lemme 4. Si F' est un polynéme irréductible de L[[x]][y] et F(0,0) = 0,
alors GN (F) a une unique aréte A, et ¢pn a une unique racine.

Démonstration. Pour le polygone de Newton classique, on peut trouver une
telle preuve dans [BK86|. I.’extension au polygone de Newton générique est
triviale. O

Lemme 5. Soient Fy et Fy deux éléments de L[[z]][y]. Alors GN (F1Fy) peut
se construire en joignant deuz o deuz les différentes arétes de GN(Fy) et
GN(F,), placées pertinemment, ¢’est-a-dire par pente croissante a partir du
point (Z(Fy) +Z(F,),0). De plus, le polynéme caractéristique d’une aréte A
de pente —m/q de GN (F1Fy) est le produit des polynémes caractéristiques
associés auz arétes de pente —m/q de GN(Fy) et GN (Fy). En particulier, si
F1(0,0) # 0 (cas ou GN (F1) est réduit au point (0,0)), alors GN(F1Fy) =
GN(F,).

Démonstration. Pour les polygones de Newton classiques, voir [BK86|. Pour
les polygones de Newton génériques, on peut procéder de la maniére sui-
vante : si nécessaire, on ajoute un monodme cx™ (respectivement cz™?) a
F) (respectivement Fy), ol ¢ est une constante indéterminée, de telle sorte
que GN (F;) = N(F;). Ensuite, il suffit d’appliquer le résultat dans le cas
classique, puis de poser ¢ = 0 pour obtenir GN (F} Fy). O

Les algorithmes de Newton-Puiseux (classique et rationnel) décrits dans
les deux sections suivantes effectuent des changements de variable successifs,
déterminés par les triplets (¢, m, ) correspondant aux arétes A des polygones
de Newton, ainsi qu’aux racines de ¢. Ils retournent un ensemble de triplets

{(Gi(z,y), Pi(z),Qi(x,y)) }i tels que :
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. € Llx,y),

z) est un monome de la forme \;z% avec \; € L,
Qi(z,y) = Qio(x) +ya", ou 1; est I'indice de régularité du développe-
ment, et (P;(T),Qi(T)) est la partie singuliére de la paramétrisation
de F,

— il existe des entiers L; tels que 'on ait :

Gi(z,y) = F(Py(z), Qi(z,y))/x™, Gi(0,0) =0 et G4,(0,0) # 0.

Par le théoréeme des fonctions implicites, la troisiéme condition nous assure
qu'il existe une unique série S telle que G;(z,S(x)) = 0 et S(0) = 0. La
paramétrisation de F' correspondante est alors R;(T) = (Py(T), Q;(T, S(T))).
On calculera cette série S a1’aide de I'algorithme Newton-quadratique décrit
dans la section 2.1.1. Enfin, il est possible que y divise G;, ce qui correspond
a un développement fini de F'.

2.1.3 Algorithme de Newton-Puiseux classique

Nous commencons par donner une variante de 1’algorithme de Newton-
Puiseux classique |[Wal78| pour calculer la partie singuliére des développe-
ments de Puiseux. Notre algorithme numérique (voir la section 2.4) est basé
sur cette méthode. Cette version de I’algorithme retourne exactement un re-
présentant pour chaque cycle au-dessus de 0. [’algorithme est donné de ma-
niére récursive et sa sortie est donnée sous une forme paramétrique, comme
décrit ci-dessus. Le premier appel (non récursif) a I’algorithme doit étre traité
séparément (il nécessite I'utilisation de EN(F) a la place de GN (F), voir la
partie 2.2 pour une explication). La aussi, on suppose que l'on est capable
de distinguer un appel initial d’un appel récursif.

CNPuiseux (F)
Entrée
F : Un polynéme sans facteur carré dans Llx,y|, de degré d, > 1,

tel que F(0,y) # 0.
Sortie

Un ensemble de triplets {|G;, P;, Q:]}i représentant :
- les cycles de F' au-dessus de 0, pour 'appel initial,
- les cycles de F' qui s’annulent en x = 0, pour les appels récur-

sifs.
Début

Si 1’appel est récursif alors
Si Z(F) =1 alors Retourner {[F,z,y|} Fin
N — GN(F)
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Sinon
N — EN(F)
Fin
R —{}
Pour chaque aréte A de N faire
Calculer ¢, m, [ et ¢a
Pour chaque racine (distincte) & de ¢ faire
a — fl/q
Fo(x,y) « F(at,2™ (o +y)) /'
Pour chaque [G, P,()] dans CNPuiseux(Fy) faire
R =R UA{[G, P1, P"(a+Q)}
Fin
Fin
Fin
Retourner R
Fin.

Proposition 9. L’algorithme CNPuiseux retourne la sortie escomptée. En
particulier, il retourne précisément la partie singuliére des développements de
Puiseur.

Démonstration. Si 'on remplace les polygones génériques et exceptionnels
par les polygones classiques, on obtient l'algorithme classique de Newton-
Puiseux (voir par exemple [Wal78]). De plus, le seul changement provoqué par
I’ajout des polygones génériques est 'apparition d’éventuelles racines & nulles.
Dans ce cas, I'algorithme se contente de factoriser ™ dans la série retournée,
et la factorisation correspondante est effectuée au niveau du polynéme F.
Dans le cas ot Z(Fp) # 1, la sortie est donc inchangée par l'utilisation des
polygones génériques. Dans le cas contraire, 1’algorithme s’est contenté de
calculer le monome correspondant a I'indice de régularité du développement
de Puiseux (voir I'exemple 16). O

Nous allons maintenant maintenant regarder quelques exemples qui nous
permettront d’illustrer l'intérét de I'introduction des variantes du polygone
de Newton.

Exemple 15. Considérons le polynome F(z,y) = y* — 2° € Q[z,y]. L algo-
rithme CNPuiseux (F) rend un triplet avec Py(x) = 2® et Qq(x,y) = 2°(0 +
23(0+2%(1+y))) = 2° +2°y. Le premier coefficient nul vient du polygone de
Newton exceptionnel EN(F) = [(0,0), (0,3)]. Le second correspond a l’aréte
fictive de GN(F') introduite durant le premier appel récursif. Le fait d’ajouter
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ces nombres O dans les séries peut paraitre inefficace, mais cette astuce n’a
pas d’impact sur la complexité et simplifiera les preuves dans la partie 2.2.
En pratique, on peut néanmoins utiliser le polygone de Newton classique i
nécessaire.

Exemple 16. Considérons a nouveau le polynéme F(x,y) = (y — 1 — 2z —
2?)(y — 1 -2z —2") € Q[z,y| de l'exemple 7 du chapitre 1. En appliquant
l’algorithme CNPuiseux, on obtient deuz triplets avec :

(P, Q1) = (2,2°A+ 22+ 2(1+y))) = (r,1+ 2z +2* + 2%y)
(P, Q2) = (2,2°(0+2(2+2(0+y))) = (x,1+ 22 + 2%y)

On peut remarquer ici que 'utilisation du polygone de Newton générique nous
permet d’obtenir directement lindice de réqularité 2 de la série x + 7 dans
F. L'utilisation du polygone de Newton classique ne fournit pas directement
une telle information.

Les entiers ¢, m et [ viennent directement des polygones de Newton. Ils
doivent étre calculés de maniére exacte, puisque par exemple I'entier ¢ contri-
bue a l'indice de ramification, dont nous avons besoin dans notre stratégie
de calcul du groupe de monodromie (voir le chapitre 3). De plus, il est trivial
que la plupart du temps, si I'on remplace ¢ par une approximation numé-
rique, le changement de variable dans CNPuiseux définit un polynome Fjy
qui a un polygone de Newton trivial réduit & un unique point (0,0). Tl n’est
alors pas facile de retrouver le véritable polygone, puisqu’il faut alors décider
quels coefficients de Fy sont des approximations de 0 (et doivent donc étre
ignorés). Enfin, on a la proposition suivante :

Proposition 10. Soit F' un polynome satisfaisant les hypothéses d’entrée de
CNPuiseux.
L’entier Z(F') correspond au nombre de développements de Puiseur de
F' au-dessus de 0 qui s’annulent en x = 0.
— L’entier T(Fy) est égal a la multiplicité de & dans ¢a.

Démonstration. Voir [Duv89| O

La seconde propriété de la proposition 10 montre que ¢ posséde en gé-
néral des facteurs multiples. Si ’on travaille avec des polynémes approchés,
déterminer les racines distinctes de ¢a et leur multiplicité peut étre problé-
matique. Néanmoins, si I’on suppose que ’ensemble des polygones de Newton
successifs est obtenu par un autre moyen (ce qui signifie, d’aprés la propo-
sition 10, que 'on connait aussi les multiplicités des polyndomes caractéris-
tiques) et qu’ils sont alors donnés en entrée, on peut :
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1. Extraire des coefficients de F' ceux qui sont utiles au calcul de GN (F) :
les coefficients se situant en dessous de QN(F) sont forcément nuls, on
peut donc les ignorer.

2. En déduire une approximation de ¢a.

3. Trouver les grappes de racines de ¢ correspondant aux multiplicités
escomptées.

4. Pour chaque grappe, déduire une approximation de &, puis appliquer le
changement de variable et procéder récursivement.

Avec une telle approche, on obtiendra des développements de Puiseux
approchés ayant des indices de ramification corrects. Pour calculer les données
exactes, c¢’est-a-dire les polygones de Newton successifs, nous utiliserons des
calculs modulo un nombre premier p bien choisi (voir la partie 2.2). Puis nous
expliquerons dans la section 2.4 comment établir une correspondance entre
ces calculs modulaires et les calculs numériques.

2.1.4 Algorithme de Newton-Puiseux rationnel

Nous décrivons maintenant un algorithme, di & D. Duval [Duv87, Duv89|,
qui calcule les parties singuliéres de développements de Puiseux rationnels
au-dessus de 0. Nous utiliserons cet, algorithme lors de nos calculs modulaires.
Nous commencons par donner deux algorithmes intermédiaires, dont nous ne
donnons que les entrées et sorties :

Factorisation (L, )

Entrée
L : un corps
¢ 1 un polynome univarié de L|z].
Sortie : Un ensemble de couples {(¢;, ki) }i tels que les ¢; sont
des polynomes unitaires irréductibles et distincts de L[z
et ¢ = c[[, o5 avec c € L.

Nous rappelons que nous avons supposé en introduction de ce chapitre
I’existence d’un tel algorithme. En pratique, nous utiliserons 1’algorithme
RNPuiseux sur les corps finis, corps pour lesquels cette hypothése est vérifiée.

Bézout (¢, m)

Entrée : q et m deux entiers positifs
Sortie : Un couple d’entiers (u,v) tel que ug—mv =1. Siq =1,
on impose v =0 et u=1.
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Algorithme RNPuiseux(L,F")

Entrée
L : Un corps.
F : Un polynéme sans facteur carré dans Llx,y|, de degré d, > 1,

tel que F'(0,y) # 0.
Sortie

Un ensemble de triplets {|G;, P;, Q;]}: représentant :

- les développements de Puiseux rationnels sur L de F' au-dessus
de 0, pour l’appel initial,

- les développements de Puiseux rationnels sur L de I centrés

en (0,0), pour les appels récursifs.
Début

Si 1’appel est récursif alors
Si Z(F) =1 alors Retourner {[F,z,y|} Fin
N — GN(F)
sinon
N — EN(F)
Fin
R—{}
Pour chaque arédte A de N faire
Calculer ¢, m, |l et ¢a
(u,v) « Bézout(q, m)
Pour chaque (f,k) dans Factorisation(L,¢n) faire
¢ «— n’importe quelle racine de f
Fo(l‘,y) — F(gvxq7xm(€u + y))/xl
Pour chaque [G, P, ()] dans RNPuiseux(L(), F,) faire
R —R UA{[G,&"P% P"(E" + Q)]}
Fin
Fin
Fin
Retourner R
Fin.

Proposition 11. L’algorithme RNPuiseux retourne la sortie escomptée. En
particulier, il retourne précisément la partie singuliére des développements de
Puiseu.

Démonstration. Le raisonnement est similaire a la preuve de la proposition 9,
avec les deux modifications suivantes : si 'on utilise les polygones classiques,
on obtient 'algorithme de D. Duval [Duv89]; de plus, la répartition de la
racine ¢ dans le polynome F' introduite par D. Duval demande une précaution
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supplémentaire quand cette racine est nulle : si v est strictement positif,
le changement de variable définit un polyndéme univarié en y, et si v est
strictement négatif, le changement de variable n’est pas défini. Il faut donc
prendre v = 0 quand £ = 0. Ceci est bien le cas de part la spécification de
I’algorithme Bézout : & ne peut valoir zéro que quand la pente est entiére,
c’est-a-dire g = 1. O

On peut remarquer que les algorithmes classiques et rationnels sont trés
similaires : ils ne différent que par la facon dont les racines des polynémes
caractéristiques sont traitées, ainsi que dans la définition du polyndome Fj.
Ainsi, si I'on applique I’algorithme RNPuiseux sur le corps L, et que l'on
change la ligne (u,v) « Bézout(q,m) de I'algorithme par (u,v) < (1/q,0)
au fur et a mesure de 'algorithme, on retrouve I’algorithme CNPuiseux.

Exemple 17. Soit F(z,y) = (y* — 22°)(y* — 22°)(y* — 22) € Q[z,y).
RNPuiseux(Q, F') retourne trois développements :

(P,Q1) = (22%,2°(0+22%(0 + 2(2 +y)))) = (222, 42° + 22°y)
(P2, Q2) = (42°,2°(0 + 2(2 + y))) = (42°, 22 + xy)
(P3,Qs) = (2,2°(00+2(vV2+y))) = (z,V2z + zy)

Les deuz premiers développements ont Q comme corps de coefficients, et pour
indices de ramifications respectivement 2 et 3. Le troisiéme correspond a une
place ayant un corps résiduel isomorphe a Q(v/2). L’algorithme RNPuiseux
appliqué au corps Q(v/2) retourne un développement supplémentaire :

(P, Q1) = (2,2°(0+2(—V2+1y))) = (z,—V2z + ay).

Dans [Duv87, Duv89|, il est précisé que le systéme D5 [DDD85, Duv87|
permet d’éviter les factorisations des polyndmes caractéristiques. Dans notre
cas, nous utilisons cet algorithme uniquement dans la partie modulaire de
notre stratégie, et il existe des algorithmes efficaces pour factoriser un po-
lynome au-dessus d’un corps fini. De ce fait, étant donné que la taille des
premiers p que nous utilisons est petite, il n’est pas problématique de facto-
riser les polynomes caractéristiques (voir la partie 2.3.1 sur la complexité de
la partie modulaire, et la partie 2.2.4 pour la taille des premiers utilisés par
notre algorithme).

Remarque 9. Il est important de noter que, contrairement auxr développe-
ments de Puiseux classiques, les développements de Puiseur rationnels ne
sont pas canoniquement définis. En effet, si l'on remplace T par BT dans
R,(T) = (2T),9:,(T)), avec B choisi dans le corps des coefficients de R;,

29



alors on obtient un autre développement de Puiseux rationnel correspondant
a la méme place. Le choix de 3 peut avoir des conséquences considérables
sur la taille des coefficients du développement, et donc sur lefficacité des
algorithmes. Nous détaillerons ce point dans la partie 2.1.6.

2.1.5 Arbre de polygones

A un appel de I'algorithme RNPuiseux(L, F)), nous associons un arbre
étiqueté. Par définition, la profondeur d’un sommet v est le nombre d’arétes
sur le chemin allant de la racine & v. En particulier, la racine a une profondeur
nulle. Nous étiquetterons les sommets de 'arbre de profondeur paire avec des
polygones, et ceux de profondeur impaire par des partitions d’entiers. De la
méme maniére, les arétes sont étiquetées alternativement avec les arétes des
polygones de Newton et des couples d’entiers (k, f) ou k est la multiplicité
de la racine £ et f = [L(§) : L]. Ainsi, une aréte de I'arbre correspond au
choix d’une aréte du polygone ou bien au choix d'une racine du polyndme
caractéristique.

Plus précisément, ’arbre est construit récursivement a partir de la racine
comme suit (voir la figure 2.4). Les sommets de profondeur paire corres-
pondent aux appels de fonction. Si f est un polynéme de L[z] ayant pour
décomposition sans facteur carré f = c[[/_, £ (c’est-a-dire que les k; sont
des entiers positifs deux a deux distincts, et les f; sont des polyndmes de
degrés strictement positifs et deux & deux premiers entre eux), alors nous
noterons [f] = (k%8 .. £, /) la partition de deg f définie par cette dé-
composition (c’est-a-dire que la multiplicité k; est répétée deg f; fois).

— Un sommet v de profondeur paire [ est étiqueté avec un polygone P,
qui est égal & EN(F) pour la racine (I = 0), et GN(F) pour les appels
récursifs (I > 0).

A chaque aréte A de P correspond une aréte allant de v & un sommet
de profondeur [ + 1. On étiquette cette aréte avec A (représenté par les
points définissant le segment).

— Un fils (sommet de profondeur [ 4 1) est étiqueté avec la partition [¢a].
A chaque choix de racine & de ¢, effectué par 'algorithme correspond
une aréte allant du sommet de profondeur [+ 1 & un sommet de profon-
deur [+2. L’aréte est étiquetée avec la paire (k, f) ou k est la multiplicité
de la racine £ et f = [L(§) : L.

— Ensuite, on procéde récursivement : un sommet de profondeur [ 4 2 est
la racine de I'arbre associé a I'appel de fonction RNPuiseux(L(&), Fp) ou
Fy est le polynome obtenu pour le choix de 'aréte A et le choix de la
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P =((0,0),(7,0)) P = ((0,0),(7,0))
‘ A = ((0,0),(7,0)) ‘ A= ((0,0),(7,0))

A= ((4,1),(7,0) A= ((0,5), (4 1)) A= ((4,1),(7,0) \A— ((0,5), (4,1))

P P =((0,1),(2,0) P Py P=((0,1),(2,0) Pu P
‘ A= ((0,1),(2,0)) ‘A= ((0,1),(2,0))

M M
1

P

F1G. 2.4  Les arbres de polygone R7 (Q, F') et 7 (F') pour I’exemple 17.

racine &.

Les feuilles de ’arbre sont des sommets de profondeur paire étiquetés par
des polygones ayant une unique aréte P, = [(0,1), (1,0)]. On peut remarquer
que les racines £ ne font pas partie de ’arbre. Comme la décomposition sans
facteur carré est un sous-produit de la factorisation sur L, I'arbre étiqueté
peut étre obtenu sans cotit supplémentaire. Si [ est la profondeur de I'arbre
d’appels de fonctions engendré par RNPuiseux(L, F'), alors I'arbre étiqueté
construit aura une profondeur égale a 21.

Pour un appel de fonction CNPuiseux(F'), on définit un arbre similaire,
avec pour seule différence qu'une aréte allant d’'une partition & un polygone
n’est étiquetée que par la multiplicité k; le corps dans lequel sont effectuées
les factorisations étant L, toutes les extensions de corps sont de degré 1.

Définition 20. A chaque appel de fonction RNPuiseux (F, L) (respectivement
CNPuiseux(F')), l'arbre étiqueté associé sera noté RT (L, F') (respectivement
T(F)). Dans les deux cas, l'arbre est appelé l’arbre de polygones associé
a lappel de fonction.

Nous montrons dans la partie 2.4 que 7 (F') est précisément I'information
exacte dont nous avons besoin pour conduire nos calculs numériques.

Proposition 12. L’arbre T (F) peut facilement étre obtenu a partir de l’arbre
RT (L, F) comme suit : il suffit de dupliquer f fois chaque aréte étiquetée
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(k, f) (ainsi que les sous-arbres de cette aréte), puis de remplacer I'étiquette
(k, f) par Uétiquette k.

Démonstration. Cela vient directement du fait que 7 (F) = RT (L, F) (voir
I'introduction de la partie 2.1.6 pour cette égalité). ]

La figure 2.4 illustre ce procédé.

2.1.6 Des développements de Puiseux classiques aux dé-
veloppements de Puiseux rationnels

On peut remarquer (voir [Duv89|) que les polygones de Newton et les
multiplicités des racines des polyndomes caractéristiques obtenus au fur et
a mesure des calculs sont les mémes avec les deux algorithmes CNPuiseux
et RNPuiseux ci-dessus. Cette remarque s’étend facilement aux polygones
de Newton génériques et exceptionnels, ainsi qu’a leur polyndémes caracté-
ristiques associés. Néanmoins, en général, les valeurs prises par les racines
non nulles des polynémes caractéristiques différent. Dans cette partie, nous
allons étudier les liens entre les coefficients des développements de Puiseux
classiques et rationnels. Cela nous apportera une meilleure compréhension de
I’algorithme rationnel, notamment en ce qui concerne la croissance des coef-
ficients qu’il engendre (voir la partie 2.1.7), ainsi qu’un critére de réduction
pour les développements de Puiseux rationnels (voir le corollaire 6).

Notons (81, m1,q1),-- -, (Br, mn,qn) la suite de triplets rencontrés dans
le calcul d’un développement de Puiseux classique en utilisant 1’algorithme
CNPuiseux. Plus précisément, 3; est une racine ¢;-iéme du z-iéme polyndome
caractéristique, et —m,;/q; est la pente de I'aréte du polygone de Newton
générique correspondant. La sortie de I’algorithme est alors :

P(I) = N2 h — o€
Q(ZE, y) — xmlqz-"%(ﬁl + meQ3"'Qh(62 4+ g™ (ﬁh + y) .. ))

de telle maniére qu'un élément du cycle correspondant s’écrit :

S(@) =2 (B + s (Gt 2T T (Gt o)) (2)
D’un autre coté, notons (&1, mi,q1), ..., (§n, mn, qn) la suite de triplets

rencontrés lors du calcul d’un développement de Puiseux rationnel en utili-
sant l'algorithme RNPuiseux. Ici aussi, & est une racine du i-iéme polyndéme
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caractéristique, et —m;/q; est la pente de I'aréte du polygone de Newton gé-
nérique correspondant. Nous noterons (u;, v;), 1 <7 < h les couples d’entiers
retournés par l'algorithme Bézout.

Comme nous utilisons les polygones de Newton génériques et exceptionnels
a la place des polygones classiques, certains des &; et 3; peuvent étre nuls. Si
& = [B; =0, alors ¢; = 1 (car la pente associée est alors égale & —1 ou 0), et
donc v; = 0 (voir la procédure Bézout). Dans la suite, on définit 0° = 1, de
telle maniére que si § = §; = 0, alors " = 3" = 1, et qu’ainsi les expressions
considérées ont un sens et les égalités sont correctes.

Proposition 13. Il existe un développement de Puiseur classique comme
ci-dessus et un ensemble d’entiers {e;; }1<j<i<n tels que :

i1
— 3% I I vjeij
5@' - ﬁil 6]' :
Jj=1
Démonstration. Posons x¢g = x et yy = y et considérons les transformations

effectuées par I'algorithme :

Tioy = §'w;
Yyior = (& + i)

On définit alors (n’importe quel choix pour la racine e-iéme est acceptable) :
U S
w=]1g ™" 1<is<h
j=1

de telle maniére que ’on puisse écrire :

1
x’i —= ,U“iququqi .

On peut alors exprimer la série tronquée calculée par I’algorithme de la ma-
niére suivante :

Qz,0) = 2™ (§" + af? (G + a8 (&% + .. a7 H(E T +ap &) ).

En utilisant la définition des z;, et en identifiant coefficient par coefficient
cette expression avec (2.1), on voit qu’il existe un développement de Puiseux
classique tel que :

Bio= & e ng” (2.2)

Si 'on pose By =&y = 1, on a donc :
BB =& e 1<i<h
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En introduisant 6; = 3;3;1£7", on a alors :

pi = pia&”

0; = fzu/i;n
On a donc

& o= OfuY (2.3)
et

i = 07" (2.4)

En effet, en utilisant les deux égalités précédentes et la relation de Bézout
u;q; — myv; = 1, on obtient :
eglﬂ;mz — iuiqiugimi'uiiﬂ;i
é-yiqz‘é-fmwi
7 7

&i

et de méme,
—vp U U —MY; Uy
0, "ty = & 2% Hi—q

= Hi
La récurrence (2.4) se traduit facilement en :
;= Qi—vig;vlifluig;vé—2uiflui . Ql—vlu2u3---ui
Et donc, en utilisant (2.3),
& = 0% (07 g ) (2.5)

Finalement, la proposition est montrée en prouvant par récurrence 1’énoncé
R (i) suivant :
Il existe un ensemble d’entiers { fi;}1<j<i<n tel que :

1—1
0 =6 [ 57" (2.6)
j=1

et il existe un développement de Puiseux classique comme (2.1) et un en-
semble d’entiers {e;; }1<j<i<n tels que :

i—1
SR | e
j=1
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R(1) est trivialement vérifie. Soit ¢ > 1 et supposons R(i — 1) vraie. On a
alors :

ﬂlﬂl 16“1 1 ﬂl - 1 QZ 1uz IHﬁUJeZ 1,jUi—1

En posant f;; = e;_1 u;—1 pour 1 < j <i—2et f; ;1 = m;_1, on obtient
(2.6). L’expression de &; se déduit alors de (2.5) et (2.6). O

Remarque 10. En supposant que les v; sont choisis dans N, il est facile de
voir que les e;; et les fi; sont alors eux aussi dans N.

Remarque 11. En utilisant la formule (2.5) et la définition de 6;, on obtient
facilement une équation de récurrence donnant les & en fonction des [;.
Néanmoins, cela ne permet pas d’obtenir de formule simple. D’ un autre coté,
en remplagant les u; par leur définition dans (2.2), on obtient une exrpression

des [3; en fonction des & : si pour 1 <i<j<h, s; = Z;@—j qmzk, alors :
=j qj...

)
; —V;8jq
:éflyzllfj i85t
Jj=1

Pour conclure cette partie, nous donnons ’expression des coefficients des
paramétrisations retournées par ’algorithme RNPuiseux en fonction des &;.
Pour simplifier les expressions, on introduit la notation suivante pour 0 <
1<h-—1:

Vi1 #Vi42Gi+1 ~Vi+39i+19i+2 Vhqi+1---4h— 1
f(z‘) - fz‘+1 i+2 i+3 TTSh

On pose également ;) = 1. La sortie est alors donnée par :

P(x) = §ozt® " =¢gr
my =L me 2 m mp,
Qla,y) = Eam (€ +aianm (&% + -+ Ghame (G 4 y) ),

On en déduit la paramétrisation :

iT) = &oT*
iT) = gy
67;2627;)1fg)QTmlq2"'Qh+m2q3"'Qh+ (2.7)

gzhf 1£m2 é%thmlqz ‘¢ptm2g3---qn+-- +mh+

65



2.1.7 Croissance des coefficients des développements de
Puiseux rationnels

P.G. Walsh mentionne dans [Wal99|, sans néanmoins donner de preuve ou
d’exemple, que contrairement aux développements de Puiseux classiques, les
développements de Puiseux rationnels calculés par RNPuiseux peuvent avoir
des coefficients ayant une taille binaire exponentielle. En pratique, nous utili-
sons l'algorithme RNPuiseux uniquement sur les corps finis, et les coefficients
ont donc une taille essentiellement bornée par le logarithme du cardinal du
corps. De ce fait, cette croissance potentiellement importante des coefficients
n’a pas de réel impact sur notre stratégie. Néanmoins, il nous est apparu
intéressant d’étudier le fonctionnement de ’algorithme rationnel.

Nous illustrons ici cette croissance des coefficients des développements de
Puiseux rationnels, ainsi que 'impact que peut avoir le choix des entiers
u et v dans I'algorithme Bézout avec l’exemple suivant. Ici, la croissance
n’est pas exponentielle, mais conduit néanmoins a des coefficients ayant une
taille pathologiquement élevée. Nous ferons quelques remarques a la fin de
cette section sur des pistes qui pourraient étre creusées pour éviter une telle
croissance.

Exemple 18. Soit a et h des entiers positifs et considérons la paramétrisa-
tion suivante, introduite dans un autre contexte [HM87] :

h
BT) =T §(T) =Y aT??" 012 (2.8)
k=1

On définit alors d = 2" et Fy(z,y) = Résultanty(x — 2(T),y —4(T)), de telle
sorte que deg,(Fy) = d et deg,(Fy) = 3(d — 1). Il y a une unique place au-
dessus de O pour Fy, et de ce fait, un systéeme de développements de Puiseux
rationnels de F; au-dessus de O contient une unique paramétrisation. On
utilise les mémes notations que dans la précédente sous-section. En appliquant
l’algorithme RNPuiseux a Fy, on voit que h est le nombre d’appels récursifs,
et l'on am; =3 et ¢; =2 pour 1 <i < h.

Premaeére stratégie. On choisit les entiers v; positifs et minimauzx,

de telle sorte que u; = 2 et v; = 1. On a 61 = a et, pour 1 > 1,

0; = oo €2 = €2 |, et la relation (2.5) donne :

4 2 4 21=2 2i=2,3
=& 10§ 183§ a” )"

Ainsi, & est un entier, puissance de a, et une estimation rapide montre
que ezposant est plus grand que 4° pour i > 3. En substituant ceci dans
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), on en déduit que o) est une puissance de a ayant un exposant su-
périeur a 4721 > d®/2 pour h > 3. Finalement, la taille binaire de §(0)
est supérieure a d*/2log (a) pour h > 3. De plus, le comportement est
clairement pire pour les autres coefficients de (2.7). Pour Fig, 'algo-
rithme RNPuiseux (avec les choiz de v; mentionnés ci-dessus) retourne
la paramétrisation :

.%(T) — a3072T16
g(T) — a4609T24+a6913T36+a8065T42+a864lT45

Si l’on considére la paramétrisation (2.8), on voit que le résultat est loin
d’étre optimal !

— Seconde stratégie. Un autre choix raisonnable est u; = v; = —1.
Un tel choiz donne des coefficients de taille bien inférieure, puisque les
exposants dans (2.5) sont considérablement plus petits, et ont de plus
des signes alternés. On obtient ainsi pour Fig :

.%(T) — a528T16
g(T) — CL793T24+a1189T36+6L1387T42—‘f-a1486T45

Le résultat est ici plus satisfaisant que le précédent, mais reste néan-
moins fortement éloigné de la solution optimale.

— La stratégie de Maple 11. La commande algcurves[puiseux] re-
tourne un résultat bien pire que les deur précédents :

Zi’(T) — CL24672T16

g(T) _ a37009T24+a55513T36—|—a64765T42+a69391T45

Comme remarqué dans [Duv89|, une sortie optimale n’est pas forcément
atteignable par 1’algorithme RNPuiseux, quel que soit le choix effectué pour
u et v, et ce méme pour des cas simples.

Exemple 19. Soit F(z,y) = y"—92° un polynéme dans Q[z, y]. L algorithme
RNPuiseux(F, Q) rend une paramétrisation de la forme (2(T) = 9*T7, 4(T) =
9uT"), ou le couple (u,v) € Z* vérifie la relation de Bézout Tu — 5m = 1.
Ainsi, quelque soit le choiz de u et v, l'algorithme ne peut rendre la paramé-
trisation (2(T) = 3T7,4(T) = 3T°).

Il se peut donc que des transformations autres que celles de RNPuiseux
permettent, de mieux controler la taille des coefficients. Dans I'exemple 18,
on peut ainsi réduire les puissances de a au fur et a mesure des calculs par
des substitutions de la forme T < U/a®, obtenant ainsi des coefficients plus
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petits. Mais nous ne savons pas précisément dans quelle mesure ce genre
d’astuce est efficace en général.

Si L est un corps de nombres, P.GG. Walsh a montré que I’on peut construire
une paramétrisation avec Z(7') = AT, ou A est un coefficient de taille binaire
en O(d,'d3}), et dont les autres coefficients sont de taille polynomiale en I'en-
trée [Wal99]. Mais la construction de Walsh nécessite de connaitre a priori les
développements de Puiseux classiques. Elle ne fournit pas d’algorithme per-
mettant de construire directement de tels développements rationnels de taille
polynomiale. De plus, nous ne savons pas si cette construction est proche de
la taille optimale.

Pour résumer, un algorithme qui calcule les développements de Puiseux
rationnels avec des coefficients prouvés de petite taille est a I’heure actuelle
inconnu.

2.2 Reéduction modulaire des développements
de Puiseux

Le but de cette partie est, étant donné un polynome F € Klz,y| ou
K est un corps de nombres, de trouver un nombre premier p et un idéal
premier ‘3 divisant p, tel que, en calculant les développements de Puiseux
rationnels modulo B, on ait suffisamment d’information pour calculer 7 (F).
Nous montrerons dans la partie 2.4 que cette information est suffisante pour
guider le calcul numérique des développements de Puiseux.

Pour ce faire, nous commencerons par rappeler la définition de la carac-
téristique d’un développement de Puiseux. Ceci nous permettra d’étudier la
réduction modulaire de ces développements, et ainsi définir un critére de
bonne réduction (local et global) du polynéme F. Nous montrerons ensuite
qu’'un nombre premier p vérifiant ce critére permet de calculer 'arbre 7 (F)
a l'aide de calculs effectués dans une extension de F,. Nous donnerons alors
différents algorithmes pour trouver un tel premier p, ainsi que des bornes sur
la taille de ce premier.

2.2.1 Caractéristique d’un développement de Puiseux
Nous commencons par étudier les relations entre les coefficients d’un dé-

veloppement de Puiseux et le discriminant de son polyné6me minimal. Dans
cette sous-section, nous nous placons dans un corps L de caractéristique quel-
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conque, que nous noterons car(L) .

Nous faisons tout d’abord quelques rappels sur les discriminants de poly-
nomes :

Si U est un polynome univarié, séparable de coefficient dominant u, de

degré s, et si 'on note uq,...,u, ses racines, alors on a :
Ay = tu*? (u; — uy) (2.9)
U 7 j .
1<i,j<s
i#]

On peut facilement en déduire que si U est un polyndéme univarié qui
admet une factorisation en un produit de polynomes U = [[;_, U;, alors :

Ay = | | Ay, | | Resultant(U;, U;). (2.10)
i=1 1<i,j<r
i#]

Considérons maintenant S(z) = Y oo B;z"/¢, ot n € Z et 3, # 0, une
série de Puiseux classique, d’indice de ramification e > 1. On définit alors la
suite finie (By, Ry), (B1, R1), ..., (By, R,) de couples d’entiers comme étant :

- By=n, Ry=ce.

~ SiR;j_y >1,onpose B =min{i > B;_; | 3 #0eti#0 mod R, 1}

et Rj = |ngd(BJ, Rj_1)|.
Si Rj_1 =1, on aréte et on définit g = j — 1.
On peut noter que g > 1 et R, = 1. On définit également Q); = R;_;/R;,

M; = B;/R; pour 1 < j < g, et H; le plus grand entier relatif tel que
B;+H;R; < Bjypour 0 <j<g-—1

On a alors e = Q1Q2 . .. @y, et on peut voir que M; est un entier premier
a Q.

Alors, avec ces notations, quitte a réindexer ses coefficients, S peut étre
écrit de la maniére suivante :

H .
S(z) = Zj:onﬁo,jx]
My H, My +j
+ ma@ + Zj:161,jx Q1
+ ot 4 Y 8, e (2.11)
NI N

Mg - Mg+j
Q122 Q L @1Q2-Q
t Ygrererrte + ijlﬂgﬁjx 1

Ici, les mondmes de S sont ordonnés par degré (rationnel) croissant.
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Définition 21 (voir |Zar81| ou |[BK86|). La caractéristique de S est le
uplet d’entiers (e; By,...,By). Les coefficients caractéristiques sont les
éléments de la suite (y1,...,7,) et les mondmes caractéristiques sont les
monomes de S correspondants.

Exemple 20. Soit

S(x) = 14322420+ 27/ + 5237 + 7273 4 2274
4812 912/12 4 14/12 | 5 18/12 4 7 20/12 4 9, 21/12
une série de Puiseux d’indice de ramification e = 12. On obtient alors :
B() — 0 RO — ]_2
31:6 R1:6 Q1:2 Mlzl H(]:O
32:14 R2:2 Q2:3 M2:7 H1:1
B3;=21 R3=1|Q3=2 M3=21|Hy,=3

et donc g = 3. On vérifie bien que QQ1Q2Q3 = 2-3-2 =12 = e. On peut alors
écrire S de la maniére suivante :

S(z) = 1
+ 322 4+ 2
+ 27/6 + 0. 286 4 5296 4 7410/6
L9212

La caractéristique de S est alors (12;6,14,21). Les coefficients caractéris-
tiques sont (3,1,2), et les mondémes caractéristiques sont 3xl/2, g7/6 221/12

Autrement dit, les monomes caractéristiques sont les monomes qui font
« apparaitre » la ramification de la série, en considérant ces monémes par
degrés rationnels croissants.

Notons v, la valuation z-adique et tc(S) le coefficient de plus bas degré
de la série S, de telle sorte que S(z) = tc(S)zv*)+ termes de valuation
supérieure. On a alors la proposition suivante :

Proposition 14. Soit G(z,y) le polynéme minimal unitaire sur L((z)) d’un
développement de Puiseuz ramifi¢ S € L((x'/¢)). On suppose que car(L) ne
divise pas e. Alors, si Ag(z) est le discriminant de G en la deuziéme variable
Y, on a :

a0 = (I T 212

v(Ag) = > Bi(Riiy — Ry) (2.13)
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Démonstration. Afin de simplifier les notations, nous noterons, tout au long
de cette preuve, v = v,(Ag) et 8 = tc(Ag). Les conjugués de S au-dessus de
L((z)) sont {S}o<icc 1, de telle sorte que 1'on a :

Ao = H (Sl — gy,

0<i,j<e—1
i#j

A Taide de cette relation, on peut remarquer que v dépend uniquement de la
contribution des termes zi/(@1--Qi) = gBi/e Ainsi, symboliquement parlant
(c’est-a-dire si 'on considére les ; comme des variables), v est déterminé
par 'exposant de v; dans . Donc si (2.12) est vraie, alors (2.13) 'est aussi,

puisque :
g

’U:ZG(Rifl— ZB —1 )

i=1
Pour prouver (2.12), nous procédons par récurrence sur g. Pour tout entier
positif r, notons 9, le discriminant de " — 1, soit ,, = +r".

Si g = 1, le développement de A en puissances fractionnaires croissantes
de x est :

Ao = [ (@ = ln)atel 4.

0<i,j<e—1
i#j

— »)/;(671) H (Céwgi _ Céng) xe(efl)Mg/Qg 4.

0<i,j<e—1
i#]j

Comme M, est premier a (), et QQ, = e Ce est une racine primitive e-iéme

de I'unité. On obtient donc 6 = 5679 :i:QQg A Rg), ce qui montre
le cas g = 1.

Supposons maintenant que g > 1. Pour simplifier les notatio_ns, on pose
Q=Q et R=R, = Qy - Q, On définit également H € L((z/?))[y]

comme suit :

=}
_

H=1]](y—ste.

7

Puisque [Q] = [Q, e] engendre le groupe de Galois de L((z/¢)) sur L((2/9)),
H est le polynome minimal de S au-dessus de L((z'/?)). De plus, la factori-

I
=)
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sation de G sur L((2'/?)) est donnée par :

Q-1
G = H H,
=0

En utilisant la relation (2.10), on obtient Ag = 111, avec :

M =[] Aue M= ][] Resultant(H", HY).
i= 0<i,j<Q—1
i#]
On a donc besoin de connaitre la contribution & 6 de II; et II;. Nous com-
mengons par I1;. Soit U(x,y) = H (2%, y) le polynome minimal de S(z%) au-
dessus de L((z)). Comme U a pour éléments caractéristiques (R; Ba, -« - , B,),
notre hypothése de récurrence nous permet de dire que :

9 9 R
I C | EER
=2 =2

pour un certain entier positif u. On a donc :

R
g g
e (T T )
=2 =2

Comme QR = e et (“7J = C"” la contribution de II; & 6 est :

+ (H QF ﬁvf“’ﬁ) (214
1=2 1=2

Estimons maintenant la contribution de Resultant(HU, HUl). Chaque diffé-
rence de racines dans le produit qui définit le résultant est de la forme :

NG =) )

et on a R? différences de ce type. Comme il y a Q(Q — 1) résultants dans
le produit, et que Cé\fl est une racine primitive ()-iéme de I'unité, on peut
conclure que la contribution de Il & 6 est :

RQ
VFQQ(Q 1) H CMl’L_CMlj) :,_)/RQQ(Q 1 —:i:QeRl B(RO Rl)
0<4,j<Q-1
i#]

En multipliant cette équation avec (2.14), on obtient finalement (2.12). O

72



La valeur de v, (Ag) est un résultat bien connu (voir par exemple |Zar81]).
Néanmoins, nous n’avons pas trouvé d’expression pour tc(Ag) dans la litté-
rature.

Exemple 21. Considérons a nouveau la série S(x) définie dans l’exemple
20. Si G est le polynome minimal de la série S, alors le mondme de plus bas
degré de Ag est —6% 213, On vérifie bien sur cette exemple que :

3
> Bi(Ri.y — R;) = 6(12 = 6) + 14(6 — 2) + 21(2— 1) = 113
=1
et

3 3 12
— (H Qf?z H,.yi]?«ilRi> _ ((26 32 21) (3(1276)1(672)2(2,1)))12 _ 9
=1 1

7=

2.2.2 Critére de bonne réduction

Dans cette partie, nous allons définir un critére de bonne réduction de F'
en un idéal premier p. On considére donc un polynome F = ZZiO ar(z)y* €
K[z,y], o K est corps de nombres algébriques. On utilise les notations
et hypothéses habituelles concernant les degrés de F, et on note Rp(x) =
Resultant,(F, F}).

Soit o I’anneau des entiers algébriques de K. Si p est un idéal premier de
0, on note v, la valuation correspondante de K. Cette valuation définit un
anneau de valuation de K dont p est la place :

0p, = {av € K |vy(a) > 0}.

Notons maintenant L 1’extension finie de K engendrée par les coefficients
des développements de Puiseux de F'. La proposition 13 nous permet alors
d’affirmer que L contient le corps des coefficients des développements de
Puiseux rationnels calculés par RNPuiseux.

Si O est 'anneau des entiers de L, un idéal premier P de O définit une
valuation vy, et donc un anneau de valuation :

Oqp ={a € L|vp(a) > 0}.

Dans la suite, ' notera toujours un idéal premier de O divisant p. Si o € O,
nous noterons @ la réduction modulo B de «, et nous étendrons cette notation
aux polynomes et séries a puissances fractionnaires ayant des coefficients dans
Og. Si o € 0, comme P divise p, la réduction modulo P et p coincident et
nous utiliserons donc la aussi la notation a.
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Définition 22. Soit p un nombre premier et p un idéal premier de o divisant
p. Si les conditions suivantes sont satisfaites :

F S OP[I7y];

p > dy,

vp(te(Rr)) =0,

alors on dit que F' a une bonne p-réduction locale en x = 0.

On peut bien entendu généraliser cette définition en un point z = xg
quelconque : il suffit de considérer le polynome Rp(z + xo) a la place de
Rp. Dans la suite, lorsque nous parlerons de bonne p-réduction locale, sauf
précision contraire, nous supposerons que nous sommes en x = 0.

Remarque 12. Si F' a une bonne p-réduction locale, comme B divise p, on
a alors vyp(tc(Rp)) = 0, et F' a donc une bonne P-réduction locale. Nous
utiliserons librement cette remarque par la suite.

De plus, puisque aq, et Ap sont tous les deux a coefficients dans oy,
la derniére condition est équivalente auzr deux égalités vy(tc(aq,)) = 0 et

vp(tc(Ar)) = 0. On peut noter que vy(tc(aq,)) = 0 implique deg,(F) = d,,.

Nous donnons maintenant un résultat fondamental pour notre stratégie de
réduction. Celui-ci est la conséquence de deux résultats d’analyse p-adique.
Soit C, le corps des nombres p-adiques, qui est le completé de la cloture
algébrique de Q,, lui méme complété de Q pour la valeur absolue p-adique
(voir par exemple [Rob00| pour plus de précisions sur les corps p-adiques).
Nous considérerons le corps L comme un sous-corps de C,, par le biais de sa
complétion P-adique. Nous notons |.|, la valeur absolue de C,, de telle sorte
que :

Oy = {a e Ljal, < 1.
Enfin, pour tout p € R, on définit D(0,p”) = {zg € C, | |zo|, < p} et

D(0,p7) ={z0 € C, | 29 # 0 et |z, < p}-

Théoréme 9. Les séries de Puiseuz de I au-dessus de zéro convergent p-
adiquement dans le disque pointé D(0,p~), ot p est la plus petite valeur
absolue p-adique des racines non nulles de Rp.

Démonstration. Cela vient du théoréme 2.1 de [DRT79]. O

Proposition 15. Soit S = Y.2° Bix'/¢ € C,[[z]] une série convergente et
bornée p-adiquement sur D(0,17). Alors on a :

sup [S(x)], = sup |G,
x€D(0,17) 120
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Démonstration. Voir par exemple [Rob00, section 4.6]. O

Théoréme 10. Si F' a une bonne p-réduction locale, alors les coefficients
des développements de Puiseur de F' au-dessus de 0 sont dans Og.

Nous commencons par montrer le lemme suivant :

Lemme 6. Soit P(z) = 2™(co + -+ + c,2") € Oglx] un polynome tel que
lcolp, = 1. Alors P n’a pas de racine non nulle dans D(0,17).

Démonstration. Supposons que zy € C,\{0} vérifie |zq|, < 1 et P(xy) = 0.
Alors comme P € Oglz], on a |¢af|, <1 pour 1 <i<r. Or,onala+b|,=
max{|al,, |b|,} si |a|, # |b],. Cela implique |co+ - - -+ ¢,x5| = 1, ce qui est en
contradiction avec I'égalité ¢y + - - - + c,xp5 = 0. O

Démonstration. (du théoréme 10)

Soit S(z) = Y70 Bix/¢, n € Z I'une des séries solutions de F. Comme les
coefficients de Ry appartiennent & Og et que [tc(Rp)|, = 1, alors, d’aprés le
lemme 6, Rr n’a pas de racine non nulle dans D(0,17). Par conséquent, le
théoréme 9 nous assure que S(x) converge dans D(0,17).

Ensuite, notons v = v,(aq, ). Le polynome Fy(z,y) = p =DV (g y/av) €
op[z,y] a pour coefficient dominant a(z) = ag,(x)/z", qui vérifie |a(0)[, = 1,
et donc, en effectuant un raisonnement similaire a celui de la preuve du lemme
6 : pour tout o € D(0,17), |a(xg)|, = 1.

De plus, So(z) = 2% S(z) est une série solution de Fy qui converge sur
D(0,17). De ce fait, pour tout zy € D(0,17), comme |a(xg)|, = 1, si
|So(xo)|, > 1, alors Sp(zp) ne peut vérifier I'équation Fy(xg, So(xg)) = 0.
So(z) est donc bornée par 1 sur D(0,17), et la proposition 15 implique
|Bilp, < 1, et donc f3; € Og. O

Il est important de noter que le théoréme 10 est vrai pour n’'importe quel
P divisant p.

Exemple 22. Soit F(z,y) =y*> — 23(p+ x) avec p > 2. Les développements
de Puiseux au-dessus de 0 sont :

1'2

Sij(w) = (1) y/pa®? (1 + %)1/2 = (—1)7 /pa*? (1 + % gt ) ‘

On voit bien que ces séries ne sont pas réductibles modulo p. Néanmoins,
notre critere sur le coefficient de plus bas degré du résultant détecte cela. En
effet, ici on a Rp = 4px® + 42*, et on voit bien que p divise le coefficient
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en 23 de Rp. Néanmoins, il existe un systéme de développements de Puiseur
rationnels qui est réductible modulo p : {7 = pT? 7 = p?T? + %p2T5 +---}
Mais la réduction modulo p de cette paramétrisation {T = 0,5 = 0} est
triviale et donc non utilisable. De plus, {z =T?/p, 5 =T%/p+3T°/p*+---}
est un autre systeme de développements de Puiseux rationnels qui n’est pas
réductible.

Exemple 23. Soit F(z,y) = (p +2)y> +y + x. Les développements de
Puiseux de F' au-dessus de 0 sont donnés par :

1 1 PPl
S — —r—pxi—zr 4+ ... et S - 4
1(2) x—pr’ —ax" + et So(x) o + o + =

x+...

La série Sy n’est évidemment pas réductible modulo p. De plus, le discriminant
de F eny est Ap = =423 —4pa? + 1, donc le coefficient de plus bas degré
ne s’annule pas modulo p. Néanmoins, le coefficient de plus bas degré du

donc bien aussi cette non-réductibilité des séries. Cet exemple justifie le fait
qu’on ait besoin du résultant de F' et F, et pas seulement du discriminant
de F', pour notre critére de bonne réduction.

Corollaire 4. Si F' a une bonne p-réduction locale, alors tout facteur unitaire
G de F(x,y) dans K((x))[y] satisfait vp(tc(Ag)) = 0.

Démonstration. Notons F' = GH. La relation (2.10) montre que
tc(Ar) = £tc(Ag)te(Ap)te(Resultant (G, H))?.

Le théoréme 10 nous permet de dire que les coefficients de G et H sont
dans Og, et donc tc(Ag), te(Ap) et tc(Resultant(G, H)) aussi. Le résultat
est alors une conséquence triviale de v,(tc(Ap)) = vp(tc(Ap)) = 0 (voir la
remarque 12). O

Corollaire 5. Si F' a une bonne p-réduction locale, alors les coefficients ca-
ractéristiques de tous les développements de Puiseux ramifiés de F' au-dessus
de O ont une valuation PB-adique nulle. En d’autres termes, la réduction mo-
dulo P préserve les éléments caractéristiques des cycles ramifiés de F au-
dessus de 0.

Démonstration. En appliquant le corollaire 4 a chaque facteur irréductible
de F(x,y) dans K((x))[y], et en utilisant la proposition 14, on obtient le
résultat. O
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Il est néanmoins important de noter que ’annulation modulo B des co-
efficients des développements de Puiseux n’est pas totalement controlée par
notre critére de bonne réduction. En effet, si F est irréductible dans K [[z]][y],
tous les coefficients qui ne sont pas caractéristiques peuvent s’annuler modulo
B (il suffit de considérer le polynéme minimal F sur Q(x) de S(z) = pr+a%/2,
pour lequel on a Rp = 423). Si F n’est pas irréductible, notre critére détecte
néanmoins ’annulation des coefficients non caractéristiques qui « séparent »
les cycles.

Exemple 24. Soit F(z,y) = (y* — 2z + (p — 1)2® + 2%) (y* — 22 — 2?). Ici,
la partie singuliere des deux cycles est donnée par :

((T) =2T2 1 =2T +T?) et (25(T) =212, 5y = 2T + (1 — p)T?)

Ici, on voit que ce sont les deux coefficients en T3 qui séparent les deux
cycles. La différence est ici égale a +p. Ainsi, si l'on réduit ces cycles modulo
p, la différence est annulée, et donc non préservée. Mais cette annulation est
détectée par notre critére sur le résultant, puisque tc(Rp) = 64p*.

Cette propriété sera formalisée dans le théoréeme 12.

Théoréme 11. Notons {S;}i1<i<s un ensemble de représentants pour les
cycles de F' au-dessus de 0. Si F' a une bonne p-réduction, alors {S;}1<i<s
est un ensemble de représentants pour les cycles de F' au-dessus de 0.

Démonstration. Les S; satisfont F(z,S;) = 0 et, puisque p > d, et degy(F) =
d, (voir laremarque 12), R = Rp # 0. Les S; sont donc des racines distinctes
de F. Le corollaire 5 nous assure que 'indice de ramification de S; est égal a
Iindice de ramification de S;, que nous notons e;. Comme » 7, e; = d,, on
a obtenu un ensemble complet de représentants pour les cycles de F. ]

Nous montrons maintenant que 1’algorithme RNPuiseux retourne des paramé-
trisations qui sont utiles quand elles sont réduites modulo P (voir 'exemple
22)

Corollaire 6. Soit R(T) = (AT, >\, wiT") (avec p; # 0) une paramétri-
sation retournée par RNPuiseux. St F' a une bonne p-réduction locale, alors
les p; appartiennent a Og et vp(A) = 0.

Démonstration. Nous utilisons ici les notations de la partie 2.1.6. Si 3; est

un coefficient caractéristique, alors le corollaire 5 nous permet de dire que
vy(8;) = 0. Sinon, [; est la racine d'un polynome caractéristique d’une aréte
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du polygone de Newton ayant une pente entiere. On a donc ¢; = 1,v; = 0
et u; = 1 (voir la procédure Bézout). La proposition 13 implique alors que
vp(&) = qug(B;) pour tout 1 < ¢ < h. De méme, on a vg({;)) = 0 pour
0 <i < h. En particulier, A = £ vérifie vp(A) = 0. Enfin, (2.7) montre que
vp(pi) = uiqivp(B;). Si B; est un coefficient caractéristique, cette derniére
valuation est alors nulle. Sinon, elle est égale & vg(3;) > 0 puisque dans ce
cas ¢; = u; = 1. U

Enfin, il est possible d’appliquer notre critére de bonne réduction locale a
chaque place de Kz]. Cela nous méne a définir un critére de bonne réduction
globale :

Définition 23. Soit p un nombre premier et p un idéal premier de o divisant
p. Si les conditions suivantes sont satisfaites :
- F € oplz,y],
-p> dy;
[Rr| = [Rg] (la factorisation sans carré du résultant est préservée),
alors on dit que F a une bonne p-réduction (globale).

Remarque 13. Un tel critere est déja utilisé par M. Rybowicz dans son im-
plantation de 'algorithme de B. M. Trager pour l’intégration des fonctions
algébriques [Tra84/, disponible depuis Maple V.5. Cette condition était dé-
duite de preuves dans [Fic66, section II1.6]. Ce critére a également été porté
a Uintention de la communauté du calcul formel par Trager (document non
publié), comme une conséquence d’'un théoréme plus sophistiqué de Fulton

[Ful69].

Proposition 16. Si F' a une bonne p-réduction globale, alors pour tout point
critique xg € K de F, et pour toute place P de K(zo) divisant p, F(x+x0,y)
a une bonne P-réduction locale en x = 0.

Démonstration. Soit xg € C un point critique de F. Notons tout d’abord que
puisque la forme de la factorisation sans carré du résultant est conservée par
réduction modulo p, on a deg,(Rp) = deg,(Rp), ¢’est-a-dire que si I'on note
le(Rp) le coefficient principal de Rp, alors on a vy(lc(Rp)) = 0. De ce fait,
T est entier sur o, et vg(zg) > 0. On a donc F(z + z9,y) € Oglz, y].

Notons ensuite Rp = c[], RYi 1a factorisation sans carré et unitaire de Rp.
Puisque v,(Ic(Rp)) = 0, on a R; € oy[x]. Posons alors S = [[, R; la partie
sans carré de Rp. Alors I'égalité [Rp] = [Ry] est équivalente a v,(Ag) = 0.
Ainsi, vp(Ag) = 0, et donc vp(Ag(ztay)) = 0, puisque le discriminant d’un
polynoéme univarié n’est pas modifié par un changement de variable. Ces deux
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derniéres égalités étant équivalentes & [Rp(giagy)] = [RF(z+20,y) mod g, ON &
en particulier v (tc(Rr(ztzo,y))) = O [

De plus, le critére de bonne réduction globale assure également la bonne
réduction des développements au-dessus de l'infini, comme l'indique la pro-
position suivante :

Proposition 17. Si F' a bonne p-réduction globale, alors x% F(1/z,y) a
bonne p-réduction locale en x = 0.

Démonstration. Si F' a une bonne p-réduction globale, alors comme remar-
qué au début de la démonstration précédente, on a vy(le(Rp)) = 0. Or,
tC(R$sz(1/$’y)) = lC(RF) U

2.2.3 Reéduction de I’arbre des polygones

Si F' € oplz,y] et p > dy, les algorithmes de la section 2.1 peuvent étre
appliqués a la réduction F de F modulo p, de telle sorte que les notations
T(F) et RT (Fy, F) ont un sens. Les développements alors calculés ont des
coefficients qui appartiennent a une extension finie de [F,,.

Le résultat suivant est crucial. Il nous permettra de calculer I'information
exacte requise a I'aide de calculs modulaires :

Théoréme 12. Si F' a une bonne p-réduction locale, alors T (F) =T (F).

Remarque 14. Une telle correspondance entre T (F') et T (F') ne peut pas
étre établie aussi simplement si les polygones de Newton classiques sont uti-
lisés a la place des polygones génériques : les coefficients non caractéristiques
des développements de Puiseux peuvent s’annuler apres réduction modulaire,
engendrant ainsi des modifications sur les polygones de Newton classiques.

Pour prouver le théoréme 12, nous commencgons par donner plusieurs
lemmes :

Lemme 7. Soit F' un polyndme vérifiant :
(1) F € Ogplz,yl,
(4i) deg, F'=d, >0, F(0,0) =0, F(0,y) # 0,
) les racines de F' sont dans Ue>ODq3((a:1/e)),
(iv)
)

(U Uqg(tC(RF)) =0.

(iii

F' n’a pas de racines multiples,
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Notons (q,m, 1) les entiers associés a une aréte A de GN (F) et & une racine
de oa. Alors Fo(z,y) = F(29,2™(€ +y))/x" vérifie aussi les conditions (i) a

(v).

Démonstration. Les conditions F4(0,0) = 0 et Fy(0,y) # 0 viennent des pro-
priétés de CNPuiseux. Si I'on note {Yj(x)}i<i<q, les racines de I, alors les
racines de Fy sont {Y;(x)/2™ — {}i<i<a,. 1l est clair que ces racines sont dis-
tinctes. Comme £ € Og, les coefficients de Fj et ses racines le sont aussi.
Si I'on note a(z) le coefficient dominant de F, le terme a(z)y®™ devient
a(x?) 2™ (y + €)%, dont le coefficient en y% est a(x?)z™~!, qui a le méme
coefficient de plus bas degré que a(x). Ainsi, puisque le résultant est, & une
puissance de a(x) prés, un produit de différences de racines, le coefficient de
plus bas degré du nouveau résultant est lui aussi inchangé. O

Lemme 8. Supposons que F' soit un polynoéme qui vérifie les conditions du
lemme 7. Alors :
(i) GN(F) =GN (F).
(i1) Si A est une aréte de GN(F), alors le polyndme caractéristique o
(respectivement ¢a) de A dans F (respectivement F') satisfait [pa] =

[Oa] (€galité des multiplicités des racines).

Démonstration. Soient {S;}1<i;<y les cycles de F' qui s’annulent en 0, et
{F;}1<i<w leurs polynomes minimaux sur K ((z)). L’hypothése sur les racines
de F implique que F; € Og[z]][y]. Soit V = [[i2, F;. V est un polynome
unitaire a coefficients dans Og. On peut alors définir U € Og[[z]][y] tel que
F = UV. La proposition 10 page 56 nous donne alors Z(F') = Z(V), ce qui
implique que U(0,0) # 0. Nécessairement, on a GN(F) = GN (V). Nous
allons commencer par montrer que GA(F) = GN'(V), ce qui est équivalent
a vp(U(0,0)) = 0. La relation (2.10) page 69 montre :

tc(Ar) = £tc(Ay) te(Ay) te(Resultant (U, V)2

V' étant unitaire, le dernier résultant est =[], U(x,v;), ot v; parcourt I'en-
semble des racines de V. Comme v;(0) = 0, il s’ensuit que tc(Ap) est
le produit d'un puissance de U(0,0) et d’un élément de Og. L’hypothése
vp(te(Rp)) implique vgp(tc(Ag)) (remarque 12 page 74), et on obtient ainsi
vp(U(0,0)) = 0. Finalement, on a donc GN'(F) = GN (V).

Maintenant, pour prouver (i), d’aprés le lemme 5 page 53, il nous reste
a montrer que GN(F;) = GN(F};). Si Z(F;) = 1, alors Z(F;) = 1 puisque
F; est unitaire. De ce fait, GN(F;) et GN(F;) sont réduits a I'unique aréte
[(0,1),(1,0)]. Supposons maintenant que Z(F;) > 1. On voit facilement que
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les hypothéses impliquent vg(tc(Ap,)) = 0. La proposition 14 page 70 montre
alors que S; et S; ont la méme caractéristique. En particulier, F} est irréduc-
tible dans F,[[z]][y], et GN(F}) a une unique aréte, dont le polynome carac-
téristique a une seule racine. Si I'unique aréte de GN(F;) a une pente —1,
alors il en est de méme pour 'unique aréte de GA(F;), puisque 1'annulation
éventuelle modulo P de te(Fj(x,0)) définira la méme aréte (éventuellement
fictive). Si 'unique aréte a une pente strictement plus grande que —1, alors
te(F;(z,0)) est une puissance positive d'un coefficient caractéristique, et ne

s'annule donc pas modulo 3. Dans les deux cas, on a GN'(F;) = GN(F}).

En ce qui concerne (i), notons A I'aréte commune a GN'(F) et GN'(F).
Si A correspond uniquement aux polynomes irréductibles F} et F}, ¢a et ¢a
ont une unique racine ayant la méme multiplicité, puisqu’ils ont le méme
degré, ce qui nous permet de conclure. Supposons donc que A corresponde
a au moins deux polynomes irréductibles F) et F5, associés aux racines & et
¢, de ¢a. Pour montrer (i7), il nous suffit de montrer que &, # & = & # &.
Notons m et ¢ les entiers premiers entre eux tels que la pente de A soit égale
a —m/q. On définit alors 3; = @Uq (n’importe quel choix de racine g-iéme
convient). Le cycle associé a F; peut étre représenté par la série Gia™ 4. .
Ainsi, a I'aide de la relation (2.9) page 69, on voit qu'il existe 0 € Og tel

que tc(Ar) = (81 — B2)d. De ce fait, vp(B; — B2) = 0, C’est-a-dire B # [a, et

donc & # &. O

Lemme 9. Si F' a une bonne p-réduction locale, alors :
(i) EN(F) = EN(F).

(i1) Notons A une aréte de EN(F). Le polynome caractéristique ¢ (res-
pectivement ¢pa) de A dans F (respectivement F') satisfait [pa] = [pa].

Démonstration. Notons EN(F) = Ay, ..., A,_1 lasuite d’arétes du polygone
de Newton exceptionnel. Si Ay = [(ig, Jk), (ik+1, Je+1)], alors par définition
de EN(F) on a (ig,jo) = (0,0) et (is,js) = (dy,v), ot v = v (ag,) est la
valuation z-adique du coefficient dominant de F.

Notons maintenant F(z,y) = >, - a;2’y". L’affirmation (i), par définition
du polygone de Newton exceptionnel, est équivalente a :

vp(@i,j,) = 0 pour tout 1 <k <s

Une premiére conséquence de la bonne p-réduction de I est : vp(tc(ag,)) = 0
(voir la remarque 12 page 74), c’est-a-dire vy(a;,;,) = 0. Soit maintenant un
entier k vérifiant 1 < k£ < s — 1, et supposons que vy(a;,,,j.,,) = 0. Nous
allons montrer que cela implique vy(a;, ;,) = 0, ce qui prouvera alors (i) par
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récurrence sur k. Notons donc —% la pente de 'aréte Ay, de telle sorte
que si &, désigne une racine du polynome caractéristique ¢n,, alors il existe
une série de Puiseux de F' dont le monome de téte est égal a fi/qumk/%.
Nous noterons Sj ¢, une telle série. De plus, comme £ > 1, on a % < 7;—5,
de sorte que si Sy désigne une série de Puiseux associée a 'aréte Ay, on a :
tc(Ske, — So) = 5,1/%. Or, on peut déduire de v,(Rp) = 0 et de la relation
(2.9) page 69 que vy(tc(Ske, — So)) = 0, et donc vy(§;) = 0. Comme a;, j,
est au signe pres le produit de a;, 5, et des racines de ¢4, , nous pouvons
conclure que vy(a;, ;) = 0, ce qui achéve la démonstration de (7).

En ce qui concerne (i), il suffit d’utiliser les mémes arguments que dans
la preuve de l'assertion (i¢) du lemme 8. O

Remarque 15. L’affirmation (i) du lemme 9 n’est pas vraie si le polygone
de Newton exceptionnel est remplacé par le polygone générique. Par exemple,
si l’on considere le polynome F(x,y) = (y+p+x)(y+1+x), notre critére de
bonne réduction ne détecte pas I’annulation de F(0,0) modulo p. Néanmoins,
celui-ci détecte les changements de multiplicités de racines. Cette remarque
justifie Uintroduction de EN(F).

Démonstration. (du théoréme 12)

Le lemme 9 nous permet de dire que la racine, les sommets de profondeur 1,

ainsi que les arétes allant jusqu’aux sommets de profondeur 2 de 7 (F) sont
étiquetés correctement.

Soit A une aréte de EN(F), mi + qj = [ la droite qui porte A, & une
racine de ¢ et H(x,y) = F(a? 2™(y + £))/2'. Les hypothéses du lemme
7 sont alors vérifiées par H, puisque £ € Og et tc(Ry) = tc(Rp). Notons
To(H) le sous-arbre de 7 (F') correspondant a 'appel récursif CNPuiseux(H).

Nous allons maintenant montrer que, pour tout polynome H satisfaisant
les hypothéses du lemme 7, 7o(H) = 7y(H). Pour cela, nous allons procéder
par récurrence sur le nombre ¢ d’appels a la fonction CNPuiseux nécessaires
pour calculer 7o(H ).

Sic=1,alors Z(H) = 1, et To(H) est réduit a 'unique sommet étiqueté
avec GN (H), qui consiste en 'unique aréte [(0,1),(1,0)]. Le lemme 8 nous
donne ainsi To(H) = To(H).

Supposons dorénavant que ¢ > 1. Le lemme 8 nous permet de dire que
la racine de I'arbre 7o(F'), les sommets de profondeur 1, ainsi que toutes les
arétes allant de la racine aux sommets de profondeur 2 de Zo(H) et To(H)
coincident et sont étiquetés de la méme maniére. Si Hj est le polyndéme
obtenu a partir de H dans CNPuiseux, alors le nombre d’appels de fonction
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nécessaire pour calculer 7y(Hy) est strictement inférieur a c. De plus, le lemme
7 nous assure que les hypothéses de récurrence peuvent étre appliquées a
Hy. Ainsi, 7y(Hy) = 7o(Hy), et par construction des arbres de polygones,
To(H) = To(H). O

2.2.4 Choix d’un bon nombre premier p

Cette partie est dédiée au choix d’un idéal premier p tel que F' ait une
bonne p-réduction.

Nous supposons ici que F' € K[z, y], ot K = Q(7) est un corps de nombres,
et que d, > 1. Nous noterons M, le polynéme minimal de v sur @, et nous
représenterons les éléments de K comme des polynomes en v de degrés stric-
tement inférieurs & w = [K : QJ, et avec des coefficients dans Q. Quitte a
effectuer un changement de variable dans M, et les coefficients de F', nous
supposons que 7y € o, ¢’est-a-dire M, € Z[z]. Nous rappelons que nous notons
Rp le résultant de F' et I}, en y.

Définition 24. Soit P un polynome multivarié de K[z]. 1l existe un unique
couple (H,c) € Zlz,z] x N avec deg,(H) < w et P(z) = H(v,z)/c, ol
c est minimal. Le polynome H est appelé le numérateur de P et noté
num(P). L’entier ¢ est le dénominateur de H, noté denom(P). On dé-
finit ensuite ||Pl|loc = ||H||oo/c et la taille de P comme étant ht(P) =
max{log ¢, log || H || }-

Si I'on pose F,, = num(F) et b = denom(F), on a F(x,y) = F,(v,x,y)/b,
de sorte que Rp(z) = Rp,(y,0,)/0*™ " avec Ry, (y0.y) € Z[y, ).

Bonne réduction locale

On souhaite trouver un nombre premier p et un idéal premier p de o
divisant p tels que F' ait une bonne p-réduction locale, c’est-a-dire tels que :

(Ol) p > dy.
(C3) p ne divise pas b.

(C5) On peut déterminer une représentation explicite d'un idéal premier p
de o divisant p, tel que I'isomorphisme o — o/p = F,¢ puisse étre
effectivement calculé.

(Cy) tc(Rr) # 0 modulo p, condition équivalente a tc(Rp, (4,2,4)) Z 0 modulo
p si (Cy) est satisfaite.
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Les conditions (C}) et (Cy) sont facilement vérifices. On peut traiter la
condition (C3) de maniére standard : notons M un facteur irréductible quel-
conque de M, dans [F,[2], et M un relévement de M dans Z|[z]. Alors il est bien
connu que si p est un nombre premier ne divisant pas 'indice e, = [0 : Z[7]],
alors I'idéal p = (p, M (7)) de o est premier [Coh93|. Ainsi, les éléments de o
peuvent étre réduits a 'aide du morphisme

0 — o/p = F,y[2]/(M) = Fy

ou t = deg M. Néanmoins, le calcul de e, n’est pas trivial, et il en est de
méme pour le calcul des générateurs des idéaux premiers divisant p quand p
divise e,. Mais si e, n’est pas connu, il suffit de choisir un premier p qui ne
divise pas Ay, puisque e, divise Ay [Coh93].

Remarque 16. En pratique, afin de travailler dans l’extension de IF), la plus
petite possible, nous choisirons M parmi les facteurs de M de plus petit
degré. De plus, il peut étre intéressant d’essayer plusieurs nombres premiers
p afin de réduire la taille de [’extension t, le cas t = 1 étant bien entendu le
cas le plus favorable.

Enfin, en ce qui concerne la condition (Cy), nous allons étudier différentes
méthodes, déterministes et probabilistes. Pour faciliter I'étude, nous rempla-
cons la condition (Cy) par la condition plus forte suivante :

(C}) Normpgg(tc(Rp, (y2))) Z 0 modulo p.

Ainsi, si les conditions (C}) a (C}) sont vérifiées, alors pour tout idéal premier
p divisant p, F' a une bonne réduction locale en p. En pratique, néanmoins,
il n’est pas recommandé d’utiliser (C}). Enfin, nous introduisons la notation
suivante :

NF = b|N0rmK/Q(tC(RFn('y,x,y)))AMW|‘
Les conditions (C7) a (C}) sont alors induites par :

(Cs) p > d, et Np # 0 modulo p.

Stratégie déterministe :

Nous déterminons une borne B telle que, pour tout premier p > B, la
condition (Cs) soit satisfaite. Nous commengons par prouver les deux lemmes
suivants, qui seront aussi utiles pour les stratégies probabilistes.

Lemme 10. Le résultant Rp, € Z|z, x| de F,, et F,, en y satisfait :

IR, lloo < (2dy — 1)1y [(w + 1)(dy + D) || 5300
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Démonstration. Notons a;(z, z) le coefficient de y* dans F,,. En développant
le déterminant de la matrice de Sylvester de F,, et F,,;, on voit qu’il existe
des indices {i;}1<j<2q,—1 entre 0 et d, tels que :

dy—1 2d, —1
IRE o < (2dy = DU I] a5,z 2) T 404, (2,2) o
J=1 J=dy
2d,—1
< (Zdy - 1)!dydy I H ai].(x, 2)||co-
j=1

La borne vient alors récursivement de :
aiclloo < (w+ 1)(ds + 1)|[ai]|ool|e] o
pour tout c(x, z) € Z[z, x] et de I'inégalité ||a;||c < || Fn|oo- O

Lemme 11. Soit ¢ € Z[y] un coefficient de Rp, (yzy). Notons :

By = | Re,lloo(l| M, ]l + 1)t~ DEH=2 (2.15)
Bi = (w+ 1)V, | By (2.16)
By = w”(w+ 1)@=V | 2ot (2.17)

Alors on a ||c[|oc < Bo, |Normgg(c) | < By et [Ay | < By. En particulier :

Démonstration. Par construction, le coefficient principal de F,, ne s’annule
pas par évaluation en ~. De ce fait, I’évaluation et le résultant commutent,
et on a Rp,(yzy) = Rr,(7,2). Notons C(z) € Z[z] le coefficient de 2" dans
Rr, (z,7) et c(z) € Z[z] le numérateur du coefficient de z' dans Rp, (v, z).
Il est clair que ¢(y) = C(y). Comme M, est unitaire, la division euclidienne
nous donne @) € Z[z] tel que C' = QM. +c. Or, comme deg, C' < (2d,—1)(w—

1), en déroulant le processus de la division euclidienne, on peut montrer :
lellso < 10 1o (1M o + 1)@ D2A=2),

Cette derniére inégalité nous donne le premier résultat.

Comme Normpg/g(c(y)) = Resultant,(M,(2),c(2)), I'inégalité d’'Hadamard
(en utilisant des comparaisons triviales des normes) implique la deuxiéme
inégalité. En utilisant les mémes arguments, on peut montrer la troisiéme
inégalité. 0
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Enfin, on obtient le résultat suivant, pour lequel on ne prétend aucune
optimalité :

Proposition 18. Posons B = max{b, By, By} (voir (2.16) et (2.17)). Alors
pour tout p > B, la condition (C5) est vérifiée. De plus, B peut étre calculé
de maniére effective, et il existe un premier p > B de taille :

ht(p) € O(wd, [wht(M,) + ht(F) + log (wd.d,))).

Démonstration. Pour d, > 1, on a By > d,. Si p est un nombre premier plus
grand que B, alors la condition (C5) est trivialement vérifiee. On applique
ensuite le lemme 11 avec ¢ = tc(Rp,(y,2,4)). En prenant les logarithmes, et
en utilisant la formule de Stirling dans la définition de By et Bj, on voit
alors que B posséde la taille annoncée. Et comme il y a toujours un nombre
premier entre B et 2B, la proposition s’ensuit. ]

Stratégie probabiliste :

Nous présentons ici deux algorithmes probabilistes, un de type « Monte-
Carlo » et l'autre de type « Las Vegas », pour trouver un nombre premier
p tel que la condition (C5) soit vérifiee. Nous commengons par décrire une
fonction intermédiaire qui sera utilisée par les deux méthodes. Cette fonction
nécessite I'utilisation de deux sous-fonctions :

RandomPrime(A, C'), qui retourne un nombre premier p aléatoire dans
I'intervalle [A, C]. Nous supposerons que les nombres premiers ainsi re-
tournés sont uniformément distribués, et renvoyons le lecteur a [Sho05,
section 7.5| pour la construction d’un tel algorithme, implanté dans
[Shol.

— NextPrime(n), qui retourne le plus petit nombre premier strictement
plus grand que n.

Tirer-p(B,d,e€)

Entrée
B Un nombre réel positif.
d : Un entier > 1.
€ . Un nombre réel vérifiant 0 < e < 1.
Sortie
Un nombre premier p vérifiant :
- p>d,
Pour tout entier d < N < B, p divise N avec une probabilité
inférieure a e.
Début

Si B < 3 alors Retourner NextPrime(d) Fin
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K —2InB/(elnln B) +2d/Ind
C «— max {2d, K (In K')?}
Retourner RandomPrime(d+ 1,C)

Fin.

Proposition 19. L’algorithme Tirer-p retourne la sortie escomptée. De
plus, la taille du premier p retourné par Tirer-p(B,d,€) vérifie :

ht(p) € O(loglog B + logd + loge™).

Démonstration. Nous commencons par remarquer que la condition p > d est
automatiquement vérifiée. De plus, si B < 3, ’algorithme retourne un résul-
tat correct de taille O(logd) et avec une probabilité 1, puisque comme d > 1,
il existe toujours un nombre premier compris entre d et 2d. On supposera
donc dans la suite que B > 3. Alors pour tout entier positif n, nous noterons
classiquement w(n) le nombre de premiers qui divisent n. Etant donné un
réel positif x, nous noterons 7(z) le nombre de premiers inférieurs ou égaux
a x. Les estimations de [BS96, section 8.8] nous aménent a :

2 21
L @) (> 17), w(r) < = (x> 1), wn) < —"
Inz Inx

(n > 3).

Inlnn

Posons h(z) = 1311111112 et montrons tout d’abord que pour tout entier N avec
d < N < B, on aw(N) < h(B). La fonction h(z) admet un minimum sur
[3,+00] égal & 2e et atteint en x = e® < 16. Ainsi, si N < e, w(N) <2 <
2e < h(B). Pour x > €°, la fonction h est croissante, de sorte que ’on a aussi

w(N) < h(B) si N > e“.

Soit maintenant C' un nombre supérieur a 2d et 7 la probabilité qu'un pre-
mier donné par RandomPrime(d + 1, C') divise N. Il nous suffit de déterminer
un entier C' suffisamment grand de telle sorte que 7 < e. Comme il existe
toujours un nombre premier entre d et 2d si d > 1, on a w(C') —w(d) > 1. De
plus, étant donné que la fonction RandomPrime a un comportement uniforme,
on cherche un nombre C' tel que, pour tout entier N compris entre d et B,
on ait : ()

w
T—W(O)_W(d)ge. (2.18)
Or, B > 3 et d > 1, donc les estimations faites ci-dessus montrent qu’il suffit
de trouver un nombre C' tel que :

2In B 2d

> = .
m(C) = K elnln B + Ind
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En posant C'= K(In K)?, on trouve C/InC = K(In K)?/(In K + 2InIn K).
Pour B > 3 et d > 2, K est plus grand que 4e, et (In K)?/(In K +2Inln K) >
1 (fonction croissante sur [4e, +0c]). De plus, C' > 17, de sorte que :

C
cY> —>K
et la relation (2.18) est vérifiée. Enfin, 'algorithme retourne un premier p
vérifiant ht(p) < max {log C,log2d}. Comme logC' = log K + 2loglog K €
O(loglog B + logd + loge™!), le résultat s’ensuit. O]

Nous pouvons maintenant définir nos algorithmes probabilistes. Nous com-
mengons par l'algorithme de type Monte-Carlo.

MCGoodPrime (F', M., ,¢€)
Entrée :

F . Un polynéme sans facteur carré dans K[z,y| de degré d, > 1,
M, Un polynéme irréductible unitaire dans Z[z],
€ : Un nombre réel vérifiant 0 < e < 1.

Sortie :

Un nombre premier p vérifiant (Cs) avec une probabilité au

moins égale a 1 — €.
Début

(s, dyyw) — (deg, (F), deg, (F), deg, (M)

F,, — num(F)

R (2d, = Dld,™ [(w+ 1)(d, + D" [Pl
By — R (|| Moo + 1)t DEH=2

By — (w+ 1) D2 M, |5 By

By w(w + 1)V My 2

B’ +— max {denom(F), By, By}

Retourner Tirer-p(B’,d,,€/3)
Fin.

Proposition 20. L’algorithme MCGoodPrime retourne le résultat escompté.
De plus, la taille du nombre premier p retourné vérifie :

ht(p) € O(log (d,wlogd,) + loght(F) + loght(M,) + loge™ ).

Démonstration. D’aprés la proposition 19, Uentier p divise denom(F') avec
une probabilité inférieure a €/3. 1l en est de méme pour les deux autres
facteurs de la condition (C5). Donc p divise le produit avec une probabilité
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inférieure a €. En ce qui concerne la taille du premier p, il suffit d’utiliser
I’estimation de B’ donnée par la proposition 18, et la proposition 19 conduit
au résultat. O

Enfin, nous concluons avec une méthode de type Las Vegas :

LVGoodPrime (F', M.,)
Entrée
F . Un polynéme sans facteur carré dans K[x,y| de degré d,, > 1.
M, : Un polynome irréductible unitaire dans Z|z].
Sortie
Un nombre premier p vérifiant (Cs).
Début

dy + deg, (F)
R < num(tc(Resultant,(F, F})))
Ny — |[Normgg(R(7))|
Ny « |Disc,(M,)|
L «— {denom(F'), Ny, No}
B’ «— max L
Répéter
p < Tirer-p(B’',d,,1/6)
tant que p divise un élément de L Fin
Retourner p

Fin.

Proposition 21. LVGoodPrime (F',M.,, ) retourne un premier p satisfaisant :
ht(p) € O(log (d,wlogd,) + loght(F") + log ht(M,)).

et le nombre moyen d’itérations est inférieur a 2.

Démonstration. Le raisonnement est analogue a celui de la proposition 20.
On remarquera que N; est un diviseur de Normg g(tc(Rp, (y,0,)))- De plus,
I'entier p obtenu a chaque tirage satisfait (Cs) avec une probabilité supérieure
al/2. O

Le calcul de tc(Rp) peut étre cotiteux. Néanmoins, dans le cadre du calcul
du groupe de monodromie, nous aurons de toute maniére besoin de calculer
Rp. De plus, en pratique, on ne calculera pas la norme de tc(Rg), mais nous
utiliserons plutot des calculs modulo p = (p, M).

89



Bonne réduction globale

Nous étendons maintenant les bornes obtenues pour trouver un nombre
premier p et un idéal premier p divisant p tel que F ait une bonne p-réduction
globale.

Il s’agit donc de trouver un p et p tels que les conditions (C4), (Cs) et (C3)
(voir le début de cette section) soient vérifiées, et tels que :

(GCy) La factorisation sans carré de Rp(z) est préservée par réduction
modulo I'idéal p défini par la condition (Cj).

Notons S(z) la partie sans carré unitaire de Rp,(y.4,) (Polynome unitaire
sans carré de plus grand degré divisant Rp, (y.4,)), S = num(S) € Z[z, z]
et Sq = denom(S), de sorte que lc(S,) = Sgz. On pose ensuite Rg, =
Resultant,(S,, Sne) € Z[z]. On a alors Rg, (7) = Rs,(y,2) Puisque le co-
efficient principal en = de S,, ne s’annule pas en z = 7.

Pour faciliter nos estimations, nous posons comme précédemment

NS = b|N0rmK/Q(1C(RFn('y,x,y)))NormK/Q(RSn('y,x))AMW |
Lemme 12. La condition suivante induit (Cy), (Cs), (Cs) et (GCy) :
(GCs) p>d, et Ng # 0 modulo p.

Démonstration. D’aprés un résultat de Weinberger et Rothschild [WR76]
(voir aussi le théoréme 3.1 de [Enc95|), Sy, et donc le coefficient principal
de S, divise Norm g q(Ic(Rp, (y2,))) A, dans Z. Si (GCs) est satisfaite, le
coefficient principal de S, ne s’annule alors pas modulo p. On en déduit que
Rs, = 0 si et seulement si Rg- = 0, la notation S, désignant la réduction
modulo p de S,. Ainsi, (GC5) implique que S, n’a pas de racine multiple
et que son degré est égal a celui de S,,. De méme, le degré et le nombre
de racines disctintes de Rp, (4,4, sont préservés par réduction modulo p; sa
décomposition sans carré 1’est donc aussi, ainsi que celle de Rp. O

Stratégie déterministe :

Nous cherchons une borne Bg telle que pour tout nombre premier p > B,
la condition (GCj5) soit vérifiée. Les bornes Norm g g(1c(Rp, (v,24))) < Bi et
|Ap | < By sont déja données par le lemme 11. 1l reste donc essentiellement
a déterminer une borne pour [Normg g(Rs,(y.q))| Soit § = deg,(Rp). On
utilisera aussi 6 comme borne sur le degré de S.

Lemme 13.

1 Tw
1Sallso < 27°(8 +1)2 (w + 1) % | Ry, 12| M5 N1 -
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Démonstration. On a ||Sy || < [Normg/q(Ic(RE, (y2))) A0, |||S]|oc d’apres

[WR76|. La derniére majoration provient de [Enc95|, lemme 4.1. O

Lemme 14. Le résultant Rg, = Resultant,(S,, S,.) € Z[z] vérifie :

1Rs, lloo < (20 = D16 (w + 1) 72| S, 1327

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 10 au polyndéme S,, en rempla-
cant d, par J et d, par 0. O

On obtient les bornes suivantes :

Lemme 15. Notons :

By = |[Rs, ool My]loc + 1)t (2.19)
By = (w+ 1) 02| M| By (2.20)

Alors ||Rs, (v.2)|lco < Bs et [Normg g(Rs, (v2))| < Ba.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les mémes arguments que dans la preuve
du lemme 11. O

Ces bornes nous aménent au résultat suivant :

Proposition 22. Si l'on pose Bg = max{b, By} (voir (2.17) et (2.20)),
alors pour tout p > Bg, la condition (GC5) est vérifiée. De plus, Bg peut
étre calculé de maniére effective, et il existe un premier p > Bg de taille

ht(p) € O(w?d>d? [ht(M,) + ht(F) + log (wd,d,))).

Démonstration. Tout d’abord, on a By > d, si d, > 1. Ensuite, remarquons
que By < Bs, ce qui donne B; < By. La borne B; n’est donc pas a prendre
en compte. De méme, on vérifie facilement que By < By. Si p est un nombre
premier plus grand que Bg, alors la condition (GCs) est trivialement vérifiée.
En prenant le logarithme de By, puis en reportant dans les bornes des lemmes
précédents, on obtient :

ht(p) € O(w?§log (wd) + wé?d, [wht(M,) + ht(F) + log (wd,d,))).

Ensuite, on factorise w dans le second terme de la somme, puis on majore o
par d,(2d, — 1). Pour finir, comme il y a toujours un nombre premier entre
B et 2B, la proposition s’ensuit. O
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Stratégie probabiliste :

Comme dans le cas de la réduction locale, la borne Bg donnée par la
proposition 22 nous permet d’obtenir deux algorithmes probabilistes pour
trouver un nombre premier p vérifiant (GCj).

GMCGoodPrime (F', M., ,€)

Entrées
F . Un polynéme sans facteur carré dans K[z,y| de degré d, > 1.
M, : Un polynome irréductible unitaire dans Z|z].
€ : Un nombre réel vérifiant 0 < e < 1.

Sortie

Un nombre premier p vérifiant (GCs5) avec une probabilité au

moins égale a 1 — €.
Début

(dy, dy, w) < (deg,(F), deg, (F),deg,(M,))

§ —dy(2d, — 1)

F, < num(F)

Ry (2dy, — D)d,™ [(w +1)(de + P | Fyl5e ™
By« Ry ([|M;[|oo + 1)t~ EH=2)

Ry = 27H(8 + 1)2 (w + 1) % B|| M, |2

Ry« (26 — 1)1 8%(w + 1)¥ 1R3!

By« R(|| M, ]|oo + 1)~ DZ072)

By« (w + 1)@= V2| M, |2 By

B’ «+ max {denom(F), B4}

Retourner Tirer-p(B’,d,, €/4)
Fin.

Proposition 23. L’algorithme GMCGoodPrime retourne le résultat escompté.
De plus, la taille du nombre premier p retourné vérifie :

ht(p) € O(log (wd,d,) + loght(F) + log ht(M,) + loge ™).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le raisonnement de la preuve de la pro-
position 20 en remplacant les bornes de la proposition 18 par celles de la
proposition 22 et en remarquant que Ng est formé de 4 facteurs. U

Enfin, pour la stratégie de type Las Vegas, nous utilisons l'algorithme

SQRfree, qui & un polynome de K|z] associe sa partie sans facteur carré
unitaire.
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GLVGoodPrime (F', M)

Entrées
F . Un polynéme sans facteur carré dans K[z,y| de degré d, > 1.
M, : Un polynome irréductible unitaire dans Z|z].
Sortie
Un nombre premier p vérifiant (GCj)
Début

dy, < deg,(F)
F, <« num(F)
Rp, < num(Resultant,(F),, F,,,))
S« num(SQRfree(Rp,, ))
Rg < Resultant,(S, S;)
Ny « |Disc,(M,)|
N3 «— |[Normpgq(Rs)]
L «— {denom(F'), Ny, N3}
B’ — max L
Répéter
p < Tirer-p(B’,d,,1/6)
tant que p divise un élément de L Fin
Retourner p

Fin.

Proposition 24. GLVGoodPrime (F, M., ) retourne un premier p satisfaisant :
ht(p) € O(log (wd,d,) + log ht(F') 4+ log ht(M,)).

et le nombre moyen d’itérations est inférieur a 2.

Démonstration. Le raisonnement est analogue a celui de la preuve de la pro-
position 23. O

2.3 Complexité

Dans cette partie, nous étudions la complexité de la partie modulaire de
notre algorithme. Nous supposerons ici que le polyndme étudié F' est unitaire
en y. En effet, dans le cas non-unitaire, nous pensons que les résultats sont
identiques, mais se ramener au cas unitaire par un changement élémentaire
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ne suffit pas a le prouver; il faudra recourir a des arguments plus fins qui
restent & trouver au moment de la rédaction de ce mémoire. Nous rappelons
que dans ce cas, on a 1’égalité Rp = Ap.

2.3.1 Calcul des développements de Puiseux rationnels
dans un corps fini

Ici, L désigne un corps fini et F' € L[x,y|. Nous gardons les notations et
hypotheéses habituelles sur les différents degrés de F'. Nous noterons p > d,
la caractéristique de L, et I'on définit ty = [L : F,]. De plus, L; représentera
une extension de degré t sur L. Enfin, dans cette section, en ce qui concerne
la multiplication de polynomes, nous ne considérons que la multiplication
naive et celle basée sur la transformée de Fourier (voir Iintroduction de ce
chapitre pour plus de détails a ce sujet). Nous parlerons de multiplication
standard dans le premier cas, et de multiplication rapide dans le second.

Le but de cette section est de compter le nombre d’opérations de corps
dans L induit par l’algorithme RNPuiseux. Plus précisément, nous allons
prouver les théorémes 13 et 14.

Théoréme 13. Il existe un algorithme qui calcule les parties singuliéres
d’'un systeme de développements de Puiseux rationnels au-dessus de 0 en
O(dzdi + d§d$t0 logp) opérations dans le corps L si l'on utilise une multi-
plication rapide, et en O”(dgdi + dgdxto log p) opérations si l’on utilise une
multiplication standard.

Ce résultat améliore les bornes de [Duv89| ou [HM87], qui sont en O(djd2)
opérations de corps. De plus, notre estimation inclut les coiits engendrés par
les factorisations, 1a ou D. Duval utilise le systéme D5 [DDD85| pour éviter
ces factorisations. Ce gain vient de plusieurs points :

— Nous montrons que 'on peut effectuer les calculs modulo une puissance
de z bien choisie (voir la proposition 25),
Nous réduisons les transformations a des décalages de polyndémes uni-
variés, pour lesquels on peut employer des méthodes rapides (voir la
proposition 26),

— Nous obtenons une majoration de la taille des sorties en fonction de la
valuation z-adique du discriminant (voir le corollaire 28).

Pour notre algorithme de calcul du groupe de monodromie (voir le chapitre
3), nous aurons besoin de calculer les développements au-dessus de toutes les
classes de conjugaisons sur L des points critiques. Plus précisément, si Ap =
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[1, A¥ est une factorisation de Ar en produits de polynomes irréductibles
de L[z], alors les développements de Puiseux rationnels au-dessus des racines
de A; sont conjugués sur L. De ce fait, il suffit de calculer un systéme de
développements de Puiseux rationnels au-dessus d’une seule racine ¢; de A;
pour chaque polynéme A;. On obtient alors le résultat suivant

Théoréme 14. Il existe un algorithme qui calcule les parties singuliéres des
développements de Puiseux rationnels au-dessus de l’ensemble des classes de
. . . . - 3 12 . .
conjugaison sur L des points critiques de F' en O (dydxto logp) opérations

dans le corps L si l’on utilise une multiplication rapide.

On peut remarquer que ce résultat est quasiment le méme que celui du
calcul d’un systéme de développements de Puiseux rationnels. Cela est dii a
I’étude de complexité effectuée en fonction de la taille de la sortie (voir le
théoréme 15).

Nous commencons en introduisant les notations de cette partie :

— Un systéme de développements de Puiseux rationnels au-dessus de 0
sera noté {R;}1<i<, avec

Ry(T) = (1), 9:(T)) = (\T, Z BikT") , ot B, # 0

k:ni

- (G, P;, Q;) est la sortie de RNPuiseux correspondant a R;,

— (ri,ei, fi), 1 < i < p sont respectivement U'indice de regularité, I'indice
de ramification et le degré du corps des coefficients de R; sur L.

Pour chaque développement de Puiseux rationnel R;, on peut déduire
e; fi développements de Puiseux classiques notés S (x),1 <k <e;, 1 <
J < fi

La quantité suivante servira lors de nos estimations :

P
op = Zfﬂ“i-
i=1

On rappelle également qu'une opération dans L; peut se faire en O(M(t) logt)
opérations dans le corps L. Pour plus de détails sur la complexité, et notam-
ment en ce qui concerne les opérations sur les corps finis, nous renvoyons le
lecteur a [vzGG99).

Remarque 17. [] est important de noter que la quantité 0 est essentielle-
ment le nombre d’éléments de L nécessaires pour représenter les Y;. En effet,
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chaque Y; a au plus r; + 1 coefficients non-nuls, et chacun de ces coefficients
peut étre représenté par au plus f; éléments de L. Si l’on suppose que les sé-
ries Y; sont représentés de maniére dense (par exemple a Uaide d’un vecteur
de r; +1 éléments de Ly,, et les coefficients de Y; sont euz-méme représentés
a laide de vecteurs de f; éléments de L), alors la taille de la sortie est égale
a6p + >, fi. qui est comprise entre dp et dp + d,.

Nous allons diviser les preuves en plusieurs résultats.

Troncation des puissances de =

Proposition 25. Les systemes de développements de Puiseuz rationnels de
F et FF qu-dessus de 0 ont les mémes parties singulicres. De plus, les par-
ties singulieres des développements de Puiseuz rationnels de F' peuvent étre
calculés en appliquant 'algorithme RNPuiseux a FOF et en tronquant les po-
lynomes considérés a chaque étape de algorithme modulo x%7+1.

Démonstration. Pour obtenir les parties singuliéres des développements de
Puiseux rationnels de F', il nous suffit de connaitre G; modulo x pour chaque
7. En posant Ny = 0 dans la borne du lemme 16, et en utilisant le lemme 17,
on voit qu’il suffit d’effectuer les calculs modulo z%7+1!. O

Pour simplifier les notations dans les lemmes suivants, nous enlevons les
indices : R est un développement de Puiseux rationnel, (r,e, f) et (G, P, Q)
sont les quantités associées. On définit myi + qxj = I (1 < k < h) la
suite des droites portant les arétes de polygone de Newton rencontrées au
cours de I'algorithme RNPuiseux pour calculer le triplet (G, P,Q), et F =
Hy, Hy,-- -, H, = G la suite de polynémes d’entrée de 1’algorithme.

Lemme 16. Soit Ny un entier positif. Si I’on souhaite calculer éNO, il suffit,
a chaque étape de l’algorithme RNPuiseux, de calculer Hy, modulo zN*1, ou

h l
N:%—i_Zk:l -

q1---qk

Démonstration. 1’algorithme effectue les substitutions successives :

Hy (£ %, 2™ (" + y))
e

Hyp(z,y) =

Si Hy(z,y) = > ;5 aiza’y’, on définit Hyy(2,y) = 30, 0 iy @i @'y, de telle
maniére que Hy = > Hp,. Les monomes de Hy, sont transformés en les
monomes de Hyq situés sur la droite j = w — [ (voir la figure 2.5).
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No + 1

dy ’ dy 0 dy

Hyy(x,y) H'(2,y) = Hy(§"a, a"y) Hyy(z,y) = T4 €0

Fi1G. 2.5 Intreprétation géometrique d'une substitution

No+lp
. . , . -~ -~ No n “q,
Ainsi, pour déterminer GNo = Hj, | il suffit de connaitre H,_; ™ . Par
récurrence, on obtient la borne N annoncée, et on peut ainsi conclure qu’il
suffit de calculer tous les Hj, modulo V!, O

Ce lemme peut aussi étre utile si I’on souhaite calculer les développements
au-dela de I'indice de régularité. Il est clair que ’on peut adopter une stratégie
adaptative et tronquer encore plus les polyndmes Hj en tenant compte des
informations obtenues au fur et & mesure de I’algorithme. Il n’est néanmoins
pas clair qu'une telle approche puisse améliorer la complexité asymptotique.

Lemme 17. Avec les notations du lemme 16, on a :

h

= gy
Démonstration. Notons Yj;;, la partie singuliere de S;;;, et F= Hijk y— Yijk-
Comme F et F ont des développements de Puiseux rationnels qui ont les
mémes parties singuliéres, en appliquant RNPuiseux a F', on obtient la méme
suite (my, @k, lx)1<k<n que pour le polyndome F, et une sortie (G, P, Q), ou
P(z) = Xz° et Q(z,y) = Qo(z) + 2"y sont les polyndomes associés a F'. Si
I'on pose ¢ = I, + l,_1qn + -+ + l1g2 . . . qp, alors, de part la définition des
substitutions, on a :

A

xC

Comme (1,0) appartient a NV'(G), on a v,(G,(z,0)) = 0. Ainsi, en dérivant,
on obtient ¢ = v, (2" F,(P(x),Qo(x))), ce qui est équivalent a :

A

c _ T +U$(Fy(P(ZE),QO(I))) _ r —}-UgC(Fy(ZE, QO((«T//\)UG))).

€ €
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Supposons maintenant que la série de Puiseux tronquée Qo((z/\)Y¢) soit
égale a Y. On a alors :

By, Qo((z/NY) = By(2,Yum) = [ Yeyw — Yigw)-
(4,5,k)
(4,9,k)# (3" k")

Et comme pour tout triplet (i,7,k) # (i, 5, k), on a v,(Yijm — Yije) < 2,
cela nous donne :

=2

h
k=1

S

p
T
<—+ — =
PPl DR D
(ZJ’k) k=
(i7j7k")¢(i,7j/7k/)

Ty
o = 2l
eA

1 k=1 " i=1

fi e p
]:

—_

Coiit des substitutions

Lemme 18. Soit N un entier positif, H € Lz,y|, & € Ly, et posons
H'(x,y) = H(E%29,2™(E" + y))/z!, ot (m,q,l) correspond & une aréte de

—~N
GN (H). Alors on peut calculer les coefficients de H'  en O(NM(d,)) opé-
rations dans le corps L;.

. —~N
Démonstration. Etant donné que 'on souhaite calculer H’ | il nous suffit
d’effectuer la transformation sur le polynome :

N+l
H(z,y) = Z Hy(z,y), o Hy( Z a0y’
w=l mi+qj=w

On effectue alors le changement de variable pour chaque polynome H,

Hy (€29 €' (L +y) = Y ay(Ea?) (@ (€ +y))

mi+qj=w

— g Z Oéijfvj(fu‘i‘y)i
mi+qj=w

= 1R,y +£")

ou R,(z) = E a;;£" 2" est un polynome univarié.
mi+qj=w
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Pour calculer les puissances de &Y, on peut remarquer que ’exposant est
borné par (N +1)/q. Or, l/q est borné par d,, puisque les pentes du poly-
gone générique sont au moins égales & —1. Ainsi, on peut calculer toutes les
puissances nécessaires en O(N + d,) opérations dans L;. Ensuite, on peut
construire les polynémes R, en au plus Nd, multiplications dans L;. En-
fin, comme p > d,. le décalage dans R,, peut étre ramené a la multiplica-
tion de deux polynémes de degré d,, et donc un cott en O(M(d,)) [BP94|.
Enfin, étant donné qu’il y a N + 1 décalages a faire, le cotit total est en
O(NM(dy)). O

Proposition 26. L’ensemble des substitutions nécessaires pour calculer les
parties singulieres d’un systeme de développements de Puiseur rationnels

de F' au-dessus de 0 requiert O <5F(5F +d,)M(d,)M(d,)log dy) opérations

dans le corps L.

Démonstration. 1’algorithme RNPuiseux effectue au plus r; + 1 substitutions
dans le corps Ly, a effectuer pour trouver le développement rationnels R;. La
proposition 25 nous assure que 'on peut effectuer toutes ces substitutions
modulo 297+, D’aprés le lemme 18, les substitutions nécessaires pour calculer
R; cotitent au plus O(M (d,)dp(r;+1)) opérations dans Ly,. En tenant compte
de I'extension Ly, /L, et en sommant sur 1’ensemble des indices 4, on obtient
comme cott total :

O (M(dy)op 327, (ri + 1) M(fi) log fi)
= O(M(d,)5e X0, (ri + D M(f) log ;)

) (5F (67 + d,) M(d,)M(d,)log dy> .

En additionnant les deux bornes, on obtient le résultat. ]

Coiit des factorisations

Proposition 27. L’ensemble des factorisations des polyndmes caractéris-
tiques nécessaires pendant ’algorithme RNPuiseux peuvent étre calculées en

O (6plogd, [M(d2) + M(dy) log dytolog p])
opérations dans le corps L.
Démonstration. Nous commencons par rappeler qu’'un polynome de degré d a

coefficients dans L; peut se factoriser en O(M (d?)+ M (d)t tolog p) opérations
dans L; [vzGG99, corollaire 14.30].
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La premiére étape correspond au polygone exceptionnel. Comme le po-
lynome F' est supposé unitaire, ce dernier est constituée d’'une unique aréte
(0,0), (dy,0)]. Cette étape requiert donc la factorisation d’un polynome de
degré d, et a coefficients dans L. Elle peut donc se faire en O(M(d?) +
M(d,)tolog p) opérations dans L, ce qui est inclus dans notre borne.

Il reste ensuite au plus r; factorisations a compter pour chaque développe-
ment de Puiseux rationnel R;. Notons ¢ 1'un de ces polyndmes a factoriser,
et L; 'extension de L dans laquelle la factorisation de ¢ doit étre détermi-
née. On peut facilement voir que le degré da de ¢a est au plus d,/t : c’est
trivialement vrai a la premiére étape de 'algorithme (puisqu’alors ¢ = 1).
Supposons maintenant que cette propriété soit vraie a une étape donnée de
I’algorithme, et notons £ une racine de ¢a, et k sa multiplicité. Alors si ¢as
est un polynome caractéristique de I'étape suivante induit par le choix de &,
et das son degré, la proposition 10 page 56 nous assure que :

dA’ S k et ]{J[Lt(é’) . Lt] S dA S dy/t

Ainsi, da < dy/[Le(€) : L] et la propriété est vérifiée par récurrence.

De ce fait, la factorisation du polyndéme caractéristique ¢ peut se faire

d,\*\, d d d
@) (M ((%) ) logTy + tot logpM (%) log %)

opérations dans le corps L;. Comme chaque opération dans L; peut étre
effectuée en O(M (t) logt) opérations dans L, et comme on peut vérifier que :

@) <M ((%) ) log%]\/[(t) logt> C O(M(d2)logd,)

O (M (%) log %M(t) log t) C O(M(d,)log*d,)

(que l'on utilise la multiplication standard ou rapide), on obtient que le
nombre d’opérations dans L nécessaire pour factoriser le polynéome carac-
téristique est en :

O (M(d2)logd, + M(d,)log® (d,)tet logp) .

Finalement, en multipliant par r; (la premiére factorisation a déja été prise
en compte), en bornant ¢ par f;, et en additionnant sur i, on obtient le
résultat. O
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Borne pour r

Proposition 28.
p

O0p = Y _rifi vs(Ap).

i=1

Démonstration. D’aprés la proposition 7 page 30, pour chaque série de Pui-
seux Syjx(x), il existe un autre série de Puiqeux Siojoko (T) avec ig € {1...p},

Jo € {l... fi,} et ko € {1...e;} tels que =L < v, (Si1(1) — Sipjoro (7)) < o
De plus, si v, (Sir(2) — Sigjoke () # 2, eZ est un diviseur propre de e;, ot

r; > 1. Donc, si 'on note ¢ = e;p/e; > 1, il existe m € Net o # 0 € L tel
que 1 <m < qet:

r;—1 r;—1 m

Siojoko () = Sije 7 (z) +ax @ o 4 .-

Ainsi, pour 0 <[ <¢g—1,0n a:

r;—1 r;—1

Sz[(l)ji)lj;o}(x) = §z\g/k‘ “(z) + C;nlozx € +% 4.
On obtient donc :
g—1
0a(Sige ) = Sy (@) = g2 + .
1=0 i i

Or,comme g > letr; > 1,onaqri+m—q—r; = (r;—1)(¢g—1)+m—1> 0,
ce qui implique :

Zq 1 Gliess r

€i,€ig i
rUiB Zﬂk Zo]oko (I‘)) Z e
1=0 ¢

Pour chaque série de Puiseux S;jj, puisque v, (S;jk(z) — Syjue(x)) > 0 pour
tout triplet (¢, 5", k") # (i,7,k), on a :

v(Fy(z, Sir(2))) = Y wal(Syn(a) = Supw(x) = =
(&".3" k")

En sommant cette relation sur I'ensemble des (i, j, k), ’équation (2.9) nous
donne :

U2(Ap) = Z vz (Fy (2, Sijie(2))) = Z Zg - Zﬁfi-

101



Preuves des théorémes 13 et 14

Il est intéressant d’avoir une borne sur le nombre d’opérations dans L en
fonction de la taille de la sortie, c¢’est-a-dire dp.

Théoréme 15. Le nombre d’opérations dans L nécessaire pour calculer la
partie singuliere d’un systeme de développements de Puiseuz rationnels de I
au-dessus de 0 est en :

0 <5FM(dy) logd, [67M(d,) + M(d,) + tolog plog dy} )
C O(d, M(d,)d,logd, [d,M(d,) + tologplogd,]) .

Démonstration. La premiére affirmation est une conséquence des proposi-
tions 26 et 27, puisque M(d;) € O(M(d,)?). L'inclusion est quant a elle
une conséquence de la proposition 28, ot v,(Ap) est borné par deg,(Ap) <
(2d, — 1)d,. O

La preuve du théoréme 13 est alors une conséquence triviale de ce résultat.

Démonstration. (du théoréme 14)
Tout d’abord, étant donné que nous travaillons sur un corps fini, le calcul du
discriminant Ap peut étre effectué en

O(d,M(d,d,)log(d.d,))

opérations dans le corps L |[vzGG99|. Cette étape est donc incluse dans notre
borne de complexité.

De plus, Ap est un polynome en z de degré 6 < (2d, — 1)d,. Par consé-
quent, ce polyndme peut étre factorisé sur L en

O(M(6%)log é + tolog pM () log 6) C O™ (did: + d,d,tolog p)

opérations dans le corps L [vzGG99]. Cette étape est donc elle aussi incluse
dans la borne de complexité.

Ensuite, si Ap = [[", Rf est la factorisation obtenue, on définit ¢; =
deg,(R;) et ¢; une racine de R;. Le calcul de F; = F(z + ¢;,y) peut étre
effectué au cott de d, décalages dans L(c¢;) = Ly, des coefficients de F' en y.
Ceci peut donc étre fait en O(d,M(d,)) opérations dans le corps L, |BP94],
et donc O(d, M (d,)M(t;)logt;) C O (d,d,t;) opérations dans L. En sommant
sur ¢ et en bornant ) .¢; par (2d, — 1)d,, on obtient & nouveau un résultat
qui rentre dans notre estimation.
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Enfin, on peut noter que la quantité oz associée au polynome F; est bornée
par k; (voir la proposition 28). D’aprés le théoréme 15, I'appel de fonction
RNPuiseux(F(z + ¢;,y), L(c;)) requiert

o <kiM(dy) [kiM(dy) + M(d,) + tot; log p])
opérations dans le corps L, et donc
o <kitiM(dy) [ki]v[(dy) + M{(d,) + tot; log p])
C O (kit;M(dy) [d.M(d,) + d.dytelogp])

opérations dans le corps L en bornant le second k; et le second t; par (2d, —
1)d,. En sommant sur ¢ et en bornant » . k;t; par (2d, — 1)d,, on obtient
finalement une complexité de

o (didyM(dy) [M(dy) + dyto IOgPD

opérations dans le corps L. Le théoréme 14 se déduit alors de cette borne,
puisqu’en utilisant une arithmétique rapide, on a M(d,) € O (d,). O

2.3.2 Complexité binaire du calcul de 7 (F)

Soit F' € K[x,y] un polynéme unitaire en y a coefficients dans un corps
de nombres K représenté comme dans la section 2.2.4. On rappelle que
w = [K : Q. Dans cette partie, nous étudions la complexité binaire du calcul
de T(F'). Nous n’estimons ici que les opérations binaires engendrées par les
opérations arithmétiques dans les différents corps de coefficients. Si I'on sup-
pose que I'implémentation est effectuée avec précaution (par exemple, I'accés
aux coefficients des polynomes doit étre effectué en temps constant), alors les
résultats présentés ici donnent une borne supérieur réaliste du comportement
d’un tel programme.

Les bornes que nous donnons pour les algorithmes probabilistes n’incluent
pas le coiit de génération des nombres premiers. De plus, pour simplifier les
notations, nous nous placons dans le cadre de la multiplication rapide.

Nous supposons de plus que les éléments de F, sont représentés par des
entiers positifs. Pour simplifier les expressions, nous supposons également
qu’une algorithmique rapide est utilisée pour ’arithmétique entiére et poly-
nomiale sur les corps finis.

Nous commencons par étudier la complexité des algorithmes probabilistes
nous permettant de trouver un nombre premier p pour lequel F' ait une bonne
réduction.
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Proposition 29. L’algorithme MCGoodPrime(F, M., €) retourne le premier p
en O (wdy,[ht(F) + wht(M,)] + log e t) opérations binaires.

Démonstration. Si A est un entier, le calcul de AN peut étre effectué en
O (Nht(A)) opérations binaires en utilisant le scindage binaire (voir par
exemple [BCS07, Mez07]). Comme celui de d!, & nouveau en utilisant le scin-
dage binaire, peut étre effectué en O (d) opérations, il suffit de mettre bout
a bout I'ensemble des opérations en tenant compte de la taille des nombres
considérés pour obtenir le résultat. O

Théoréme 16. Etant donné un nombre réel € vérifiant 0 < € < 1, il existe
un algorithme probabiliste de type Monte-Carlo qui calcule T (F) avec une
probabilité d’erreur inférieure a € et un nombre d’opérations binaires en :

O (d}d2w? log? e ' [ht(M,) + ht(F)])

Démonstration. L’appel de fonction MCGoodPrime(F, M., ,e) nous donne un
nombre premier p tel que F' ait une bonne réduction locale avec une proba-
bilité d’erreur inférieure a € et une taille ht(p) donnée par la proposition 20.
La complexité de cette étape, donnée par la proposition 29, est incluse dans
notre borne.

Ensuite, on réduit les coefficients de M., et F}, modulo p, et on vérifie que
p ne divise pas b = denom(F’). On note F',, la réduction de F),. Cette étape
requiert O (wht(M,) + wd,d,ht(F,) + ht(b) log p) opérations binaires.

On peut alors factoriser le polynome M sur [, pour un cofit de O (w? +
wlogp) opérations dans F,, et donc O (w?logp + wlog® p) opérations bi-
naires. On choisit alors un facteur irréductible M de degré minimal. Les
coefficients de F,, doivent étre réduits modulo M et p. Il y a (d, + 1)d,
coefficients et chaque division implique O™ (w) opérations dans F,. Le pire
des cas pour I'algorithme RNPuiseux apparaissant dans le cas ott M est de
degré w, on peut borner le cotit de 'appel de fonction RNPuiseux(F,uw ,F)
par O (d3d2 + dd,wlogp) opérations dans Fyw d’aprés le théoréme 13. Le
total est donc majoré par O (did,w(d,d, + wlogp + ht(M,) + ht(F,)]logp)
opérations binaires. En prenant en compte la borne pour ht(p) = log p, et en
appliquant quelques majorations grossiéres, on obtient le résultat. ]

Proposition 30. L’algorithme GMCGoodPrime(F, M., €) retourne le premier
p en O (wdid; [ht(F) + wht(M,)] +loge™") opérations binaires.

Démonstration. On applique le méme raisonnement que dans la preuve de
la proposition 29, en considérant les nombres engendrés par 1’algorithme
GMCGoodPrime. O
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Théoréme 17. Etant donné un nombre réel € vérifiant 0 < € < 1, il existe un
algorithme probabiliste de type Monte-Carlo qui calcule ’arbre de polygones
de F' au-dessus de chaque point critique fini de F' avec une probabilité d’erreur
inférieure a € et un nombre d’opérations binaires en :

O (did2w?log? €' [ht (M) + ht(F)])

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les mémes arguments que ceux de la
preuve du théoréme 16 en utilisant les résultats des propositions 20 et 29,
ainsi que le théoréme 14. O

2.4 Calcul numérique des développements de
Puiseux

A Taide des calculs modulaires décrits dans la partie 2.2, nous obtenons
'arbre des polygones 7 (F'). Cette section est dédiée au calcul numérique des
séries de Puiseux a partir des données exactes contenues dans I'arbre 7 (F).
Le travail présenté dans cette partie n’a pas prétention a étre complet : nous
ne prenons pas ici en compte la précision numeérique nécessaire pour les cal-
culs, ni la propagation des erreurs numériques. De ce fait, nous ne fournissons
pas ici d’algorithmes certifiés. En pratique, nous nous contenterons d’ajouter
un nombre de chiffres de précision égal au logarithme du nombre d’opérations
nécessaires a 1’algorithme pour garder les erreurs numeériques sous controle.
La certification du résultat reste donc un travail ouvert.

Une premiére esquisse de ce travail a été publié dans [Pot07, section 5|.
Dans cet article, nous utilisons un algorithme basé sur I'algorithme classique
CNPuiseux (voir la section 2.1.3), qui utilisait un filtre a deux étages : I'un
sur les polygones de Newton [Pot07, section 5.3], et I’autre sur les partitions
[Pot07, section 5.4|. Dans cette thése, nous adoptons une stratégie similaire,
en conservant notamment cette notion de filtre & deux étages. En ce qui
concerne le tri utilisant les polygones de Newton, nous garderons la stratégie
employée dans [Pot07|. Par contre, nous proposons une approche différente
en ce qui concerne le tri utilisant les partitions. En effet, I’approche propo-
sée dans [Pot07], basée sur un théoréme de B. T. Smith [Smi70], ne tenait
pas compte de la littérature plus récente. Ici, nous nous appuyerons sur les
travaux effectués sur les pged approchés, et plus particuliérement ceux uti-
lisant la décomposition en valeur singuliére. Pour des raisons de rédaction,
nous ferons référence aux travaux de Z. Zeng [Zen03, Zen04, Zen05]. Néan-
moins, toute méthode de calcul de pged approché utilisant la décomposition

105



en valeur singuliére peut étre utilisée pour notre méthode. De plus, d’autres
approches que celles utilisant la décomposition SVD peuvent étre elles aussi
utilisées, méme si cela nécessite trés certainement un peu de travail en ce
qui concerne la partie permettant de trouver le degré du pged calculé. Nous
tenons a remercier Mark van Hoeij pour avoir notifié 1'idée d’utiliser la dé-
composition SVD au sein de cet algorithme, ainsi qu’Olivier Ruatta pour les
explications fournies sur le calcul de pged approchés.

Enfin, pour simplifier les explications, nous supposons pour l'instant que
nous calculons les développements de Puiseux au-dessus du point z = 0.
Nous expliquerons comment traiter le cas général a la fin de cette section.
De plus, nous utiliserons la notation suivante : un polynome H représentera
une approximation du polynome exact H.

Si I'on considére le point z = 0, on peut alors décrire la situation initiale
de la maniére suivante :

1. A la premiére étape de 'algorithme, nous avons une approximation
numérique F du polynome F. La racine de I'arbre 7 (F) nous donne
également son polygone exceptionnel EN(F'). De ce fait, pour chaque
aréte A, nous obtenons une approximation &A du polyndéme caracté-
ristique @a.

2. Ensuite, le sommet de profondeur 1 de 7 (F") associé a I'aréte étiquetée
par A nous donne la partition [¢a]. Connaissant les multiplicités des
racines du polyndome ¢a, il est possible de calculer une approximation
des racines de ¢a. Ceci est par exemple traité dans la section 3 de
[Zen03|. Nous décrirons ceci dans la section 2.4.2.

3. Finalement, il se peut que nous obtenions plusieurs approximations
numériques correspondant a différentes racines de ¢ ayant la méme
multiplicité M. Chacune de ces racines définit un nouveau polynome H.
A cet ensemble de polynémes correspond I'ensemble des sous-arbres de
7T (F) dont les arétes initiales sont étiquetées par (A, M). Néanmoins,
comme il n’y a aucune correspondance canonique entre K et F,, nous
ne pouvons établir de bijection entre les sous-arbres de 7 (F') étiquetés
par A et M et les polynomes H. De ce fait, nous traiterons les poly-
nomes correspondant & la méme aréte A et & la méme multiplicité M

simultanément.

Ensuite, nous trierons les polynémes en fonction des sous-arbres dans la
suite de 'algorithme. Plus précisément, afin de connecter les polynomes nu-
meériques obtenus aux feuilles de I’arbre 7 (F"), nous utilisons un filtre & deux
étages :

Tout d’abord, nous séparons les polynomes numériques en fonction de
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leur polygones de Newton. Cette partie sera effectué a ’aide de 1’algo-
rithme Tri-Polygones que nous décrirons dans la section 2.4.1.

Puis nous séparons les polyndémes approchés ayant le méme polygone
de Newton en fonction des multiplicités des racines de leurs polynémes
caractéristiques. Cette partie, traitée par I’algorithme Tri-Partitions,
est décrite dans la partie 2.4.2.

Il se peut que ce faisant, certains polynomes ne soient pas séparés lors
de ce processus de filtrage. Néanmoins, nous avons alors obtenu ’ensemble
des polygones de Newton et ’ensemble des partitions de leurs polynomes
caractéristiques. De ce fait, nous avons eu toutes les informations exactes
nécessaires pour suivre l'algorithme numériquement jusqu’a ce point. On se
retrouve donc dans la méme situation que dans le cas initial : il nous reste
une liste de polynomes numeériques que nous séparerons ultérieurement si
nécessaire.

Définition 25. Nous dirons que deuz polyndomes numeériques Hy et Hy sont
fréres s’ils sont définis par [’algorithme Numerical-NPuiseux a partir de
séries d’arétes et sommets de T (F) étiquetées identiquement.

Avant de décrire les algorithmes qui nous permettent de faire cela, nous
allons commencer par traiter un exemple qui illustre le procédé de filtre a
deux étages. Cet exemple est dérivé d’un exemple présenté sur un poster lors
de la conférence ISSAC 2007. On peut noter que cet exemple ne présente
aucune difficulté numérique : il a ici uniquement une fonction illustrative du
processus de filtrage.

Nous considérons ici un polynéome F' € K[z, y] de degré 68 en y et 60 en .
Apreés calculs modulaires, nous obtenons que les cycles de séries de Puiseux
ont la forme suivante :

)

) (
)yl

) y— (s

5)  y=aY2(B+ 22 (a+ 2V/3(-
) y:x1/2(ﬁ—|—xl/4 . +.T7/8 .
) y= ()

)y =B+ (bt (- +

) oy =230+ e+2VO5( +...))
10) y =236 + 23 (e + 2V/0(- +
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F1G. 2.6 — Suivre 'arbre des polygones

Ici, les coefficients représentés par des - sont des coefficients non nuls in-
déterminés. Les coefficients représentés par une méme lettre grecque sont des
coefficients non nuls et égaux. Enfin, les lettres a et b représentent des poten-
tiels coefficients nuls, ¢’est-a-dire des coefficients nuls modulo p. Il nous faut
donc calculer numériquement ces coefficients. S’ils sont effectivement nuls,
on obtiendra des petites valeurs numériques, dont on peut espérer qu’elles
n’influeront pas sur I’évaluation des séries. A 1’aide de ces données calculées
modulo p, on peut construire I'arbre des polygones 7 (F').

Sur la figure 2.6, nous avons représenté ’ensemble des polygones de New-
ton génériques considérés, ainsi que la factorisation sans facteur carré numé-
rique des différents polynomes caractéristiques rencontrés au fur et & mesure
de I'algorithme. Cette figure n’est pas donc une représentation précise de
T (F), méme si elle contient ’ensemble des informations contenues dans ce
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dernier (excepté le polygone exceptionnel EN(F) qui ne présente pas ici
d’intéret).

Nous allons détailler les deux situations qui apparaissent au niveau des
symboles (x) et (xx) de la figure 2.6.

Tout d’abord, si I’on considére le polyndme caractéristique associé a I’aréte
de pente 1/3 de GN(F'), nous obtenons deux racines 0.25 et 1 de méme mul-
tiplicité 5. Nous ne pouvons donc pas les séparer a ce stade de 'algorithme. A
I'étape suivante, au niveau du symbole (%), nous avons donc deux polynomes
numériques, ainsi que deux sous-arbres de 7 (F'). Ces sous-arbres possédent
une racine étiquetée par deux polygones de Newton différents. Cela va donc
nous permettre de différencier nos deux polynomes numériques : en considé-
rant le coefficient en z* de ces polyndmes, on obtient deux coefficients 0. et
1.; ainsi, le premier polyn6me numérique correspond au polygone de Newton
de droite, et le second a celui de gauche. Nous connaissons donc maintenant
le polygone de Newton de chacun de nos polynémes numériques, ce qui nous
permet de continuer nos calculs. Nous avons ici effectué le premier étage de
notre filtre : il s’agit de l'utilisation de ’algorithme Tri-Polygones, décrit
dans la section 2.4.1.

De la méme facon, le polynéme caractéristique défini par I'aréte de pente
2/3 du premier polygone de Newton de la colonne de gauche, situé au-dessus
du symbole (%*), posséde deux racines 1. et 0.125 ayant la méme multiplicité
2. Par contre, a ’étape suivante, les deux polygones de Newton fournis par
7 (F) sont identiques, de méme que la structure de multiplicité de 'unique
aréte de ce polygone. Il ne nous est donc pas possible de séparer les deux
polynomes numériques. Mais nous possédons quand méme leurs polygones de
Newton, ainsi que leur structure de multiplicité. Cela nous permet donc de
conduire nos calculs numeériques. A la fin, nous finissons le calcul de la partie
singuliére sans avoir pu séparer ces deux cycles selon les branches de 7 (F).
Mais cela ne nous est pas nécessaire, tant que nous connaissons les polygones
de Newton et les structures de multiplicité des polynémes caractéristiques.

Nous allons maintenant donner la description de la partie numérique de
notre algorithme, qui est donnée par la procédure Numerical-NPuiseux.
Etant donné que nous faisons des calculs numériques, la notion de ratio-
nalité est ici inutile. Cet algorithme est donc basé sur 1’algorithme classique
CNPuiseux. De plus, pour pouvoir relier les calculs numériques aux informa-
tions exactes contenus dans 7 (F'), nous utilisons deux algorithmes intermé-
diaires, Tri-Polygones et Tri-Partitions, décrits respectivement dans les
parties 2.4.1 et 2.4.2. Enfin, comme 1’algorithme traite plusieurs polyndmes
simultanément, il est nécessaire de connaitre, pour chaque appel récursif, la
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précédente racine qui a permis de calculer le polynome H considéré. En ef-
fet, dans la phase de “remontée” de I’algorithme (la derniére boucle Pour de
'algorithme), cette racine est nécessaire. Ainsi, nous utilisons également la
table T pour établir ces connexions.

Numerical-NPuiseux(H, L)

Entrée _
H : un ensemble de (H,0) ot :
les H sont des polyndémes numériques ayant des ancétres égaux dans

17(F),
— 0 est la derniere racine utilisée pour calculer H (0 = 0 pour Uappel
initial).
L [’ensemble des arbres de polygones possibles pour les éléments de
H.

Sortie
ECHEC si la précision des approrimations ne permet pas de conclure.
Sinon, pour chaque polyndome H de H,
— un ensemble de quadruplets {[G;, Pi, Q;, [&, Hi]|Ys, ot :
° PN[Z est un polynéme numeérique,
. éz est l'approzimation numeérique de la racine du dernier polyndéme
caractéristique qui a permis de définir ce quadruplet
e [es triplets {[éZ,PZ,QZ]}Z forment une approximation numérique
d’un ensemble de représentants pour :
- les cycles de H au-dessus 0 pour ['appel initial,

- les cycles de H qui s’annulent en x = 0 pour les appels récursifs.
Début

Sy «— Tri-Polygones(H, L)
Pour chaque (P,Hp,Lp) dans S, faire
si P =((0,1),(1,0)) alors )
Retourner U g gy, {[H 2.y, [0, H]]}
Fin
S1,8, « Tri-Partitions (P, Hp,Lp)
Si &) = ECHEC alors Retourner ECHEC Fin
Pour chaque aréte A de P faire
Calculer m,q,l
Pour chaque (H',L') dans &; faire
# Chaque racine du sous-arbre T € L' est étiquetée par la méme
# partition M = (M ... M),
Pour ¢ allant de 1 & s faire
Hi — {} s
Pour chaque (H,#) dans H' faire
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# Les éij sont les racines de multiplicité M; dans é
Hy «— H(x9, ™ (& + y))/xt
H; <—~HZ‘ U {QHQ, 6()}
T|a, Hol < [0, H]
Fin
Fin
S3 <+ Numerical-NPuiseux(H;, L;)
#L; est I'ensemble des sous-arbres correspondant a H;
Si &3 = ECHEC alors Retourner ECHEC
Pour chaque [C}, P,Q, [B,ﬁf]] dans S; faire
R — RU{|G, P, P™(+Q), T3, H]]}
Fin
Fin
Fin
Fin
Fin
Retourner R
Fin

2.4.1 Relier les polyndmes aux polygones

Dans cette partie, nous décrivons, sans néanmoins le formaliser, I'algo-
rithme Tri-Polygones. Nous avons donc un ensemble H de polynomes nu-
mériques H, ainsi que I’ensemble £ des sous-arbres de 7 (F) correspondant
a ces polynomes.

Tri-Polygones (H, L)

Entrée
H : une liste de couples {(H,0)} ot :
les H sont des polynémes numériques fréres dans T(F),
— 0 est la derniére racine utilisée pour calculer H (é = 0 pour ['appel
initial).

L : l'ensemble des arbres de polygones associés aux éléments de H
Sortie
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Pour chaque polygone de Newton P qui étiquette la racine d’un arbre
de L, un triplet (P, Hp, Lp) ot :
Hp est la liste de polyndomes numeériques dont le polygone de Newton
est P.

Lp est [’ensemble des arbres de polygones de L ayant P pour racine.

Pour décrire cet algorithme, nous introduisons :
D = {Py,...,P.}, lensemble des polygones de Newton distincts qui
étiquettent les racines des arbres de polygones dans L,
- n =[ny,...,n,], un ensemble d’entiers tel que ny est le nombre d’arbres
de polygones dans £ ayant pour racine Pj.
Nous scindons H en fonction des polygones P; de la facon suivante :

1. Sir =1, alors retourner 'ensemble (H, L).

2. On calcule I'enveloppe convexe inférieure P de 'union des polygones
de Newton dans D.

3. Tl existe un point (i,7) € P qui appartient a I'un des Py, mais pas a
'ensemble des polygones. On pose alors Dy = {Py | (i,5) € Pr} et
= D\D;. On notera ce dernier Dy = {Py,, ..., P .}

4. Ensuite, on trie les éléments de ‘H par valeur décroissante de la valeur
absolue de leur coefficient en 27y’, puis on scinde les éléments de H
de la maniére suivante : les Ny = ny, + --- 4+ ng,. premiers polynomes
forment un ensemble H;, et les autres forment un ensemble H,.

5. Enfin, nous appliquons récursivement 1’algorithme Tri-Polygones aux
couples (D1, Hy) et (Dy, Hs), obtenant ainsi deux ensembles R; and
Rs. Nous retournons enfin ’ensemble R; U R,.

2.4.2 Relier les polynémes aux partitions

Nous considérons maintenant 1’algorithme Tri-Partitions. Nous dispo-
sons donc d’'un ensemble H' = {I:L‘}lgigs de polynomes numériques qui ont le
méme polygone de Newton P, ainsi que ’ensemble des sous-arbres de 7 (F)
associés a ces polynomes. Nous considérons ici une aréte A de P, et notre
but est de calculer, pour chaque polynome caractéristique ¢A défini par H,
et A, une appr0x1mat10n numérique de ses ramneq en respectant la structure
de multiplicité [gbA] Nous rappelons que [gf)A] n’est pas connu, mais que I'on
connait uniquement un ensemble de candidats donnés par 7 (F').

Plus précisément, chaque polynome exact H; définit un polyndéme carac-
téristique associé a I'aréte A, que nous noterons dorénavant P;. Ce polynome
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P; posséde une structure de multiplicité [P;]. Nous ne disposons pas des po-
lynomes exacts, mais uniquement d’une approximation f[i, et donc d’une
approximation P, des P;. Nous souhaitons donc trouver une approximation
des racines multiples de polynémes connus de maniére inexacte.

Pour ce faire, nous proposons une stratégie s’appuyant sur la décomposi-
tion en valeur singuliére. Pour simplifier la rédaction, nous faisons unique-
ment référence aux travaux de Z. Zeng dans [Zen03, Zen05|, dont le but est
précisément de calculer les racines multiples de polynémes connus de maniére
inexacte. Outre le fait que ces travaux soient reconnus par la communauté du
calcul formel pour leur qualité, nous verrons comment l'utilisation de la dé-
composition en valeur singuliére (SVD) permet d’utiliser I'information exacte
que nous possédons, a savoir les s partitions de d = deg(P;) = - - - = deg(Ps),
correspondant, a l'ensemble des structures de multiplicité des polynomes

(Py,...,Ps).

Nous allons donc commencer par décrire les idées utilisées dans la stratégie
développée dans |Zen03, Zen05|, avant de montrer comment utiliser la liste
des structures de multiplicité.

Stratégie développée par Z. Zeng

Dans [Zen03, Zen05|, Z. Zeng présente deux algorithmes, qui utilisés en-
semble, permettent de calculer les racines multiples d’un polynome dont les
coefficients sont connus de maniére inexacte. Le premier algorithme, décrit
dans la section 3 de ces articles, permet de calculer & une grande précision ces
racines a partir des multiplicités des racines, ainsi qu’'une premiére approxi-
mation des racines. Suivant [Kah72|, I'auteur transforme le probléme en un
probléme des moindres carrés sur une variété définie a 'aide de la structure
de multiplicité.

Le second algorithme, décrit dans la section 4 de |Zen03, Zen05|, calcule
I’approximation initiale nécessaire au premier algorithme, ainsi que les multi-
plicités des racines du polynéme. Pour cela, cet algorithme utilise des calculs
de plus grand diviseur commun (pged) de polynomes approchés et de leur
dérivée, pour obtenir une factorisation sans facteur carré du polynéome consi-
déré.

Avant de rentrer plus en détail dans cet algorithme, nous allons commencer
par rappeler la définition du plus grand diviseur commun approché. En effet,
le calcul exact du pged de deux polynomes est un probléme mal conditionné :
la plupart du temps, si I'on considére deux polyndémes ayant un pged non
trivial, et que 1’on applique 'algorithme symbolique du calcul de pged & une

113



approximation de ces deux polynomes, on obtient un pged constant. Pour
résoudre ce probléme, de nombreux auteurs ont étudié le calcul d’un pged
approché de deux polynomes connus de maniére inexacte (voir par exemple
[Zen04| pour une bibliographie détaillée).

Suivant [Zen03|, nous rappelons les propriétés définissant le plus grand
diviseur commun approché de deux polynémes P et (), que nous noterons
u=agced(P,Q) :

1. Proximité : u est le pged exact de deux polynomes Py et )y proche des
deux polynémes P et (),

2. Degré mazimal : u est le polynome de plus grand degré parmi les poly-
nomes proches de P et (),

3. Distance minimale : TLe couple (Fy,()y) minimise la distance entre
(P, Q) et 'ensemble des polynomes définissant un pged de degré deg(u).

Il existe différentes méthodes pour calculer un tel pged approché. Celle
présentée dans les travaux de Z. Zeng est basée sur la décomposition en
valeur singuliére, et a été introduite dans [CGTW95]|. L’algorithme IT de
|Zen03, Zen05| utilise cette décomposition : elle permet de trouver le degré
du pged cherché, et ainsi, en faisant des appels successifs a 'algorithme de
calcul de pged, la structure de multiplicité du polynéme considéré.

Plus précisément, étant donné deux polynomes P et ), il existe r valeurs
singuliéres nulles de la matrice de Sylvester de P et (), ou r est le degré de
pged(P, Q). L'intérét de cette décomposition est qu’elle est numériquement
stable. De ce fait, si les polynomes P et () sont légérement perturbés, il y aura
r valeurs singuliéres “petites”. Ainsi, I'idée est que si un seuil de tolérance est
donné en entrée de I’algorithme, il est possible de déterminer le degré du
pgcd cherché en comptant le nombre de valeurs singuliéres inférieures a un
nombre dépendant de ce seuil (voir [Zen05, section 4.4] pour plus de détails
sur ce seuil). De plus, pour économiser des calculs, il est possible de calculer
les valeurs singuliéres par valeur décroissante.

Enfin, le vecteur singulier a droite de la décomposition SVD fournit une
approximation initiale des polynomes v et w tels que, si u = agcd(P,Q),
P=uwu-vet @ = u-w A laide de cette donnée, on peut trouver une
premiére approximation de u en résolvant un systéme linéaire. Ensuite, cette
premiére approximation du triplet (u, v, w) est rafinée a I’aide d’une itération
de Gauss-Newton qui permet de trouver le pged cherché.

En suivant ce procédé, étant donné un polynéme f, on peut ainsi calculer
ug = aged(f, '), puis uy = aged(ug, uf) ete. En recommengant jusqu’a obte-
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nir un pged constant, on obtient finalement une factorisation sans facteurs
carrés de f, et donc la structure de multiplicité de f, ainsi qu'une approxima-
tion des racines multiples en utilisant un algorithme classique de résolution
numérique sur la partie sans carré de f.

Utilisation de ’ensemble des partitions de d, = deg(P®))

Comme vu dans l'introduction de cette section, nous disposons en plus
des s polynomes P® de méme degré dy, de I'ensemble des s partitions de
dy correspondant a Iensemble des structures de multiplicité des P*). Une
premiére stratégie pourrait donc étre la suivante :

1. Calculer les racines multiples des polynomes P®) a Daide des algo-
rithmes de 7. Zeng,

2. Vérifier que I'ensemble des structures de multiplicité trouvées corres-
pond a I’ensemble des partitions données par les calculs modulaires.

Néanmoins, il est possible d’utiliser la liste de partition a notre disposition
au sein de I’algorithme de calcul de pged approché. En effet, comme nous
possédons I'ensemble des structures de multiplicité des P*), nous possédons
des candidats pour les degrés de I’ensemble des pged approchés calculés lors
de T'algorithme de Z. Zeng. Il est ainsi possible de séparer les polynomes
P®) 4 chaque calcul de pged effectué dans les algorithmes de Z. Zeng. De
plus, cela nous permet d’obtenir un algorithme qui ne nécessite pas d’utiliser
de seuil de tolérance pour les valeurs singuliéres, comme ce serait le cas
avec une utilisation directe des algorithmes de Z. Zeng. Ce travail de tri a
I’aide des pged successifs est présenté dans ’algorithme récursif Tri-pgcd.
Pour chaque polynome p(k), nous définissons maintenant la suite de triplets

<ﬂék),66k),wék)) R, (a?’,aﬁ’,wﬁ“) de la facon suivante :
_ (a((]k)’,&((]k)’w(()k)) = (P®),1,1)

— Pour 1 < 5 < ¢, <’L~L§-k), v

~ (k)
et u;_y,

deg(ul™) = 0 et deg(ugﬁ)l) >0
Le principe de 'algorithme Tri-pgcd est de calculer la suite de triplets ainsi
définie, qui permet ensuite de calculer la décomposition sans facteurs carrés
du polynome P. Ainsi, on fera appel a cet algorithme avec une liste U =
{[(P®) 1, 1)]}1<k<s, puis & I'appel récursif, on ajoutera le triplet associé au
pged de P® et P®) 3 chaque élément de cette liste, etc.

(*)

,w§k>> est le triplet associé au pged de ;7
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Enfin, cet algorithme utilise la fonction intermédiaire Diminuer, qui & une
liste d’entiers [ay, ..., as] associe la liste [a; — 1 | a; > 1]. De plus, si [ est
une partition, nous notons #[ son cardinal. Par exemple, on a #[12233!] = 6.

Tri-pgcd (U, L, d,)

Entrée :
U= {[ a((]k ) ~((]k)u w(()k) R iz?(”k)? 67(“k)7 w(k))]}1<kﬁs ol :
— la suite <u(() ),17ék),tb(()k)) e (&gk),ﬁ( ) u?ﬁk)) est constituée des

r premiers triplets de la suite définie précédemment.
— Les polyndomes 12,(]{),1 < k < s ont le méme degré.
d, : le degré des polynomes 11,(}“') consideres.
L : une liste de couples {(I™, L)} <y o1 :

1) est une partition de d,,

~ L% est arbre de polygones d’ot provient [,
Sortie

ECHEC si la précision des approximations ne permet pas de
conclure.
Sinon, un ensemble de couples {(U', L")} o :
~ U’ est une liste d’éléments (U, Dy, Wo), - - - , (U, Uy, Wy)] de suite
de triplets comme définie précédemment.
L' est l'ensemble des arbres de polygones associés aux éléments

del.
Début

O 1ors Retourner
- - (k k) ~(k) ~
00,067 ), @ o i) heres, {£9}<re)

:* Il

Si d,
({[(ag
Fin
2. M%{#l(k)llgkgs}; m «— Z@
aEM
3. Calculer les m plus grandes valeurs singuliéres associées

aux polyndmes 12,(}“'). Pour chaque polyndme ﬂ,gg), définir n; le

. s ., ~ (k)
nombre de valeurs singuliéres associées au polyndme u,

ainsi calculées.

4. Si M # {ny}i1<kx<s alors Retourner ECHEC Fin

5. Pour 1 <k <s, calculer le triplet (&5,121,177(,]21,@7(,]21)

correspondant au pgcd approché de aﬁ’“) et aﬁ’“)/ de degré ny.
6. R0
Pour chaque valeur distincte a de M faire
~(k) ~(k) ~(k ~(k) ~(k) ~(k)
Us = {[(867, 507, 7), -, (@30, 030, )] | deg(w, ) = o}
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L, « {(Diminuer(I®), L®) | d — #I*) = o}
R «— R,Tri — pgcd(U,, La, @)

Fin
7. Retourner R.

Fin
Pour le calcul des m plus grandes valeurs singuliéres (point 3 de 1'algo-
rithme Tri-pgcd), on peut procéder de la maniére suivante :

— Calculer la plus grande valeur singuliére associée a chaque polyndome
k) 1 <
upr, 1 <k <s.
Tant que m+ s valeurs singuliéres n’ont pas été calculées, calculer la va-
leur singuliére associée au polynome dont la plus petite valeur singuliére
calculée est la plus grande parmi I’ensemble suivant :

{plus petite valeur singuliére calculée pour le polynome u® | 1 < k < s}

En cas dégalité, n'importe quel choix parmi I’ensemble des plus petites
valeurs convient, excepté s’il ne reste plus qu’'une valeur singuliére a
calculer (dans ce cas, on retourne ECHEC). De plus, si I'on a déja calculé
les d, valeurs singuliéres associées a 'un des polyndmes, on ignore ce
polynome pour le choix des valeurs singuliéres a traiter.
En ce qui concerne le calcul des valeurs singuliéres par valeurs décrois-
santes, nous renvoyons le lecteur aux travaux de Z. Zeng.

Ainsi, 'un des intéréts de cet algorithme est qu’il ne nécessite pas de
définir un seuil de tolérance. En effet, c¢’est ici la donnée des structures de
multiplicité qui nous permet de savoir quand arréter le calcul des valeurs
singuliéres.

Enfin, nous pouvons maintenant décrire ’algorithme Tri-Partitions :

Tri-Partitions (P, H, L)

Entrée
P : un polygone de Newton,
H : une liste de polynomes numériques {H} ayant le méme polygone
de Newton P,

L : Uensemble des sous-arbres de T (F) associés a ces polynomes H,
Sortie

117



R une liste contenant, pour chaque ensemble de partition {[pa]}aep,
ol chaque [pa] étiquette le fils d’aréte A de P du méme sous-arbre de
L, un couple (H', L") tel que :
H' est une liste de polyndomes numériques dont chaque polynome
caractéristique da associé a laréte A de P a pour partition (DAl
— L' est I’ensemble des éléments de L tel que chaque fils de P d’aréte
étiquetée par A est étiqueté par la partition [a].
S une table o double entrée telle que S[H,A] donne les racines mul-
tiples du polynome caractéristique associé o H et A.
Début
R —{(H,L)}
Pour chaque aréte A de P faire
Calculer da la longueur de A divisée par ¢
Ri—{}
Pour chaque couple (Hy,Lo) € R faire
Hy —{} )
Pour chaque polyndéme H € H, faire
Calculer &A le polyndme caractéristique associé a H
Hy — H1U{[H, ¢al}
Fin
Ly —{}
Pour chaque sous-arbre 7 € L, faire
Extraire la partition [y qui étiquette le fils d’aréte
A de P
El — [,1 U {[ZQ,T]}
Fin
Ro < Tri-pgcd(Hy,L1,da)
Si Ry =ECHEC alors Retourner ECHEC,ECHEC Fin
Pour chaque couple (U, L) € Ry faire
Définir Hy 1l’ensemble des polyndmes bivariés corres-
pondant aux polyndmes caractéristiques de U
Rl — Rl U {(HQ, Eo)}
Pour chaque [H, (g, Vg, Wp), .- ., (U, 0y, wy)] €U faire
Calculer 1’ensemble ¢ des racines multiples de P a
partir des triplets (@, s, W;)1<i<¢ |Zen05, section 4.3]
Fin
Fin
Fin

R<—R1
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Fin
Retourner (R,S)
Fin

2.4.3 Cas général

Dans cette section, nous avons pour l'instant considéré que nous étions au-
dessus du point z = 0. Si I’'on souhaite traiter les développements de Puiseux
au-dessus de n’importe quel point critique, cela demande d’effectuer plus
qu'un simple changement de variable x « x + zy. Une telle stratégie serait
suffisante si ’on connaissait la factorisation symbolique du discriminant de
F en y. En effet, on pourrait alors, pour chaque facteur irréductible :

1. Calculer une racine z( de ce facteur modulo p, effectuer un changement
de variable x < x + xy modulo p, puis calculer I'arbre des polygones
7o(F') du polynome ainsi défini. Nous rappelons que, comme chaque
racine engendre le méme arbre de polygone, n'importe quel choix de
racine convient.

2. Calculer ’ensemble des racines numériques du facteur irréductible con-
sidéré, puis pour chaque racine x, faire le changement de variable x «—
r+x1 et appliquer I’algorithme Numerical-NPuiseux en suivant ’arbre
de polygones 7o (F).

Néanmoins, calculer la factorisation dans K[z| du discriminant de F en y
peut s’avérer coiiteux. Pour éviter ce calcul, on peut se contenter de calculer
la factorisation modulo p du discriminant, pour laquelle on dispose d’algo-
rithmes rapides. Puis, pour chaque facteur irréductible de cette factorisation,
on calcule ’arbre des polygones défini par le polynéme translaté de 'une des
racines de ce facteur irréductible. Ensuite, on calcule I’ensemble des racines
multiples numériques du discriminant a ’aide de la structure de multiplicité
obtenue modulo p. A nouveau, comme il n’y a pas de correspondance entre
Fp et K, il n’est pas possible de relier les polynémes numériques définis par
translation a partir des racines numériques de multiplicité M aux arbres de
polygones correspondants a ces polyndomes (qui ont été calculés a partir des
racines de multiplicité M modulo p).

Ainsi, nous traiterons ces racines simultanément, faisant appel a 1’algo-
rithme Numerical-NPuiseux avec ces deux ensembles. Nous séparerons ces
ensembles dans la suite de 1’algorithme a 1’aide du processus de filtre a deux
étages décrit précédemment.
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2.5 Exemples

Durant cette thése, nous avons programmeé un prototype de 1’algorithme
Numerical-NPuiseux. Par manque de temps, ce dernier n’utilise pas a I'heure
de la rédaction les algorithmes basés sur les travaux de Z. Zeng présentés dans
la section 2.4.2, mais suit 'algorithme proposé dans [Pot07|. Néanmoins, ce
prototype donne des résultats encourageant autant sur le point de la stabilité
numérique que sur les temps de calcul. Ce prototype a été réalisé avec Maple,
et les exemples présentés ici ont été calculés avec Maple 10.

Notons M, 4(z) le polynome z¢ — 2(azx — 1)?. Cette famille de polynomes
vient de [Mig92, page 170]. La spécificité du polynéome M, 4(x) est qu’il pos-

d+2

séde deux racines réelles distantes de moins de 2a= "z .

Le premier exemple illustre la stabilité numérique constatée. Nous consi-
dérons ici le polynome Fy(x,y) = y* — Mo s(z). Dans notre algorithme de
monodromie (voir le chapitre 3), nous avons besoin de calculer les séries de
Puiseux au-dessus des racines du polynome Mg 5(z) a ordre 2. Nous com-
parons ici le nombre de chiffres exacts des coefficients obtenus de deux facons
différentes :

— en calculant les développements de Puiseux symboliquement (utilisation
de la commande algcurves[puiseux] de Maple) puis en les évaluant
numeériquement (deuxiéme colonne),
en utilisant notre prototype (troisiéme colonne).

La premiére colonne du tableau donne le nombre de chiffres de précision de
la mantisse, c’est-a-dire la variable Digits de Maple.

Digits | évaluation numérique | algorithme Numerical-NPuiseux
10 0 7
40 0 36
50 6 47

On voit ici qu’a une précision donnée, notre algorithme donne de meilleurs
résultats numériques que I'évaluation numérique des développements symbo-
liques. De plus, on obtient un nombre de chiffres significatifs trés proche de
la variable Digits utilisée.

Nous donnons maintenant un deuxiéme exemple illustrant ce phénoméne :
nous considérons le polynome Fy(z,y) = (y3— Mg e(2))(y>— Mg 3(z)) +y%2>.
Son discriminant en y posséde un facteur irréductible P(z) € Z[x] de degré
30, avec certains coefficients plus grands que 10*. Nous nous intéressons
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ici uniquement au premier coefficient non nul des séries de Puiseux définies
. . 1 .
au-dessus des racines de P(x), celui de z2. On obtient alors :

Digits | évaluation numérique | algorithme Numerical-NPuiseux
10 0 4
20 0 15
30 5 29

Enfin, nous considérons une famille de polynémes définis de la maniére
récursive suivante :

Gu(z,y) = @W — Pra (37)> Gla)(z,y)
ol
1 o 1
Les séries de Puiseux au-dessus de 0 des polynéomes G, ont leur coefficients

dans Q. En I'absence de nombre algébrique, les calculs symboliques ne sont
donc pas handicapés par les extensions de corps.

Nous faisons ici les calculs avec 10 chiffres de précision en ce qui concerne
les calculs numeériques. Nous nous intéressons ici aux temps de calcul, com-
parant les temps mis par l'algorithme symbolique algcurves[puiseux] de
Maple et par l'algorithme Numerical-NPuiseux(incluant le calcul de 7 (F'))
pour calculer la partie singuliére des développements de Puiseux au-dessus de
0. Nous donnons également le nombre de chiffres exacts obtenus pour les coef-
ficients des séries de Puiseux en utilisant ’algorithme Numerical-NPuiseux.

Polynéme | algorithme symbolique | algorithme Numerical-NPuiseux
considéré temps en seconde temps en secondes précision

Gy 0.031 0.029 9

G1a 0.041 0.099 9

G 2.3 0.221 9

Gao 0.751 0.550 9

Goy 2.889 0.920 9

Gog 8.509 1.719 9

G 30.820 5.040 9

2.6 Conclusions et Perspectives

LLa méthode hybride que nous avons introduite nous permet de calculer
une approximation numérique des séries de Puiseux au-dessus des points
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critiques, avec une précision et une stabilité qui semble expérimentalement
satisfaisante. A notre connaissance, cette facon de calculer en se servant de
calculs modulaires pour guider des calculs numériques est nouvelle.

En ce qui concerne la partie modulaire de ’algorithme, le critére de bonne
réduction nous permet de certifier 'exactitude des informations trouvées, et
ainsi de calculer I'arbre des polygones 7 (F') a I'aide de calculs modulaires.
De plus, la taille du premier p utilisé pour calculer ’arbre des polygones est
petit, c’est-a-dire logarithmique en la taille des entrées, si I’on utilise I'un des
deux algorithmes probabilistes MCGoodPrime ou LVGoodPrime. Le premier
ne certifie pas I’exactitude du résultat, contrairement au deuxiéme. De plus,
dans le cadre du calcul du groupe de monodromie, nous avons déja calculé
le discriminant de F' en y, ce qui nous permet d’utiliser I'algorithme de type
Las-Vegas sans cotuit supplémentaire. Enfin, dans le cas ol F' est unitaire
en gy, nous avons donné de nouvelles bornes pour la complexité de la partie
modulaire de notre algorithme, améliorant les résultats existants.

Ensuite, nous avons montré comment utiliser cet arbre de polygones pour
calculer numériquement les développements de Puiseux. Nous avons ainsi
présenté un processus de filtre & deux étages pour pallier a la non corres-
pondance entre Fp et C, ce qui nous permet de connecter les informations
obtenues lors du calcul modulaire aux calculs numériques. Nous avons no-
tamment montré comment utiliser les travaux de Z. Zeng pour calculer les
racines multiples des polynomes caractéristiques en utilisant les structures
de multiplicités potentielles fournies par I’arbre des polygones.

Néanmoins, ce travail reste ouvert. Tout d’abord, la complexité de la par-
tie modulaire de 'algorithme ne traite pas le cas non unitaire. Il semblerait
pourtant que celui-ci puisse se traiter dans la méme complexité que le cas
unitaire. Mais nous n’avons pas achevé a I’heure actuelle la preuve d’un tel
résultat. Ensuite, la partie numérique de cet algorithme nécessite encore du
travail : nous ne traitons pas ici la précision numérique nécessaire, et ne
pouvons donc obtenir de bornes sur la complexité binaire de la partie nu-
mérique. De méme, nous ne gérons pas non plus la propagation des erreurs
numériques. Avec de telles informations, il serait alors possible de certifier
I’algorithme, en prenant en compte les bornes sur la précision des approxi-
mations utilisées. De plus, il n’existe pas & 'heure actuelle d’'implémentation
de l'algorithme Tri-Partitions. Celui-ci pourra se faire a partir du paque-
tage développé par Z. Zeng pour Maple et Magma, ol sont programmés les
algorithmes décrits dans [Zen05]|, mais il n’est pas sir qu’une utilisation de
la stratégie décrite dans le paragraphe 2.4.2 ne nécessite pas de reprendre le
code proposé dans ces paquetages.
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Chapitre 3

Calcul du groupe de monodromie
d’une courbe algébrique plane

Dans ce chapitre, on considére un corps de nombres algébriques K, K
sa cloture algébrique, et C = {(zo,y0) € C?|F(xo,y0) = 0} une courbe
algébrique plane, ou F' = y% +ZZZ)1 ar(z)y® € K[z, y] est un polynoéme que
nous supposerons sans facteur carré, unitaire et primitif en y. On notera d,
le degré de F' en x, et I'on supposera que ce degré est strictement positif.

[’objet de ce chapitre est de décrire une méthode pour calculer le groupe
de monodromie M de la courbe C. Une premiére version de ce travail a été
publiée dans [Pot07].

3.1 Introduction

Comme dans le chapitre 1, notons aq,...,a, '’ensemble des points cri-
tiques complexes de la courbe C (comme précisé dans la section 1.2.2 du
chapitre 1, nous ne nous intéressons pas ici au point z = oo). Le cas n = 1
étant facile a traiter, nous supposerons que n > 1 afin d’éviter les cas ex-
trémes dans notre raisonnement. Les points critiques étant en nombre fini,
on peut choisir un point de base régulier a € C\{ay, ..., a,} tel qu'il n’y ait
pas deux points critiques distincts alignés avec le point a. On peut ensuite
ordonner les points critiques par valeur croissante de 'argument arg(a; — a),
comme dans |TT84|. Pour calculer le groupe de monodromie M, nous uti-
liserons des chemins homotopes a ceux de la figure 3.1, puisque ce sont ces
chemins que Tretkoff et Tretkoff utilisent dans [TT84] pour calculer I’homo-
logie de la surface de Riemann. Notre but est donc de trouver la permutation
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FiG. 3.1 Chemins pour le monodromie

engendrée par chacun des lacets ~; de la figure 3.1.

Pour ce faire, la méthode que nous proposons dans ce chapitre suit le
schéma classique suivant, :

1. Pour chaque lacet ~y, on choisit une suite de points intermédiaires a =
oy L1y..., T = Q.

2. On calcule les fibres F(z;) pour chaque point intermédiaire.

3. On apparie les éléments de F(x;) a ceux de F(x;11) bijectivement,
de telle maniére que deux éléments connectés correspondent au méme
prolongement analytique (voir la figure 3.2).

Il existe d’autres méthodes qui suivent ce schéma (voir la section 3.2.1).
C’est le choix des chemins, ainsi que la fagon dont les fibres sont calculées et
connectées, qui caractérisent la méthode.

Dans ce chapitre, nous reprenons les principes de la méthode décrite dans
[Pot07|. Les contributions apportées par ce travail sont les suivantes :

— Nous utilisons un arbre de recouvrement minimum pour la distance eu-
clidienne de I'ensemble V = {a, a1, ..., a,}, ceci afin de réduire la lon-
gueur totale des chemins que nous aurons a suivre. En effet, le prolonge-
ment analytique effectué le long de chaque portion de 1’arbre commune
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Fi1G. 3.2 Méthode « relier les fibres »

a plusieurs lacets ne sera effectué qu’une seule fois. Nous proposons en-
suite dans la partie 3.4 deux méthodes pour obtenir des chemins suivant
cet arbre qui soient homotopes aux ;. Ce dernier point rectifie les che-
mins donnés dans [Pot07|, qui n’étaient pas corrects : les contraintes
d’espace nous ont amené a simplifier exagérément les explications, qui
donnaient de ce fait des lacets pas forcément homotopes aux ~;.

— Nous relions les fibres entre deux points intermédiaires a 'aide de déve-

loppements en série tronqués a un ordre contrélé. Nous donnons notam-
ment des bornes sur les ordres de troncation afin d’avoir des connexions
certifiées (proposition 34). De plus, nous calculons de tels développe-
ments au-dessus de points réguliers, mais aussi au-dessus des points
critiques. Ces derniers décrivent les fonctions lorsqu’elles sont prolon-
gées le long d'un arc de cercle autour d’un point critique (proposition
33), et nous donnent la monodromie locale (proposition 32).
Enfin, dans la partie 3.5.2, nous étudions la complexité du prolongement
analytique pour obtenir un compromis entre les ordres de troncation
et le nombre de points intermédiaires a utiliser pour chaque aréte de
I’arbre. Nous donnons aussi une borne sur le nombre total de points
intermédiaires a considérer en utilisant cette méthode. Une premiére
stratégie de compromis entre le nombre de points intermédiaires et les
ordres de troncation est présentée dans [Pot07|. Celle proposée ici est
un raffinement de cette approche.

Pour finir cette introduction, nous rappelons qu’étant donné un point zy de
C, nous notons §(xp) la distance entre z et son plus proche point critique (g
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excepté s’il est lui méme un point critique). De plus, nous noterons comme
dans le chapitre 1 Xy = C\{ay,...,a,} le plan complexe privé des points
critiques de F.

3.2 FEtat de l’art

Dans cette partie, nous décrivons brievement les différentes approches exis-
tantes pour calculer le groupe de monodromie.

3.2.1 Meéthode « relier les fibres »

Cette partie détaille les méthodes suivant la stratégie décrite dans la pré-
cédente section.

Dans |DvHO1|, Bernard Deconinck et Mark van Hoeij décrivent 1'algo-
rithme qu’ils ont implanté en Maple (commande monodromy du paquetage
algcurves). Leur stratégie consiste a éviter les points critiques en choisis-
sant des chemins qui contournent les points critiques a une distance au moins
égale a %(5(0@) pour chaque point critique «;. Ensuite, le prolongement analy-
tique est effectué de la maniére suivante : étant donnés deux points successifs
d’un chemin x; et x4, la fibre en x5 est approchée a ’aide d’un développement
en série a I'ordre 1 au dessus de z; (c’est-a-dire en utilisant uniquement la dé-
rivée premiére) ; ils connectent chaque point de la fibre en z5 a la plus proche
estimation calculée a partir de F(x;), & condition que les approximations
soient suffisamment proches (dans le cas contraire, un point intermédiaire
est ajouté et le procédé est alors réitéré). Dans la plupart des cas, cet algo-
rithme rend un résultat correct dans un temps plutot rapide. Néanmoins, le
critére de connexion entre deux fibres n’est pas fiable, et peut amener a de
mauvais résultats sur certains exemples. De plus, le processus de subdivision
du chemin peut parfois étre long (comme par exemple quand le chemin doit
passer entre deux points critiques proches), ou amener a des messages d’er-
reur du fait d’'un manque de précision utilisée pour les calculs, qui est di a un
controle empirique pour détecter les anomalies. On peut aussi noter que du
fait de cet empirisme, un calcul de complexité de cet algorithme est difficile.
Pour résumer, le code n’est pas complétement fiable et nécessite parfois une
intervention humaine pour terminer.

Exemple 25. Soit F(z,y) = y*— (2'° -2 (10 x—1)?). Ce polynéme a comme
propriété que deuz de ses points critiques, dont une approzimation peut étre
donné par 0.09999929292 et 0.1000007071, sont a une distance inférieure a
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1075, L’appel de fonction algcurves[monodromy] (F,z,y) effectué avec une
précision de 10 chiffres retourne :

Error, (in algcurves/Permuted) Computation inaccurate, use
larger value for Digits

Le méme appel de fonction effectué avec une précision de 12 chiffres retourne
le groupe de monodromie.

Exemple 26. Soit F(z,y) = y* —200y*+ 40y — 2 — z. Ce polynéme a pour
discriminant Ap = 2557952 — 255744030722 — 5121536 22 — 256 23, dont
une approrimation des racines est donnée par : o = —10402.99505, g =
—9603.005051, a3 = 0.0001000200060. Ce polyndéme n’est pas intrinseque-
ment compliqué : la seule difficulté éventuelle est la différence de taille entre
les racines du discriminant, puisque % > 10%. Relativement a cette diffé-
rence, la différence entre les points critiques aq et ao est donc modérément
petite, puisqu’inférieure a 103. Néanmoins, comme nous le verrons ¢ la fin de
ce chapitre, il est possible de calculer le groupe de monodromie de F' en utili-
sant 10 chiffres de précision, et ce tout au long des calculs. Mais la fonction
algcurves[monodromyl] (F,z,y) de Maple nécessite 60 chiffres de précision
pour que le programme se termine sans erreur.

Pour résoudre les problémes de connexion, Mark van Hoeij et Marc Rybo-
wicz (communication personnelle) ont programmé un nouvel algorithme qui
retourne un résultat certifié. La certification vient d’un théoréme de B. T.
Smith [Smi70|, qui leur permet de calculer a chaque étape une borne sur la
longueur du pas que l'on peut effectuer pour avoir une connexion fiable. La
majorité des calculs sont effectués numériquement, mais ils utilisent aussi de
I'arithmétique d’intervalle et de ’arithmétique rationnelle exacte pour pou-
voir certifier le résultat. Cela donne une méthode fiable, mais qui souffre
de temps de calcul longs, notamment dans le cas ot deux points critiques
sont proches, ot leur algorithme nécessite de trop nombreux pas pour pas-
ser entre. De plus, le calcul de la longueur d’un pas permettant d’obtenir la
certification du résultat est cotiteux

Dans ces deux méthodes, la présence de trop nombreux pas intermédiaires
est diie a la méthode de connexion, et en ce qui concerne la commande
algcurves[monodromy] de Maple, au fait que les auteurs utilisent des déve-
loppements a 'ordre 1. Dans cette thése, nous nous utiliserons des dévelop-
pements tronqués & un ordre supérieur, et nous détaillerons un compromis
entre le nombre de pas a effectuer et les ordres de troncation.
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3.2.2 Utilisation d’une équation différentielle

Il existe de nombreux algorithmes permettant de trouver, a partir du po-
lynome F, une équation différentielle dont les séries {S;(x)} sont solutions
[Com64, CC86, CC87h, CSTU02, BCL*07|. Une telle équation différentielle
donne accés a des algorithmes efficaces pour calculer les développements en
série des S;(z) [vdH99, vdHO1, BCL*07, Mez07|. Plus précisément, a I’aide de
I’équation de récurrence définie par I’équation différentielle, il est possible de
calculer les N premiers termes d’une série solution en un temps linéaire en N.
De plus, plusieurs travaux ont été effectués sur le prolongement analytique de
séries solutions d’une équation différentielle [CC87a, CC90, vdH99, Mez07|.
Ainsi, on pourrait résoudre notre probléme en calculant I’équation différen-
tielle associée au polynome F', puis utiliser ces outils.

Mais ces études sont basées sur 1’hypothése que 'on cherche une grande
précision pour le résultat. Dans notre cas, nous n’avons pas besoin d’une
grande précision sur les séries étudiées, mais uniquement d’un nombre de
termes suffisant pour pouvoir connecter ’évaluation des séries a la fibre.
De ce fait, en pratique, nous avons besoin de développements en série a
des ordres qui ne sont pas suffisamment grands pour profiter de la bonne
complexité asymptotique de ces algorithmes. Or, les algorithmes utilisant
I’équation différentielle ont une bonne complexité en fonction du nombre de
termes souhaité N, mais pas forcément en fonction des autres parameétres
tels que d,,d, ou la taille des coefficients. Méme s’il n’y a aucune difficulté
théorique pour construire I’équation différentielle associée au polynéome F', la
taille de I’équation différentielle, ainsi que le temps de calcul de cette équation
différentielle, peuvent étre importants. Enfin, étant donné que 'on connait
précisément le polynome F', on peut calculer les fibres, et on est donc certain
de ne pas s’éloigner des feuillets. Nous n’avons donc pas choisi de suivre cette
approche.

3.3 Prolongement analytique

Notre méthode pour calculer le groupe de monodromie M est une méthode
utilisant le processus de prolongement analytique. Nous commencons donc
par décrire ce procédé.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats sur les séries solutions
du polynéome F' vu comme un polyndéme univarié en gy, avant de s’intéresser
au point de vue analytique des séries de Puiseux, puis de décrire comment

128



connecter les séries solutions au-dessus de xy a la fibre en un point z; du
disque de convergence des séries.

3.3.1 Principe du prolongement analytique

Nous considérons tout d’abord un point du plan complexe xg régulier. On
rappelle le résultat suivant :

Théoréme 18 (des fonctions implicites). Soit xy un point régulier de F,
et F(xo) = {y1,---,Ya,} la fibre de F' en ce point. Alors il existe d, séries
entieres, holomorphes S;(z) = Y oo Bir(x — mo)*, telles que :

~ F(x,5(x)) =0 dans un voisinage de x,
De plus, le rayon de convergence de ces séries est au moins égal a 6(xg), la
distance entre xqy et son plus proche point critique.

Nous rappelons que ces séries peuvent étre calculées « rapidement » a par-
tir de la fibre en utilisant ’algorithme Newton-quadratique [KT78, v2zGG99|
(voir la section 2.1.1 du chapitre 2)

Ce théoréme nous permet de décrire le procédé de prolongement ana-
lytique. Notons

S(z) = Z B (2 — x0)F (3.1)

I'une des d,, séries définies par le théoréme 18, et soit x; € By = D(z0, 6(x0)).
Alors on peut exprimer S(x) comme une série en (z — ) .

S(x) = Bz — 1) (3.2)

en développant les puissances (z — xo)* = (z — 2y + 21 — 10)*,k € N et
en réordonnant la série (3.1) en puissances de (x — 7). Le rayon de conver-
gence de la série (3.2) vérifie trivialement 0(x1) > §(zo) — |1 — 20| > 0. Si
cette inégalité est stricte, alors le disque de convergence By = D(x1,d(x1))
s’étend en dehors de By, et I’'on peut réitérer ce processus en un point x, qui
appartient & By mais pas a By (voir la figure 3.3).

Ce processus s’appelle le prolongement analytique de la série (3.1).

Proposition 31. Soit v un chemin dans le plan complexe, de point de départ
a et de point d’arrivée b, qui ne passe par aucun point critique de F'. Alors
les d, séries Sy, ...,Sq, au dessus de a décrites dans le théoréme 18 peuvent
étre prolongées analytiquement le long du chemin .
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Fi1G. 3.3  Une étape du prolongement analytique.

3.3.2 Séries de Puiseux : point de vue analytique

Si xg est un point critique, alors les séries solutions du polynéme F' sont
des séries de Puiseux

Sy(@) =Y B (¥ (@ — wo) (3.3)
k=0

avec 0 < j < e;—1let 1 <i < s(voir le théoréme 2 du chapitre 1). Nous allons
maintenant rappeler quelques résultats d’analyse concernant ces séries. Pour
cela, pour tout entier positif e, on choisit une détermination pour la fonction
racine e-iéme, que l'on note /z. Plus précisément, cette détermination est

caractérisée par un angle 6 € [—m, 7| tel que /z = |z|"/¢exp (I (argy 2)/e)
avec argyz €)0,0 + 27| et I le nombre complexe [? = —1. La ligne de

discontinuité de la fonction est alors la demi-droite d’origine 0 et qui forme un
, o . k . .
angle 6 avec I'axe réel positif. L’expression xe correspond alors a la fonction

VX' et les séries (3.3) définissent d,, fonctions dans un disque ouvert.

Lemme 19. Le rayon de convergence des séries de Puiseux en un point xg
est au moins égal a §(xo).

Démonstration. voir [Mar67|. O
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F1G. 3.4 — Prolongement analytique de F} autour du point critique 0

Soit maintenant B une demi-droite dans le plan complexe d’origine z( et
caractérisée par I'angle 0 € [—m, 7| formé avec 'axe réel positif, que I'on no-
tera B = (o, 6). On choisit alors une détermination pour les fonctions racine
e;-ieme de telle sorte que toutes les séries S;; correspondantes admettent B
comme ligne de discontinuité. Les fonctions S;; sont alors analytiques dans
le domaine simplement connexe D(x,0(zo))\B-

Exemple 27. Considérons 'exemple 3, page 28 du chapitre 1, ainsi que
la figure 3.4, qui donne une représentation de la partie réelle de la courbe
algébrique plane associée a Fy dans un voisinage de 0. Sur cette figure, la
couleur représente la partie imaginaire, et les intersections illustrées ici n’en
sont pas, puisque les parties imaginaires difféerent en ces points. Soit x1 # 0
un point dans ce voisinage 0 (le point rouge dans le plan complexe sur le
cercle). Comme x1 est un point régulier (le seul point critique fini de Fy
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est 0), la fibre en x1 de Fy est constituée de trois points distincts (les 3
points noirs sur la courbe). Comme Uillustre la figure 3.4, si l'on prolonge
analytiquement une des séries Sy;(x) € Q[[(x —x1)]] solution de F le long du
cercle centré en O et passant par xy, alors aprés un tour, la série prolongée
Syj(x) wérifie Sy;(x1) # Syj(x1) : en réitérant ce procédé pour chaque point
de la fibre F(x1), on s’aper¢oit que faire un tour autour du point critique 0
engendre une permutation sur les points de la fibre.

Notre stratégie de prolongement analytique repose sur deux résultats que
nous allons maintenant détailler.

Proposition 32. Si r est un nombre réel positif plus petit que 6(xo), alors
le chemin y(t) = xog + rexp (0 +2nt)I) décrit un cercle C(cy,r) autour
du point xo quand t varie de 0 a 1. Pour tout 1 < 1 < s, l’ensemble
{Sij(7(0) }o<j<e;—1 est un sous-ensemble de F(v(0)). Le prolongement analy-
tique le long du chemin v de Si;(x), 0 < j < e; — 1 retourne S;571(7(0)), ot
l=1si1<l<e—1ete;=1.

En d’autres termes, le prolongement analytique le long de v permute cy-
cliquement les valeurs {S;;(7(0) }o<j<e,—1- Ainsi, les développements de Pui-
seux nous permettent de calculer I'action sur la fibre F(z1) pour tout point
x1 € D(xg,d(xp)). Cette action est la monodromie locale en (. De plus, le
type de permutation engendrée par ’action locale est donnée par les indices
de ramification des développements de Puiseux au-dessus de xg.

Exemple 28. Considérons a nouveau ['exemple 4, page 28 du chapitre 1 et
regardons la permutation engendrée sur la fibre F(x1), ot x1 est un point
proche de 0, par le prolongement analytique le long du cercle centré en 0 et
passant par xo. La figure 3.5 illustre ce phénoméne (la représentation de la
courbe étant la méme que pour la figure 3.4). On voit bien ici que les 3 sé-
ries conjuguées d’indice de ramification 3 engendrent un 3-cycle sur la fibre
F(zo). De méme, les deux séries conjuguées d’indice de ramification 2 en-
gendrent un 2-cycle, et la derniére série, d’indice de ramification 1, engendre
un 1-cycle. Ainsi, la monodromie locale est une permutation de type [3,2,1],
correspondant aux indices de ramification e; = 3,69 = 2 et e3 = 1.

Proposition 33. Tout prolongement analytique suivant un chemin inclut
dans D(zg,(x))\B peut étre calculé en évaluant les séries de Puiseux S;;
le long de ce chemin.

Démonstration. Les séries S;; sont analytiques dans D(zo, 6(z))\B. O

132



F1G. 3.5 — Prolongement analytique de F5 autour du point critique 0

3.3.3 Ordres de troncation

Proposition 34. Soit xq un point du plan compleze et
S(z) = e t(r — xo)g une série de Puiseur au-dessus de xg,
SN(z) = fozo pr(x — xo)é sa troncation & Uordre N,
p le rayon de convergence de S(z),
— x1 € D(x9,p),
- reR tel que |x1 — xo] <7 < p,

— M une borne supérieure pour sup |S(z)],
z€D(xo,r)

n e R,

- = (),
In (&) 4+ In(1 — )

) — 1= [S(x) — SN(x1)| <.
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Démonstration. Traitons d’abord le cas non ramifié, ¢’est-a-dire e = 1.

o0

Z Mk(xl - xo)k

k=N+1

S(x1) = Y s = xo)k| =
k=0

oo

< Y ] oy — ol

k=N+1

En utilisant la formule de Cauchy, on a :

1 S(w)
- Wy
24T /Ilwxo||=r (W — xg)ktt “

| =
1| (% S(zg+re?)
- /O krigiking e db
< L [TIS@otre)]
27 Jo rk
< M
=k
Finalement, on a :
N o0
S(z1) — Zﬂk(xl —x)"| < Z MB*
k=0 k=N+1
— i ﬂNJrl
1-p
In (U(E\;ﬁ))
Or, — " *'<p «—= N>—— 2 _1 puisque <1
1-3 In(3)

Supposons maintenant que xy soit un point critique, et que la série S(z) =

> pe o b — xo)g ait un indice de ramification e > 1. Si 'on pose G(z,y) =
F(zo + 2°y), alors la série Sy(z) = Y27, ura”® est une série de Puiseux
de la courbe algébrique plane définie par le polynome G, et son indice de
ramification est égal 4 1. Comme |z| < p si et seulement si |z['/¢ < p'/¢, le
rayon de convergence de la série S; est au moins égal a p/¢. De ce fait, en
posant zo = (x; — x9)"/¢ € D(0, p'/¢), on peut utiliser le résultat démontré
dans le cas e = 1 pour la série S;. On a donc :

In () +1n(1 — f) ~ N
N> M —1 — <
D ln(ﬂ) = 51(1'2) Sl (.CEQ) <7
et I’égalité Sy(x2) = S(z1) nous permet de conclure. O
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Remarque 18. Pour trouver l’ordre de troncation nécessaire N, il nous faut
estimer la borne M. On calculera une borne pour les valeurs des séries |S(x)|
dans le disque D(xg,0(xo)) en utilisant les bornes données dans [Mig92, page
170] sur les racines de polyndmes univariés.

3.3.4 Connecter les séries aux fibres

Soit xy un point du plan complexe et notons {S(x),...,Sq,(x)} les d,
séries de Puiseux définies au-dessus de xg. Dans le cas ol xg est un point
critique, notons B la ligne de discontinuité choisie pour ces séries. Soit alors
x1 € D(x0,(x0))\B, et notons F(x1) = {y1,...,¥aq,} la fibre au-dessus de
x1. Le but de cette section est, pour tout 1 < i < d,, de trouver l'indice j
tel que S;(z1) = y;. Cela définit une permutation o telle que S;(x1) = yo()
pour tout 1 <7 < d,. La stratégie présentée dans la section 3.5.1 utilisera ce
moyen de connexion.

Pour obtenir la permutation o, nous utiliserons un algorithme de réso-
lution numérique d’équation qui, étant donné un polyndéme univarié, rend
des approximations numériques g; des racines y; du polynéme, ainsi que des
nombres p; € R™ tels que :

1. Les disques D(7;, p;) ne s’intersectent pas, et chaque disque contient
exactement une racine du polynome.

2. Si € est la plus petite distance entre deux g; distincts, alors €/2 —1r > 0,

oit 7 = max{pi,...,pa,}

Ce sujet a été fortement traité dans la littérature [Pan97|. Nous proposons
maintenant une approche possible, basée sur un théoréme de B. T. Smith
[Smi70], que nous commengons par rappeler. Il est entendu que d’autres
approches sont possibles et que nous n’avons pas étudié ce point de maniére
exhaustive.

Théoréme 19. Soit P(z) un polynome de degré N a coefficients dans le
corps C, et supposons que N racines complexes distinctes zq,...,zn Sotent
données. On définit alors

N

oo =N1PGI/ T 1=
=1
itk

Alors Uunion des disques D(zy, pr) contient ['ensemble des racines de P(z).
De plus, chaque composante connexe constituée de K cercles contient exac-
tement K racines de P(z).
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Démonstration. voir |Smi70] O

[’utilisation que nous faisons de ces résultats sont basés sur 1'hypothése
que nous avons a notre disposition un algorithme numérique qui calcule les ra-
cines d'un polynome a une variable, et que cet algorithme converge quand on
augmente la précision utilisée pour les calculs numériques (voir par exemple
[Pan97| pour plus d’informations sur ce sujet). En effet, avec une telle hypo-
these et le théoreme 19, nous obtenons 'algorithme suivant :

1. Fixer arbitrairement une petite précision.

2. Calculer les approximations zq, ..., zy des racines de P. Si certaines ap-
proximations coincident, augmenter la précision, et répéter cette étape
tant que les approximations ne sont pas toutes différentes.

3. Calculer les p; du théoréme 19. Si les disques ainsi construits s’inter-
sectent, augmenter la précision et retourner au point 2.

Si I’'on suppose que 'algorithme de résolution satisfait notre hypothése, alors
ce procédé converge. De plus, les p; peuvent étre aussi petits que ’on veut. De
ce fait, la derniére étape peut étre répétée jusqu’a ce que la quantité €/2 —r
soit positive.

On a alors le résultat suivant (illustré par la figure 3.6) :

" . . 5 Ni
Proposition 35. Si N; est un entier tel que |S;(z1) —S; (1) < €/2 —,
alors o est caractérisé par :

~ N; - . ~ N; -
1S (1) = Tos)| = lgg}iy{\sz‘ (z1) — 95!}

~N; .
Démonstration. On a S;(z1) = yo@), et donc |S; " (21) — Yo(s)| < 5§ — 7. Ainsi,
~N; - ~ N; -
1Si (1) = Toy| <150 (1) = Yo@)| + [Woti) — Uots)] < €/2. Comme € est la

~ N;
distance minimum entre deux racines approchées g; et ¢;, on a |[S; (x1) —
Uk| > €/2 pour tout k # o(i), et la proposition suit. O

Ainsi, en supposant que ’on connaisse les indices de ramifications des
séries définies au-dessus de xy, on peut connecter les séries aux fibres de la
fagon suivante :

1. Calculer une approximation de la fibre F (1), ainsi qu'une borne r sur
I'erreur de cette approximation, a I’aide d'un algorithme tel que décrit
ci-dessus.
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F1G. 3.6 — Relier les séries en xq a la fibre F(x;)

2. Calculer une borne M pour la valeur des séries |S;(x)| dans le disque
D(xo,d(x0)) [Mig92, page 170|

3. Appliquer la proposition 34 avec une précision 7 = €/2 —r pour obtenir

~ N;
des ordres de troncation N; tels que [S;(z1) — S; (x1)] <€/2 —r.

- . , ~ N; . L.
4. Evaluer les séries tronquées S; (x) en x1, puis connecter chaque série

a I'approximation de la fibre la plus proche.

3.4 Choix de bons chemins pour le calcul de la
monodromie

Nous commengons par considérer la figure 3.7. Ici, nous considérons donc
une polyndme ayant deux points critiques finis «y et as. La partie gauche
de la figure montre les chemins ~; classiques : pour chacun de ces lacets 7;,
on part du point de base a, on va jusqu’au point x;, on contourne le point
critique «; en suivant le cercle centré en «; et de rayon |o; — z;|, puis 'on
retourne de z; au point de base «;. Supposons maintenant que nous ayons déja
calculé le prolongement analytique associé au chemin 5. Il parait alors plus
intéressant d’utiliser le travail effectué de a au point z lors de ce calcul pour

137



V2 T2 Y2

F1iG. 3.7 — Choix possibles pour les chemins ~;

traiter le point critique ay. Nous n’avons ainsi qu’a calculer le prolongement
analytique entre x( et x] et le long du cercle centré en ;. Avec un tel chemin
~1, on minimise donc la longueur totale du chemin a parcourir.

De maniére générale, si 'on souhaite minimiser la longueur totale des
chemins au-dessus desquels on doit effectuer le processus de prolongement
analytique, il nous faut suivre des chemins passant le long d’'un arbre de
recouvrement minimum pour la distance euclidienne de I'ensemble de points
V = {a,a1,...,a,}. Cette idée nous a été suggéré par Mark van Hoeij.
Bien que naturelle, elle nécessite néanmoins un travail non négligeable pour
trouver des chemins suivants cet arbre qui soit homotopes aux ;. Dans cette
section, nous allons proposer deux méthodes pour trouver de tels chemins.

3.4.1 Arbre de recouvrement minimum pour la distance
euclidienne

Nous commencons par décrire la facon de calculer cet arbre de recouvre-
ment minimum. Nous décrivons également quelques propriétés intéressantes
d’un arbre de recouvrement minimum pour la distance euclidienne, que nous
utiliserons régulierement par la suite.

Calcul d’un arbre de recouvrement minimal
Si 'on considére le graphe complet G ayant pour sommets V = {ay =

a,aq, ..., q,}, alors les algorithmes classiques de théorie des graphes tels que
'algorithme de Prim ou l'algorithme de Kruskal [Gan06| nous permettent
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Fi1G. 3.8 Propriété de 'arbre de recouvrement minimal pour la distance

de calculer un arbre de recouvrement minimal pour la distance euclidienne
de I'ensemble V, que nous noterons 7. La complexité de ces algorithmes dé-
pendant du nombre d’arétes du graphe G, il est préférable de calculer préa-
lablement une triangulation de Delaunay de I'ensemble V, puis de trouver
un arbre de recouvrement minimum pour I’ensemble ainsi obtenu. La trian-
gulation de Delaunay peut étre calculée avec une complexité en O(nlogn).
Ensuite, les algorithmes de Prim ou Kruskal ont une complexité elle aussi
en O(nlogn), puisque le nombre d’arétes d’une triangulation compléte est
inférieur a 3n.

Remarque 19. [l se peut également que l'on obtienne des résultats inté-
ressants en utilisant un arbre de Steiner [Gan06], mais ce dernier semble
bien plus difficile a obtenir, étant donné qu’il n’existe pas a l’heure actuelle
d’algorithme ayant une complexité polynomiale.

Propriétés d’un arbre de recouvrement minimum pour la distance
euclidienne

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les deux lemmes suivants :
. A a;tag
Lemme 20. Soit [0, o] une aréte de Uarbre T, r = |o; — | et oy = =5
le milieu de l'aréte (o, a;]. Alors il n’y a aucun point critique dans le disque
- T
ouwvert Dij = D(ay;,%).

Démonstration. La figure 3.8 donne une illustration géométrique de la situa-
tion. Supposons que «j, € D;;. Si l'on enléve I'aréte [y, ;] & 7, on obtient
deux composantes connexes. LLe sommet «; appartient & I'une d’entre elle,
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par exemple celle de ;. L’'arbre 75, identique & 7 excepté laréte [y, o]
remplacée par l'aréte [ay, a;], a un poids inférieur a celui de 7. ]

Lemme 21. L’angle entre deux arétes de l’arbre T ayant un sommet com-
mun est supérieur ou égal a 7.

Démonstration. Notons [ay, o] et [ay, oy] les deux arétes considérées. Alors,
si I'on considére le triangle a;o 0y, comme 7 est un arbre de recouvrement
minimum pour la distance, le coté [y, ay] est le coté le plus long des trois
cotés du triangle. Cela revient a dire que 'angle entre les deux arétes [, o]
et [a;, oy est le plus grand des trois angles du triangle, et est donc supérieur

2 N T
ou égal a %. O

3.4.2 Chemins dans ’arbre 7

Le lemme 20 nous assure que le disque D;; a une intersection non vide
avec les disques D(a;, 0(cv)) et D(aj, d(cv;)). Ainsi, on peut choisir des points
intermédiaires z;; et z;; tels que (voir la figure 3.9) :

— x;; et x;; appartiennent a 'aréte [ay, o],

- Ty € Dij N D(Oéi, 5(0&1)),

ji € Dij N D(ey, 6(a;)),
On peut supposer de plus que, pour le point critique «;, tous les points
(w;;); ainsi créés sont & la méme distance de «;. Ainsi, pour chaque couple
d’indices (k, j) tels que les arétes [ag, 4] et [y, ;] existent dans 7, il existe
deux arcs de cercle A(x;x, x;;,+) et A(zu, x5, —) centrés en «;, et allant de
Ti, a x;; respectivement dans le sens trigonométrique et dans le sens non
trigonométrique.

Définition 26. Etant donné deuz points du plan compleze xq et x; apparte-
nant a T, on appellera chemin dans ’arbre tout chemin constitué d’une
succession d’arcs de cercle A(xy, x5, £) et d’arétes [x;;, x5, ayant pour point
de départ xo et pour point d’arrivée .

Exemple 29. Si l’on considére la figure 3.9, la partie représentée par un trait
plein est un chemin dans Uarbre égal o A(zu, xij, +) - [ij, i) - Alxji, 51, —)-

Il est ainsi possible, pour chaque point critique «;, de construire un chemin
dans I’arbre joignant a a I'un des points x;, proche du point critique «y.
Notre but est de trouver un tel chemin dans ’arbre §; tel que, si 3, est le
lacet ayant pour point de base x;, et suivant le cercle centré en «; dans le
sens trigonométrique, alors le lacet v, = 51_1 - 3 - 9; est homotope dans X, au
chemin =, (voir la figure 3.1).
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F1G. 3.9 — Disques de convergence et points intermédiaires

Exemple 30. Considérons K = Q et F(x,y) = (x—1)y> —223y* +xy+1.
La figure 3.10 montre un tel chemin ~L (sur cette illustration, deux points
critiques n'influant pas sur le chemin ~ys ne figurent pas pour plus de clarté).

3.4.3 Chemin dans ’arbre homotope a ~; : méthode 1

Nous allons maintenant décrire une méthode permettant de construire
des chemins dans I’arbre, comme définis précédemment, homotopes aux -,
de la figure 3.1. Cette méthode 1 est un travail non publié en commun avec
Marc Rybowicz. La deuxiéme méthode, présentée dans la section suivante
est autonome.

Les principes sont les suivants :

1. Nous effectuons un parcours en profondeur de l'arbre (« depth-first
search ») & partir du point de base a. Pour chaque sommet, ses voisins
sont toujours traités dans un ordre trigonométrique, a partir de ’aréte
par laquelle on arrive au sommet. En conservant les arétes traversées
et en contournant les point critiques suivant des arcs toujours orientés
dans le sens trigonométrique, nous pouvons construire des chemins dans
I’arbre 6, de sorte que les 7, = 9[1@91 engendrent le groupe I1;(Xy, a)
(voir la figure 3.11), mais ne soient pas forcément homotopes aux -,

dans Xj.

2. En nous inspirant d’une des preuves classiques du théoréme 6, nous
exprimons les 7; en fonction des ;.
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FiG. 3.10 Chemin homotope & 5 suivant I'arbre 7°

3. Enfin, si nécessaire, on peut exprimer les «; en fonction des 7; en utili-
sant des méthodes purement algébriques. Pour cela, bien que des algo-
rithmes sur les groupes libres permettant d’effectuer ce travail existent,
nous proposerons une méthode ad hoc dont la complexité est plus facile
a maitriser.

D’autres solutions sont possibles, mais celle-ci présente les avantages sui-
vants :

Elle est relativement simple a expliquer, puisque scindable en trois par-
ties complétement indépendantes.

— Les algorithmes de chacune des trois parties sont basés sur des tech-
niques bien connues et ne nécessitent pas de preuves particuliéres.
Il est clair que si 'on ne s’intéresse qu’a des générateurs quelconques
de TI; (X, a), les deux derniéres étapes ne sont pas nécessaires : un seul
parcours de I’arbre et le tri des voisins de chaque sommet suffisent.

— Nous pouvons facilement obtenir certaines informations sur sa com-
plexité.

Construction de générateurs de II; (X, a)
Nous formulons classiquement I'algorithme de parcours en profondeur de

T al’aide d’une pile qui contiendra des sommets de I'arbre. Une seconde pile
va nous permettre de mémoriser les chemins 6; en construction : & chaque
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étape, elle contient la suite d’arétes et d’arcs qui a permis d’arriver au point
courant de I'arbre.

Les primitives sur les piles que nous utilisons sont :
PileVide() : créé une nouvelle pile vide,
NonVide(P) : renvoie vrai si la pile est non vide, fauz sinon,
Sommet(P) : renvoie I’élément au sommet de la pile P, sans le dépiler,
— Empiler(x,P) : empile l'objet z sur la pile P,
— Dépiler(P) : supprime l'objet se trouvant au sommet de la pile,
— Copie(P) : duplique le contenu de la pile P.

Nous considérons 7 comme un arbre enraciné en le point de base a = aq
et nous identifions chaque sommet «a; a son indice 7. Nous supposons que
I’arbre est donné classiquement par une table de voisins, c’est-a-dire par
un tableau T indicé de 0 & n tel que T[l] soit une pile (ou liste chainée)
contenant les voisins dans 7 du point critique [, ordonnés comme suit : le
premier voisin est le pére de [ dans 7 et les autres voisins sont ordonnés dans
le sens trigonométrique a partir de l'aréte entre [ et son pére.

Le point critique 0 nécessite un traitement particulier. D’une part, il n’a
pas de pére : ses fils sont ordonnés a partir de n’importe quelle demi-droite
se terminant en ag. D’autre part, on n’a jamais a contourner ce sommet ni a
I'inclure a l'intérieur d’'un lacet.

Enfin, les arcs et portions d’arétes a suivre sont exprimés en fonction des
points x;;. Mais aucun calcul n’est effectué sur ces points et I'on pourrait se
contenter de conserver uniquement les indices.
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Générateurs(T', n)
Entrées
T : Un tableau comme ci-dessus.
n : Le nombre de points critiques.
Sortie : Un tableau C tel que C[l] contienne le chemin dans arbre ;!
pour 1 <1 < n, représenté sous forme d’une pile de segments et

3 d’arcs.
Début
PS « PileVide() // Pile des sommets (points critiques)
PC «— PileVide () // Pile des chemins
Pour [ de 1 & n faire
Q[l] < Sommet(T'[l]) // Initialement, Q] est le pére de [

Dépiler(T[l]) // Le prochain arc autour de | débute en Q]
Fin
Empiler(0, PS)
Tant que NonVide(PS) faire
[ < Sommet(PS)
Si NonVide(T'[l]) alors // Il reste des voisins 4 traiter
v« Sommet(T[]])
Si [ #0 alors

Empiler (A(xqp, 210, +), PC) // 0On tourne autour de [
Empiler ([xy,, xy], PC) // puis on avance vers v
Q] — v // Le prochain arc débute en v
Sinon
Empiler ([ay, Zy), PC)
Fin
Empiler (v, PS)
Dépiler (T'[l]) // On supprime v des voisins de [
Sinon
Tant que Sommet(PC) est un arc faire
Dépiler (PC) // Dépiler les arcs autour de [
Fin

Si [ #0 alors
Cll] «+ Copie(PC)
Dépiler (PC) // Dépiler l’aréte ayant conduit d [

Fin

Dépiler(PS)

Fin
Retourner (C')
Fin.

144



Q7

Qg

651

Fi1G. 3.12 — Un exemple des chemins 7;

Théoréme 20. Cet algorithme renvoie le résultat attendu.

Démonstration. Indication : Sinous supprimons les instructions relatives a la
pile PC', nous obtenons I'algorithme classique de parcours en profondeur d’un
arbre. Il se termine et tous les sommets sont traités. Les instructions relatives
a PC ne servent qu’a mémoriser le suivi des arétes et le contournement des
points critiques par les arcs. O

Remarque 20. On pourrait aussi combiner le tri des voisins avec ce par-
cours. Nous avons choist de le découpler afin d’étre plus clair.

Théoréme 21. Les lacets 7, = 0, 310;, pour 1 <1 < n, engendrent I1(Xy, a).

Démonstration. Comme l'illustre la figure 3.12, les lacets 7; sont homotopes
a des lacets qui ne s’intersectent pas et chaque 7; «entoure une fois» le point
critique ¢y. Le résultat est alors mentionné dans [LZ04]. Tl peut se démontrer
a I'aide du théoréeme de Seifert et Van Kampen. O
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F1G. 3.13 Découper le plan selon les points critiques

Expression des 7; en fonction des 7,

Nous proposons pour cette tache d’utiliser une version effective de la
preuve du théoréme 6, telle que décrite par exemple dans [Vol97| (théoréme
4.27).

D’apres notre hypothése sur le point a, il existe n demi-droites issues de a,
notées {L;}1<j<n, telles que le cone I'; défini par a, L; et L;;; contienne un
unique point critique «; dans son intérieur (on pose L,y = L;). La situation
est illustrée par la figure 3.13. On rappelle que par hypothése, il existe au
moins deux points critiques.

Soit maintenant 7; le lacet dans I'arbre de base a = g et entourant le
point critique ;. Lorsqu’on parcourt ce lacet en respectant son orientation,
on rencontre les L; ; nous notons {b; }1<;<p les points d’intersection successifs
(hormis a) et nous posons by = bp11 = a. On désignera par L. l'unique
demi-droite contenant b;. Notons p; (0 < ¢ < h) la portion (orientée) du
lacet 7; entre b; et b;y 1, de sorte que :

TI = Uh * fbp—1 """ M2+ U1 Ho-

Considérons ensuite (voir figure 3.14) :

7'1/ = Up - [G, bh] : [bh,a] cfp—1 2t [a, 52] : [b27a] T [a, 51] : [blaa] * Ho-

146



L

FiG. 3.14 — Exprimer 7; en fonction des ;

Il est clair que 7/ est homotope & 7; dans X,. Définissons les chemins :

o = [b1,a]- po,

T - [b27 CL] C M [CL, b1]7

Uy = [b37 a] N [(1/, 62]7
Th—1 = [bm a] *Hh—1 [a, bhq],

Th = Mn-[a, by

Les m; sont des lacets de base a tels que chaque ; soit inclus dans I'.;) ou
Fc(i)—l (on pose I'g = I',,). Pour exprimer 7; en fonction des ~;, il suffit donc
d’exprimer a homotopie prés chaque ; en fonction des ;. Il est clair que m;
ne peut étre homotope qu’a 5 lacets : 73?2.1), viz.l)_l (on pose 9 = 7,) ou le

lacet nul.
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F1G. 3.15 — Différents cas possibles

Afin de simplifier les calculs et la présentation, nous faisons la remarque
suivante : nous pouvons déformer continiment 7; dans X de sorte que les
arcs de cercle de contournement des points critiques soient arbitrairement
proches de ces derniers. Ainsi, au lieu d’avoir a déterminer les intersections
de 7; avec les L;, il suffit de déterminer les intersections des L; avec les arétes
sur le chemin dans 7 allant de a a «; ; les arcs de cercle peuvent étre ignorés.
En tenant compte de cette remarque, les situations possibles sont données
par la figure 3.15.

Les cas de 7y et 7, se traitent comme des situations dégénérées des autres.
Du point de vue des calculs, nous avons simplement besoin de pouvoir déci-
der, lorsque le point critique pertinent n’appartient pas a p;, s’il se trouve du
méme coté de p; que a. S’il appartient p;, nous devons décider des positions
relatives de b; et b le long de L.

Exemple 31. Considérons lezemple de la figure 3.12. En utilisant cette
algorithme, nous obtenons immeédiatement :

I=7 T=7 T=7 7Y% Ta=7% Y1 T5= (1) ()
7o = (V57472) 6(v51av2) T = (B7ar2) T e (157a72)
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Les expressions sont relativement simples dans cet exemple, mais il en va
autrement lorsque [’arbre posséde une géométrie sinueuse, et en particulier
lorsqu’il « s’enroule » sur lui-méme.

Expression des v; en fonction des 7

Ce probléme se raméne a de l'algorithmique des groupes libres : étant
donné le groupe libre G =< v, | 1 <1 < n > & n générateurs nous pouvons
définir le sous-groupe H de G par H =< 7, | 1 <[ < n >, ou les 7
sont vus comme des mots en les ;. Par le théoréeme 21, on a H = G, de
sorte que les ; s’expriment comme des mots en les 7;. Les logiciels de calcul
formel spécialisés pour les groupes tels que GAP (voir [GAP07]) ou MAGMA
disposent de fonctions permettant, plus ou moins explicitement, de trouver
ces expressions.

Exemple 32. Nous reprenons le cas de l'ezemple 3.12. La suite ci-dessous
de commandes du paquetage FGA (Free Group Algorithms) de GAP J per-
met d’obtenir les expressions cherchées. Ce paquetage, di o Christian Sievers
[Sie03], fait partie de la distribution standard; il est chargé par défaut.

# Commandes pour réécrire un ensemble de générateurs
(ti)_i = (tau_i)_i d’un groupe libre en fonction
d’un autre ensemble de générateurs (gi)_i = (gamma_i)_i.

=+ #=

# Construit un groupe libre \‘a 7 générateurs et

# affecte les générateurs aux variables gl,...,g7
#
G

= FreeGroup(llglll l|g2ll llg3l| llg4l| ||g5|l ||g6|l llg7ll) .
AssignGeneratorVariables(G) ;

# Expression des ti en fonction des gi.

# Le caractére ~ représente la conjugaison.

#

dl := glxg2;

d2 := gbxgdx*g2;

tl = gi;

t2 = g2;

t3 = g3 (g2~ (-1));
t4 = g4~ (g2~ (-1));
t5 := gb~(d1~(-1));
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t6 := g6~(d2"(-1));

t7 = g7 (d2~(-1));

# Construction du sous-groupe de H engendré par les ti
#

H := Group(tl,t2,t3,t4,t5,t6,t7);

# Construction d’un groupe libre \‘a 7 générateurs

#

F = FreeGrOup("Z]_","ZQ","23","24","25","26","27");

# Construction de 1’homomorphisme de F dans H tel que
# 1’image de zi soit ti.
#
f

:= GroupHomomorphismByImages(F, H,
GeneratorsQ0fGroup(F),
Generators0fGroup(H)) ;

# Détermination des expressions des gi en fonction des zi.
#

gap> PreImagesRepresentative(f,gl);
zl

gap> PreImagesRepresentative(f,g2);
z2

gap> PrelmagesRepresentative(f,g3);
z2*%z3%z2"-1

gap> PreImagesRepresentative(f,g4);
z2%z4%z2"-1

gap> PrelmagesRepresentative(f,g5h);
z2%z4xzb*z4"-1%z2"-1

gap> PrelmagesRepresentative(f,g6);
z2%z4*z5%z6%z57-1%z4"-1%z2"-1

gap> PreImagesRepresentative(f,g7);
z2%z4*z5*zT7*z57-1%z4"-1%z2"-1

1l suffit maintenant de remplacer zi par 1; dans les expressions ci-dessus
pour obtenir ['expression de ~y; et fonction des 7;. A nouveau, on remarque
que dans cet exemple, le calcul est simple, mais que c’est loin d’étre le cas
pour certains arbres.

On pourra aussi accéder directement a des routines de plus bas niveau :
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# Autre méthode: on ne passe pas par la construction
# de 1’homomorphisme.
# [2, 3, -2] signifie: t2 * t3 * t2°(-1)

#

gap> AsWordLetterRepInGenerators(gl,H);
(1]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g2,H);
[ 2]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g3,H);
[ 2, 3, -21]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g4,H);
[ 2, 4, -2 ]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g5,H);
[ 2, 4, 5, -4, -2 1]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g6,H) ;
[ 2, 4,5,6, -5, -4, -2]

gap> AsWordLetterRepInGenerators(g7,H);
[2,4,5,7, -5, -4, -2]

La méthode utilisée par le paquetage FGA de GAP 4 est basée sur la cor-
respondance largement étudiée entre les sous-groupes d’un groupe libre et la
notion d’« automate inverse » (nous remercions Laurent Bartholdi et Alexan-
der Hulpke pour nous avoir éclairé sur le fonctionnement des routines GAP
ci-dessus). Cette correspondance fournit notamment un algorithme pour dé-
terminer une base d’un sous-groupe d’'un groupe libre (ensemble minimal
de générateurs). Un des avantages de cette approche est qu’elle permet de
transférer des résultats de complexité obtenus dans le cadre de I'étude des
automates.

Par exemple, on déduit de [ BMMWOO| (proposition 2.3) que le coit de la
construction de 'automate correspondant au groupe H =<7, | 1 <1 <n >,
vu comme sous-groupe du groupe G =< v, | 1 <1 < n > est en O(N?), ou
N désigne la longueur total des 7, considérés comme mots réduits en les ;.
En conservant la trace des opérations effectuées durant la construction de
I’automate, on peut obtenir I’expression des ; en fonction des 7;, & un cofit
vraisemblablement similaire.

Néanmoins, nous avons étudié une approche plus directe basée sur des
transformations de Nielsen. La situation que nous considérons est particulié-
rement, simple du point de vue de la théorie des groupes et nous proposons
ci-dessous un formalisme adapté.

Précisons nos définitions et notations :

151



— Un mot de G est définit comme étant une suite finie de symboles de
I’alphabet A = {’yl,”yfl}1<l<n. Il s’agit donc d’'un objet de la forme
€, € i N PR ’ 212
Vil -5 ou les ¢, valent £1. Les mots représentent les éléments
de G et le mot vide représente 1'élément neutre de GG, noté aussi 1.
Un mot est dit réduit s’il ne contient aucune séquence de la forme
€. —€. .
Vi, %, * (avec €; = £1). Tout mot w de G peut-étre mis sous forme
, . _ . , . €ij —€i;
réduite w par suppression récursive des termes de la forme v, 77, 7.
J J
Deux mots représentent le méme élément du groupe si et seulement si
ils ont la méme forme réduite.
— Un mot A est un préfize d’'un mot v s’il existe un mot w tel que v = hw.
— Si u et v sont deux mots, nous notons «* le mot : u” = v~ tuv. Ainsi, si
bl bl
w est un troisiéme mot, (u¥)¥ = u"".
Si m est un entier strictement positif et w un mot, nous noterons w™ =
ww - - -w le mot formé de w repété m fois. Si m est strictement négatif,
w™ est le mot w! répété |m| fois.
— Dans la suite, nous considérerons les 7; comme des mots réduits en les
o . 1 a
- Pour tout [, il existe un unique mot réduit g; de G tel que 7, = 7,
et 77" soit réduit.

Nous noterons L(w) la longueur d'un mot w, ¢’est-a-dire le nombre de

€5, , . < , . —
symboles ~; * nécessaires a I'écriture de w.
—1
R . . . g
L’idée de I'algorithme est simple : si ; = 4", on a , = 7;' . Les g; sont

des mots en les 7;, mais puisque G = H, ils peuvent aussi étre vus comme
des mots en les 7; et Tl_l, maintenant considérés comme des symboles. Ainsi,
en conjuguant 7; par une suite de 7; (et 7, ') bien choisis, on doit obtenir
I’expression de 7; en fonctions des 7;.

La proposition 36 ci-dessous indique la fagon dont choisir les conjugués
pour réduire la longueur des mots, tant que les 7; sont différents des ;. En
appliquant récursivement ces résultats, on obtiendra un mot de longueur 1,
a savoir un -y; ou son inverse.

Proposition 36. Les énoncés suivants sont équivalents :

(a) Il existe un indice k (1 < k <n) tel que T, # .

(b) 1l existe deux indices k et | (1 < k,l < n), ainsi que ¢, € {1}, tels
que gflvlq est un préfize de g,;l.

(c) 1l existe deuz indices k et | (1 < k,l < n), ainsi que ¢, € {1}, tels
que L(T]"") < L(7).

Démonstration. Montrons que (a) implique (b). Soit iy un indice tel 7, # 7;,-
Il existe des entiers non nuls uy,...,u, (r > 1) et des indices iy, ..., 1, tels
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que t; #1j4p pour 1 <j <r—1let:

7_7;"17_;1'2“. ;Mr
,.)/io — Tiol 2 T
S’il n’existe aucun triplet (k,[,¢) vérifiant (b), alors pour tout j entre 0 et

r, il existe un préfixe g;; de g;, vérifiant :

~—1 _ ur

Yio = G5 Vi Gir G Vi G Gig VioGioTi Vi iy Gi Vi G,

et tel que le membre de droite de I'égalité soit un mot réduit. C’est clairement
impossible car les membres de gauche et de droite n’ont pas la méme longueur.

Vérifions ensuite que (b) implique (c) : soit h un mot réduit tel que g, ' =

g7 'h (le cas ¢ = —1 est analogue). Alors 7, = ”y,iflgl et :
Lin) < 1+ 2[L(h) + Lig)] = 1+ 2[L(g) = 1] = L(m) = 2. (34)

En ce qui concerne (¢) = (a), il suffit de remarquer que si 7, = =, alors
L(1') > L(m) car L(7,) = 1 et L(7;') > 0. La situation est identique si
€ = —1. Ol

On en déduit immédiatement 1'algorithme ci-dessous, dans lequel on ne
précise pas la représentation choisie pour les mots et pour lequel on ne
cherche pas a optimiser la complexité. On suppose qu’on dispose d’une fonc-
tion Longueur qui donne la longueur d’'un mot, d'une fonction Reduction
pour la réduction d’'un mot et enfin d’une fonction Préfixe qui a un couple
(w1, ws) associe Vrai si le mot wy est un préfixe de wy et Faux sinon.

Algorithme Conversion(7,I',G,n)

Entrée
T : un tableau de symboles représentant les 1,
I' . un tableau de symboles représentant les v,
G : un tableau de mots réduits en les I'[i] représentant les g,
n : un entier, taille des tableaux précédents.
Sortie
Un tableau R tel que R[l] soit un mot réduit en les symboles T'[i]
représentant y; en fonction des ;.
Début
N «—0
Pour 7 de 1 & n faire
N < N + Longueur(G[i])
R[i] < TTi
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Fin
Tant que N # 0 faire
Pour ¢ de 1 & n faire
Pour 57 de 1 & n faire
Si Préfixe(G[i|'T'[i]*!, G[j]™') alors
S « Longueur(GJj])
G[j] < Reduction(G[j]G[i] T[] G]i])
R[j] — R[]~ R[j] R[]
N «— N — S + Longueur(G[j])
Fin
Fin
Fin
Fin
Renvoyer R
Fin.

Sans avoir précisé la représentation des mots, il est délicat d’étudier la
complexité de cet algorithme. Néanmoins nous proposons I’analyse grossiére
suivante : soit N la somme des longueurs des g;. Par la proposition 36, la
boucle Tant que sera exécutée au plus N fois puisqu’a chaque itération la
longueur totale est réduite. Ainsi, les fonctions Préfixe et Réduction seront
appelées au plus n2N fois. Enfin, si M est le maximum des longueurs des g,
il est raisonnable de penser que les appels de fonctions Préfixe et Reduction
nécessiteront au plus O(M) comparaisons et suppressions de symboles. Au
final, on obtient O(n*N M) opérations élémentaires.

Cependant, si 'on cherche une facon astucieuse de représenter les mots
permettant d’identifier plus rapidement les préfixes, on est amené a intro-
duire un graphe orienté dont les arétes sont étiqueté par des symboles de
I’alphabet et a effectuer un traitement des mots 7; analogue a celui de la
construction de 'automate, telle que décrite dans [BMMWO00|. Nous en ti-
rons deux conclusions : notre approche spécifique n’est en fait pas fondamen-
talement différente de la méthode générale utilisée par le paquetage FGA de

GAP, et, on peut déduire de la proposition 36 un algorithme de complexité
O(N?).

Il serait intéressant d’étudier les majorations de N et M en fonction de n
que I’on pourrait obtenir a partir de I’algorithme exprimant les 7; en fonction
des ;. Nous n’aborderons pas cette question en détail ici. Nous remarquerons
simplement qu’il est facile de construire un exemple pour lequel N € O(n?) :
prendre les points critiques alignés sur une droite horizontale et le point

154



Qs

ay =a=ay

a

F1G. 3.16 — Trouver le chemin homotope a [a, a7]

N

de base a gauche des points critiques et au-dessus de cette droite. Dans ce
cas, 7 = (Y—1---71) (1. ..7) est de longueur 2/ — 1, de sorte qu’en
sommant sur [, on obtient bien O(n?) (mais si le point de base est au-dessous
de la droite, alors la longueur de 7; est 1...).

3.4.4 Chemin dans ’arbre homotope a ~; : méthode 2

Nous détaillons maintenant une autre approche possible pour trouver un
chemin dans I'arbre homotope au segment [a, ;]. Nous avons choisi de dé-
tailler cette approche car elle présente l'intérét de minimiser les calculs : elle
ne nécessite que trés peu de calculs autres que des comparaisons d’indices.
On cherche donc quelle suite d’arétes de 7 il faut parcourir, mais surtout
dans quel sens on doit suivre I'arc de cercle A(x;, 2,5, £) pour chaque couple
([o, il [vi, a;]) d’arétes consécutives. Dans cette partie, nous supposerons
que le point de base a est choisi de telle sorte la partie réelle de a est in-
férieure a la partie rélle de chacun des points critiques «;. Cette hypothése
est effectuée afin de simplifier les explications. Nous expliquerons a la fin de
cette section comment se passer d'une telle hypothése. Enfin, pour illustrer
nos propos tout au long de cette partie, nous traiterons les cas rencontrés sur
des exemples, et notamment sur celui donné par la figure 3.16.

Découpage du segment [a, o]
Remarque 21. Si[a = ap, o] est une aréte de T, alors le chemin vy, cherché
est tout simplement [a, x10]- A(x10, 10, +) - [T10, a]. Nous supposerons donc dans

la suite que [a, o] ¢ T .
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Dans ce cas, il est possible que le segment [a, oy traverse I'arbre 7 :

Lemme 22. Soit [o;, ;] une aréte de T. Si cette aréte intersecte le segment
la, ay], alors on a1 <l <joui>Il>j.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de I'ordre choisi pour les
points critiques (effectué avec la détermination principale) et de I'hypothése
sur le point de base a. 0

Cette condition est nécessaire, mais pas suffisante. En effet, la figure 3.16
fournit un contre-exemple : 'aréte [ag, ag) vérifie 9 > 7 > 6. Mais cette aréte
n’a pas d’intersection avec le segment [a, az|; elle en a néanmoins une avec
la droite (a az).

Nous noterons ay = a,aq,...,as_1,as = «; les points d’intersection entre
T et [a, o). Nous supposons que ces derniers sont ordonnés par ordre d’ap-
parition sur le segment [a, ay).

Remarque 22. Compte tenu des hypothéses sur le choix du point de base,
les points (ap)1<p<s—1 sont réguliers.

Intersection(7,[)

Entrée
T : Un arbre de recovvrement de V.
l :un entier vérifiant 1 <[ < n.
Sortie
Lt laliste ordonnée d’arétes oy, o] de T qui intersectent le segment

la, oy]. L’ordre est donné par Uordre d’apparition des points d’in-
tersection sur le segment [a, ay].

L' : laliste d’arétes [a;, ;] de T qui intersectent la demi-droite A} C
(acy), d’origine «y, et telle que a ¢ /.

Cet algorithme utilise tout d’abord le lemme 22, puis trie la liste d’arétes
obtenues selon leur ordre d’apparition le long de la demi-droite [a o). Ceux
ayant une intersection avec le segment [a, oy] sont retournés ordonnés dans
L, et les autres sont retournés dans la liste £ (d’aprés I’hypothése sur le
point de base a, il n’y a pas d’intersection entre I’arbre 7 et la demi-droite A
d’origine a, appartenant a la droite (aqy), et telle que oy ¢ A. Seule la liste
L nous intéresse en ce qui concerne les intersections entre 7 et le segment
la, y]. Néanmoins, la liste £’ sera utile pour 'algorithme Sens-Parcours
décrit plus loin.

Enfin, nous ferons ici I'hypothése que les points a;, ont été calculés, et
nous utiliserons donc ces points dans la suite pour simplifier les explications.
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D’un point de vue purement algorithmique, ce calcul n’est néanmoins pas
nécessaire. Nous expliquerons ceci a la fin de cette section.

Exemple 33. Si l'on considére la figure 3.16, la liste d’arétes intersectant
(a, o) est :

{lag, aus], [aue, aul, [as, auol, [as, as], [ag, agl}-

Aprés avoir ordonné ces arétes par ordre d’apparition de a a aq, on élimine
) 2 bl .

Varéte [, agl, et U'on obtient L = {[aa, ays), [oue, ], [as, anol, [as, as]}. On
a de plus :

ap = a, a1 € [ag, 3], as € [aig, aul, ag € [as, aigl, as € [as, ag| et a5 = a7

On a de plus L' = {[ag, ag|}.

Le probléme se raméne ensuite a trouver un chemin homotope au segment
[an, aps1] pour 0 < h < s — 1, puis a mettre bout a bout les chemins trouvés
pour obtenir le chemin homotope a [a, oy].

Sens de contournement des points critiques

A ce stade de I’algorithme, nous cherchons un chemin homotope au seg-
ment [ap, api1], 00 ay et apyq appartiennent a des arétes de arbre 7, et tels
que l'arbre 7 n’intersecte pas le segment ouvert |ay, ajy1]|.

Nous commencons par poser les notations suivantes :
7, est le chemin dans I’arbre homotope a [ay,, ap+1] dans C\V recherché,
7, est I'unique suite d’arétes de 7 menant de aj, & aj1.

La suite d’arétes 75, sera donné par l'algorithme Relier-arétes, que nous
ne détaillons pas ici (il s’agit uniquement d’un parcours d’arbre). Le chemin
7, contient forcément les arétes de 7,. Néanmoins, il se peut que l'on ait a
passer par d’autres arétes intermédiaires.

Exemple 34. Considérons le segment [a4, as| de la figure 3.16.

On aici T4 = [ay, ag)- [as, a12]- [0z, a17]- (a7, aag] - [aus, a4l - [, ag) - [, as).
Mais on voit bien sur la figure 3.17 que w3 contient Uaréte [an2, aq).

Supposons maintenant que nous connaissons la suite d’arétes de 7 qu'’il
nous faut suivre pour obtenir le chemin m,. Pour chaque couple d’arétes
consécutives [ay, ], [, ;] de cette suite, il nous faut trouver le sens e;;
égal & + ou — que l'on doit utiliser pour contourner le point critique «;,
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a5

[e5Vt

F1G. 3.17 — Le chemin w4 homotope a [a4, as] dans C\V

obtenant ainsi un arc de cercle A(x;, x;;, €x;5). Il est & noter que l'on peut
N . . . €544 .

trés bien avoir k = j, auquel cas A(z;;, x5, €j;;) est le lacet 3,7 de point de

base z;;, et suivant le cercle de centre «; et de rayon |a; — z;;| dans le sens

Gjij-

Lemme 23. Soit 7, un chemin dans l’arbre homotope au segment |[ap, api1]
dans C\V. Alors si Az, Tij, €kij) et A(Tipp, Ty, €pirjr) sont des arcs de
cercles appartenant a m,, on a €kij = Exilji -

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe une suc-
cession d’arétes [oy, o], [, a4, [y, oy telle que la partie de 7, correspondant
a ces arétes soit A(xk, ij, +) - [ij, Tj] - A(zji, w50, —), comme c’est le cas sur
la figure 3.9 ; le contournement des points critiques peut évidemment étre in-
versé, mais cela donne un raisonnement similaire. Ainsi, le chemin construit
traverse 'arbre 7. Or, pour étre homotope a [ay, ap11], le chemin 7, ne doit
pas intersecter I'arbre 7. O

Ainsi, chaque point critique contourné par le chemin 7, doit I’étre dans le
méme sens. Il nous faut donc trouver ce sens de contournement.

Notons X = C\|an, aps1] le plan complexe privé du segment [ap, api1].
Alors, dans X, tout chemin ayant pour point de départ a; et pour point
d’arrivée aj,yq est homotope a 7 ou 7’ (voir la figure 3.18).

Mais, comme I’on contourne tous les points critiques dans le méme sens,
toute suite d’arétes que 1’on aurait ainsi & ajouter a notre chemin forme en
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h ap+1

F1G. 3.18 — Classes d’homotopie dans C\[a, ap1]

fait un lacet qui ne traverse pas le segment [ap, an41], et est donc homotopi-
quement nul dans X. De ce fait, le chemin 7, est homotope dans X a 7, et
ce dernier est lui méme homotope a I'un des deux chemins 7 ou 7’.

La droite (a, ) divise naturellement le plan en deux parties, que nous
appellerons respectivement le 7-plan pour le demi-plan contenant 7, et le
7/-plan pour celui contenant 7’.

Lemme 24. Le point critique o; appartient au T-plan si et seulement si i > 1.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'ordre des points critiques
et, du choix du point de base a. ]

La classe d’homotopie dans X de 73, est alors donnée par le lemme 25. On
note ici 7, = [an, ;] - [y, iy J1<k<s,—1 - [aish,ahﬂ]. On rappelle que nous
avons écarté le cas [ay, api1] = [a, ] (voir la remarque 21 et 'algorithme
Chemin), ce qui implique s, > 1.

Lemme 25. Soit A la demi-droite lapany1), et notons ny Uentier égal au
nombre de points d’intersection entre A et les s;, premiéres arétes de 1y, plus
1 siis, > 1. Alors on a :

T, est homotope dans X a 7 si et seulement si ny, est impair.

Démonstration. Soit A =|xgx1) une demi-droite telle que :

— xo €lan, ap;

— xp appartient au 7-plan,

— A ne passe par aucun point critique.
D’aprés le théoréme de Jordan, le lacet 73, - [ap 11, ap] sépare le plan complexe
en deux composantes connexes, |'une bornée que I’on notera D, et ’autre non.
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En parcourant la demi-droite A en partant de z, on obtient une succession
d’entrées et de sorties dans D. A la fin, comme D est borné, on se situe
forcément dans la composante non bornée. Si le nombre d’intersections est
impair, cela veut dire que I'on était dans D au départ, et donc que 7, est
homotope a 7. Sinon, on a commencé dans la composante non bornée, ce qui
signifie que 73, est homotope a 7’.

En considérant des demi-droites A formant un angle de plus en plus petit
avec la droite (ajapy1), on peut passer le raisonnement a la limite pour
obtenir le lemme, avec 'argument supplémentaire suivant pour traiter la
derniére aréte : 45, > [ (ce qui signifie d’aprés le lemme 24 que ;,, appartient
au 7-plan) si et seulement si il existe n > 0 tel que pour toute droite A tel
que décrite au début de cette preuve et formant un angle 0 < ¢ < n avec la
droite (aqy), A intersecte [@i5h>ah+1[- O

Ensuite, si 7, est homotope & 7 (voir figure 3.18), alors il nous faudra
suivre I’arbre en contournant les points critiques dans le sens trigonométrique.
Sinon, on les contournera dans le sens non trigonométrique.

Le lemme 25 nous conduit naturellement & 1’algorithme suivant. Ici, on
note #/L’ le cardinal de la liste £'.

Sens-Parcours(m,, L, L, h,l)

Entrée :

Th = lan, au) - [ou,, Qi Ji<k<sn—1 - [aiSh,ahH] la liste d’arétes de T
menant de ay, G ap1 avec sp > 1.

L' 1 laliste ordonnée d’arétes de T qui intersectent le segment [a, ay).
L’ordre est donné par l'ordre d’apparition des points d’intersec-
tion sur le segment [a, oy].

L' laliste d’arétes [y, ] de T qui intersectent la demi-droite A, C
(acy), d’origine oy, et telle que a ¢ A,.

h : lindice du segment considérée.
[ [lindice du point critique consideré.
Sortie

€ : Le sens + ou — dans lequel il faut contourner les points critiques

pour suivre le chemin m, homotope a [ay, api1] dans C\V.
Début

L—L1Th+2---#L)UL"
Ny < 0
Pour k£ allant de 1 & s, — 1 faire
Si |ay,,®,,,] € L et iy #1 alors ny < n, +1 Fin
Fin
Si ts, > alors my < n, +1 Fin
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sens non trigonométrique

sens trigonométrique

Fi1G. 3.19 — Contournement de «;

Si np est impair alors
Retourner -+
Sinon
Retourner —
Fin
Fin.

Exemple 35. Considérons le segment [ag,a1] de la figure 3.16. On a ici
To = [@07 0421] : [Oé21, 0420] : [Oé20, 0419] : [0419, 0416] : [0416, 044] : [044, 041] : [041, 042] : [042, Gl]-

Ezxcepté la derniére aréte, seule [ong, aq] a une intersection avec la droite
la,a7]. Or, si L' L" est la sortie de Intersection(7,7), on a e, aq) € L,
et c’est le deuzieme élément de cette liste (voir ['ezemple 33). Comme 2 > 1,
ng < ng + 1.

Pour la derniére aréte, 1o parcourt [ag, ] de ag @ cq3. Puisque 2 < 7,
toute droite A comme dans la preuve du lemme 25 n’intersecte pas [aa, ay).
Finalement, on obtient ng = 1, qui est impair. Le sens de contournement des
points critiques entre ag et a; est donc le sens trigonométrique.

Série d’arétes a suivre

Nous allons maintenant décrire comment trouver le chemin 7, une fois que
I’on connait le sens de contournement des points critiques que doivent suivre
les arcs de cercle de ce chemin. Pour cela, il faut, & chaque point critique
approché, contourner ce dernier jusqu’a ce que ’on rencontre une aréte, qui
est alors I’aréte suivante de notre chemin. La figure 3.19 illustre ce point de
vie.

Nous devons donc connaitre un ordre local pour chaque point critique de
I’arbre 7, donné par 'algorithme Permutation-Locale. Ce dernier retourne,
pour chaque point critique «;, 'ensemble £; des indices de ses voisins, ainsi
que la permutation o;, qui & un élément j de L£; retourne le voisin suivant £
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de £; dans 'ordre trigonométrique.

La suite d’arétes suivie par le chemin 7, est alors donnée par 1'algorithme
suivant :

Chemin—h(v? T? Ea g, [a}w ah+1]7 h7 l7 6h)
Entrées
V : l'ensemble des points critiques augmenté du point de base.

T : un arbre de recouvrement minimum de V.

o =0y,...,0, : les permutations locales en les «;.
L=2Ly,...,L,: les ensembles voisins des «;.

lan, any1] : le segment considéré

h : l'indice du segment considéré.

[ : lindice du point critique considére.

€, =+ ou — : le sens de contournement des points critiques pour le

. chemin my,.
Sortie

7 Un chemin dans Uarbre T homotope a [ap, apy1] dans C\V.
Début
Si h=0 alors
J<0
Si €, =+ alors
Si pour tout ¢ € Ly, i <[ alors k<« min L,
Sinon k « min{i € Ly|i > [} Fin
Sinon
Si pour tout i € Ly, i >1 alors k « max Ly
Sinon k « max{i € Ly|i <!} Fin

Fin
Sinon
Si (e, =+ et g < kp) ou (¢, =— et j, > k) alors
(j> k) — (jh> kh)
Sinon
(j? k) — (khajh)
Fin
Fin
Tp [amfﬂkj]
b— vrai

Tant que b faire
Si e, =+ alors w « o4(j) Sinon w « o, '(j) Fin
Th < Th * A(»”Ukj,l’kw, Gh)
Si apy1 = et w=1 alors
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Si €, =+ alors wy < 0,(k) Sinon wy < o, (k) Fin
Si A(xg, Ty, €n) intersecte [ag,qq| alors
T < Th * [kaa xwk]
(J, k) — (k,w)
Sinon
b+ faux
Tp < Tp » [ﬂfkmahﬂ]
Fin
Sinon Si api1 € [ou, ] et
(aps1=0a; ou (k<w et ¢,=—) ou (k>w et ¢, =+)) alors
b+ faux
Tp < T - [-Tkunathl]
Sinon
Th < Th~ [kaa xwk]
(J, k) — (k,w)
Fin
Fin
Retourner m
Fin.

A chaque boucle Tant que de 'algorithme Chemin-h, les indices j, k, w
sont définis de telle facon que le chemin construit va de l'aréte [a;, ax] &
laréte [ag, -

Si ap, € [a,, o], la figure 3.20 illustre comment trouver par lequel des

deux points intermédiaires x;, 5, ou xy, j, le chemin 7, doit commencer.

Oy
Ly,

sens trigonométrique
TTTTTTTT T T X Ah+1

sens non trigonométrique

FiaG. 3.20 — Point intermédiaire suivant a,

Le cas h = 0 demande un traitement particulier. La figure 3.21 illustre
alors les cas a considérer. On rappelle que nous avons écarté le cas ou [a, oy €
7, ce qui implique que [ ¢ L.

Enfin, le cas a1 = o demande de s’assurer que ’on oublie pas de contour-
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s @

sens trigonométrique

ey k<j<i<l

F1G. 3.21 — Choix de I'aréte de départ

ner certains points critiques quand on arrive au point ¢;. Le test d’intersection
se résout en pratique par une simple comparaison d’arguments.

Exemple 36. Considérons le chemin mg dans l’arbre T de la figure 3.16 ho-
motope au segment [ag, a1|, illustré sur la figure 3.22. Ici, le seul point critique
relié au point de base a est azy. Le chemin my commence donc par [a, a1 o).
Ensuite, le sens de contournement des points critiques est le sens trigono-
métrique (voir 'exemple 35). L’ordre local en a1 nous donne 091(0) = 20.
La suite du chemin est donc A(xa10, 2120, +). A ce stade, nous n’avons pas
encore atteint l’aréte [ay, anz] donc on continue, et on ajoute l'aréte [xag, T19)
a mo. Et on continue ainsi jusqu’a arriver au point xo1. On a alors j =1 et
k=2. On a ainsiw = o9(1) = 13, et on ajoute donc au chemin l’arc de cercle
A(xoq, 013, +). Ici, nous avons atteint l'aréte [aq, ciys]. Mais le chemin n’est
pas fini, puisque pour avoir un chemin homotope au segment [ag, a;] dans
C\V, il nous faut encore contourner le point critique 3. Ceci est bien fait
par notre algorithme : on a k = 2 = min{2, 13} et ¢, = + donc on continue
la boucle Tant que. On ajoute donc le segment [x413, X132] au chemin, puis
on pose j = 2 et k = 13, et ensuite w = 013(2) = 2, ajoutant A(x132, 132, +)
au chemin. On a alors k = 13, w = 2 et ¢, = +. Ceci est bien la fin de la
boucle Tant que, et donc de [’algorithme. On obtient finalement :
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Q20 o

9
A7 =
ANVS
- - - - - - - - - - - - -9 X - - - - - - -~ .____'
a2 }/%
Qg
>
aq

F1G. 3.22 — Le chemin my homotope a [ag, a;] dans C\V

o = [a,xm,o] : A($21,0,$21,20,+) : [$21,20,$20,21] : A($20,21,$20,19,+)
[$20,19, $19,20] 'A($19,20, 219,16, +) : [$19,16, 1’16,19] 'A($16,19, T16,4, +) : [1’16,4, $4,16] :
A(xg16,Ta1,+) - [Ta1,214] - A14,212,+) - [T12,221] - A(T21, X213, +) -
[$2,13, I13,2] 'A($13,2, Z13,2, +) : [$13,2, al]

Il se peut également que le début du chemin commence par contourner
un point critique (ou plus généralement une branche de I’arbre), comme
I'illustre la figure 3.23. Ici, le début du chemin 7y est donné par [as, z96] -
A(z96, Tos, +) - [To6, Te] - - -
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Fi1G. 3.23 Le chemin my

Algorithme de construction des chemins

Enfin, 'algorithme Chemin donne, pour chaque point critique «y, un che-
min §; homotope a [a, 0y].

Chemin(V, 7,0, L)

Entrées
V : l'ensemble des points critiques augmenté du point de base.
T : un arbre de recouvrement minimum de V.
o =0y,...,0,: les permutations locales en les «;.

L=Ly,...,L, : les ensembles voisins des «.

Sortie : Pour chaque point critique oy, un chemin dans ’arbre §; homo-

tope a [a, oy
Début

n«—#Y -1
Pour [ allant de 1 & n faire
Si [a,cq] € T alors d; < [a, ;] Boucle suivante Fin
51 — @
(L', L") « Intersection(7,I)
Pour h allant de 0 & #L' — 1 faire
T < Relier-arétes(7,L'[h], L'[h + 1])
¢ «— Sens — Parcours(r, L', L")
7 < Chemin —h(\V, T, L, 0, [an, api1], 1, €)
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51 — (Sl - T
Fin
Fin
Retourner §
Fin.

Ainsi, nous avons décrit dans cette partie un algorithme qui construit
un chemin suivant I'arbre homotope au chemin v; dans Xj. Nous concluons
cette section en faisant quelques remarques, notamment sur le point de vue
calculatoire de cet algorithme.

Tout d’abord, il n’est pas nécessaire de calculer précisément les valeurs
des points ay, : la seule information dont nous avons besoin est de pouvoir
ordonner les points ay, sur le segment [a, . En effet, cet ordre mis a part, la
seule information importante concernant a; est I'aréte de 1’arbre a laquelle
il appartient. Ainsi, on peut oter a chacun des chemins 7, les arétes [ay, ;]
et [Trw, aps1], quitte a rajouter l'aréte [Try, Typr] entre m, et 7,41 pour I'ob-
tention du chemin §;.

Cette remarque prise en compte, on peut voir que I'avantage de cet algo-
rithme est qu’il a uniquement besoin de calculer deux choses :
I'ordre des points d’intersection ay entre [a, oy] et 7.
la permutation locale de chaque point critique rencontré.
Toutes les autres opérations se contentent de comparer les indices des points
critiques.

Ensuite, pour simplifier la formulation, notre algorithme retourne des che-
mins §; homotope au segment [a, oy]. En pratique, on ne cherche pas a at-
teindre le point critique «;, mais uniquement le point zy, si [z, ;] est la
derniére aréte du chemin §; retourné (en définissant xo, = a pour traiter le
cas particulier ou [a,q] € 7). Pour avoir un tel chemin, il suffit donc de
remplacer l'aréte [xy, ay] par [zy, x| dans le chemin ¢; trouvé. Cette modi-
fication effectuée, le lacet v = (5[1 - By - 0; est homotope dans X, au chemin

M-

Enfin, I'hypothése sur le point de base effectué au début de cette section
peut facilement étre supprimée : elle permet uniquement de mieux décrire la
division du plan en les deux demi-plans que sont le 7-plan et le 7/-plan (voir
le lemme 24). Ainsi, si I'on effectue les corrections suivantes :

Remplacer « 45, > I» par « a;, est dans le 7-plan »dans I'algorithme
Sens-Parcours,

— Modifier les traitements des arétes initiales et finales dans 'algorithme
Chemin-h (il suffit de remplacer les comparaisons d’indices par la notion
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d’appartenance au 7-plan ou au 7’-plan).
Alors I'hypothése sur le point de base a n’a plus a étre considérée dans nos
algorithmes.

3.5 Connexion entre les fibres

Pour chaque point critique «;, la section 3.4 nous donne un chemin dans
I'arbre 7] homotope au chemin +; de la figure 3.1. Ce chemin +, est constitué
d’une succession de segments [x;;, z;;| et d’arcs de cercles A(xj;, xjx, £). Dans
cette partie, nous allons décrire la facon dont on connecte les fibres successives
au-dessus des points de ce chemin.

3.5.1 Principe

Nous commencons par expliquer le principe de la méthode en illustrant
celle-ci & partir de la figure 3.9, page 141. Nous expliquerons dans la section
3.5.2 comment améliorer 'efficacité de ce procédé.

Nous commencons par calculer la fibre de F' en le point de base a et au-
dessus de tous les points z;; par lesquels passe notre chemin. Ensuite, pour
suivre le segment [z;;, 2;;], nous calculons les développements en série de F
au-dessus du milieu «; de 'aréte [a;, ci;]. Puis 'on connecte ces développe-
ments en séries aux deux fibres F(x;;) et F(z;;), comme décrit dans la partie
3.3.4. Cela nous permet de connecter les éléments de ces fibres deux a deux.

Pour suivre 'arc de cercle A(xj;, z;x, ), on calcule les développements
en série de Puiseux au dessus du point critique «;, puis on évalue ces dé-
veloppements en les points z;; et x;, pour les connecter aux fibres en ces
points, et ainsi connecter les deux fibres entre elles (voir la proposition 33).
Pour cela, il est recommandé de choisir une détermination pour la fonction
racine e-iéme qui soit telle que la ligne de discontinuité B de ces dévelop-
pements soit la plus éloignée possible des points z;; et x;;, afin d’éviter au
maximum les problémes numeériques qui peuvent apparaitre si les points de
connexion étaient trop prés de B. Le meilleur choix possible est la demi-
droite B = (o, (arg(cy — ¢;j) +arg(c; —¢;))/2 4 pm) ot p est égal & un si 'on
va dans le sens trigonométrique et zéro sinon. De plus, d’aprés le lemme 21,
I’angle formé entre chacune des arétes considérées et la demi-droite B est au
moins égal a %.

En combinant ces connexions, et si I’on note, comme a la fin de la section
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3.4.1, 4; le chemin qui va du point de base a a I'un des points de connexion x;,
proche du point critique aq, alors on connecte ainsi F(a) a F(x,). Le lacet
effectué autour du point critique oy est alors obtenu a 1’aide de la proposition
32. Enfin, il n’est pas nécessaire d’effectuer le prolongement analytique le long
du chemin 4;!, puisque la connexion entre les fibres F(xz;,) et F(a) le long
du chemin 5[1 peut étre obtenue en inversant celle calculée pour le chemin

;.

Ainsi, nous avons décrit une méthode qui permet de calculer le groupe de
monodromie M. Cette méthode nécessite les calculs suivants :

Les développements de Puiseux au dessus de chacun des n points cri-
tiques ay,

Les développements en séries au dessus de n + 1 points réguliers (les n
milieux des arétes de I’arbre, ainsi que le point de base a),

— une approximation numérique des fibres en les points intermédiaires,
soient 2n points (on peut se contenter de 2 points intermédiaires par
aréte).

Néanmoins, jusqu’a présent, nous n’avons pas encore pris compte les ordres
de troncation. Or, ceux-ci peuvent étre élevés, et de ce fait, en se contentant
de deux points d’évaluation par aréte de 7, on obtiendrait une méthode
inutilisable en pratique. En effet, si 'on considére la borne donnée par la
proposition 34, on s’apercoit que cette borne tend rapidement vers l'infini
quand [ tend vers 1, ce qui correspond au cas ou le point d’évaluation x;
est relativement proche du rayon de convergence de la série considérée. Cette
situation apparait quand on a une aréte de I’arbre 7 constitué de deux points
critiques «; et ay proches, et que I'un des voisins a; de oy dans 7 est a
une distance plus importante. Dans ce cas, de part sa définition (voir la
section 3.4.2), le point de connexion xy; est nécessairement proche du rayon
de convergence des séries calculées en «y,;, milieu de I'aréte [ay, ay].

Exemple 37. Considérons le polynéme F(x,y) = y* — 2%+ 2 (102 — 1)* €
Q[z,y]. Ce polynome, provenant de [Mig92, page 170/, a comme particularité
que deuz de ses points critiques sont trés proches (& une distance inférieure
a 10_%). En prenant par exemple a = —3 + 21 comme point de base, on
obtient des points critiques indexés de la fagon suivante (on donne ici une
approzimation de ces points critiques) :
- oy ~ —2.990197594 — 5.065348139 1,
— ay >~ 0.09977763419,
- a3 ~ 0.1002248660,
ay ~ 5.780392689,
as ~ —2.990197594 4 5.065348139 1.
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L’arbre de recouvrement minimum est alors :

T = {[a, as], [a, as], [z, 1], [ae, 3], [as, g }

Pour pouvoir calculer la permutation associée au point critique oy, nous al-
lons donc suivre 'aréte [aq, as]. Comme §(ae) =~ 0.00044723181, le point x9,
le plus éloigné de ay que 'on puisse prendre vérifie xo; ~ 0.09954472791 —
0.0003817996285 1. De ce fait, pour évaluer les séries au-dessus de oy g
—1.445209980 — 2.5326740701 en w41, on obtient (voir la proposition 34)

B = % ~ 0.9998492506. En utilisant les bornes de [Mig92], on trouve
une borne M = 26.85009798 pour les valeurs des séries dans le disque de
convergence. En calculant la fibre en x4, on obtient une précision nécessaire
n =~ 0.03565093653. Au final, le critére de la proposition 34 nous dit qu’il
faudrait avoir un ordre de troncation N > 102309 pour avoir une connexion

fiable entre la fibre F(xa1) et les séries en ajo.

Pour raffiner notre stratégie, nous allons donc introduire des points inter-
médiaires supplémentaires, en nombre controlé, comme décrit dans la partie
suivante.

3.5.2 Compromis entre le nombre de pas et les ordres
de troncation

Comme nous I'avons vu dans I'exemple 37, les ordres de troncation donnés
par la proposition 34 peuvent atteindre des tailles trop élevées en pratique.
Nous allons ici étudier plus précisément cette borne, et allons expliquer com-
ment la controler au mieux.

La proposition 34 nous donne donc une borne :

ln(%)jtln(l—ﬂ)_ _(\xl—x()])i
N > () 1, avec 0 = 7[)

On peut séparer cette formule en deux parties. D’une part, on a le nombre
In (%), qui dépend des feuillets du revétement (C,x) : s’ils sont proches I'un
de l'autre ou pas, s’ils prennent des valeurs importantes ou pas etc. Cette
partie dépend donc intrinséquement du probléme, et est de ce fait difficile a
controler. Par contre, 'autre partie de cette borne, 1111511(;351)’ dépend unique-
ment de (3, et donc des points du plan complexe utilisés pour le prolongement
analytique. De ce fait, cette partie est facilement controlable. Nous allons

donc maintenant proposer une stratégie dans laquelle nous allons utiliser des
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points intermédiaires supplémentaires, de telle sorte que chacun des nombres
[ considérés soient bornés par une constante. Il s’agit ici d’un raffinement
du raisonnement proposé dans [Pot07]. En effet, ’argument utilisé dans cet
article provenait principalement d’observations pratiques. Ici, nous considé-
rons de plus la complexité du prolongement analytique pour affiner le choix
du nombre J.

Optimiser le prolongement analytique

Dans notre contexte, le probléme est donc de minimiser le cotit (c¢’est-a-
dire la complexité binaire) du prolongement analytique entre le milieu de
I’aréte «;; et le point x;;. Le probléme est donc d’approcher le point critique
a; le long du chemin [}, z;;]. De plus, on sait (voir le lemme 20), que pour
tout point ¢ € [a;, 5], on a 6(zg) = |xg — o;]. On peut donc schématiser
notre probléme de la facon suivante :

— Le point x = 0 est un point critique.

— xg est un point régulier dont le plus proche point critique est 0.

z1 € [0, o).
On veut minimiser la complexité binaire du prolongement analytique
entre xg et 7.

Des études de ce cas ont été effectuées dans le cadre des séries solutions
d’une équation différentielle [CC87a, CC90, vdH99, Mez07|. Ces études sont
basées sur le fait qu’il existe des algorithmes calculant les séries solutions
d’une équation différentielle ayant une complexité binaire quasi linéaire en le
nombre de termes souhaités.

Dans notre cas, 'algorithme de Newton quadratique (voir la section 2.1.1),
qui permet de calculer les séries solutions du polynéme F' en un point régulier,
a une complexité arithmétique quasi linéaire en le nombre de termes calculés
(voir le théoréme 8). Etant donné que cet algorithme peut étre utilisé sur
C, on peut éviter les problémes d’extensions de corps et de croissance des
coefficients, et ainsi chaque opération arithmétique a un cott constant. Fi-
nalement, nous ferons donc I’hypothése que I'on dispose d'un algorithme qui
calcule une approximation numeérique des séries solutions de F' et qui posséde
une complexité binaire quasi linéaire en le nombre de termes calculés.

Notons py,...,pst1 les points o 'on va calculer les séries solutions de
F, et x1 = ep,e1,...,€s (€; € [pi,piy1]) les points de connexion. Comme
dans |[CC87a, CC90, vdH99, Mez07|, nous choisissons ces points de telle ma-
niére que le nombre # €]0, 1] intervenant dans les ordres de troncation soit
constant, c’est-a-dire tel que :
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Ty = Ps+1

Fi1G. 3.24 Points intermédiaires

— le point z vérifie |x1| = §°0(0) ol e est le plus grand indice de ramifi-
cation des séries de Puiseux au-dessus de 0,
— pour tout 1 <i <s, ona |p;, —e| = |p;i — ei_1] = B|pil-

On obtient donc |p;41] = ﬁ\ei\, lei| = (B + 1)|ps|, et comme |z1] = 3°0(0) :

| (ﬁ_i_l)zfl ol (/8_1__1)2’71/66

etted = (258) o = (25 o0

Finalement, on peut exprimer le nombre s en fonction de (3 : on veut que s
(B+1)°~! (ﬁ+1
(1-p)*

g |z1], ce qui nous conduit a :
|zol 14 |zo|
In ((1 -o)] [m(HE)
B+1 B+1
In (m) In (1 ﬁ)
Remarque 23. La stratégie proposée ici consiste donc a « s’éloigner » du
point critique 0. Avec un tel choiz, on obtient généralement un point psyq tel

que |psi1| > |xo|. En pratique, on ajuste alors les points es et psi1 de telle
facon que psy1 = xg et es € [ps, ko], comme c’est le cas sur la figure 3.24.

vérifie

S =

Ensuite, si M est une borne supérieure pour  sup  S(z)et sup S(z),
z€D(z0,|z0]) 2€D(0,6(0))
alors M majore aussi  sup S(x),1 < i < s+ 1, puisque D(p;, |pi|) C
€D (pi; |pil)
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D(xo,|zo|) pour 1 < i < s+ 1. De méme, on peut prendre pour valeur 7
la plus petite des précisions nécessaires sur I'ensemble des fibres F(e;). On
obtient ainsi deux valeurs M et n (voir la proposition 34) qui ont la méme
valeur pour tous les points intermédiaires considérés.

Finalement, sous I'hypothése que I'on utilise un algorithme de calcul des
développements en série de F' qui a une complexité binaire quasi-linéaire,
nous sommes ramenés a minimiser le nombre de pas multiplié par le coiit de
chaque pas (qui est constant dans notre stratégie), c¢’est-a-dire & minimiser
la fonction suivante :

1-4 |zo|

n _ In ( ZZ
c) - (111 (M) +1In(1 - 5) B 1) < ,@m&l(o))
In <1 ﬁ)
= fi(B) (A+In(3) —In(1 - 3)) (B +In(1 — 3) — eIn(p))

aV@(‘fl(ﬂ):—W A——ln( )>09tB 1n<1;?8)|>>0

Si A et B tendent vers 'infini, qui est le pire des cas (puisqu’il induit
un coup important), la fonction C(3) est équivalent a la fonction f1(53), qui
prend son minimum en =2 — 1. Or, on a

C(v2 — 1) ~ 1.2873004 (A — 0.34657359) (B — 0.53479999 + 0.88137358 ¢) .

La valeur ¢ = /2 — 1 semble donc étre la meilleure valeur a prendre. C’est,
cette valeur que nous utiliserons par la suite.

Nombre total de points intermédiaires

Nous revenons maintenant dans le cadre général de notre probléme : on
considére une demi-aréte [o;;, ;] de arbre 7. Si 'on remplace 3 par V21,
|zo| par d(cv;) et O par oy dans le nombre s de points intermédiaires trouvé
dans la section précédente, on obtient un nombre de points intermédiaires a
considérer pour la demi-aréte [a;;, o] égal a :

In(2 —v3) ~ eln(vZ - 1) + In (%))

V2
In (27\5)
26(vi5)
1n< 5(%])



On rappelle qu’avec un tel nombre de points intermédiaires, toutes les
valeurs de 3 (voir la proposition 34) son inférieures ou égales a v/2 — 1.

En additionnant le nombre de points intermédiaires obtenu pour chaque
demi-aréte, on obtient finalement, si n désigne le nombre de points critiques :

Proposition 37. Le nombre de points de développement et d’évaluation né-
cessaire pour calculer le groupe de monodromie par notre méthode est en
O(nln % +9g+dy), 00 Lyay €t Ly, sont respectivement les longueurs de
la plus grande et la plus petite aréte de T, et g est le genre de la courbe C.

Démonstration. Pour chacune des demi-arétes de 1’arbre 7', on peut borner
In <%> dans la valeur de s par In ]zzaz Etant donné qu'il y a n arétes,
on obtient le premier terme du résultat. D’apreés le lemme 21, il y a au plus 6
arétes de 7 incidentes a «;. Ainsi, lorsqu’on somme sur I’ensemble des demi-
arétes, on obtient une contribution bornée par 6 ) (e —1) = 12(g+d, —1),
ot la somme est prise sur 'ensemble des places P de C et la derniére égalité

est la formule d’Hurwitz. Ceci nous donne le terme (g + d,,). 0

Corollaire 7. Le nombre de points de développement et d’évaluation est en
O(D?In &maz) " o0 D est le degré total de la courbe C.

Démonstration. Le genre g et le degré du discriminant de F' en y sont en
O(D?) (voir respectivement [Mir95] et [v2GG99]). O

Ainsi, pour une famille de polyndémes pour lesquels la quantité % est
bornée, le corollaire nous dit que le nombre total de points intermédiaires
augmente linéairement en la taille de la sortie, qui est en O(D?). Finalement,

on a :

Théoréme 22. Supposons que F' € Z[x,y| et notons || F||s la plus grande va-
leur absolue de ses coefficients. Alors le nombre de points de développements
et d’évaluation est en O(D® + D5log || F||s)-

Démonstration. Notons Rp(x) € Z[x] le résultant en y de F' et F,. La quan-
tité L,,.. peut étre bornée par deux fois le rayon de n’importe quel disque
contenant '’ensemble des points critiques. Choisissons ||Rr||2 pour une telle
borne [MS99, exercice 132|, oil ||-||2 est la norme euclidienne. Notons S € Z[z]
le produit des facteurs irréductibles de Rp dans Z[z]. Puisque S est un divi-
seur de Ry dans Z[z]| de degré n, on a :

I1S]l2 < 2°(n + 1)2 || Rell2 < 29(q + 1)2 || Re |2,
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o ¢ = d,(2d,+1) majore le degré de S et de Rp. Pour L,,;,, on peut utiliser
la borne inférieure sep(S) de [MS99|. Comme le polynéome S est supposé a
coefficients dans Z, on obtient :

L max

T < 2GR (1) T | R
min

< 200 0GR g+ 1) Ryl

On applique ensuite le lemme 10 page 84 du chapitre 2, , puis on obtient le
résultat a partir du corollaire 7 en majorant d, et d, par D. O

Dans la preuve de ce théoréme, nous avons considéré S comme un facteur
quelconque de Rp. 1l serait intéressant d’avoir une borne plus fine pour ||5]| «,
qui ne dépendrait pas exponentiellement du degré n, car cela permettrait
d’obtenir un résultat en O(D?) au lieu de O(D®).

3.6 Conclusion et Perspectives

Nous avons décrit dans ce chapitre un nouvel algorithme pour calculer le
groupe de monodromie d’un revétement (C, z). Celui-ci minimise la longueur
totale des chemins parcourus dans le plan complexe en utilisant un arbre de
recouvrement minimal pour la distance euclidienne de 1’ensemble des points
critiques. Nous avons notamment montré comment obtenir des chemins sui-
vant cet arbre homotopes a ceux utilisés dans [TT84|. Notre stratégie utilise
des développements de Puiseux au-dessus des points critiques, obtenant ainsi
les monodromies locales, ainsi que le prolongement analytique le long de che-
mins proches des points critiques. [’utilisation de développements en séries
tronquées a des ordres controlés permet de certifier la connexion entre deux
fibres successives. De plus, ces développements en série permettent d’obtenir
des bornes sur les intégrales utilisées lors du calcul de 'application d’Abel
[DP07|. De plus, nous donnons un compromis entre le nombre de pas inter-
meédiaires et les ordres de troncation considérés. On obtient ainsi des bornes
sur le nombre de points intermédiaires utilisés. Finalement, en utilisant 1’al-
gorithme symbolique-numérique décrit dans le chapitre 2 pour calculer une
approximation numérique des développements de Puiseux, on obtient un nou-
vel algorithme symbolique-numérique pour calculer le groupe de monodromie
du revétement (C,x).

Ce travail reste ouvert : si des bornes sur les erreurs engendrées pour les
coefficients des séries de Puiseux sont données, alors il est possible, sous ré-
serve d’avoir une algorithmique numérique donnant des bornes d’erreur, de
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certifier le résultat obtenu, ce que nous ne fournissons pas a I'heure actuelle.
De plus, nous ne fournissons pas de complexité pour le calcul du groupe de
monodromie. Néanmoins, les bornes sur le nombre total de points intermé-
diaires sont une premiére étape vers un tel résultat.

Enfin, nous avons programmé un prototype de cet algorithme sous Maple,
mais ce dernier nécessite d’étre raffiné, et dépend également de 1’algorithme
symbolique-numérique de calcul de développements de Puiseux. Pour résu-
mer, il reste un travail important de programmation a effectuer.
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette thése une nouvelle approche pour calcu-
ler une approximation numérique des développements de Puiseux au-dessus
d’un point critique. Cet algorithme modulaire-numérique nous permet d’ob-
tenir un nouvel algorithme symbolique numérique pour calculer le groupe de
monodromie du revétement (C,z). Des prototypes de ces algorithmes ont de
plus été implanté en Maple.

Cette approche consistant a guider des calculs numériques a 1’aide d’in-
formations exactes obtenues par calculs modulaires est a notre connaissance
nouvelle. Les expérimentations menées a I'aide de cette nouvelle version de
I’algorithme de Newton-Puiseux laissent a penser que cette méthode est effi-
cace et numériquement stable.

De plus, nous avons donné de nouvelles bornes de complexité pour la
partie modulaire de notre algorithme de calcul de développements de Puiseux,
améliorant significativement les bornes existantes.

Enfin, si 'on a a disposition une algorithmique numérique permettant de
controler les erreurs numériques tout au long des calculs, il est possible de
certifier I'algorithme de calcul de développement de Puiseux, puis celui de
calcul de groupe de monodromie.

Néanmoins, ce travail n’est pas clos. Outre la certification qui n’est pas
effectuée dans cette thése, il y a de nombreux points a étudier et améliorer.
Tout d’abord, la partie numérique de l’algorithme de Newton-Puiseux n’a
pas été programmeée a ce jour, et n’est donc pas non plus utilisée dans le
prototype d’algorithme développé pour le calcul de groupe de monodromie.

Ensuite, dans cette thése, nous avons suivi le schéma classique de 1’al-
gorithme Newton-Puiseux pour calculer les développements de Puiseux. Il
apparait pourtant que cet algorithme semble améliorable, notamment en cal-
culant ’ensemble des séries de Puiseux en méme temps plutot que séparé-
ment. Ceci est un travail que nous avons commencé a étudier avec Grégoire
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Lecerf et Joris van der Hoeven.

Un autre point intéressant pour des travaux ultérieurs serait d’adapter la
stratégie modulaire-numérique proposée dans cette thése au cas des équa-
tions différentielles. En effet, les séries singuliéres irréguliéres solutions d’une
équation différentielle linéaire utilisent des polygones de Newton ainsi que
des polynomes caractéristiques. Il semble donc naturel de réfléchir a une telle
adaptation. Malheureusement, cela ne parait pas trivial : en effet, dans le
cadre des équations différentielles, il ne parait pas clair que 'on puisse avoir
un critére de réduction aussi simple que celui utilisé quand ’on connait le
polynome bivarié qui définit la courbre algébrique.

Pour finir, il reste a traiter tout ce qui concerne le contréle numérique
des erreurs, ceci afin d’obtenir un algorithme certifié, mais également pour
pouvoir obtenir la complexité binaire de la partie numérique de notre algo-
rithme, nécessaire pour obtenir une complexité binaire du calcul du groupe
de monodromie.
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Calcul de développements de Puiseux et
application au calcul du groupe de monodromie
d’une courbe algébrique plane

Dans cette thése, nous présentons un nouvel algorithme symbolique-numé-
rique pour calculer une approximation numérique des développements de
Puiseux au-dessus des points critiques, que nous utilisons pour calculer le
groupe de monodromie d’une courbe algébrique plane. Essentiellement, 1’al-
gorithme de calcul de développements de Puiseux utilise des calculs modulo
un nombre premier p bien choisi pour obtenir des informations exactes sur les
séries de Puiseux. Ensuite, nous décrivons comment calculer une approxima-
tion numérique de ces séries de Puiseux a partir de ces informations exactes.
Nous étudions également la complexité de la partie symbolique de notre al-
gorithme. Enfin, nous proposons un algorithme symbolique-numérique pour
calculer le groupe de monodromie d’une courbe algébrique plane qui utilise
ces développements de Puiseux.

Mots clés : Développements de Puiseux, Courbes algébriques, Corps finis,
Complexité, Calculs symboliques-numériques, Groupe de monodromie.

Computing Puiseux expansions and application
to the computation of the monodromy group
of a plane algebraic curve

We present a new symbolic-numeric algorithm to compute numerical ap-
proximations of Puiseux expansions above critical points. We use this new al-
gorithm to compute monodromy groups of plane algebraic curves. In essence,
we compute numerical approximations of Puiseux expansions in the following
way: computations modulo a well chosen prime number p are used to obtain
the exact information required to guide floating point computations. We
also give complexity bounds for the symbolic part of our algorithm. Then,
we propose a new strategy to compute monodromy groups of plane algebralc
curves using this numerical approximations of Puiseux expansions.

Key words : Puiseux expansions, Alebraic Curves, Finite Fields, Com-
plexity, Symbolic-Numeric computations, Monodromy groups.



