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Notations

A Anneau commutatif unitaire
A∗ Groupe des éléments inversibles de l’anneau A
A[x] Algèbre des polynômes en la variable x
A[[x]] Algèbre des séries formelles à coefficients dans A
SI(A) Algèbre des suites indexées par I, à valeurs dans A
u� v Produit de Hadamard des suites u et v
χN Indicatrice de l’ensemble N
AnnA[x](u) L’idéal annulateur de la suite u dans l’anneau A[x]
f � g Produit de Hadamard des séries f et g
Endc(SI(A)) Ensemble des endomorphismes continus de l’algèbre SI(A)
Autc(SI(A)) Ensemble des automorphismes continus de l’algèbre SI(A)
Mh(A) Algèbre des matrices carrées d’ordre h sur A
Mh,r(A) Algèbre des matrices h× r sur A
SN(A) = S(A) Algèbre des suites indéxées par N, à valeurs dans A
r(A) Algèbre des suites récurrentes linéaires à coefficients et à valeurs dans A
K Corps commutatif de caractéristique nulle
rα(K) Ensemble des suites u de r(K) telles que u(n) = p(n)αn, α ∈ K∗, p ∈ K[x]
Z(K) Ensemble des suites de r(K) nulles à partir d’un certain rang
fu Série génératrice de la suite u
Tu La suite (u(n+ 1))n≥0

φdu La suite (u(dn))n≥0

Ed(u0, . . . , ud−1) Emboîtement des suites u0, . . . , ud−1

ψd,J,σ Tressage
ψd,σ Tressage bijectif
ϕ(d,a,b,c,t) Application semi-affine
Φ Ensemble des applications semi-affines
Φ0 Ensemble des applications purement semi-affines.
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Introduction

Une des plus célèbres et sans doute la plus ancienne suite récurrente linéaire est la suite
(1,1,2,3,5,8,13...) qui « compte » le nombre de couples de lapins enfermés dans un enclos et
qui figure dans le Liber Abaci (1202) de Léonard de Pise (dit Fibonacci). On trouvera ensuite
les suites récurrentes linéaires chez des mathématiciens de la fin du XVIe siècle jusqu’à nous
jours. C’est à Édouard Lucas au XIXe siècle qu’on doit le nom donné à cette suite « série de
Fibonacci » ainsi que sa popularisation.
L’âge des suites récurrentes linéaires, la diversité de leurs champs d’application en font un sujet
tellement vaste et si riche en résultats qu’il faudrait plusieurs ouvrages, en plus de ceux qui
existent déjà, pour faire le tour de toutes leurs propriétés. Elles ont été étudiées d’abord sur le
corps des entiers rationnels puis sur un corps quelconque de caractéristique nulle. L’étude de
telles suites fait l’objet d’une littérature abondante, et il serait long de réaliser une bibliographie
complète du sujet. Nous renvoyons cependant à l’ouvrage collectif [11] qui contient une mine
de résultats et de références.
Voici une liste, sans doute incomplète, de sujets importants où interviennent les suites récur-
rentes linéaires.
En informatique, les suites récurrentes linéaires interviennent dans divers domaines théoriques
ou pratiques. Elles apparaissent d’abord comme un objet fondamental en théorie des langages ;
elles interviennent directement dans l’étude des morphismes itérés sur un monoïde (DOL-
systems...voir [6]) et la théorie des séries rationnelles en variables non commutatives - sujet
fondé essentiellement par M.-P.-Schützenberger - en est une généralisation naturelle et féconde
(voir [7]).
L’étude des suites récurrentes linéaires à valeurs dans un corps fini est un problème essentiel
dans le domaine des communications (voir [13], de la théorie des codes correcteurs et de la cryp-
tographie. Signalons par exemple, la correspondance entre ces suites et les registres à décalage
(shift-registers) qui sont des systèmes bien pratiques à la fois pour la génération des suites de
nombres pseudo-aléatoires et aussi le chiffrement dit « disque jetable ».
Autre exemple bien connu, les réduites du développement en fraction continue des irrationnels
quadratiques ont des numérateurs et des dénominateurs qui sont les termes de suites récur-
rentes linéaires, ainsi les dénominateurs de la suite des réduites du développement du nombre
d’or (1 +

√
5)/2 sont les nombres de Fibonacci.

Comme il est expliqué en [17], on peut aussi utiliser les suites récurrentes linéaires pour
construire des algorithmes en théorie algébrique des nombres, c’est un peu la version arith-
métique des algorithmes d’analyse numérique où les suites récurrentes linéaires sont utilisées
pour obtenir des informations sur les racines d’un polynôme ; pour un exposé très précis des
algorithmes algébriques sur les polynômes, voir le livre de Knuth « The Art of Programming,
Addison esley ». On trouvera dans [18] un exemple pour décomposer un polynôme P en fac-
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teurs linéaires dans un corps Fq fini ; la méthode banale consistant à calculer les valeurs de P (x)
pour x parcourant Fq nécessite près de q opérations, mais en calculant l’ordre de la matrice
compagnon de P , on peut répondre à la question en O(log q) opérations.
Édouard Lucas a écrit :
« La théorie des suites récurrentes est une mine inépuisable qui renferme toutes les propriétés
des nombres ; en calculant les termes consécutifs de telles suites, en décomposant ceux-ci en
facteurs, en recherchant par l’expérimentation la loi de l’apparition et de la reproduction des
nombres premiers, on fera progresser d’une manière systématique l’étude des propriétés des
nombres et de leurs applications dans toutes les branches des mathématiques. »

Dans ce travail, nous nous intéressons aux endomorphismes de l’ensemble de suites récurrentes
linéaires à coefficients et à valeurs dans un anneau commutatif unitaire en tant qu’algèbre et
en particulier nous caractérisons ceux qui sont continus dans le cas d’un corps commutatif de
caractéristique nulle.
Les résultats de cette thèse ont fait l’objet d’un article. Certains se généralisent à l’algèbre
des suites récurrentes linéaires à coefficients polynomiaux comme nous le montrerons dans un
article en cours de rédaction.

Chapitre 1

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons aux endomorphismes de l’algèbre de Hadamard
des suites en général.
Soit A un anneau commutatif unitaire et I un ensemble non vide d’indices. On note SI(A)
l’ensemble des applications de I dans A. Puisque l’ensemble I sera principalement l’ensemble des
entiers naturels, on utilisera la terminologie des suites pour désigner les éléments de l’ensemble
SI(A). Muni de l’addition usuelle des suites, de la multiplication usuelle par les scalaires et du
produit de Hadamard « student product », l’ensemble SI(A) est alors une A-algèbre, appelée
algèbre de Hadamard.
Dans la première section, nous introduisons la topologie produit sur cette algèbre, à savoir,
la topologie la moins fine qui rend continues les « projections », c’est-à-dire, les applications
πi, i ∈ I, données par :

∀u ∈ SI(A), πi(u) = u(i).

Après avoir montré que l’algèbre SI(A) est complète pour cette topologie, nous explicitons une
base topologique de l’algèbre de Hadamard SI(A). Dans la deuxième section, en supposant
l’anneau A intègre, nous caractérisons les idempotents de l’algèbre SI(A).
Enfin, dans la troisième section, nous caractérisons les endomorphismes continus de l’algèbre
de Hadamard SI(A) en montrant que tout endomorphisme continu de l’algèbre des suites est
donné par substitution à l’indice i d’un indice ϕ(i), où ϕ est une application fixée de I dans I.

Chapitre 2

Dans ce deuxième chapitre, nous supposons, de plus, que l’anneau A est intègre. Nous nous
plaçons dans le cas où I = N et notons simplement S(A) = SN(A).
Dans la première section, nous donnons des généralités sur l’algèbre de Hadamard des séries
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formelles à coefficients dans A. Nous rappelons la définition classique d’une suite récurrente
linéaire sur A. Lorsque A = K est un corps commutatif, nous la définissons, grâce à l’appli-
cation décalage T , comme étant un élément de S(K) dont l’annulateur dans K[T ] n’est pas
trivial. Nous donnons ensuite d’autres caractérisations connues d’une suite récurrente linéaire
sur l’anneau A. Comme dans [4], l’ensemble des suites récurrentes linéaires sur A (ou à coeffi-
cients dans A) et à valeurs dans A est noté r(A).
Dans la deuxième section, nous donnons quelques propriétés des suites récurrentes linéaires.
Nous rappelons que l’ensemble r(A) est une sous-algèbre de S(A), appelée algèbre de Hada-
mard rationnelle. Après avoir donné un exemple fondamental (voir proposition 2.2.1.2) de suite
récurrente linéaire sur A, nous traitons de l’analogue du lemme de Fatou (proposition 2.2.1.3).
À la fin de cette section, nous rappelons la caractérisation d’une suite de r(K) lorsque K est un
corps commutatif de caractéristique nulle (voir proposition 2.2.1.1). Nous montrons ensuite que
l’algèbre de Hadamard rationnelle r(A) se décompose en somme directe des espaces vectoriels
suivants :

rα(K) = {u ∈ r(K), ∃p ∈ K[x], ∀n ≥ 0, u(n) = p(n)αn},

Z(K) = {u ∈ r(K),∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, u(n) = 0}.

Dans la troisième section, après avoir donné un exemple d’endomorphisme continu de l’algèbre
r(A), à savoir le décalage T , nous définissons l’application décimation notée φd,j, d ∈ N∗,
0 ≤ j < d, et l’application emboîtement notée Ed. Nous montons, dans le théorème 2.2.1.2, que
si u est une suite récurrente linéaire sur A alors la suite φd,ju, appelée décimée de u, est aussi
récurente linéaire sur A et que le d-emboîtement Ed renvoie r(K)d sur r(K). Cela nous permet
de montrer que la décimation φd,ju est un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard
rationnelle r(A).

Chapitre 3

Dans ce troisième chapitre, nous introduisons la notion de tressage et nous donnons un endo-
morphisme continu de l’algèbre de Hadamard rationnelle r(A) qui n’est pas connu.
Dans la première section, nous commençons par définir les applications ∆d, Σσ et TJ , où d est
un entier naturel non nul, σ est une permutation de l’ensemble {0, . . . , d−1} et J est un d-uplet
d’entiers naturels ; et à partir de ces applications et de l’application emboîtement Ed, nous dé-
finissons l’application tressage qui consiste grossomodo à décimer une suite puis à emboîter ses
d-décimées.
Dans la deuxième section, nous donnons un exemple pour dire pourquoi le terme tressage a été
choisi pour illustrer ces applications. Après avoir montré que l’image, par un tressage, d’une
suite récurrente linéaire est aussi une suite récurrente linéaire, nous montrons que le tressage
est un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard r(A).
Dans la troisième section, nous donnons une caractérisation des tressages bijectifs et nous mon-
trons que l’ensemble des tressages bijectifs est un sous-groupe du groupe des automorphismes
bicontinus de l’algèbre r(A).
Enfin, dans la quatrième section, après avoir donné et démontré deux lemmes préliminaires,
(lemme 3.4.0.9 et lemme 3.4.0.10), nous montrons que le produit de deux tressages est aussi un
tressage.
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Chapitre 4

Dans ce quatrième chapitre, nous nous proposons de décrire complètement les endomorphismes
continus de l’algèbre des suites récurrentes linéaires autrement nommée l’algèbre de Hadamard
rationnelle r(K), lorsque K est un corps commutatif de caractéristique nulle.
Dans la première section, nous caractérisons les idempotents de l’algèbre de Hadamard ration-
nelle r(K), par analogie avec ceux de l’algèbre des suites.
Dans la deuxième section, nous définissons des applications semi-affines ϕ(d,a,b,c,t) de N dans lui
même. Nous notons Φ l’ensemble de ces applications semi-affines et nous montrons que pour
que ϕ soit un élément de l’ensemble Φ il faut et il suffit que ϕ vérifie une certaine relation
de récurrence (voir proposition 4.2.2.1). Ensuite, nous montrons que l’ensemble Φ est un sous-
monoïde du monoïde de toutes les applications de N dans N. La proposition 4.2.3.1 montre que
si u, à valeurs dans l’anneau commutatif unitaire A, est une suite récurrente linéaire et que ϕ
est dans l’ensemble Φ alors la suite u ◦ ϕ est une suite récurrente linéaire.
Dans la troisième section, nous donnons quelques résultats préliminaires (voir lemme 4.3.0.2 et
lemme 4.3.0.3) qui nous sont utiles pour caractériser les endomorphismes continus de l’algèbre
de Hadamard rationnelle r(K).
Dans la quatrième section, nous caractérisons les endomorphismes continus de r(K). Plus pré-
cisément, nous montrons (voir théorème 4.4.0.2) que ces endomorphismes continus sont obtenus
par substitution à l’indice n ∈ N d’un indice ϕ(n) ∈ N, où la suite (ϕ(n))n≥0 est un emboîte-
ment de progressions arithmétiques.
Enfin, dans la cinquième section, nous donnons quelques exemples qui montrent que tout endo-
morphisme continu de r(K) provient d’une application semi-affine. Ensuite, nous donnons un
exemple d’endomorphisme de r(K) non continu.



Chapitre 1

Algèbre des suites

Dans ce premier chapitre, nous considérons un anneau commutatif unitaire A et un ensemble
non vide quelconque I. Muni de l’additon usuelle des suites et du produit de Hadamard, l’en-
semble SI(A) est alors une A-algèbre . Puis nous construisons l’algèbre produit SI(A) = AI ,
que nous munissons de la topologie la moins fine qui rend continues les applications πi, (i ∈ I),
données par :

∀u ∈ SI(A), πi(u) = u(i).

Après avoir montré que l’algèbre SI(A) est complète pour cette topologie (voir le corol-
laire 1.1.2.1), nous en explicitons une base topologique (voir la proposition 1.1.2.3). Ensuite,
nous caractérisons les idempotents de l’algèbre SI(A) ; ainsi nous montrons, dans la proposition
1.2.0.4, que pour qu’un élément de l’algèbre SI(A) soit un idempotent il faut et il suffit qu’il
existe une partie N de I dont elle soit l’indicatrice.
Après avoir rappelé quelques propriétés de la fonction indicatrice, nous caractérisons les endo-
morphismes continus de l’algèbre SI(A), (voir proposition 1.3.0.5 et théorème 1.3.0.1).
Enfin, le corollaire 1.3.0.3 montre que tout automorphisme continu de SI(A) est bicontinu et
que le groupe des automorphismes bicontinus de SI(A) est isomorphe au groupe opposé du
groupe de toutes les permutations de I.

7



8 CHAPITRE 1. ALGÈBRE DES SUITES

1.1 Algèbre topologique des suites

1.1.1 Définitions

Dans cette section, on fixe un anneau commutatif unitaire A, dont l’unité est noté 1, et un
ensemble non vide quelconque I dont les éléments sont appelés indices.
Soit SI(A) l’ensemble des suites u = (u(i))i∈I d’éléments de A indexés par I, c’est-à-dire des
applications de I dans A. L’ensemble SI(A) est simplement le produit cartésien AI de la famille
(Ai)i∈I , avec Ai = A pour tout i ∈ I. Puisque chaque facteur de ce produit cartésien est muni
d’une struture d’anneau, alors SI(A) peut être naturellement muni d’une struture d’anneau.
Le produit ainsi défini sur SI(A) est appelé produit de Hadamard, en d’autres termes on a la
définition suivante :

Définition 1.1.1.1
Soit u = (u(i))i∈I et v = (v(i))n∈I deux suites de SI(A).

Le produit de Hadamard des suites u et v est la suite w = u� v définie par :

∀i ∈ I, w(i) = u(i)v(i).

Notons que nous pouvons identifier A à un sous-anneau de SI(A) par le truchement de l’injection
k 7→ (ki = k)i∈I . Muni de l’addition terme à terme et du produit de Hadamard, SI(A) devient
une A-algèbre unitaire d’élément unité 1S(A) = (1, 1, . . . , 1, . . .).

Définition 1.1.1.2
La A-algèbre ainsi définie ci-dessus est appelée l’algèbre de Hadamard des suites.

Pour tout indice i dans I, soit πi l’application de SI(A) dans A, définie par :

∀u ∈ SI(A), πi(u) = u(i).

L’application πi est un morphisme de A-algèbres. Si on considère A comme un espace topo-
logique discret, alors se trouve définie sur SI(A) = AI une topologie produit. Rappelons que
cette topologie produit est la topologie la moins fine qui rend continues toutes les applications
πi, i ∈ I, de sorte qu’une base d’ouverts de SI(A) est constituée par les parties de la forme

d⋂
j=1

π−1
nj

({aj}),

où d ∈ N∗ et ∀j ∈ {1, · · · , d}, aj ∈ A, nj ∈ I.

Il est clair que l’on a, pour a1, . . . , ad dans A :

u ∈
d⋂
j=1

π−1
nj

({aj}) ⇔ ∀j ∈ {1, . . . , d} , u(nj) = aj.

Cette topologie est évidemment compatible avec les opérations algébriques de SI(A) qui devient
de ce fait une A-algèbre topologique.
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1.1.2 Base topologique

Rappelons qu’un ensemble E est dit préordonné s’il est muni d’une relation, notée ≤, qui
soit réflexive et transitive. L’ensemble préordonné E est dit filtrant (à droite) s’il vérifie la
proptiété suivante :

∀e ∈ E,∀e′ ∈ E, ∃e′′ ∈ E / e ≤ e′′, e′ ≤ e′′.

Proposition 1.1.2.1
Soit (E,≤) un ensemble préordonné filtrant, (up)p∈E une suite généralisée d’éléments de

SI(A) et u un élément de SI(A). La suite généralisée (up)p∈E converge vers u dans l’algèbre

topologique SI(A) si et seulement si pour tout i ∈ I, il existe un élément p0(i) de E

tel que up(i) = u(i) pour tout p ≥ p0(i).

Démonstration
Supposons que (up)p∈E converge vers u et fixons i dans I.

L’ensemble V = π−1
i ({u(i)}), i ∈ I, est un voisinage de la suite u dans SI(A) ; en appliquant

l’hypothèse, on a :

∃p0(i) ∈ I / ∀p ≥ p0(i), u
p ∈ V,

i.e.,
∀p ≥ p0(i), up(i) = u(i).

Réciproquement, il s’agit de montrer qu’étant donné V un voisinage quelconque de u, il existe
q0 ∈ I tel que up ∈ V, pour p ≥ q0. Or V contient un voisinage de la suite u de la forme :

d⋂
j=1

π−1
nj

({u(nj)}),

où d ∈ N∗ et ∀j ∈ {1, . . . , d}, nj ∈ I.

Par l’hypothèse, on peut écrire :

∀j ∈ {1, . . . , d} ,∃pj = p(nj) ∈ E / ∀p ≥ pj, u
p(nj) = u(nj).

Puisque l’ensemble E est filtrant, il existe alors q0 ∈ E tel que :

∀j ∈ {1, . . . , d} , pj ≤ q0.

On a alors :
∀p ≥ q0, u

p(nj) = u(nj)

pour tout indice j ∈ {1, . . . , d}, c’est-à-dire que up ∈ V dès que p ≥ q0.
�
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Proposition 1.1.2.2
Soit (E,≤) un ensemble préordonné filtrant et (up)p∈E une suite généralisée d’éléments de
SI(A). Si, dans l’algèbre topologique SI(A), la suite (up)p∈E est de Cauchy alors elle est conver-
gente.

Démonstration
Soit (up)p∈E une suite de Cauchy dans SI(A), c’est-à-dire que pour toute partie finie F de I, il
existe p0 ∈ E tel que, pour tout (p, q) ∈ E × E, on a :

(p ≥ p0, q ≥ p0)⇒ (∀i ∈ F, up(i) = uq(i)). (1.1)

Fixons i dans I et prenons F = {i}.
Il existe alors p0(i) = p0 ∈ E tel que, pour tout (p, q) ∈ E × E, l’implication (1.1) est vérifiée.
On définit une suite u de SI(A) par :

∀i ∈ I, u(i) = up0(i).

Par suite, pour tout p ∈ E, on a :

(p ≥ p0)⇒ (up(i) = up0(i)),

ce qui montre, en vertu de la proposition 1.1.2.1, que la suite up converge vers la suite u.
�

De cette proposition, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.2.1
La A-algèbre SI(A) est complète.

On aurait pu employer aussi, pour montrer ce corollaire, le résultat démontré par exemple dans
[10] en vertu duquel un produit d’espaces uniformes complets est complet.

Puisque A est isomorphe à un sous-anneau de SI(A), on peut munir SI(A) d’une stucture
de A-module. Nous allons introduire une famille (δj)j∈I d’éléments de SI(A) qui est base topo-
logique du A-module SI(A). Une telle famille sera appelée base topologique de l’algèbre SI(A).

Soit j ∈ I. Définissons la suite δj= (δj(i))i∈I de SI(A) en posant :

∀i ∈ I, δj(i) =

{
1 si i = j,
0 sinon.

Proposition 1.1.2.3
La famille (δj)j∈I est une base topologique de l’algèbre de Hadamard des suites indexées par I
à valeurs dans A.

Démonstration
Pour toute suite u dans SI(A) et tout indice i dans I, on a évidemment, dans l’algèbre topolo-
gique SI(A), en vertu de la proposition 1.1.2.1 :

u(i) = lim
F∈E

∑
j∈F

u(j)δj(i),
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où E est l’ensemble préordonné filtrant des parties finies de l’ensemble I.

D’où, dans l’algèbre topologique SI(A), on a : u =
∑
j∈F

u(j)δj.

D’autre part, si une combinaison linéaire
∑
j∈F

u(j)δj est nulle dans SI(A), alors c’est une suite

qui prend en tout entier la valeur zéro, donc tous les coefficients u(j) sont nuls.
�

1.2 Idempotents de l’algèbre des suites
Nous avons besoin de décrire les idempotents de SI(A) afin de donner une caractérisation

des endomorphismes continus de cette algèbre de Hadamard.
Étant donnée une partie quelconque N de I, on lui associe son indicatrice χN ∈ SI(A) définie
par :

∀i ∈ I, χN(i) =

{
1 si i ∈ N,
0 sinon.

Proposition 1.2.0.4
Soit A un anneau unitaire intègre. Une suite u de l’algèbre de Hadamard SI(A) est un idem-
potent si et seulement s’il existe une partie N de I dont elle est l’indicatrice.

Démonstration
Supposons que u est un idempotent de SI(A). On a alors :

u2 = u.

Donc pour tout i ∈ I, on a :
u(i)[u(i)− 1] = 0,

d’où
u(i) ∈ {0, 1} ,

on choisit alors
N = {i ∈ I, u(i) = 1} ,

de sorte que u = χN .

Réciproquement, supposons qu’il existe N ⊆ I telle que u = χN .
On a alors pour tout i ∈ I :

(u2 − u)(i) = 0

D’où pour tout i ∈ I, on a :
u2(i) = u(i)

par suite, on obtient :
u2 = u,
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ce qui montre que la suite u est un idempotent de SI(A).
�

Rappelons ci-dessous quelques propriétés qui découlent de la définition de la fonction in-
dicatrice et qui nous seront utiles pour démontrer le théorème 1.3.0.1 qui caractérise les endo-
morphismes continus de l’algèbre SI(A).

Lemme 1.2.0.1
Soit N,N1, N2 des parties quelconques de I, alors :

1. χN = 0⇔ N = ∅,

2. χN = 1⇔ N = I,

3. χN1 � χN2 = χN1∩N2,

4. Si N1 ∩N2 = ∅ alors χN1 + χN2 = χN1∪N2,

De la proposition 1.1.2.1 et du lemme 1.2.0.1, on déduit le lemme suivant :

Lemme 1.2.0.2
Soit (Nx)x∈X une famille de parties de l’ensemble I. Si les termes de la famille de parties

(Nx)x∈X sont deux à deux disjoints, alors la suite généralisée (Sy)y indexée par les parties

finies de l’ensemble d’indices X définie par Sy =
∑
x∈y

χNx converge dans SI(A) et sa limite

est χ∪x∈XNx .

1.3 Endomorphismes continus de l’algèbre des suites
Définition 1.3.0.1
On appelle endomorphisme de l’algèbre de Hadamard des suites, tout endomorphisme f du A-
module SI(A) tel que :

1- f(1SI(A)) = 1SI(A)

2- ∀u ∈ SI(A),∀v ∈ SI(A) f(u� v) = f(u)� f(v).

Proposition 1.3.0.5
Soit A un anneau unitaire intègre et I un ensemble non vide. Si ϕ est une application de I
dans I, alors l’application fϕ dédfinie de SI(A) dans SI(A) par :

∀u ∈ SI(A), fϕ(u) = u ◦ ϕ,

est un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard SI(A).
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Démonstration
Supposons qu’il existe une application ϕ de I dans I telle que l’application fϕ de SI(A) dans
lui-même est définie par fϕ(u) = u◦ϕ. On vérifie immédiatement que fϕ est un endomorphisme
de l’algèbre de Hadamard SI(A). Pour montrer que fϕ est continue, il suffit de montrer que
l’application πi ◦ fϕ est continue pour tout i ∈ I.
On a alors pour tout u dans SI(A) et tout i ∈ I :

(πi ◦ fϕ)(u) = πi(fϕ(u))

= πi(u ◦ ϕ)

= (u ◦ ϕ)(i)

= u(ϕ(i))

= πϕ(i)(u).

Donc πi ◦ fϕ = πϕ(i) qui est continue.

�

Théorème 1.3.0.1
Soit A un anneau unitaire intègre, I un ensemble non vide et R une sous-algèbre de l’algèbre
de Hadamard SI(A) telle que R contient les δj, j ∈ I. Soit f un endomorphisme de R continu
pour la topologie induite de celle de SI(A). Alors il existe une application ϕ de I dans I telle
que f soit la restriction de fϕ à R.

Démonstration Soit f un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard SI(A). Pour
tout j ∈ I, comme δj est un idempotent de SI(A), il en est de même de f(δj). D’après la
proposition 1.2.0.4, il existe une partie Nj de I telle que :

f(δj) = χNj .

Soit i et j dans I tels que i 6= j. En utilisant le (3) du lemme 1.2.0.1, on obtient :

χNi∩Nj = χNi � χNj

= f(δi)� f(δj)

= f(δi � δj)

= f(0)

= 0.

D’après le (2) du lemme 1.2.0.1, on déduit que : Ni ∩Nj = ∅.
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De plus, on sait que dans l’algèbre topologique SI(A), on a :

1 = lim
y

∑
j∈y

δj,

où y parcourt l’ensemble préordonné filtrant des parties finies de l’ensemble I.
D’où, par continuité et additivité de f , les relations :

1 = f(1)

= lim
y

∑
j∈y

f(δj)

= lim
y

∑
j∈y

χNj .

Comme on sait que les parties Nj sont deux à deux disjointes, on est en position d’utiliser le
lemme 1.2.0.2, et on obtient :

1 = χ∪j∈INj ,

ce qui donne, d’après le (2) du lemme 1.2.0.1 :

∪j∈INj = I.

On déduit de tout ceci que la famille (Nj)j∈I forme une partition de l’ensemble I.

Soit maintenant i ∈ I ; il existe alors un unique ϕ(i) dans I tel que i soit dans Nϕ(i), ce
qui définit une application ϕ de I dans I.

Pour tout u ∈ SI(K) et tout i ∈ I, on vérifie alors qu’on a bien :

(f(u))(i) = (f(lim
y

∑
j∈y

δju(j)))(i)

= lim
y

∑
j∈y

f(δju(j))(i)

= lim
y

∑
j∈y

u(j)(f(δj))(i)

= lim
y

∑
j∈y

u(j)χNj(i)

= u(ϕ(i))

= (fϕ(u))(i).

comme on le désirait.
�
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Corollaire 1.3.0.2
Si A est un anneau intègre et I un ensemble non vide alors le monoïde Endc(SI(A)) des
endomorphismes continus de l’algèbre de Hadamard des suites à coefficients dans A indexées
par I est isomorphe à l’opposé du monoïde de toutes les applications de I dans I.

Démonstration
l’antimorphisme de II dans Endc(SI(A)), qui à tout ϕ ∈ II associe l’endomorphisme continu
u 7→ u ◦ ϕ, est un isomorphisme en vertu de la proposition 1.3.0.5 et du théorème 1.3.0.1.

�

Proposition 1.3.0.6
Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et I un ensemble non vide. Soit R une sous-
algèbre unitaire de l’algèbre de Hadamard SI(A) contenant les δj, j ∈ I. L’application f 7→
f(idI) est un antimorphisme injectif du monoïde Endc(R) dans le monoïde des applications de
I dans I. Son image est l’ensemble des applications ϕ : I → I vérifiant :

∀u ∈ R, u ◦ ϕ ∈ R. (1.2)

Démonstration
D’après le théorème 1.3.0.1, si f est un endomorphisme continu de R, il existe une application
ϕ de I dans I telle que f = fϕ. Alors f(idI) = ϕ appartient à R. D’autre part, si f1 et f2 deux
endomorphismes continus de R, il existe alors deux applications ϕ1 et ϕ2 de I dans I telles
que :

f1 = fϕ1 et f2 = fϕ2 ,

et pour tout u dans R, on a :

fϕ1◦ϕ2(u) = u ◦ (ϕ1 ◦ ϕ2)

= (u ◦ ϕ1) ◦ ϕ2

= fϕ2(u ◦ ϕ1)

= fϕ2(fϕ1(u))

= (fϕ2 ◦ fϕ1)(u),

par conséquent, on a la relation :
fϕ1◦ϕ2 = fϕ2 ◦ fϕ1 ,

de sorte que l’application f 7→ f(idI) est un antimorphisme dont l’injectivité est évidente.
Réciproquement, on vérifie aisément que, sous l’hypothèse que ϕ satisfait à la condition (1.2),
l’application fϕ détermine un endomorphisme continu de R.

�
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Corollaire 1.3.0.3
Soit A un anneau unitaire intègre et I un ensemble non vide.
1. Tout automorphisme continu de SI(A) est bicontinu.
2. Le groupe Autc(SI(A)) des automorphismes bicontinus de l’algèbre des suites à coefficients

dans A indexées par I est isomorphe au groupe opposé du groupe de toutes les permutations
de I.

Démonstration
Si ϕ ∈ II n’est pas une surjection, alors il existe i ∈ I \ ϕ(I). On a alors :δi ◦ ϕ = 0, de sorte
que l’endomorphisme u 7→ u ◦ ϕ n’est pas injectif.
De même, si ϕ ∈ II n’est pas une injection, alors il existe deux éléments i et j de I, i 6= j,
tels que ϕ(i) = ϕ(j). Comme il existe des suites u ∈ SI(A) telles que u(i) 6= u(j), on voit
que l’endomorphisme u 7→ u ◦ ϕ n’est pas surjectif. Par conséquent, l’endomorphisme continu
u 7→ u ◦ϕ est un automorphisme si et seulement si ϕ est une bijection. Dans ce cas, l’automor-
phisme réciproque u 7→ u ◦ ϕ−1, est donc continu, ce qui prouve le point 1. Le point 2. résulte
immédiatement du corollaire 1.3.0.2.

�



Chapitre 2

Algèbre des suites récurrentes linéaires

Dans ce deuxième chapitre, nous supposons, de plus, que l’anneau A est intègre et nous
nous plaçons dans le cas où les indices parcourent l’ensemble des entiers naturels, c’est-à-dire
I = N ; nous écrivons simplement S(A) = SN(A). Nous commençons par donner quelques
généralités sur les suites récurrentes linéaires sur A, notamment, la définition classique et une
caractérisation (voir théorème 2.1.0.2). Comme dans [4], nous notons r(A) l’ensembles des suites
récurrentes linéaires à coefficients et à valeurs dans A que nous définissons comme l’algèbre de
Hadamard rationnelle. Lorsque K est un corps de caractéristique nulle, nous montrons dans la
proposition 2.2.1.3 que si L est une extension de K alors les suites récurrentes linéaires sur L
à valeurs dans K sont exactement les suites récurrentes linéaires sur K. C’est un résultat qui
ressemble au lemme de Fatou (voir lemme 2.2.1.1), mais est en fait de nature assez différente.
Nous rappelons le théorème 2.2.1.1 qui caractérise les suites récurrentes linéaires à coefficients
et à valeurs dans K. Nous montrons, quand K est algébriquement clos, que l’algèbre r(K)
est somme directe des sous-ensembles rα(K) et I(K) de r(K), où rα(K) est l’ensemble des
suites u dont le terme général s’écrit u(n) = p(n)αn, p est un polynôme, α ∈ K∗ et I(K)
est l’ensemble des suites qui sont nulles à partir d’un certain rang. Nous montrons dans la
proposition 1.3.0.6 que la description du monoïde Endc(r(A)) se réduit à celle des applications
ϕ : N→ N telle que, pour tout u ∈ r(K), on a u ◦ϕ ∈ r(K). Après avoir défini les applications
décimation et emboîtement, nous montrons, dans la proposition 2.3.2.1, que la décimation est
un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard r(A).

17



18 CHAPITRE 2. ALGÈBRE DES SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES

2.1 Généralités
Soit A un anneau commutatif unitaire et intègre. Une structure supplémentaire de l’algèbre

des suites apparait quand l’ensemble des indices est muni d’une opération algébrique qui en
fait un monoïde libre. Nous nous plaçons maintenant dans le cas le plus simple où les indices
parcourent l’ensemble N des entiers naturels, et nous notons simplement S(A) = SN(A).

Considérons le A-module A[[x]] des séries formelles à coefficients dans A.

L’application f de S(A) dans A[[x]] qui, à toute suite u, associe la série fu, définie par :

fu(x) =
∑
n≥0

u(n)xn,

est un isomorphisme de A-modules, pour les opérations usuelles, somme et produit par un
scalaire sur les suites et séries. La série fu est appelée série génératrice de la suite u.

Définition 2.1.0.2

Soit fu(x) =
∑
n≥0

u(n)xn et fv(x) =
∑
n≥0

v(n)xn deux séries formelles à coefficients dans A.

On appelle produit de Hadamard de fu par fv, la série formelle, notée fu � fv, à coefficients
dans A, définie par :

(fu � fv)(x) = fu�v(x)

=
∑
n≥0

(u� v)(n)xn

=
∑
n≥0

u(n)v(n)xn.

Si on munit les ensembles S(A) et A[[x]] de l’addition usuelle et du produit de Hadamard, on

obtient alors un isomorphisme de A-algèbres ; on a la définition suivante [5] :

Définition 2.1.0.3
L’algèbre A[[x]] ainsi obtenue est appelée l’algèbre de Hadamard des séries formelles.

Remarque 2.1.0.1

L’élément neutre de l’algèbre A[[x]] est la série

δ(x) =
∑
n≥0

xn

et si A∗ est le groupe des unités de A alors celui de A[[x]] est donné par :

(A[[x]])∗ = {
∑
n≥0

u(n)xn, u(n) ∈ A∗}.
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Rappelons la définition classique d’une suite récurrente linéaire à coefficients constants
dans l’anneau A (ou sur A) et à valeurs dans A.

Définition 2.1.0.4
Soit u une suite dans S(A). On dit que u est une suite récurrente linéaire à coefficients constants,
dans A, s’il existe un entier naturel non nul h, des éléments p0, . . . , ph dans A, ph ∈ A∗,
vérifiant, la relation :

∀n ∈ N, phu(n+ h) + ph−1u(n+ h− 1) + · · ·+ p0u(n) = 0. (2.1)

Si h est minimal alors il est appelé longueur de la suite u. Le polynôme défini par :

phx
h + ph−1x

h−1 + · · ·+ p1x+ p0,

est appelé polynôme caractéristique de la suite u.

Définition 2.1.0.5
L’application T de S(A) dans S(A) qui, à toute suite u, associe la suite Tu définie par :

∀n ∈ N, (Tu)(n) = u(n+ 1)

est appelée application décalage (ou shift).

Propriétés du shift
1. Il est facile de voir que l’on a :

∀u ∈ S(A), ∀v ∈ S(A), T (u� v) = (Tu)� (Tv),

de sorte que T est un endomorphisme de A-algèbres.
2. Si on désigne, pour tout i ∈ N, par T i, le ième itéré de T , alors, pour tout u ∈ S(A),

on a :
∀n ∈ N, (T iu)(n) = u(n+ i). (2.2)

Remarque 2.1.0.2

On définit sur S(A) une stucture de A[x]-module par :

∀p(x) =
h∑
i=0

pix
i ∈ A[x],∀u ∈ S(A), p(x).u =

h∑
i=0

piT
iu,

ce qui se traduit par :

∀n ∈ N, (p.u)(n) =
h∑
i=0

piu(n+ i).

Cette remarque permet alors de définir autrement les suites récurrentes linéaires sur l’anneau
A. Pour une suite u dans S(A), on désigne par AnnA[x](u) l’idéal annulateur de u dans A [x],
i.e.,

AnnK[x](u) = {P ∈ K [x] , P.u = 0} .
On a alors le théorème qui suit :
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Théorème 2.1.0.2
Soit u une suite dans S(A). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La suite u est une suite récurrente linéaire à valeurs et à coefficients dans A.
2. L’idéal AnnA[x](u) contient un polynôme unitaire à coefficient dominant inversible.
3. L’ensemble A[x]u est un A-module de type fini.

Démonstration
L’équivalence entre (1) et (2) découle immédiatement des définitions de la suite récurrente
linéaire u et de son idéal annulateur dans A[x]. Pour l’équivalence entre (2) et (3), on peut voir
dans [20] ou [14].

�
Notation
Comme dans [4], l’ensemble des suites récurrentes linéaires à coefficients dans A (ou sur A) et
à valeurs dans A est noté r(A).

Remarques 2.1.0.1
1. Les polynômes à coefficient dominant inversible, éléments de l’idéal AnnA[x](u), sont les

polynômes caractéristiques de la suite u.
2. Supposons que A = K est un corps commutatif. Soit u une suite dans S(K). L’annulateur

de u dans K[x] est un idéal de l’anneau K[x]. S’il est no nul, soit Pu son générateur non
nul (normalisé en le prenant unitaire) :

Pu = xh + ph−1x
h−1 + · · ·+ p0,

alors
Pu.u = 0,

ce qui est équivalent à :
∀n ≥ 0, (Pu.u)(n) = 0,

et on retrouve la définition classique d’une suite récurrente linéaire (voir [4] ou [8]) :

∀n ≥ 0, u(n+ h) + ph−1u(n+ h− 1) + · · ·+ p0u(n) = 0.

En d’autres termes, on peut définir l’ensemble des suites récurrentes linéaires à coefficients
et à valeurs dans K comme suit :

Définition 2.1.0.6
r(K) = {u ∈ S(K), AnnK[x](u) 6= (0)}.

Exemples de suites récurrentes linéaires
1. La suite récurrente linéaire de Fibonacci, à coefficients dans Z, est d’ordre h = 2 et est

définie par :
u(0) = 0, u(1) = 1

∀n ≥ 0, u(n+ 2) = u(n+ 1) + u(n)

son polynôme caractéristique est P (x) = x2 − x− 1 ∈ Z [x].
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2. Soit A un anneau commutatif unitaire,M un A-module de type fini, φ un endomorphisme
de M et x un élément quelconque de M . Soit, comme dans [20], u une suite de S(M)
définie par :

u(0) = x et u(n+ 1) = φ(u(n)), ∀n ≥ 0.

La suite u est une suite récurrente linéaire. En effet, comme M est de type fini, alors φ
vérifie une équation de la forme :

φh − a1φ
h−1 − · · · − ah = 0,

où h ∈ N et (a0, . . . , ah−1) ∈ Ah ( voir [3]). Ce qui montre que le polynôme

xh − a1x
h−1 − · · · − ah

est un polynôme caractéristique de la suite u.

Nous adoptons la terminologie du livre [7], à ceci près que nous parlons de suites là où
ces auteurs parlent de séries. Ceci nous autorise à distinguer la suite

u = (u(n))n≥0 de sa série génératrice fu(x) =
∑
n≥0

u(n)xn qui est une série entière formelle.

Suivant [7], nous appelons suite reconnaissable une suite u telle que le sous-A[x]-module de
S(A) engendré par u, est de type fini sur A. Ces suites sont dites rationnelles car la suite u
est reconnaissable si et seulement si sa série génératrice fu est une fraction rationnelle dont le
dénominateur est un polynôme à coefficients dans A ayant un coefficient constant inversible
dans A. Il est alors facile de vérifier que la suite u est reconnaissable si et seulement si elle
satisfait à une relation de récurrence à coefficient dominant unité, autrement dit ph = 1 dans
la relation (2.1). C’est pourquoi nous utilisons le terme de ”suite récurrente linéaire”comme un
autre synonyme de ”suite reconnaissable”.

2.2 Quelques propriétés des suites récurrentes linéaires

2.2.1 Algèbre de Hadamard rationnelle

Rappelons la propriété de clôture suivante :

Proposition 2.2.1.1 [20]
Soit A un anneau commutatif unitaire. L’ensemble r(A) des suites récurrentes linéaires à valeurs
dans A et à coefficients dans A est une sous-A-algèbre de l’algèbre de Hadamard S(A).

Autrement dit, l’ensemble des suites récurrentes linéaires sur un anneau commutatif unitaire
est stable pour les opérations usuelles, addition multiplication par les scalaires. Pour la stabilité
du produit de Hadamard, l’auteur la déduit d’un théorème sur les systèmes récursifs.

Définition 2.2.1.1
Soit A un anneau commutatif unitaire. La sous-A-algèbre r(A) de S(A) est appelée l’algèbre de
Hadamard rationnelle.



22 CHAPITRE 2. ALGÈBRE DES SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES

Soit A un anneau commutatif unitaire intègre. On note Aalg une clôture intégrale de A dans
une clôture algébrique de son corps des fractions. La proposition qui suit, dont nous donnerons
une réciproque plus loin dans le cas d’un corps commutatif de caractéristique nulle, nous sera
utile dans les sections suivantes.

Proposition 2.2.1.2 [20]
Soit A un anneau commutatif unitaire intègre. S’il existe un entier naturel h non nul, des
polynômes pi dans Aalg [x], des éléments αi dans Aalg (1 ≤ i ≤ h) et un entier naturel n0 tels
que, pour tout n ≥ n0, on ait :

u(n) =
h∑
i=1

pi(n)αni

alors la suite u est dans r(A).

Démonstration
Comme r(A) est un A-module, pour montrer que u est un élément de r(A) il suffit de montrer
que la suite v définie par :

∀n ∈ N, v(n) = nkαn,

est élément de r(A), pour tout entier naturel k et tout élément α de A ; comme de plus r(A) est
une algèbre, il suffit pour cela de montrer que les deux suites Pk et eα définies respectivement,
pour tout n ∈ N, par :

Pk(n) = nk et eα(n) = αn

sont des éléments de r(A). Or, d’une part, la suite Pk est une suite récurrente linéaire de
polynôme caractéristique :

(x− 1)k+1,

et d’autre part, la suite eα est une suite récurrente linéaire de polynôme caractéristique x− α.
�

Lorsque A = K est un corps commutatif et L une extension de K, le lemme suivant montre que
les suites récurrentes linéaires sur L à valeurs dans K sont exactement les suites récurrentes
linéaires sur K. Plus précisément, nous avons la proposition qui suit.

Proposition 2.2.1.3
Soit K un corps commutatif et L une extension de K. Alors on a :

r(K) = r(L) ∩ S(K).

Démonstration
Il est clair que toute suite récurrente linéaire à coefficients dans K est une suite récurrente
linéaire à coefficients dans L, donc on a l’inclusion :

r(K) ⊆ r(L) ∩ S(K).

Montrons maintenant que r(L)∩S(K) est un sous-ensemble de r(K). Le produit par les éléments
de K confère naturellement à l’algèbre L une structure de K-espace vectoriel. Comme K est
un corps commutatif, le sous-espace K est facteur direct dans L, de sorte qu’il existe une
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application K-linéaire ψ de L dans K telle que ψ(1) = 1.
Ceci étant, soit u ∈ r(L) ∩ S(K). La suite u vérifie alors la relation de récurrence suivante :

∀n ∈ N, u(n+ h) + ph−1u(n+ h− 1) + · · ·+ p0u(n) = 0.

où h ∈ N∗,∀i ∈ {0, . . . , h− 1} , pi ∈ L, ∀n ≥ 0, u(n) ∈ K.

Par la K-linéarité de ψ, on en déduit que :

∀n ∈ N, u(n+ h) +
h−1∑
i=0

ψ(pi)u(n+ i) = 0.

Puisque ψ(pi) ∈ K pour tout indice i ∈ {0, . . . , h− 1}, on en conclut que u ∈ r(K).
�

Signalons un analogue de la proposition 2.2.1.3 en remplaçantK par l’anneau des entiers relatifs
Z et L par le corps des nombres rationnels Q. Ceci a été démontré par Fatou dans [12]. Ce
résultat a été le point de départ de la théorie des anneaux de Fatou developpée par Benzaghou
dans [4] et Chabert dans [9].

Lemme 2.2.1.1
Les suites récurrentes linéaires sur Q et à valeurs dans Z sont les suites récurrentes linéaires
sur Z, autrement dit :

r(Z) = r(Q) ∩ S(Z)

Pappelons encore la définition suivante :

Définition 2.2.1.2
Soit K un corps commutatif et P un polynôme à coefficients dans K tel que :

P (x) = xh + ph−1x
h−1 + · · ·+ p1x+ p0, p0 6= 0.

Le polynôme réciproque de P est le polynôme :

P ∗(x) = p0x
h + p1x

h−1 + · · ·+ ph−1x+ 1.

Quand K est un corps commutatif de caractéristique nulle, on sait que la réciproque de
la proposition 2.2.1.2 est valide. Plus précisément, les suites récurrentes linéaires sur K sont
caractérisées par le théorème suivant :

Théorème 2.2.1.1
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, Kalg une clôture algébrique de K et u un
élément de S(K). Les énoncés suivants sont équivalents :

1. la suite u appartient à r(K)

2. la série génératrice fu(x) =
∑
n≥0

u(n)xn de la suite u est rationnelle
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3. il existe un entier naturel h non nul , des polynômes pi dans Kalg [x], des éléments αi

dans Kalg (1 ≤ i ≤ h) et un entier naturel n0 tels que, pour tout n ≥ n0, on a :

u(n) =
h∑
i=1

pi(n)αni .

On trouve la démonstration de ce théorème dans beaucoup d’ouvrages ; on peut, par exemple,
consulter [7] ou [21].

Remarque 2.2.1.1

Si la série génératrice de la suite u, élément de r(K), s’écrit f(x) =
P (x)

Q(x)
, avec (P,Q) = 1 et

Q(0) 6= 0, alors les αi sont les racines du polynôme Q∗ réciproque de Q, et chaque polynôme pi
est de degré au plus mi − 1, où mi est l’ordre de multiplicité de la racine αi du polynôme Q∗,
et on peut prendre

n0 = max(d◦P − d◦Q+ 1, 0).

2.2.2 Terme général d’une suite récurrente linéaire

Soit K un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle et α ∈ K∗. On
pose :

rα(K) = {u ∈ r(K),∃p ∈ K[x],∀n ≥ 0, u(n) = p(n)αn},
Z(K) = {u ∈ r(K),∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, u(n) = 0}.

Si, pour tout entier naturel n, on pose :

(up,α)(n) = p(n)αn, avec p ∈ K[x], α ∈ K∗,

on a alors :
up,α + uq,α = up+q,α,

up,α � uq,β = upq,αβ.

Lemme 2.2.2.1
Soit K un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle, α ∈ K∗, n0 ∈ N, T
l’application shift et u une suite de r(K) définie par :

∀n ≥ n0, u(n) = p(n)βn,

où β ∈ K∗ et p ∈ K[x].
Alors il existe un polynôme % à coefficients dans K avec d◦% = d◦p tel que :

∀n ≥ n0, ((T − αI)u)(n) =


α(p(n+ 1)− p(n))αn si α = β,

%(n)βn si α 6= β.
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Démonstration
Pour tout entier naturel n ≥ n0, on a :
pour α = β,

((T − αI)u)(n) = u(n+ 1)− αu(n)

= p(n+ 1)βn+1 − αp(n)βn

= p(n+ 1)αn+1 − αp(n)αn

= α(p(n+ 1)− p(n))αn,

et pour α 6= β,
((T − αI)u)(n) = p(n+ 1)βn+1 − αp(n)βn

= (p(n+ 1)β − αp(n))βn

= %(n)βn,

où on a posé %(n) = p(n+ 1)β − αp(n) tel que d◦% = d◦p.
�

Lemme 2.2.2.2
Soit K un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle et α ∈ K∗.
On a alors :

rα(K) =
⋃
m≥1

Ker(T − αI)m.

Démonstration
Soit une suite u dans rα(K). Il existe alors un polynôme p à coefficients dans K tels que, pour
tout entier naturel n, on a u(n) = p(n)αn. On a, par définition de l’application T :

(Tu)(n) = u(n+ 1) = αp(n+ 1)αn,

d’où :
((T − αI)u)(n) = α(p(n+ 1)− p(n))αn = α(∆p)(n)αn,

où on a posé (∆p)(n) = p(n+ 1)− p(n).
Par suite, on a :

((T − αI)2u)(n) = (T − αI)(αv)(n),

où v(n) = (∆p)(n)αn.
D’où :

((T − αI)2u)(n) = αα(∆(∆p))(n)αn

= α2(∆2p)(n)αn.

Si k > d◦p, on obtient alors :
(T − αI)ku = 0,
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i.e.,
u ∈

⋃
m≥1

Ker(T − αI)m,

d’où la première inclusion.
Montrons maintenant la deuxième inclusion.

Soit u ∈
⋃
m≥1

Ker(T − αI)m.

Il existe alors un entier naturel non nul m0 tel que u ∈ Ker(T − αI)m0 ,
d’où, pour tout entier naturel n, on a :

((T − αI)m0u)(n) = 0,

i.e.,
(x− α)m0u = 0,

de sorte que (x− α)m0 est un polynôme caractéristique de la suite u. Mieux, on a :

∀n ∈ N, u(n) = p(n)αn.

où p est un polynôme à coefficients dans K de degré égal m0 − 1.
Donc la suite u est dans rα(K). �

Proposition 2.2.2.1
Soit K un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle. Avec les notations
introduites ci-dessus, on a alors :

r(K) = ⊕α∈K∗rα(K)⊕ Z(K).

Démonstration

Remarquons qu’un élément u de l’ensemble ⊕α∈K∗rα(K) s’écrit u(n) =
s∑
i=1

pi(n)αni ,

où s ∈ N∗, pi ∈ K[x] et αi ∈ K∗, pour tout i ∈ {1, . . . , s}.

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer l’implication suivante :

(∀n ≥ n0,
s∑
i=1

pi(n)αni = 0)⇒ (∀i ∈ {1, . . . , s}, pi = 0).

Soit donc
s∑
i=1

pi(n)αni = 0, pour n ≥ n0 et posons :

mi = d◦pi + 1, 1 ≤ i ≤ s, et q(x) =
s∏
i=2

(x− αi)mi .

On a alors :

q(T ) =
s∏
i=2

(T − αiI)mi ,
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d’où, pour tout entier naturel n ≥ n0, on a :

(q(T )u)(n) =
s∑
i=2

q(T )(pi(n)αni ) = 0. (2.3)

D’après le lemme 2.2.2.1, il existe un polynôme % dans K[x] tel que :

((T − αsI)v)(n) = %(n)αn1 , d◦% = d◦p, α1 6= αs,

où v(n) = p1(n)αn1 .
Plus généralement, on a :

((T − αsI)msv)(n) = %s(n)αn1 , d◦%s = d◦p1,

et
((T − αs−1I)ms−1(T − αsI)msv)(n) = %s−1(n)αn1 , d◦%s−1 = d◦p1.

Ainsi, on arrive à :

(T − α2I)m2(T − α3I)m3 . . . (T − αsI)msv)(n) = %2(n)αn1 , d◦%2 = d◦p1. (2.4)

Des relations (2.3) et (2.4), on déduit, pour tout entier naturel n ≥ n0, que :

q(T )(p1(n)αn1 ) = %2(n)αn1 = 0,

d’où :
d◦%2 = −∞ = d◦p1,

par suite, on a p1 = 0 ; le même raisonnement donne que tous les autres pi sont nuls.
On en déduit, d’abord que pour n0 = 0, les rα(K) sont en somme directe ensuite,

⊕α∈K∗rα(K) ∩ Z(K) = {0}.

En outre, par le théorème 2.2.1.1, on déduit que ⊕α∈K∗rα(K) et ⊕Z(K) sont en somme directe.
�

Remarque 2.2.2.1

Soit, comme dans le chapitre 1, la suite (δi)i≥0 définie par :

∀n ∈ N, δi(n) =

{
1 si i = n,
0 sinon.

Si u est un élément de r(K) alors il existe s ∈ N∗, une partie finie F de N, ai ∈ K, (i ∈ F ),

αi ∈ K∗, i ∈ {1, . . . , s} et des polynômes pi, i ∈ {1, . . . , s}, à coefficients dans K tels que :

u(n) =
∑
i∈F

aiδi +
s∑
i=1

pi(n)αni .
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2.3 Quelques endomorphismes continus

2.3.1 Résultat préliminaire

Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et Endc(r(A)) le monoïde des A-endomorphi-
smes continus de l’algèbre de Hadamard rationnelle r(A) (vue comme un sous-espace topolo-
gique de S(A)). Un exemple d’élément de Endc(r(A)) est donné par la restriction à r(A) du
décalage T dont la continuité découle du théorème 1.3.0.1.
Dans ce qui suit, nous allons donner d’autres éléments de ce monoïde ; ce qui revient à déter-
miner toutes les applications continues f , A-linéaires de r(A) dans r(A), qui vérifient pour tout
(u, v) ∈ (r(A))2 :

1. f(u+ v) = f(u) + (v)

2. f(u� v) = f(u)� f(v)

3. f((1)) = (1),
où (1) est la suite unité de r(A), pour le produit de Hadamard.
Le but de cette thèse est de déterminer tous les éléments de Endc(r(A)).

Soit id1 ∈ S(A) la suite identité définie, pour tout entier naturel n, par id1(n) = n. Elle
vérifie la récurrence linéaire suivante :

∀n ∈ N, id1(n+ 2)− 2id1(n+ 1) + id1(n) = 0.

Elle est donc un élément de r(A). De la proposition 1.3.0.6, On déduit le corollaire suivant :

Proposition 2.3.1.1
L’application f 7→ f(id1) est un antimorphisme injectif du monoïde Endc(r(A)) dans le mo-
noïde des applications de N dans N. Son image est l’ensemble des applications ϕ : N → N
vérifiant :

∀u ∈ r(A), u ◦ ϕ ∈ r(A). (2.5)

2.3.2 Applications décimation et emboîtement

D’après la proposition 1.3.0.6, on voit que la description du monoïde Endc(r(A)) se réduit
à celle des applications ϕ : N → N satisfaisant à la propriété (2.5). On va donner d’autres
éléments de cet ensemble.

Définition 2.3.2.1
Soit d un entier naturel non nul et j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}. L’application φd,j de S(A) dans S(A)
qui, à toute suite u, associe la suite φd,ju définie par :

∀n ∈ N, (φd,ju)(n) = u(dn+ j),

est appelée d-décimation de rang j (ou simplement décimation de rang j).
Pour u ∈ S(A), les suites φd,ju sont dites les d-décimées (ou d-extraites) de la suite u.
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Remarques 2.3.2.1

1. Pour j = 0, on note φd,0 = φd la d-décimation de rang 0. Nous l’appelerons la d-décimation
(ou simplement décimation).

2. Si on désigne, pour tout i ∈ N, par φid, le ième itéré de φd, on a alors, pour tout u ∈ S(A) :

∀n ∈ N, (φidu)(n) = u(din). (2.6)

3. Il est facile de voir que, pour tout j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, on a :

φd ◦ T j = φd,j.

Définition 2.3.2.2
Soit d un entier naturel non nul. L’application Ed de (S(A))d dans S(A) qui, à tout d-uplet
(u0, . . . , ud−1), associe la suite u définie par :

∀j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, ∀n ∈ N, Ed(u0, . . . , ud−1)(dn+ j) = uj(n), (2.7)

est appelée d-emboîtement (ou simplement emboîtement).
Lorsque la relation (2.7)est vérifiée, on dit que la suite u est un emboîtement des suites u0, . . . , ud−1.

Lemme 2.3.2.1
Les applications A-linéaires φd, T et Ed vérifient les propriétés suivantes.

1. Pour tout entier naturel d différent de 0, on a : T ◦ φd = φd ◦ T d,
de sorte que T et φd ne commutent pas pour d ≥ 2.

2. Plus généralement, soit d un entier naturel différent de 0 ; si on désigne, pour k ∈ N, par
T k et φkd les k-ièmes itérés de T et φd respectivement alors on a :

∀(i, j) ∈ N2, T i ◦ φjd = φdj ◦ T id
j

.

3. Si (u0, . . . , ud−1) ∈ S(A)d, alors on a :

(T ◦ Ed)(u0, . . . , ud−1) = Ed(u1, . . . , ud−1, Tu0).

4. Soit p(x) ∈ A[x], on a :

p(T d)Ed(u0, . . . , ud−1) = Ed(p(T )u0, . . . , p(T )ud−1).

Démonstration
Il est facile de vérifier les propriétés (1) et (2) ; pour cela, il suffit d’utiliser les définitions des
applications décalage T , décimation ϕd et les relations (2.2), (2.6).
Montrons la propriété (3). D’une part, pour tout j ∈ {0, . . . , d− 2} et pour tout entier naturel
n, on a :

((T ◦ Ed)(u0, . . . , ud−1))(dn+ j) = Ed(u0, . . . , ud−1)(dn+ j + 1)

= uj+1(n).
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Pour j = d− 1, et pour tout entier naturel n, on a :

((T ◦ Ed)(u0, . . . , ud−1))(dn+ d− 1) = Ed(u0, . . . , ud−1)(dn+ d)

= Ed(u0, . . . , ud−1)(d(n+ 1))

= u0(n+ 1)

= (Tu0)(n).

D’autre part, pour tout j ∈ {0, . . . , d− 1} et pour tout entier naturel n, on a :

(Ed(u1, . . . , ud−1, Tu0))(dn+ j) = (Ed(vo, . . . , vd−2, vd−1))(dn+ j)

où on a posé :
vj = uj+1, j = 0, . . . , d− 2, et vd−1 = Tu0.

Par suite, pour j ∈ {0, . . . , d− 2}, on a :

(Ed(u1, . . . , ud−1, Tu0))(dn+ j) = vj(n) = uj+1(n),

et pour j = d− 1, on a :

(Ed(u1, . . . , ud−1, Tu0))(dn+ j) = vd−1(n) = (Tu0)(n).

La preuve de la propriété (4) se ramène, grâce à la linéarité de l’opérateur Ed, au cas où p(T )
est une puissance de T . Le résultat s’établit ensuite par une simple récurrence et en utilisant
la propriété (3).

�
La propriété (4) du lemme ci-dessus intervient dans la preuve du théorème suivant qui permettra
de construire des endomorphismes de l’algèbre de Hadamard r(A).

Théorème 2.3.2.1 [20]
Soit A un anneau commutatif unitaire et d un entier naturel non nul.

1. Si u est une suite récurrente linéaire sur A alors ses d-décimées φd,ju, 0 ≤ j < d, sont
aussi des suites récurrentes linéaires sur A.

2. L’application d-emboîtement envoie (r(A))d sur r(A).

Démonstration
1 - Sur un anneau commutatif unitaire, la donnée d’une suite récurrente linéaire sur A c’est la
donnée d’un entier naturel h, d’une matrice Q d’ordre h dans Mh(A), d’un vecteur colonne v0

dans Mh,1(A), d’un vecteur ligne α dans M1,h(A) tels que :

∀n ∈ N, u(n) = αQnv0.

Par conséquent, pour une suite récurrente linéaire u, pour tout entier naturel non nul d et pour
tout j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, on a :

∀n ∈ N, (φd,ju)(n) = u(dn+ j) = αQn
1v1,
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où on a posé Q1 = Qd ∈Mh(A) et v1 = Qjv0 ∈Mh,1(A).
On déduit que φd,ju est une suite récurrente linéaire sur A.

2 - Soit d un entier naturel non nul et u0, . . . , ud−1 des suites récurrentes linéaires sur A.
Soit p(x) un plus petit commun multiple des polynômes caractéristiques de chacun des ui
(i = 0 . . . , d− 1). On a, d’après la propriété (4) du lemme ci-dessus :

p(T d)Ed(u0, . . . , ud−1) = Ed(p(T )u0, . . . , p(T )ud−1) = 0.

Ce qui montre que p(x) est un polynôme caractéristique de l’emboîtement des suites u0, . . . , ud−1,
c’est-à-dire, un polynôme caractéristique de la suite u.

�
Dans le cas d’un corps commutatif de caractéristique nulle, on trouvera dans [2] une démons-
tration de (1) de ce théorème, en utilisant le terme général de la suite u.

Proposition 2.3.2.1
Soit d un entier naturel non nul. Les d-décimations de rang j, φd,j, 0 ≤ j ≤ d − 1, sont des
endomorphismes continus de l’algèbre de Hadamard rationnelle r(A).

Démonstration
Soit d ∈ N∗ et j ∈ {0, . . . , d− 1}. On a alors :

φd,j = u ◦ ϕ,

où ϕ est une application de N dans N, définie par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = dn+ j.

En appliquant le (1) du théorème 2.3.2.1 et la proposition 1.3.0.5, on conclut que φd,j est un
endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard r(A).

�
Dans la suite de ce document, nous utiliserons surtout le fait que, pour tout entier naturel non
nul d, la décimation de rang zéro, φd,0 = φd, est un endomorphisme continu de l’algèbre de
Hadamard rationnelle r(A).
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Chapitre 3

Application tressage

Dans ce troisième chapitre, nous commençons par définir les applications ∆d, Σσ et TJ , où
d est un entier naturel non nul, σ est une permutation de l’ensemble {0, . . . , d− 1} et J est un
d-uplet de Nd ; et à partir de ces applications et l’emboîtement Ed, nous définissons l’application
ψd,σ,J = Ed ◦ TJ ◦ Σσ ◦ ∆d que nous appelons tressage. Nous donnons un exemple pour voir
pourquoi le terme tressage a été choisi pour dénommer ces applications. Après avoir montré
dans la proposition 3.2.0.3 que l’image, par un tressage, d’une suite récurrente linéaire sur A
est aussi une suite récurrente linéaire sur A., nous montrons dans la proposition 3.2.0.4 que le
tressage est un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard r(A).
Nous définissons les tressages bijectifs, puis nous en donnons une caractérisation dans la propo-
sition 3.3.0.5. En utilisant les propositions 3.3.0.6 et 3.3.0.7, nous montrons que l’ensemble des
tressages bijectifs est un sous-groupe du groupe des automorphismes de l’algèbre de Hadamard
r(A) (voir la proposition 3.3.0.8). Enfin, nous montrons dans la proposition 3.4.0.11 que la
composée de deux tressages est un tressage.

33
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3.1 Définitions

Soit A un anneau commutatif unitaire. Afin de construire un autre endomorphisme de
l’algèbre de Hadamard r(A), nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 3.1.0.3
Soit d un entier naturel non nul, J = (j0, j1, . . . , jd−1) un d-uplet de Nd, et σ une permutation
de l’ensemble {0, 1, . . . , d− 1}.
On définit les applications suivantes :

a) ∆d : r(A) −→ (r(A))d,

b) Σσ : (r(A))d −→ (r(A))d,

c) TJ : (r(A))d −→ (r(A))d,

par :

a) ∀u ∈ r(A), ∆du = (φdu, (φd ◦ T )u, . . . , (φd ◦ T d−1)u).

b) ∀(u0, . . . , ud−1) ∈ (r(A))d, Σσ(u0, . . . , ud−1) = (uσ(0), . . . , uσ(d−1)).

c)∀(u0, . . . , ud−1) ∈ (r(A))d, TJ(u0, . . . , ud−1) = (T j0u0, T
j1u1, . . . , T

jd−1ud−1).

Remarques 3.1.0.2

1. Les applications données ci-dessus sont bien définies en vertu du théorème 2.3.2.1.

2. Pour tout entier naturel non nul d, l’application ∆d est une bijection dont la réciproque
est l’emboîtement Ed.

3. Si σ et TJ sont les identités alors ψd,J,σ est l’identité, du fait que ∆−1
d = Ed.

4. Pour tout entier naturel n, on a :

� (∆du)(n) = (u(dn), u(dn+ 1), . . . , u(dn+ d− 1)),

et si on pose, pour tout j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, uj(n) = u(dn+ j), on a alors :

� (TJ(u0, u1, . . . , ud−1))(n) = (u(dn + dj0), u(dn + dj1 + 1), u(dn + dj2 + 2), . . . , u(dn +
djd−1 + d− 1)).

� (Σσ(u0, u1, . . . , ud−1))(n) = (u(dn+ σ(0)), u(dn+ σ(1)), . . . , u(dn+ σ(d− 1))),

� (Ed(u0, . . . , ud−1))(dn+ j) = uj(n).

Définition 3.1.0.4
L’application Ed ◦ Σσ ◦ TJ ◦∆d, notée ψd,J,σ, est appelée application tressage.
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Notons que l’application ψd,σ,J = Ed ◦ TJ ◦ Σσ ◦ ∆d est aussi appelée application tressage.
Toutefois, nous avons la propositon suivante.

Proposition 3.1.0.2
Soit d un entier naturel non nul, J un d-uplet d’entiers naturels et σ une permutation de
l’ensemble {0, . . . , d− 1}. Alors il existe un d-uplet J ′ d’entiers naturels tel que l’on ait :

ψd,J,σ = ψd,σ,J ′

Démonstration
Posons J = (j0, . . . , jd−1). Il suffit alors de prendre, pour tout k ∈ {0, . . . , d− 1},

j′k = jσ(k) et J ′ = (j′0, . . . , j
′
d−1).

�

Remarques 3.1.0.3

1. De cette proposition, on déduit que Ed ◦ TJ ◦ Σσ ◦∆d = Ed ◦ Σσ ◦ Tσ(J) ◦∆d

2. Si ψd,σ,J = ψd,J ′,σ alors, pour tout k ∈ {0, . . . , d− 1}, on a : j′k = jσ−1(k).

3.2 Exemples de tressages

Nous verrons dans le premier exemple pourquoi le terme tressage a été choisi pour illustrer
ces applications. Soit u une suite de S(A).

Exemple 1

Pour d = 3, J = (1, 3, 2) et σ = (0, 1) une permutation de l’ensemble {0, 1, 2}, on a, pour
tout entier naturel n non nul :

(∆3u)(n) = (u(3n), u(3n+ 1), u(3n+ 2)).

Soit u0, u1, u2 les suites définies, pour tout entier naturel n non nul, par :

u0(n) = u(3n), u1(n) = u(3n+ 1), u2(n) = u(3n+ 2).

Comme TJ(u0, u1, u2) = (Tu0, T
3u1, T

2u2),

on a alors, pour tout entier naturel n non nul :

((∆3 ◦ TJ)(u0, u1, u2))(n) = (u(3n+ 3), u(3n+ 10), u(3n+ 8)).

Par suite :
((Σσ ◦∆3 ◦ TJ)(u0, u1, u2))(n) = (u(3n+ 10), u(3n+ 3), u(3n+ 8)).
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Soit v0, v1, v2 les suites définies, pour tout entier naturel n non nul, par :

v0(n) = u(3n+ 10), v1(n) = u(3n+ 3), v2(n) = u(3n+ 8). On obtient le tressage :

ψ3,J,σ(u) = (u(10), u(3), u(8), u(13), u(6), u(11), u(16), u(9), u(14), u(19), u(12), u(17), . . .).

D’où le tressage :

Le graphe est disposé en d colonnes constituées par les u(dn), u(dn + 1), . . . , u(dn + d − 1),
pour n ∈ N. Les flêches relient les valeurs de la suite ψ(d,J,σ)u qui sont en prédécence. On voit
que ces flêches se tressent en formant un "tressage" ; d’où l’appelation donnée à ces applications.

Exemple 2

Si d = 3, J = (1, 2, 3) et σ = (0, 2) une permutation de l’ensemble {0, 1, 2}, on a :

(ψd,J,σ)(u) = (u(11), u(7), u(3), u(14), u(10), u(6), u(17), u(13), u(9), u(20), . . .)

(ψd,σ,J)(u) = (u(5), u(7), u(9), u(8), u(10), u(12), u(11), u(13), u(15), u(14), . . .),

de sorte que ψd,J,σ et ψd,σ,J ne sont pas égaux.

Exemple 3 :

Si d = 4, J = (1, 3, 4, 2) et σ = (1, 2, 3) une permutation de l’ensemble {0, 1, 2, 3} alors on
trouve

J ′ = (1, 4, 2, 3),

de sorte que
ψd,J,σ = ψd,σ,J ′ .

Exemple 4

Si d = 5, J = (1, 0, 5, 2, 3) et σ = (0, 3)(2, 4) une permutation de l’ensemble {0, 1, 2, 3, 4}
alors on trouve

J ′ = (2, 0, 3, 1, 5),

de sorte que
ψd,σ,J = ψd,J ′,σ.

Proposition 3.2.0.3
L’image, par un tressage, d’une suite récurrente linéaire est une suite récurrente linéaire.
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Démonstration
Soit u une suite récurrente linéaire. Soit d un entier naturel non nul, J un d-uplet d’entiers
naturels et σ une permutation de l’ensemble {0, . . . , d− 1}. D’après le (1) du théorème 2.3.2.1,
les suites u0, . . . , ud−1 dont u est l’emboîtement sont dans r(K), i.e., des suites récurrentes
linéaires. Par définition des applications Σσ et TJ , la suite (Σσ ◦ TJ ◦ ∆d)u est dans (r(K))d.
Par suite, en utilisant le (2) du théorème 2.3.2.1, on déduit que la suite (Ed ◦ Σσ ◦ TJ ◦ ∆d)u
est dans r(K), c’est-à-dire que la suite ψd,J,σ est une suite récurrente linéaire.

�

Soit x un nombre réel. Rappelons les notations [x] pour la partie entière de x et {x} = x−[x]
pour sa partie fractionnaire. On observe que le tressage ψd,J,σ est donné par :

∀u ∈ r(A), ψd,J,σ(u) = u ◦ ϕ,

où ϕ est une application de N dans N définie par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d(
[n
d

]
+ jσ(n−d[n

d
])) + σ(n− d[

n

d
]).

= d(
[n
d

]
+ jσ(d{n

d
})) + σ(d{n

d
}).

(3.1)

Les propositions 1.3.0.5 et 1.3.0.6 montrent donc l’énoncé suivant :

Proposition 3.2.0.4
Pour tout entier naturel non nul d, pour tout d-uplet J d’entiers naturels et pour toute permu-
tation σ de l’ensemble {0, . . . , d−1}, l’application tressage ψd,J,σ est un endomorphisme continu
de l’algèbre rationnelle r(A).

3.3 Caractérisation des tressages bijectifs

On a la caractérisation suivante des tressages bijectifs.

Proposition 3.3.0.5
Soit d un entier naturel non nul , J un d-uplet d’entiers naturels et σ une permutation de
l’ensemble {0, . . . , d − 1}. Le tressage ψd,J,σ est un automorphisme de r(A) si et seulement si
J = (0, . . . , 0).

Démonstration
Supposons que J = (0, . . . , 0), alors TJ est l’identité, de sorte que ψd,J,σ est une bijection comme
composée de bijections.
Réciproquement, supposons que J = (j0, . . . , jd−1) 6= (0, . . . , 0), alors il existe un indice r dans

{0, . . . , d− 1} tel que jr 6= 0. Pour la suite δr de r(A) définie par :

∀n ∈ N, δr(n) =

{
1 si n = r,
0 sinon,
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on a :
∆d(δr) = (0, . . . , 0, δ0, 0, . . . , 0),

où δ0 est au (r + 1)-ième rang. On en déduit que :

(TJ ◦∆d)(δr) = (0, . . . , 0)

Ensuite, en appliquant Σσ puis Ed, on obtient :

ψd,J,σ(δr) = 0,

de sorte que le tressage ψd,J,σ n’est pas injectif, donc n’est pas bijectif.
�

Remarques 3.3.0.4

1. On convient d’écrire ψd,σ au lieu de ψd,J,σ quand J = (0, . . . , 0).

2. De la proposition précédente, on déduit que les tressages bijectifs sont les applications
ψd,σ, où d est un entier naturel non nul et σ une permutation de l’ensemble {0, . . . , d−1}.

3. On observe que le tressage ψd,σ s’écrit ψd,σ(u) = u◦ϕ, où ϕ est une application de N dans
N définie par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d
[n
d

]
+ σ(d{n

d
}). (3.2)

Remarque 3.3.0.1

Pour un tressage bijectif, la suite (ϕ(n))n≥0 de (3.2) n’est pas en général croissante, et ceci
invalide l’énoncé du théorème 1.4 du livre "Recurrence Sequences (2003), p. 5, de ([11]), comme
on le voit dans l’exemple suivant :
u une suite récurrente linéaire dans r(A). Considérons l’application (ou la suite) ϕ de N dans
N, donnée par :

ϕ = (ϕ(0), ϕ(1), ϕ(2), . . .)

= (1, 2, 0, 4, 5, 3, 7, 8, 6, . . .).

D’où :
u ◦ ϕ = ((u ◦ ϕ(0)), (u ◦ ϕ(1)), (u ◦ ϕ(2)), . . .)

= (u(1), u(2), u(0), u(4), u(5), u(3), u(7), u(8), u(6), . . .).

Il est facile de voir qu’en fait, la suite u◦ϕ est le tressage bijectif ψ3,σu, avec d = 3 et σ = (0, 1, 2).
En vertu de la proposition 3.2.0.3, on déduit que la suite u ◦ ϕ est dans r(K). Et on voit bien
que la suite (ϕ(n))n≥0, qui est donnée par (3.2), n’est pas croissante.

Nous verrons dans la section suivante qu’il existe d’autres automorphismes de l’algèbre
r(A) que les tressages bijectifs.
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Proposition 3.3.0.6
Soit d un entier naturel non nul et δ, δ′ deux permutations de l’ensemble {0, . . . , d− 1}. On a
alors :

ψd,σ ◦ ψd,σ′ = ψd,σ◦σ′ ,

i.e.,
(Ed ◦ Σσ ◦∆d) ◦ (Ed ◦ Σσ′ ◦∆d) = Ed ◦ Σσ◦σ′ ◦∆d

Démonstration
Du fait que Ed = ∆−1

d , on a :

(Ed ◦ Σσ ◦∆d) ◦ (Ed ◦ Σσ′ ◦∆d) = Ed ◦ Σσ ◦ Σσ′ ◦∆d.

Or, si u0, u1, . . . , ud−1 sont des suites alors on a :

(Σσ ◦ Σσ′)(u0, u1, . . . , ud−1) = Σσ(uσ′(0), uσ′(1), . . . , uσ′(d−1))

= (uσ(σ′(0)), uσ(σ′(1)), . . . , uσ(σ′(d−1)))

= (u(σ◦σ′)(0), u(σ◦σ′)(1), . . . , u(σ◦σ′)(d−1))

= Σσ◦σ′(u0, u1, . . . , ud−1)).

On déduit alors que les tressages bijectifs ψd,σ ◦ ψd,σ′ et ψd,σ◦σ′ coïncident.
�

Proposition 3.3.0.7
Soit d, d′ deux entiers naturels non nuls et σ une permutation de l’ensemble {0, . . . , d − 1}.
Alors il existe une permutation τ de l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1} telle que

ψd,σ = ψdd′,τ

i.e.,
Ed ◦ Σσ ◦∆d = Edd′ ◦ Στ ◦∆dd′ .

Démonstration
Soit i ∈ {0, 1, . . . , dd′ − 1} . On pose

τ(i) = d

[
i

d

]
+ σ(d{ i

d
}),

et on vérifie que τ est une permutation de l’ensemble {0, 1, . . . , dd′ − 1} d’inverse

τ−1(i) = d

[
i

d

]
+ σ−1(d{ i

d
}).

Il est alors facile de voir, par la formule (3.2), que les deux tressages ψd,σ et ψdd′,τ coïncident.
�
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Remarque 3.3.0.2

En d’autres termes, la permutation τ de la proposition précédente est définie par :

τ(i) = dq + σ(j),

où i = dq + j, 0 ≤ j ≤ d− 1.

Exemple
Pour les entiers naturels d = 3, d′ = 2, et la permutation σ = (1, 2) de l’ensembles {0, 1, 2}, on
trouve la permutation :

τ = (1, 2)(4, 5)

de l’ensemble {0, . . . , 5}, et on a bien pour toute suite u dans S(A) :

ψ3,σ(u) = ψ6,τ (u) = (u(0), u(2), u(1), u(3), u(5), u(4), u(6), u(8), u(7), u(9), u(11), u(10), . . .).

Proposition 3.3.0.8
Les tressages bijectifs forment un sous-groupe du groupe des automorphismes bicontinus de
l’algèbre de Hadamard rationnelle r(A).

Démonstration
Soit ψd,σ un tressage bijectif , où d est un entier naturel non nul et σ une permutation de
l’ensemble {0, . . . , d− 1}.
Il est alors facile de voir que l’on a :

(ψd,σ)−1 = ψd,σ−1 ,

ce qui fait voir que tout tressage bijectif est un automorphisme bicontinu de l’algèbre r(A).
Soit maintenant ψd,σ et ψd′,σ′ deux tressages quelconques bijectifs, où d, d′ sont deux entiers
naturels non nuls et σ, σ′ sont deux permutations des ensembles {0, . . . , d−1} et {0, . . . , d′− 1}
respectivement. Il existe alors, d’après la proposition 3.3.0.7, deux permutations τ et τ ′ de
l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1} telles que :

ψd,σ = ψdd′,τ et ψd′,σ′ = ψdd′,τ ′ .

Et en vertu de la proposition 3.3.0.6, on obtient :

(ψd,σ) ◦ (ψd′,σ′) = (ψdd′,τ ) ◦ (ψdd′,τ ′)

= ψdd′,τ◦τ ′

qui est un tressage bijectif.
�

Remarque 3.3.0.3

Le groupe des tressages bijectifs n’est pas commutatif, comme on le voit dans l’exemple suivant.
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Pour les entiers naturels d = 2, d′ = 3 et les permutations σ = (0, 1), σ′ = (0, 1, 2) des ensembles
respectifs {0, 1}, {0, 1, 2}, on trouve, pour toute suite u dans S(A), les tressages suivants :

(ψd,σ ◦ ψd′,σ′)(u) = (u(2), u(1), u(4), u(0), u(3), u(5), u(8), u(7), u(10), u(11), u(14), . . .)

(ψd′,σ′ ◦ ψd,σ)(u) = (u(0), u(3), u(1), u(5), u(4), u(2), u(6), u(9), u(7), u(11), u(10), . . .).

On voit bien que :
ψd,σ ◦ ψd′,σ′ 6= ψd′,σ′ ◦ ψd,σ.
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3.4 Composition de tressages
Nous savons, d’après la proposition 3.3.0.8, que la composée de deux tressages bijectifs

est un tressage bijectif. Nous allons maintenant montrer que la composée de deux tressages,
non nécessairement bijectifs, est aussi un tressage. Pour cela, nous montrons d’abord les deux
propositions qui suivent et qui nous seront utiles par la suite.

Proposition 3.4.0.9
Soit d un entier naturel non nul, J = (j0, . . . , jd−1), J ′ = (j′0, . . . , j

′
d−1) deux d-uplets d’entiers

naturels et σ, σ′ deux permutations de l’ensemble {0, . . . , d− 1}. Il existe alors un d-uplet

J ′′ = (j′′0 , . . . , j
′′
d−1) d’entiers naturels et une permutation σ′′ de l’ensemble {0, . . . , d− 1})

tels que l’on ait :
ψd,J,σ ◦ ψd,J ′,σ′ = ψd,J ′′σ′′ .

Démonstration
Rappelons que pour un tressage quelconque ψd,J,σ, on a (ψd,J,σ)(u) = u ◦ ϕ,
où ϕ est une application de N dans N, donnée par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d(
[n
d

]
+ jσ(r)) + σ(r), r = d{n

d
}.

Soit n un entier naturel, nous allons exprimer (ϕ ◦ ϕ′)(n) ; nous savons que :

ϕ′(n) = d(
[n
d

]
+ j′σ′(r)) + σ′(r), r = d{n

d
}.

En appliquant ϕ, on obtient :

(ϕ ◦ ϕ′)(n) = d(

[
ϕ′(n)

d

]
+ jσ(r)) + σ(r), r = d{ϕ

′(n)

d
}.

Par suite, on a :

(ϕ ◦ ϕ′)(n) = d

[[n
d

]
+ j′σ′(r) +

σ′(r)

d

]
+ djσ(σ′(r)) + σ(σ′(r))

= d(
[n
d

]
+ j′σ′(r) + j(σ◦σ′)(r)) + (σ ◦ σ′)(r).

En posant σ′′ = σ ◦ σ′ et k = (σ ◦ σ′)(r) en sachant que 0 ≤ r < d− 1, on obtient :

∀k ∈ {0, . . . , d− 1}, j′′k = jk + j′σ−1(k),

de sorte que :
(ϕ ◦ ϕ′)(n) = d(

[n
d

]
+ j′′σ′′(k)) + σ′′(k), k = d{n

d
}.

�



3.4. COMPOSITION DE TRESSAGES 43

Proposition 3.4.0.10
Soit d, d′ deux entiers naturels non nuls, J = (j0, . . . , jd−1) un d-uplet d’entiers naturels et

σ une permutation de l’ensemble {0, . . . , d− 1}. Alors il existe un dd′-uplet J ′ = (j′0, . . . , j
′
dd′−1)

d’entiers naturels et une permutation τ de l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1} tels que l’on ait :

ψd,J,σ = ψdd′,J ′,τ .

Démonstration
On considère l’égalité ψd,J,σ = ψdd′,J ′,τ et on cherche J ′ et τ en fonction de J et σ.

ϕ l’application associée au tressage ψd,J,σ, elle est donnée par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d(
[n
d

]
+ jσ(r)) + σ(r), r = d{n

d
}.

On a alors :

n

d
= d′

n

dd′
= d′

[ n
dd′

]
+ d′{ n

dd′
} = d′

[ n
dd′

]
+
r′

d

où r′ = dd′{ n
dd′
}.

En prenant la partie entière de
n

d
, on obtient :

[n
d

]
=

[
d′
[ n
dd′

]
+
r′

d

]
= d′

[ n
dd′

]
+

[
r′

d

]
.

Par suite, on a :

ϕ(n) = d(d′
[ n
dd′

]
+

[
r′

d

]
+ jσ(r)) + σ(r)

= dd′
[ n
dd′

]
+ d

[
r′

d

]
+ djσ(r) + σ(r).

On veut avoir l’égalité :

dd′
[ n
dd′

]
+ d

[
r′

d

]
+ djσ(r) + σ(r) = dd′(

[ n
dd′

]
+ j′τ(r′)) + τ(r′),

i.e.,

d

[
r′

d

]
+ djσ(r) + σ(r) = dd′j′τ(r′) + τ(r′).

De cette dernière égalité, on déduit que :

jτ(r′) =

[
1

d′

[
r′

d

]
+
jσ(r)

d′
+
σ(r)

dd′

]
,
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et il suffit de prendre la permutation τ suivante définie par :

∀r′ ∈ {0, . . . , dd′ − 1}, τ(r′) = dd′{ 1

d′

[
r′

d

]
+
jσ(r)

d′
+
σ(r)

dd′
},

où r = d{r
′

d
}.

En posant k = τ(r′), le dd′-uplet J ′ est donné par :

∀k ∈ {0, . . . , dd′ − 1}, j′k =

[
1

d′

[
τ−1(k)

d

]
+
jσ(r)

d′
+
σ(r)

dd′

]
,

où r = d{τ
−1(k)

d
}.

Il reste à montrer que τ est bien une permutation de l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1}. Pour cela, il
suffit de montrer que τ est injective.
Soit donc deux entiers naturels r′ et r′′ dans l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1} tels que τ(r′) = τ(r′′).

On a alors :
{ 1

d′

[
r′

d

]
+
jσ(r)

d′
+
σ(r)

dd′
} = { 1

d′

[
r′′

d

]
+
jσ(s)

d′
+
σ(s)

dd′
},

où r = d{r
′

d
} et s = d{r

′′

d
}.

Cette dernière égalité est équivalente à :

d

[
r′

d

]
+ djσ(r) + σ(r)− dd′

[
1

d′

[
r′

d

]
+
jσ(r)

d′
+
σ(r)

dd′

]

= d

[
r′′

d

]
+ djσ(s) + σ(s)− dd′

[
1

d′

[
r′′

d

]
+
jσ(s)

d′
+
σ(s)

dd′

]
.

On obtient alors modulo dd′ :

d

[
r′

d

]
+ djσ(r) + σ(r) ≡ d

[
r′′

d

]
+ djσ(s) + σ(s) (mod dd′), (3.3)

par suite, on déduit, modulo d, que :

σ(r) ≡ σ(s) (mod d).

Comme σ(r) et σ(s) sont dans l’ensemble {0, . . . , d− 1}, on a alors, d’une part :

σ(r) = σ(s),



3.4. COMPOSITION DE TRESSAGES 45

ce qui implique que r = s,
d’autre part, en remplaçant s par r dans l’égalité (3.3), on obtient :

d

[
r′

d

]
≡ d

[
r′′

d

]
(mod dd′),

par suite, comme r = d{r
′

d
}, on a :

r′ = d

[
r′

d

]
+ d{r

′

d
}

= d

[
r′

d

]
+ r

≡ d

[
r′′

d

]
+ s (mod dd′)

≡ r′′ (mod dd′),

comme r′ et r′′ sont dans l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1}, on conclut que r′ = r′′, ce qui montre

que τ est injective, donc c’est bien une permutation de l’ensemble {0, . . . , dd′ − 1}.
�

Proposition 3.4.0.11
La composée de deux tressages est un tressage.

Démonstration
Soit d1, d2 deux entiers naturels non nuls, J1 un d-uplet dans Nd1 , J2 un d2-uplet dans Nd2 ,

σ1 et σ2 deux permutations des l’ensembles {0, . . . , d1 − 1} et {0, . . . , d2 − 1} respectivement.

D’après la proposition 3.4.0.10, il existe deux d1d2-uplets J ′1, J
′
2 dans Nd1d2 et deux permu-

tations τ1, τ2 de l’ensemble {0, . . . , d1d2 − 1} tels que l’on ait :

ψd1,J1,σ1 = ψd1d2,J ′1,τ1

ψd2,J2,σ2 = ψd1d2,J ′2,τ2 .

En vertu de la proposition 3.4.0.9, il existe un d1d2-uplet J dans Nd1d2 et une permutation

τ de l’ensemble {0, . . . , d1d2 − 1} tels que l’on ait :

ψd1,J1,σ1 ◦ ψd2,J2,σ2 = ψd1d2,J ′1,τ1 ◦ ψd1d2,J ′2,τ2

= ψd1d2,J,τ ,
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de sorte que l’application ψd1,J1,σ1 ◦ ψd2,J2,σ2 est un tressage.
�

Exemples

Soit u une suite de S(A).
1. Pour d = 5, d′ = 2, J = (2, 0, 3, 1, 5) ∈ N5 et σ = (0, 3)(2, 4) une permutation de

l’ensemble {0, 1, 2, 3, 4}, on trouve :

σ′ = (0, 8, 5, 3)(2, 9)(4, 7) permutation de {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

J ′ = (1, 0, 2, 1, 3, 1, 0, 1, 0, 2) ∈ N10

tels que :
ψ5,J,σ = ψ10,J ′,σ′ ,

et on a bien l’égalité :

(ψ5,J,σ)(u) = (ψ10,J ′,σ′)(u) = (u(8), u(1), u(29), u(10), u(17), u(13), u(6), u(34), u(15), u(22), . . . . .).

2. Pour d1 = 3, J1 = (3, 3, 3) ∈ N3, σ1 = (0, 2) une permutation de {0, 1, 2} et

pour d2 = 4, J2 = (2, 2, 2, 2) ∈ N4, σ2 = (1, 2) une permutation de {0, 1, 2, 3}, on trouve :

τ = (0, 7)(1, 5, 8, 11)(2, 6)(3, 9, 4, 10) permutation de {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11},

J = (2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ N12,

tels que :
ψ3,J1,σ1 ◦ ψ4,J2,σ2 = ψ12,J,τ ,

et on a bien l’égalité :

(ψ3,J1,σ1 ◦ ψ4,J2,σ2)(u) = (ψ12,J,τ )(u)

= (u(19), u(17), u(18), u(21), u(22), u(20), u(26), u(24), u(23), u(28), u(27), u(25), u(31), . . . . .).

Remarque 3.4.0.4 :

Les tressages ψd1,J1,σ1 et ψd2,J2,σ2 ne commutent pas, en général. En effet, en reprenant l’exemple
précédent, on a vu que pour toute suite u :

(ψ3,J1,σ1◦ψ4,J2,σ2)(u) = (u(19), u(17), u(18), u(21), u(22), u(20), u(26), u(24), u(23), u(28), u(27), . . . . .).

D’autre part, après calculs, on touuve :

(ψ4,J2,σ2◦ψ3,J1,σ1)(u) = (u(15), u(19), u(20), u(18), u(23), u(21), u(22), u(26), u(25), u(29), u(24), . . . . .).

On a bien :

ψ3,J1,σ1 ◦ ψ4,J2,σ2 6= ψ4,J2,σ2 ◦ ψ3,J1,σ1 .



Chapitre 4

Applications semi-affines

Dans ce quatrième chapitre, nous considérons A = K un corps commutatif de caractéris-
tique nulle. Nous caractérisons d’abord les idempotents de l’algèbre de Hadamard rationnelle
r(K) ; ainsi, en utilisant le théorème 4.1.0.2 de Lech-Skolem-Mahler, nous montrons que les
idempotents de l’algèbre r(K) sont les indicatrices des parties N , réunions d’une partie finie de
N et de progressions arithmétiques (voir la proposition 4.1.0.12).
Ensuite, nous définissons les applications semi-affines ϕ(d,a,b,c,t) de N dans N par :

ϕ(d,a,b,c,t)(n) =

{
cn si n < dt,

ar

[n
d

]
+ br si n ≥ dt

où (d, t) ∈ N∗ × N, a = (ai)0≤i<d ∈ Nd, b = (bi)0≤i<d ∈ Zd, c = (cl)0≤l<dt ∈ Ndt, et r = d
{n
d

}
.

On suppose ces données assujetties aux conditions ait+ bi ≥ 0 pour tout i ∈ {0, . . . , d− 1}.

Nous notons Φ l’ensemble de ces applications semi-affines. Nous montrons, dans la proposi-
tion 4.2.2.1, que pour que ϕ un élément de l’ensemble Φ il faut et il suffit que ϕ vérifie une
relation de récurrence linéaire de la forme :

∀n ≥ dt, ϕ(n+ 2d)− 2ϕ(n+ d) + ϕ(n) = 0,

où d ∈ N∗ et t ∈ N.
Puis, nous montrons, dans la proposition 4.2.2.2, que l’ensemble Φ est un sous-monoïde du
monoïde formé par toutes les applications de N dans N. Ensuite, nous montrons que si une
application ϕ est semi-affine et u est une suite récurrente linéaire alors la suite u ◦ ϕ est
une suite récurrente linéaire (voir la proposition 4.2.3.1) et que l’application u 7→ u ◦ ϕ est
un endomorphisme continu de l’algèbre r(A) (voir le corollaire 4.2.3.1). Nous donnons quelques
résultats préliminaires (les lemmes 4.3.0.2, 4.3.0.3 et le théorème 4.3.0.1) qui nous permettent de
donner une caractérisation des endomorphismes continus de l’algèbre de Hadamard rationnelle
r(K) ; ainsi, nous montrons, dans le théorème 4.4.0.2, que pour qu’une application f de r(K)
dans r(K) un endomorphisme continu de l’algèbre de Hadamard r(K) il faut et il suffit qu’il
existe une application ϕ dans l’ensemble Φ telle que l’on ait :

∀u ∈ r(K), f(u) = u ◦ ϕ.

47
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nous donnons quelques exemples qui exhibent certains endomorphismes continus de l’algèbre
r(K) et leurs applications semi-affines associées. Ensuite, nous donnons un exemple d’endo-
morphisme de r(K) non continu. Enfin, après avoir défini les applications semi-translations, on
montre que les applications associées aux tressages (bijectifs et non bijectifs) sont, en fait, des
semi-translations.
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4.1 Idempotents de l’algèbre des suites récurrentes linéaires
Nous allons caractériser les idempotents des suites récurrentes linéaires c’est-à-dire de l’al-

gèbre de Hadamard rationnelle r(K) lorsque K est un corps commutatif de caractéristique
nulle.
On sait que les idempotents de S(K) sont de la forme χN , avec N ⊆ N, définies par :

χN(n) =

{
1 si n ∈ N,
0 sinon.

et comme r(K) ⊂ S(K) alors les idempotents de r(K) sont aussi de la même forme avec N
une partie de N à déterminer. Dans cette section, nous avons besoin du résultat suivant dû à
Lech-Skolem-Mahler :

Théorème 4.1.0.2 [15, 16, 22]
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et u une suite de l’algèbre de Hadamard
r(K). Posons Z = {n ∈ N : u(n) = 0}. Si l’ensemble Z est infini alors il existe un entier
naturel m non nul, des entiers distincts µ1, . . . , µs dans {0, 1, . . . ,m− 1} tels que Z la réunion
d’une partie finie I0 de N et d’un nombre fini

Im,µi = {n ∈ N : n ≡ µi (mod m)} ,

de progressions arithmétiques.

Exemple
Pour illustrer ce théorème de Lech-Skolem-Mahler, on donne l’exemple de la suite suivante u
de longueur égale à 6, définie par :

∀n ≥ 6, u(n+ 6) = 6u(n+ 4)− 12u(n+ 2) + 8u(n),

avec les conditions initiales (u(0), . . . , u(5)) = (8, 0, 9, 0, 8, 0).
Les premiers termes de la suite u sont :

8, 0, 9, 0, 8, 0, 4, 0, 0, 0, 16, 0, 128, 0, . . . . .

L’ensemble des entiers naturels k tel que u(k) = 0 est la réunion de l’ensemble fini {8} et de la
progression arithmétique {1, 3, 5, . . . . .}.
Au fait, la suite u est donnée par :

u(n) =

{
0 si n = 2k + 1,

(n− 8)22(n−6)/2 si n = 2k.

Proposition 4.1.0.12
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et N une partie de N.
Pour que χN appartienne à l’algèbre de Hadamard r(K) il faut et il suffit qu’il existe un entier
naturel m non nul, des entiers µ0, µ1, . . . , µs ∈ {0, . . . ,m− 1} tels que N la réunion d’une
partie finie I0 de N et des ensembles

Im,µi = {n ∈ N : n ≡ µi (mod m)} .
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Démonstration
Remarquons d’abord que si la partie N est finie alors χN est nulle à partir d’un certain rang
et donc appartient à r(K).
Supposons que la partie N infinie. χN ∈ r(K), on a alors :

1− χN ∈ r(K),

et d’après le théorème 4.1.0.2, l’ensemble :

{n ∈ N : (1− χN)(n) = 0}

est réunion d’une partie finie I0 de N et des ensembles

Im,µi = {n ∈ N : n ≡ µi (mod m)} .

Donc

{n ∈ N : (χN)(n) = 1} = I0 ∪ (∪si=1Im,µi).

On prend alors N = I0 ∪ (∪si=1Im,µi).

Réciproquement, on montre que χN ∈ r(K) avec N = I0 ∪ (∪si=1Im,µi) ; ce qui est équivalent à

montrer que la série génératrice
∑
n≥0

χN(n)xn de χN est rationnelle.

On a alors : ∑
n≥0

χN(n)xn =
∑
n∈N

xn

=
∑
n∈I0

xn +
s∑
i=1

∑
n∈Im,µi

xn

=
∑
n∈I0

xn +
s∑
i=1

∑
k≥0

xµi+km

=
∑
n∈I0

xn +
s∑
i=1

xµi
∑
k≥0

(xm)k

=
∑
n∈I0

xn +
s∑
i=1

xµi

1− xm
.

Par suite
∑
n≥0

χN(n)xn est rationnelle.

�
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4.2 Applications semi-affines

4.2.1 Définitions et notations

Dans ce qui suit, nous nous proposons de déterminer tous les endomorphismes continus de
l’agèbre de Hadamard rationnelle r(K) lorsque K est un corps commutatif de caractéristique
nulle.

Définition 4.2.1.1
Soit (d, t) ∈ N∗ × N, a = (ai)0≤i<d ∈ Nd, b = (bi)0≤i<d ∈ Zd et c = (cl)0≤l<dt ∈ Ndt.
On suppose ces données assujetties aux conditions ait+ bi ≥ 0 pour tout i ∈ {0, . . . , d− 1}.
On définit l’application ϕ(d,a,b,c,t) de N dans N par :

ϕ(d,a,b,c,t)(n) =

{
cn si n < dt,

ar

[n
d

]
+ br si n ≥ dt

où on a posé r = d
{n
d

}
.

Les applications de la forme ϕ(d,a,b,c,t) sont dites semi-affines.

Définition 4.2.1.2
Les applications ϕ(d,a,b,c,t) définies ci-dessus sont dites semi-translations lorsque tous les ar,

0 ≤ r < d, sont égaux à d.

Définition 4.2.1.3
Les applications ϕ(d,a,b,c,t) définies ci-dessus sont dites purement semi-affines lorsque t est nul,
et elles sont notées simplement ϕ(d,a,b).

Remarque 4.2.1.1

Les applications purement semi-affines ϕ(d,a,b) sont définies par :

∀n ∈ N, ϕ(d,a,b)(n) = ar

[n
d

]
+ br,

où d ∈ N∗, a = (a0, . . . , ad−1) ∈ Nd, b = (b0, . . . , bd−1) ∈ Zd et r = d
{n
d

}
.

Notation
Nous notons Φ l’ensemble des applications semi-affines et Φ0 le sous-ensemble de Φ des appli-
cations purement semi-affines.

Nous montrons plus loin qu’en fait l’ensemble Φ est un monoïde et que Φ0 est un sous-
monoïde de Φ.
Pour illustrer ces applications semi-affines, donnons l’exemple suivant pour les valeurs :
d = 3, t = 2, a = (a0, a1, a2) = (1, 3, 2), b = (b0, b1, b2) = (4, 0,−3), n ≥ 6.
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Les points du graphe désignés par le symbole (+), sont les valeurs que prend l’application
semi-affine ϕ(3,a,b,c,2) dans N, pour n ≥ 6. Ces points sont disposés en trois blocs de telle façon
que chaque bloc de points se trouve sur une droite. Les flêches relient tous les points qui sont
en prédécence. Il existe trois droites différentes ; ce qui montre que l’application semi-affine
ϕ(3,a,b,c,2) est affine par morceaux.

4.2.2 Caractérisation des applications semi-affines

Nous caractérisons maintenant ces applications semi-affines comme solutions de certaines
récurrences.

Proposition 4.2.2.1
Soit (d, t) ∈ N∗×N et ϕ une application de N dans N. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe des suites finies a = (ai)0≤i<d ∈ Nd, b = (bi)0≤i<d ∈ Zd et c = (cl)0≤l<dt ∈ Ndt

vérifiant ait+ bi ≥ 0, pour tout entier naturel i ∈ {0, . . . , d− 1}, telles que :

ϕ = ϕ(d,a,b,c,t)

2. Pour tout entier naturel n ≥ dt, on a :

ϕ(n+ 2d)− 2ϕ(n+ d) + ϕ(n) = 0.

3. Pour tout entier naturel n ≥ dt, il existe un entier naturel A(n) tel que l’on ait :

∀k ≥ 0, ϕ(n+ kd) = ϕ(n) + kA(n).

Démonstration
Il est facile de vérifier que pour tout entier naturel n, on a :

ar

[
n+ 2d

d

]
+ br − 2(ar

[
n+ d

d

]
+ br) + ar

[n
d

]
+ br = 0,

de sorte que la propriété (1) entraîne effectivement la propriété (2).
Supposons la validité de la propriété (2) et montrons la propriété (3).
Pour tout n ≥ dt, la propriété (2) donne :

ϕ(n+ 3d)− 2ϕ(n+ 2d) + ϕ(n+ d) = 0,

i.e.,
ϕ(n+ 3d)− ϕ(n+ 2d) = ϕ(n+ 2d)− ϕ(n+ d),

on a alors pour tout entier k ≥ 0 :

ϕ(n+ (k + 2)d)− ϕ(n+ (k + 1)d) = ϕ(n+ (k + 1)d)− ϕ(n+ kd)
= ...
= ϕ(n+ d)− ϕ(n).
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En posant A(n) = ϕ(n+ d)− ϕ(n), on obtient alors :

ϕ(n+ (k + 1)d) = ϕ(n+ kd) + A(n)

= ϕ(n+ (k − 1)d) + 2A(n)
= ...
= ϕ(n) + (k + 1)A(n),

d’où :
ϕ(n+ kd) = ϕ(n) + kA(n).

Donc, pour tout n ≥ dt, il existe A(n) = ϕ(n + d) − ϕ(n) tel que, pour tout k ≥ 0, on a
ϕ(n+ kd) = ϕ(n) + kA(n), de sorte que la propriété (2) entaîne la propriété (3).
Supposons la validité de la propriété (3) et montrons la propriété (1). Fixons un entier naturel
r dans {0, . . . , d− 1} et nr = dt+ r le plus petit entier au moins égal à dt et congru à r modulo
d. Soit v ∈ S(Q) la suite, dépendant de r, définie par :

∀n ∈ N, v(n) = ϕ(nr + dn).

On trouve, d’après la propriété (3), que :

∀n ≥ dt, v(n) = v(0) + nA(nr),

et comme :
ϕ(nr + dn) = ϕ(dt+ r + dn)

= ϕ(d(n+ t) + r),

on déduit que :
ϕ(d(n+ t) + r) = v(0) + nA(nr).

D’où :
ϕ(r + dn) = v(0) + (n− t)A(nr)

= nA(nr) + v(0)− tA(nr).

On pose :

ar = A(nr) et br = v(0)− tA(nr),

ar et br sont deux constantes éléments d’une clôture algébrique de Q et qui sont des entiers
puisque la suite v ne prend que des valeurs entières. De plus, comme v est coissante à valeurs
positives, ar est un entier naturel et art+ br = v(0) ≥ 0.
On obtient, pour tout n ≥ dt :

ϕ(r + dn) = arn+ br.

On pose de plus cl = ϕ(l) pour tout entier naturel l < dt. On déduit alors que ϕ = ϕ(d,a,b,c,t).
�

Pour tout d ∈ N∗ et tout t ∈ N, on note Φ(d,t) l’ensemble des applications semi-affines de la
forme ϕ(d,a,b,c,t), où a ∈ Nd, b ∈ Zd, et c ∈ Ndt. Il est clair que Φ est la réunion des Φ(d,t), quand
d parcourt N∗ et t parcourt N.
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Proposition 4.2.2.2
L’ensemble Φ est un sous-monoïde du monoïde de toutes les applications de N dans N.
Plus précisément, si (d, d′) ∈ N∗ × N∗ et (t, t′) ∈ N× N, alors :

Φ(d,t) ◦ Φ(d′,t′) ⊂ Φ(dd′,max(t,t′)).

Démonstration
Soit des entiers naturels d, d′ > 0 et t, t′. Soit ϕ et ϕ′ deux applications semi-affines dans Φ(d,t)

et Φ(d′,t′) respectivement. Par la propriété (3) de la proposition 4.2.2.1, il existe des entiers
naturels A(n), A′(n) tels que, pour tout n ≥ dd′max(t, t′), on a :

∀k ≥ 0, (ϕ ◦ ϕ′)(n+ kdd′) = ϕ(ϕ′(n+ kdd′))

= ϕ(ϕ′(n) + kdA′(n))

= ϕ(ϕ′(n)) + kA′(n)A(n)).

Toujours par la propriété (3) de la proposition 4.2.2.1, on déduit que l’application ϕ ◦ ϕ′ est
semi-affine c’est-à-dire que ϕ ◦ ϕ′ est un élément de Φ.

�
Dans la proposition qui suit, nous allons donné l’écriture explicite de la composée de deux
éléments de l’ensemble Φ0 des applications purement semi-affines.

Proposition 4.2.2.3
Soit (d, d′) ∈ N∗ × N∗, a = (a0, . . . , ad−1) ∈ Nd, b = (b0, . . . , bd−1) ∈ Zd, a′ = (a′0, . . . , a

′
d′−1) ∈

Nd′ , b′ = (b′0, . . . , b
′
d′−1) ∈ Zd′. Alors il existe d′′ ∈ N∗, a′′ ∈ Ndd′ et b′′ ∈ Zdd′ tels que l’on ait :

ϕ(d,a,b) ◦ ϕ(d′,a′,b′) = ϕ(d′′,a′′,b′′).

Plus précisément on a : d′′ = dd′ et

∀k ∈ {0, 1, . . . , dd′ − 1}, a′′k = ara
′
s, b′′k = ard

[
a′s
[
k
d′

]
+ b′s

d

]
+ br, 0 ≤ r < d, 0 ≤ s < d′.

Démonstration
Soit (d, d′) ∈ N∗ × N∗, (a, b) ∈ Nd × Zd et (a′, b′) ∈ Nd′ × Zd′ .
Pour tout entier naturel n, posons :

n = dd′q + k, 0 ≤ k < dd′

= d′(dq + q1) + s, 0 ≤ s < d′.

où on a posé k = d′q1 + s, 0 ≤ s < d′.
On a alors :

(ϕ(d,a,b) ◦ ϕ′(d′,a′,b′))(n) = ϕ(d,a,b)(a
′
s

[ n
d′

]
+ b′s)

= ϕ(d,a,b)(a
′
s(dq + q1) + b′s)

= ϕ(d,a,b)(a
′
sdq + a′sq1 + b′s).
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En posant a′sq1 + b′s = dq2 + r, 0 ≤ r < d, on obtient alors :

(ϕ(d,a,b) ◦ ϕ′(d′,a′,b′))(n) = ϕ(d,a,b)(a
′
sdq + dq2 + r).

= ϕ(d,a,b)(d(a′sq + q2) + r).

= ar(a
′
sq + q2) + br

= ara
′
sq + arq2 + br

= ara
′
s

[ n
dd′

]
+ arq2 + br,

où on a posé :

s = d′
{
k

d′

}
, r = d

{
a′s
[
k
d′

]
+ b′s

d

}
et q2 = d

[
a′s
[
k
d′

]
+ b′s

d

]
, 0 ≤ s < d′, 0 ≤ r < d.

Il suffit de prendre alors :

d′′ = dd′, a′′k = ara
′
s et b′′k = arq2 + br, avec 0 ≤ k < dd′,

de sorte qu’il existe a′′ = (a′′0, . . . , a
′′
dd′−1) ∈ Ndd′ et b′′ = (b′′0, . . . , b

′′
dd′−1) ∈ Zdd′ , tels que :

∀n ∈ N, (ϕ(d,a,b) ◦ ϕ′(d′,a′,b′))(n) = a′′k

[ n
dd′

]
+ b′′k, k = dd′

{ n

dd′

}
.

�

Corollaire 4.2.2.1
L’ensemble Φ0 des applications purement semi-affines est un sous-monoïde du monoïde Φ des
applications semi-affines .

4.2.3 Propriétés

Lemme 4.2.3.1
Soit (d, t) ∈ N∗×N, (a, b) ∈ Nd×Zd et c ∈ Ndt. Si l’application semi-affine ϕ(d,a,b,c,t) est bijective
alors le d-uplet a n’a aucune composante nulle.

Démonstration
Posons a = (a0, a1, . . . , ad−1) et supposons qu’il existe un entier naturel j, 0 ≤ j < d, tel que
aj = 0. Pour n ≥ dt, on sait que :

∀n ∈ N, ϕ(d,a,b,c,t)(n) = ar

[n
d

]
+ br, 0 ≤ r < d,

ou encore :
∀k ∈ N, ϕ(d,a,b,c,t)(d(t+ k) + r) = (t+ k)ar + br, 0 ≤ r < d.

Pour r = j, on a :
∀k ∈ N, ϕ(d,a,b,c,t)(d(t+ k) + j) = bj,
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ce qui montre que l’application semi-affine ϕ(d,a,b,c,t) n’est pas injective, donc n’est pas bijective.
�

Nous allons montrer que ces applications semi-affines sont les changements d’indices tranfor-
mant les suites récurrentes linéaires sur un anneau commutatif unitaire en suites récurrentes
linéaires.

Proposition 4.2.3.1
Soit A un anneau commutatif unitaire et ϕ une application semi-affine de N dans N. Si u est
une suite récurrente linéaire sur A alors u ◦ ϕ est une suite récurrente linéaire sur A.

Démonstration
Il s’agit de montrer que si ϕ ∈ Φ et u ∈ r(A) alors u ◦ ϕ ∈ r(A).
Écrivons ϕ = ϕ(d,a,b,c,t) et u ∈ r(A).

Pour montrer que u ◦ ϕ ∈ r(A), il suffit de montrer que T dt(u ◦ ϕ) ∈ r(A).
On a alors pour tout entier naturel n :

(T dt(u ◦ ϕ))(n) = (u ◦ ϕ)(n+ dt)

= u(ϕ(n+ dt))

Or, puisque n+ dt ≥ dt, on a, en posant r = {n
d
} :

u(ϕ(n+ dt)) = u(ar

[
n+ dt

d

]
+ br),

= u(ar

[n
d

]
+ art+ br),

avec art+ br ≥ 0.

Par conséquent, la suite T dt(u ◦ ϕ) est un emboîtement des suites ur, 0 ≤ r < d, définies
par :

∀n ∈ N, ur(n) = u(arn+ art+ br), 0 ≤ r < d

Par le théorème 2.3.2.1, on conclut que T dt(u ◦ ϕ) ∈ r(A), et donc u ◦ ϕ ∈ r(A).
�

En vertu de la proposition 1.3.0.6, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.3.1
Avec les mêmes notations et hypothèses que ci-dessus, l’application, qui à toute suite u, associe
la suite u ◦ ϕ est un endomorphisme continu de r(A).

Remarque 4.2.3.1

Il existe des bijections semi-affines de N dans N qui ne sont pas données par la formule (3.2).
Par exemple l’application ϕ : N→ N définie, pour tout entier naturel n, par :

ϕ(3n) = 2n,
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ϕ(3n+ 1) = 4n+ 1,

ϕ(3n+ 2) = 4n+ 3.

Notons que l’application ϕ est bijective. Elle est semi-affine. En effet, si pour tout entier naturel
n, on pose :

ϕ(n) = ϕ0(3n),

ϕ(3n+ 1) = ϕ1(n),

ϕ(3n+ 2) = ϕ2(n),

alors l’application (ou la suite) ϕ est l’emboîtement E3 des suites ϕ0, ϕ1, ϕ2 dont le polynôme
caractéristique commun est p(x) = (x− 1)2. D’où le polynôme cracartéristique de ϕ est donné
par :

p(x3) = (x3 − 1)2 = x6 − 2x3 + 1.

Par conséquent, il existe un entier naturel t tel que la suite ϕ vérifie la récurrence linéaire
suivante :

∀n ≥ 3t, ϕ(n+ 6)− 2ϕ(n+ 3) + ϕ(n) = 0.

En appliquant la proposition 4.2.2.1, on déduit que ϕ est élémént du monoîde Φ, c’est-à-dire-
que la suite ϕ est semi-affine.
La suite ϕ ne peut pas se mettre sous la forme (3.2). En effet, s’il existait ue permutation σ de
l’ensemble {0, 1, 2} telle que l’on ait :

ϕ(n) = 3
[n

3

]
+ σ(3

{n
3

}
),

alors ϕ(2) = ϕ(3) = 3, ce qui prouve que ϕ n’est pas injective, d’où la contradiction.
Ainsi le groupe des tressages bijectifs est un sous-groupe propre du groupe des automorphismes
bicontinus de r(A).

4.3 Quelques lemmes

Dans ce qui suit, nous allons affiner davantage la description des endomorphismes continus
de l’algèbre de Hadamard r(K), lorsque K est un corps commutatif de caractéristique nulle. En
vue de montrer que, tout endomorphisme continu de l’algèbre r(K) provient d’une application
semi-affine, nous nous appuyons sur les deux lemmes suivants.

Lemme 4.3.0.2
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et ϕ une application de N dans N. Si
l’implication

∀u ∈ S(K), u ∈ r(K) =⇒ u ◦ ϕ ∈ r(K)

est vraie alors la suite (
ϕ(n)

n
)n≥1 est bornée.
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Démonstration
Comme le corps K est de caractéristique nulle donc contient le corps Q, r(K) contient la suite
géométrique u définie par :

∀n ≥ 0, u(n) = 2n.

D’après l’hypothèse, on a :
u ◦ ϕ ∈ r(K).

Par le lemme 2.2.1.3, on en déduit que :

u ◦ ϕ ∈ r(Q),

et on a, pour tout entier naturel n :

(u ◦ ϕ)(n) = 2ϕ(n).

D’où, par le théorème 2.2.1.1 (voir aussi [7], p. 73), il existe un entier naturel n0, un entier
naturel s non nul, des polynômes pi, 1 ≤ i ≤ s, à coefficients complexes et des nombres
complexes αi, 1 ≤ i ≤ s, qui sont les racines du polynôme minimal de u ◦ ϕ tels que :

∀n ≥ n0, 2ϕ(n) =
s∑
i=1

pi(n)αni

En posant c = max
1≤i≤s

{αi}, on a alors :

∀n ≥ n0, 2ϕ(n) ≤ cn
s∑
i=1

|pi(n)| .

En prenant le logarithme en base 2, on en déduit :

∀n ≥ n0,
ϕ(n)

n
≤ log2 c+

log2(
∑s

i=1 |pi(n)|)
n

.

Comme la suite
log2(

∑s
i=1 |pi(n)|)
n

tend vers 0 quand n tend vers +∞, elle est donc bornée par
une constante c1.
Par suite, on a :

∀n ≥ n0,
ϕ(n)

n
≤ log2 c+ c1.

Par conséquent, on obtient, pour tout entier naturel n ≥ 1 :

ϕ(n)

n
≤ max

{
log2 c+ c1,maxj<n0(

ϕ(j)

j
)

}
.

�

Lemme 4.3.0.3

Soit f(x) =
∑
n≥0

ϕ(n)xn une série entière formelle à coefficients dans C. On suppose que
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f(x) =
P (x)

Q(x)
, P et Q sont deux polynômes à coefficients dans C, premiers entre eux, et que le

rayon de convergence de f est supérieur ou égal à 1. Si αi, 1 ≤ i ≤ s, sont les racines du
polynôme réciproque Q∗ de Q alors :

∀i ∈ {1, . . . , s} , |αi| ≤ 1.

Démonstration
Soit βi, 1 ≤ i ≤ s, les racines de Q dans C. Par définition, on a :

∀i ∈ {1, . . . , s}, βi =
1

αi
.

Supposons qu’il existe i0 ∈ {1, . . . , s} tel que |βi0| < 1.

Comme les séries formelles P (x), f(x), Q(x) convergent pour |x| < 1, on a, pour tout nombre
complexe x de module moindre que 1, la relation :

Q(x)f(x) = P (x).

En particulier, on trouve :
P (βi0) = Q(βi0)f(βi0) = 0.

Donc βi0 est une racine commune des polynômes P et Q ; ce qui contredit l’hypothèse selon
laquelle ils sont premiers entre eux. Par suite on a :

∀i ∈ {1, . . . , s} , |βi| ≥ 1,

d’où :
∀i ∈ {1, . . . , s} , |αi| ≤ 1.

�
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Dans la suite, en plus de ces deux lemmes, nous aurons aussi besoin du théorème de
Kronecker suivant, que nous trouvons dans [19].

Théorème 4.3.0.1
Soit α un entier algébrique non nul. Si tous les conjugués de α sont de module au plus égal à
1, alors α est une racine de l’unité.

4.4 Endomorphismes continus des suites récurrentes linéaires
Nous pouvons maintenant énoncer puis démontrer le résultat principal de ce chapitre,

à savoir, le théorème qui caractérise les endomorphismes continus de l’algèbre de Hadamard
rationnelle r(K), lorsque K est un corps commutatif de caractéristique nulle.

Théorème 4.4.0.2
Soit K est un corps commutatif de caractéristique nulle et f une application de r(K) dans
r(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. l’application f est un endomorphisme continu de r(K)

2. il existe une application semi-affine ϕ de N dans N telle que, pour tout u appartenant à
r(K), on ait :

f(u) = u ◦ ϕ.

Démonstration
D’après le corollaire 4.2.3.1, seule l’implication 1⇒ 2 reste à démontrer.
donc f un endomorphisme continu de r(K). En vertu du théorème 1.3.0.1, il existe une appli-
cation ϕ de N dans N telle que l’on ait f(u) = u ◦ϕ pour tout u dans r(K). On va montrer que
ϕ est une application semi-affine. On sait, en particulier, que ϕ = f(id1) est une suite réurrente
linéaire à coefficients dans K. D’après le lemme 2.2.1.3, on voit donc que :

ϕ ∈ r(K) ∩ S(Q) = r(Q).

Par le théorème 2.2.1.1 (voir aussi [7], p. 73), il va exister deux entiers naturels n0 et h, h 6= 0,

des nombres complexes αi, 1 ≤ i ≤ h, et des polyômes pi, 1 ≤ i ≤ h, à coefficients com-
plexes tels que :

∀n ≥ n0, ϕ(n) =
h∑
i=1

pi(n)αni ,

D’autre part, ce même théorème 2.2.1.1 assure que la série génératrice

fϕ(x) =
∑
n≥0

ϕ(n)xn

de la suite ϕ(n) peut être mise sous la forme d’une fraction rationnelle normalisée, c’est-à-
dire qu’il existe deux polynômes P et Q à coefficients rationnels, premiers entre eux, avec
Q(0) = 1, tels que f(x)Q(x) = P (x) dans l’anneau Q[[x]] des séries entières formelles à
coefficients rationnels. De plus, en vertu de la remarque du théorème 2.2.1.1 (voir aussi la
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proposition 2 de ([7],p. 68), le polynôme Q est le polynôme réciproque du polynôme minimal
de la suite récurente linéaire ϕ, de sorte que les αi, 1 ≤ i ≤ h, sont les racines du polynôme Q∗

réciproque de Q ; ainsi on peut écrire

Q(x) = (1− α1x)m1 · · · (1− αhx)mh

pour certaines multiplicités mi entiers naturels non nuls.
De plus la suite ϕ vérifie la récurrence linéaire suivante :

∀n ≥ n0, ϕ(n+ h) + qh−1ϕ(n+ h− 1) + · · ·+ q0ϕ(n) = 0,

où h ∈ N∗, qi ∈ K, 0 ≤ i ≤ h− 1,

et pour tout entier naturel n, on a :
ϕ(n) ∈ Q.

Et d’après le lemme 2.2.1.1, la suite ϕ est récurrente linéaire à coefficients dans Z, de sorte que
le polynôme unitaire Q∗ est à coefficients entiers et que les nombres αi, 1 ≤ i ≤ h, sont des
entiers algébriques.

La suite (
ϕ(n)

n
)n≥1 étant bornée par le lemme 4.3.0.2, il existe alors une constante c > 0

telle que : ∑
n≥0

|ϕ(n)| |xn| <
∑
n≥0

cn |xn| < +∞.

Par conséquent, le rayon de convergence de la série génératrice
∑
n≥0

ϕ(n)xn de la suite ϕ est

supérieur ou égal à 1. Par le lemme 4.3.0.3, on en déduit que :

∀i ∈ {1, . . . , h} , |αi| ≤ 1.

Tout conjugué sur Q d’un nombre αi est une racine du polynôme Q∗, donc est un autre αj.
Par conséquent, tous les nombres complexes qui sont des conjugués sur Q de αi ont un module
inférieur ou égal à 1. D’après le théorème 4.3.0.1 de Kronecker, et puisque les nombres αi sont
des entiers algébriques, on en conclut que les αi sont des racines de l’unité.
Maintenant, on va montrer que, pour tout i ∈ {1, . . . , h} , le polynôme pi est de degré inférieur
ou égal à 1. Comme ϕ ∈ r(Z), sa série génératrice est rationnelle, et on a :

∑
n≥0

ϕ(n)xn =
∑
n≥0

h∑
i=1

pi(n)αni

=
P (x)

Q(x)

=
P (x)∏h

i=1(1− αix)mi
,
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où P,Q sont des polynômes à coefficients dans Z et premiers entre eux, avec d◦pi ≤ mi − 1 et
mi 6= 0, pour tout i ∈ {1, . . . , h} .

On va montrer que mi ≤ 2, pour tout i ∈ {1, . . . , h} .
Supposons au contraire qu’il existe k ∈ {1, . . . , h} tel que mk > 2. Puisque les deux membres
sont deux séries entières formelles de rayon de convergence au moins 1, on a, pour tout nombre
complexe x tel que |x| < 1, l’égalité :

(1− αkx)mk
∑
n≥0

ϕ(n)xn =
P (x)∏

i 6=k(1− αix)mi
.

Pour t réel, élément de ]0, 1[, on a
∣∣∣∣ tαk

∣∣∣∣ = t < 1, donc on peut poser x =
1

αk
t dans cette dernière

identité, et on obtient :

(1− t)mk
∑
n≥0

ϕ(n)
tn

αnk
=

P ( t
αk

)∏
i 6=k(1−

αi
αk
t)mi

.

Quand t tend vers 1, d’une part, le membre de droite de cette dernière égalité tend vers une
limite finie non nulle, c’est-à-dire :

P ( 1
αk

)∏
i 6=k(1−

αi
αk

)mi
6= 0,

alors que, d’autre part, comme (
ϕ(n)

n
)n≥1 est bornée par la constante c > 0 et du fait que

|αk| = 1,

on a : ∣∣∣∣∣(1− t)mk∑
n≥0

ϕ(n)
tn

αnk

∣∣∣∣∣ ≤ (1− t)mk
∑
n≥0

ϕ(n)tn

≤ (1− t)mk
∑
n≥0

nctn

≤ (1− t)mk ct

(1− t)2

≤ (1− t)mk−2ct.

Comme mk > 2 alors (1− t)mk−2ct tend vers 0 quand t tend vers 1, d’où la contradiction.

On conclut donc que, pour tout i ∈ {1, . . . , h} , on a :

mi ≤ 2.
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Par suite pour tout i ∈ {1, . . . , h} , on a, comme annoncé, d◦pi ≤ 1.
On écrit alors pi sous la forme :

pi(x) = Aix+Bi,

où Ai et Bi sont des constantes complexes.
maintenant ξ une racine complexe de l’unité d’ordre exactement égal au plus petit commun
multiple d des ordres des racines αi, 1 ≤ i ≤ h. Pour tout i ∈ {1, . . . , h}, il existe un entier
naturel ki tel que αi = ξki . On a alors, pour tout entier naturel n ≥ n0 :

ϕ(n) =
h∑
i=1

(Ain+Bi)ξ
kin

=
∑
ξd=1

(Aξn+Bξ)ξ
n.

On constate que pour t supérieur ou égal à
n0

d
, la suite ϕ vérifie la récurrence linéaire suivante :

∀n ≥ dt, ϕ(n+ 2d)− 2ϕ(n+ d) + ϕ(n) = 0.

D’après la propsition 4.2.2.1, il existe (d, t) ∈ N∗ × N, a ∈ Nd, b ∈ Zd, c ∈ Ndt tels que :

∀n ≥ dt, ϕ(n) = ϕ(d,a,b,c,t)(n),

ce qui signifie que l’application ϕ est semi-affine.
�

Remarques 4.4.0.1

1. A toute suite u ∈ KN, associons la suite

c(u) : N→ {0, 1} ⊂ K,

telle que, pour tout entier naturel n,

c(u)(n) = 0⇐⇒ u(n) = 0.

Alors nous allons montrer que le théorème de Skolem-Lech-Mahler équivaut à dire que si
la suite u est récurrente linéaire, alors la suite c(u) est aussi récurrente linéaire.
En effet, d’une part en partant de l’énoncé de ce théorème, étant donnée une suite ré-
currente linéaire u, la suite c(u)(n) est égal à zéro si et seulement si n appartient à un
ensemble réunion d’un ensemble fini et d’une réunion finie de progressions arithmétiques.
Par conséquent c(u) est un emboîtement de suites récurrentes linéaires (formées de 0 et
de 1) et donc c(u) est une suite récurrente linéaire.
Réciproquement, on vérifie facilement que, pour tout suite v ∈ KN, on a :

v ◦ c(u) = v(0) + (v(1)− v(0))c(u).
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Il en résulte que la substitution v 7→ v ◦ c(u) transforme les suites récurrentes linéaires
en suites récurrentes linéaires si et seulement si la suite c(u) est elle-même récurrente
linéaire. Maintenant, notre théorème 4.4.0.2 nous dit que si la substitution v 7→ v ◦ c(u)
transforme les suites récurrentes linéaires en suites récurrentes linéaires, alors la suite c(u)
est semi-affine. Ainsi la suite c(u) est, à un nombre fini de termes près, un emboîtement
d’un nombre fini d’applications affines et ces applications seront toutes constantes parce
que c(u) ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi les zéros de la suite u sont, à un
ensemble fini près, les éléments d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

2. Le monoïde Φ est isomorphe au monoïde opposé du monoïde Endc(r(K)). En d’autres
termes, à tout endomorphisme continu de r(K), correspond une application semi-affine
de N dans N et inversement.

4.5 Exemples
Remarquons que les applications semi-affines qui correspondent aux tressages ψd,σ et ψd,J,σ

sont des semi-translations (voir définition 4.2.1.2). Nous allons d’abord voir, dans les deux
lemmes suivants que les restrictions, à une progression arithmétique de raison d, de ces semi-
translations sont des translations. Ensuite, nous donnons quelques exemples d’endomorphismes
continus de suites récurrentes linéaires et un exemple d’endomorphisme non continu.

Lemme 4.5.0.4
Soit d un entier naturel non nul et σ une permutation de l’ensemble {0, 1, . . . , d−1}. Soit u une
progression arithmétique de raison d. Alors la restriction à u de la semi-translation ϕ associée
au tressage ψd,σ est une translation.

Démonstration
On sait que la semi-translation ϕ qui correspond au tressage ψd,σ est donnée par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d
[n
d

]
+ σ(n− d

[n
d

]
),

et on a :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d
[n
d

]
+ σ(n− d

[n
d

]
)

= d(
n

d
−
{n
d

}
) + σ(n− d(

n

d
−
{n
d

}
))

= n− d
{n
d

}
+ σ(d

{n
d

}
)

= n− d(
r

d
) + σ(d(

r

d
))

= n− r + σ(r)

où on a posé n = dq + r avec 0 ≤ r < d.
�
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Lemme 4.5.0.5
Soit d un entier naturel non nul, J un d-uplet de Nd et σ une permutation de l’ensemble
{0, 1, . . . , d− 1}. Soit u une progression arithmétique de raison d. Alors la restriction à u de la
semi-translation ϕ associée au tressage ψd,J,σ est une translation.

Démonstration
On sait que la semi-traslation qui correspond au tressage ψd,J,σ est donnée par :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d(
[n
d

]
+ jσ(n−d[n

d
])) + σ(n− d[

n

d
]),

et on a :

∀n ∈ N, ϕ(n) = d(
[n
d

]
+ jσ(n−d)[nd ])) + σ(n− d

[n
d

]
)

= d(
n

d
−
{n
d

}
) + jσ(n−d(n

d
−{nd}))) + σ(n− d(

n

d
−
{n
d

}
))

= n− d
{n
d

}
+ jσ(d{nd}) + σ(d

{n
d

}
)

= n− d(
ρ

d
) + jσ(d( ρ

d
)) + σ(d(

ρ

d
))

= n− ρ+ jσ(ρ) + σ(ρ).

où on a posé n = qd+ ρ avec 0 ≤ ρ < d.
�

Exemple 1

Pour tout d ∈ N∗ et tout (i, j) ∈ N2, les endomorphismes suivants de l’algèbre r(K) :

T i, φid, T
i ◦ φjd, φ

i
d ◦ T j

sont continus ; les applications semi-affines ϕ qui leur correspondent sont définies respectivement
par :

ϕ1,i(n) = n+ i,

ϕ2,i(n) = din,

ϕ3,i,j(n) = din+ idj,

ϕ4,i,j(n) = din+ j.

Exemple 2

L’application f définie de S(K) dans S(K) par :

∀u ∈ S(K),∀n ∈ N, (f(u))(n) = u(n2)
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n’est pas un endomorphisme de r(K). En effet, si on considère la suite u de r(K) définie par :

∀n ∈ N, u(n) = 2n.

On a alors :
v(n) = (f(u))(n)

= u(n2)

= 2n
2

.

La série génératrice
∑
n≥0

v(n)xn de la suite v a pour rayon de convergence 0, donc elle n’est pas

rationnelle et par suite v n’est pas dans r(K).
Plus généralement, si P est un polynôme à coefficients dans K, de degré supérieur ou égal à 2,
alors l’application f définie de S(K) dans S(K) par :

∀u ∈ S(K),∀n ∈ N, (f(u))(n) = u(P (n)),

n’est pas un endomorphisme de r(K).

Exemple 3

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit a ∈ K\Z et s ∈ N∗.
L’application f de r(K) dans r(K), définie par :

∀i ∈ N, f(δi) = 0

∀u ∈ r(K), f((
∑
i∈F

aiδi +
s∑
i=1

pi(n)αni )n≥0) = (
s∑
i=1

pi(a)αni )n≥0

est un endomorphisme non continu de r(K). En effet :

Pour tout couple (u, v) dans (r(K))2 tel que :

∀n ∈ N, u(n) =
∑
i∈F

aiδi +
s∑
i=1

pi(n)αni et v(n) =
∑
i∈G

biδi +
s∑
i=1

qi(n)βni ,

il est facile de voir que :
f(u+ v) = f(u) + f(v),

f(1r(K)) = 1r(K).

pour montrer que f(u � v) = f(u) � f(v), il suffit de montrer que, pour tout (p, q) ∈ K[x] et
(α, β) ∈ K, on a :

∀n ∈ N, f(p(n)αn � q(n)βn) = p(a)αn � q(a)βn.
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Donc, f est un endomorphisme de r(K) ; il n’est pas continu. En effet :
dans le cas où K = C et pour a 6∈ Z, considérons la suite (up)p≥0, définie par :

∀n ∈ N, up(n) = n(n− 1) · · · (n− p).

Cette suite tend vers zéro quand p tend vers l’infini mais la suite

f(up) = a(a− 1) · · · (a− p)

ne tend pas vers zéro.
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