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Introduction

L’objet de cette thése est I'étude des classes de conjugaison des séries
formelles d’ordre fini pour la loi de composition en caractéristique positive
p. Nous allons développer certains outils permettant de proposer une classi-
fication a conjugaison prés des séries formelles d’ordre p™.

B. Green et M. Matignon ont montré dans leurs articles [9] et [10] qu'une
conjecture de F. Oort se réduisait a montrer qu’une série d’ordre p™ peut étre
relevée en une série de méme ordre et dont les coefficients sont entiers dans
une extension convenable du corps Q, des nombres p-adique. Ce résultat est
maintenant prouvé pour n < 2. Ce travail est motivé par cette conjecture.
Ainsi pour montrer la conjecture de F. Oort, il suffirait de relever une série
particuliére de chaque classe de conjugaison.

Nous noterons dans la suite K = k((t)) le corps des séries formelles méro-
morphes a coefficients dans k. Muni de la valuation t-adique, K est un corps
local, c’est-a-dire un corps valué complet. Les séries inversibles pour la loi de
composition sont précisément les séries entiéres sans termes constant et dont
la dérivée en 0 est non nulle. Ces séries, munies de la loi de composition,
constituent un groupe noté dans la suite Gy(k) :

Go(k) = {Zaﬂf‘ tel que a; € k:*}

>1

Le groupe de Nottingham, que nous noterons N (k) est le sous-groupe de
Go(k) formé des séries dont la dérivée en 0 est 1 :

N (k) = {ZaLtL tel que a; = 1}.
1>1
Un théoréme de C. Leedham-Green et A. Weiss dit que tout p-groupe fini est
inclus dans AV (k). Ce théoréme a ensuite été généralisé par R. Camina a tout
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pro-p-groupe a base dénombrable ([6], p.216). Dans ses articles, R. Camina
note toutefois, la difficulté qu’il existe, a décrire les sous-groupe non-ouverts
de N(k), et en particulier les sous-groupes finis. Lorsque le corps résiduel k
de K est fini, les séries d’ordre p du groupe de Nottingham ont été étudiées
par B. Klopsch lors de sa thése de doctorat & Oxford (1999) puis dans ses
articles [13] et [14]. Il parvient & donner une forme explicite & un représentant
de chaque classe de conjugaison du groupe de Nottingham. En effet, toute
série d’ordre p de N'(k) est conjuguée a une série de la forme :

F(m,~) = t(1 —mat™) ="

ol m est un entier premier a p et v un élément inversible de £.

Dans le cas plus général des séries d’ordre p”, nous allons suivre un pro-
cédé difféerent. Nous nous appuierons principalement sur la théorie d’Artin-
Schreier-Witt qui décrit les extensions cycliques de degré p" grace aux vec-
teurs de Witt de longueur n. Lorsque le corps résiduel est fini, K. Kanesaka
et K. Sekiguchi [12| ont caractérisé la ramification de telles extensions en
introduisant un certain sous-module B,, de vecteurs de Witt de longueur n.
En généralisant cette idée au cas ou k est la cloture algébrique de I, nous
sommes en mesure de paramétrer un ensemble X, de couples (L,o) ou L
est une extension cyclique totalement ramifiées de degré p™ de K et o un
générateur de son groupe de Galois par un élément de A, (Théoréme 5.1.2)
ou A, désigne un certain sous-ensemble de B,. Par cette correspondance,
nous pourrons calculer les sauts de ramification d’une extension cyclique
L/K grace aux termes du vecteur de Witt dans A, correspondant. Cette
méthode donne des calculs plus explicites des sauts de ramification que celle
décrite dans l'article de J.L. Brylinski [4]. Dans un second temps, nous pour-
rons mettre en bijection les classes de conjugaison des séries d’ordre p™ et les
orbites de A, sous une certaine action de Gy(k) (Théoréme 6.2.7). Il est im-
portant de remarquer que dans cette bijection, la ramification de I'extension
L/K est controlée.

Nous commencerons, dans un premier chapitre par rappeler les définitions et
les propriétés les plus importantes sur les corps locaux. En particulier, nous
décrirons le corps local K des séries formelles munies de la valuation t-adique.
Nous rappellerons également les notions de ramification et de groupes de ra-
mification et leurs principales caractéristiques.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous nous attacherons a rappeler plus précisé-
ment les définitions des groupes Gy(k) et N'(k). Nous rappellerons alors les
principaux théorémes de la théorie d’Artin-Schreier qui nous permetteront
de généraliser les résultats de B. Klopsch dans le cas ou le corps résiduel n’est
plus fini mais algébriquement clos de caractéristique positive p.

Le troisiéme chapitre sera consacré a ’anneau des vecteurs de Witt. Nous
commencerons par le vecteurs de Witt de longueur infinie puis par les vecteurs
de Witt de longueur finie dans un cadre trés général. Enfin, nous étudierons
plus précisément les vecteurs de Witt de longueur finie a coefficients dans le
corps local K étudié¢ dans le premier chapitre.

Le quatriéme chapitre sera dédié a la théorie d’Artin-Schreier-Witt qui gé-
néralise la théorie d’Artin-Schreier aux extensions de degré p™ grace aux
vecteurs de Witt de longueur n. Puis, nous nous placerons dans le cadre ou
K est un corps local de corps résiduel algébriquement clos. Nous définirons
deux ensembles B, et A, qui nous seront trés utiles dans les chapitres sui-
vant.

Dans le cinquiéme chapitre, nous chercherons & établir une bijection entre
les extensions cycliques totalement ramifiées de degré p™ et les éléments de
A,.. Nous verrons alors que les sauts de ramification des extensions cycliques
totalement ramifiées de K peuvent étre lu par un calcul sur I’élément de A,
qui correspond a cette extension.

Nous terminerons finalement notre étude des séries d’ordre p" dans le sixiéme
chapitre. Dans celui-ci, nous décrirons les classes de conjugaison des séries
d’ordre p™ grace aux orbites de A, sous une certaine action. Nous verrons
alors que la ramification sera conservée sous cette action.

Enfin, le dernier chapitre donnera deux moyens de calculer explicitement une
série d’ordre 4. La premiére méthode utilise la théorie de Lubin-Tate sur le
groupe formel additif. La seconde est basée sur la théorie d’Artin-Schreier-
Witt.
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Notations

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier et n > 1 un entier.
Nous regroupons ici les principales notations utilisées dans ce travail.

Notations du chapitre 1 :

Ce chapitre permet d’introduire les objets que nous allons étudier. Nous
commencons par les définir dans un cadre trés général puis dans une situation
de plus en plus précise.

Notations de la section 1.1 :

Cette section concerne les corps locaux dans un cadre trés général.

K
(%7
Uk
Ok
Pk
Un

Corps local quelconque.

Valuation discréte de K.

Groupe des unités de K.

Anneau de valuation ou anneau des entiers de K.
Idéal maximal de Og-.

Filtration du groupe des unités de K i.e. U, =1 + p%.

Notations de la section 1.2 :

Dans cette section, K est un corps local dont la caractéristique est p.

k
t

(%7¢

Ok

Pr
F

o

Corps résiduel de K.

Uniformisante de K.

Valuation t-adique de K.

Anneau de valuation de K i.e. Og = k[t].

Idéal maximal de O i.e. px = tk[t].
Application de Frobenius sur K.
Homomorphisme de groupes p = F' — Id dans K.
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Notations de la section 1.3 :

Dans cette section, nous nous restreignons maintenant au cas ou le corps
résiduel k de K est parfait et de caractéristique p.

L Extension finie de K.

er/k  Indice de ramification de I'extension L/K.
fryk Degré résiduel de 'extension L/K.

Ly Sous-corps d’inertie de 'extension L/K.
Nk Norme de extension L/K.

Trr/kx Trace de I'extension L/K.

Notations de la section 1.4 :

Dans cette section, I'extension L/K est supposée galoisienne et finie.

G Groupes de ramification en numérotation inférieure.
G" Groupes de ramification en numérotation supérieure.
Y1,k Fonction de Herbrand.

ok Réciproque de la fonction de Herbrand.

Go Groupe d’inertie de 'extension L/K.

Notations du chapitre 2 :

Dans ce chapitre, nous introduirons les notations concernant les deux
groupes de séries formelles étudiés dans la suite.

Notations de la section 2.1 :

Le corps résiduel £ est maintenant égale a la cloture algébrique de I,
C’est donc un corps infini, parfait de caractéristique p.

Go(k) Groupe des séries de tk[t] de dérivée en 0 non nulle.
N (k) Groupe de Nottingham.

i(c)  Nombre de ramification de la série o.

G;(k) Filtration de Go(k).

Notations du chapitre 3 :

Le chapitre 3 concerne 'anneau des vecteurs de Witt, d’abord dans un
cadre trés général puis sur 'anneau des séries formelles méromorphes intro-
duit dans les chapitres précédents.
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Notations de la section 3.1 :

Soit R un anneau commutatif unitaire de caractéristique p.

W(R) Anneau des vecteurs de Witt de longueur infinie.

W, nteme polvnome de Witt.

¥ Suite des composantes fantémes du vecteur x.

H(R) Anneau des suites d’¢léments de R.

Jr Application z € W(R) — z* € H(R).

|44 Foncteur de Witt.

{z}  Vecteur de Witt (z,0,0,...).

F Application de Frobenius sur W(R)

© Homomorphisme de groupes ¢ = F' — Id dans W (R).
V Application de décalage ou "Shift" ou "Vershiebung".
p Multiplication par p dans W (R).

Notations de la section 3.2 :

Nous fixons un entier n > 1.

I, Idéal de W (R) donné par V(W (R)).
W, (R) Anneau des vecteurs de Witt de longueur n : W, (R) = W(R)/L,.

T7 Applications de troncation.
F Application de Frobenius sur W, (R).
© Homomorphisme de groupes o = F' — Id dans W, (R).

Notations de la section 3.3 :

Reprenons K = k((t)) ou k est la cloture algébrique de F,,.

My, Application z — min{p" vk (z,) avec t = 0,...,n — 1}.
dy, Distance d,(z,y) = p~ ™Y,
W, (pr )Ensemble des vecteurs de Witt de composantes dans pg-.

Notations du chapitre 4 :

Nous donnons ici les notations utilisées dans la suite pour décrire les
bijections obtenues dans ce travail.
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Notations de la section 4.1 :

Nous reprenons ici K = k((t)) avec k un corps de caractéristique p.

[.,.)  Symbole d’Artin li¢ & 'accouplement d’Artin-Schreier-Witt.
a Classe de a modulo p(W,,(K)).
Gi Groupe de Galois de D'extension K(p~*(zo, ..., 7;))/K.

Notations de la section 4.2 :

Maintenant, nous supposons de plus que le corps résiduel £ est la cloture
algébrique de IF,,. Soit x = Z a,t" une série de K.

1>1
N, Ensemble des entiers positifs premiers a p.
B, Sous-module engendré par les vecteurs {t '} avec ¢ € N,,.

I(x)  Ensemble {¢ € Z tel que o, # 0}.

v(z)  Application : x — min{v,(¢) tel que ¢ € I(x)}.

ord Ordre additif du vecteur a dans le groupe W, (k).

Pn Application telle que p,(a) = max{tp~tord(a,) pour a € B, }.
A, Ensemble des éléments de B,, inversibles dans W,,(K).

Notations du chapitre 5 :
Ce chapitre présente la premiére bijection obtenue. Il reprend donc les

notations utilisées précédemment.

Notations de la section 5.1 :

Dans la suite L designera une extension cyclique totalement ramifiée de
K.

X, Ensemble des couples (L, o) tel que (o) = Gal(L/K).
a Classe de a modulo (W, (K)).
Notations du chapitre 6 :

Ce chapitre donne la seconde bijection décrite dans ce travail. Nous in-
troduirons pour cela une certaine action de groupe.
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Notations de la section 6.1 :

Nous décrirons dans un premier temps 'action utilisée pour construire
cette bijection.

B Action de Gy(k) sur le groupe B,,.

Notations de la section 6.2 :

Enfin, nous définirons la seconde bijection décrite par I'application A,.

Yn Ensemble des classes de conjugaison de Gy(k) des séries d’ordre p™.

A Application de X, dans ).

Notations du chapitre 7 :

Le chapitre 7 donne deux méthodes de calculs permettant de trouver des
séries d’ordre 4.

Notations de la section 7.1 :

Nous avons besoin dans cette section des groupes formels et notamment
de groupe formel additif.

F(X,Y) Groupe formel.
G Groupe formel additif.
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Chapitre 1

Corps locaux

Dans ce chapitre, nous nous attachons a rappeler, de la facon la plus
précise possible, les notions principales et a mettre en place les notations uti-
lisées dans la suite de ce travail. Nous donnerons les définitions essentielles
sur les corps locaux, d’abord dans un cadre trés général puis sur un corps de
caractéristique strictement positive.

Ensuite, nous rappelerons, dans ce cas précis, les différents types de ramifi-
cation possibles des extensions galoisiennes de corps locaux. Nous irons alors
un peu plus loin dans cette caractérisation en redonnant les propriétés prin-
cipales des groupes et des sauts de ramification en numérotation inférieure
puis supérieure.

Ce chapitre permet donc de présenter le corps local K qui sera notre corps
de référence dans la suite de ce travail.

1.1 Les corps locaux.

Ce paragraphe regroupe les définitions essentielles sur les corps locaux
dans un cadre tres général. Soit K un corps, on appelle valuation discréte
sur K une application vérifiant les trois conditions suivantes :

1. vk (x) est un nombre rationnel pour tout z non nul et vg(0) = +oc.
2. Pour tout z et y de K, min(vg(z), vk (y)) < vg(z + ).
3. Pour tout x et y de K, vk (z) + vk (y) = vk (xy).
L’élément x € K appartient au groupe des unités Ugx de K si et seulement
si vg(z) = 0. Clest a dire :
Uk = ker(vk) = {z € K tel que vg(z) = 0}.
Un élément 7 de K est une uniformisante si :

vk (mr) = min{vg () > 0 avec © € K™},
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La valuation vy est dite normalisée si vg(K*) = Z. Dans ce cas, les unifor-
misantes de K sont les éléments de valuation 1.

On définit 'anneau de valuation et on note O, 'anneau des éléments de K
dont la valuation est positive ou nulle :

Ok = {z € K tel que vg(z) > 0}.

C’est un anneau de valuation discréte, i.e. principal et n’ayant qu'un seul
idéal maximal noté py :

pr = {z € K tel que vk (z) > 0}.

Le quotient Ok /px est un corps appelé corps résiduel de K noté k.

Nous obtenons deux situations :

1. Le corps K est de caractéristique nulle, par exemple, lorsque K est une
extension finie de @, avec k un corps fini.

2. Le corps K est de caractéristique p > 0 alors (voir, par exemple Serre
[20]) K = k((t)) ou ¢ est une uniformisante. C’est le cas qui nous inté-
ressera par la suite.

1.2 Corps locaux de caractéristique p.

Soit p un nombre premier, d’aprés le paragraphe précédent, si K est un
corps local de caractéristique p alors K = k((t)) avec ¢ une uniformisante de
K (]20], Chap 2, §4, Prop 5). Nous allons donner une description des notions
introduites précédemment dans ce cas précis.

1.2.1 Description du corps local K = k((t)).

L’anneau de valuation ou anneau des entiers de K sera ’anneau des séries
formelles dont la valuation t-adique est positive ou nulle :

Ok = k[t] = {Zabﬁ avec a, € k pour tout ¢ > 0}.

>0

et I’ idéal maximal du corps local K est I'idéal formé de I’ensemble des séries
formelles dont la valuation t-adique est strictement positive :

pr = tkft] = {Zaﬁ avec a, € k pour tout ¢ > 0}.

>0
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Le corps résiduel est dans ce cas égal au corps k.

Nous considérons une filtration particuliére sur le corps K en définissant une
suite de sous-groupes de K* de cette facon :

UozUz{xEKtelquex:Zabt‘etag#O}
>0
et pour tout n > 1 :
U,=1+p% = {xeKtelquele—i—Zaﬂ}.
w>n

On obtient ainsi la suite d’inclusions :
{1}c..cU,c..cU;CcUy=UCK~

telle que
Us/Ur = pi et U, /U1 — pj pour tout n > 1.

1.2.2 Premiéres propriétés de k((t)).

Lemme 1.2.1 :

Soit L un corps contenant k et inclus dans k((t)), si lextension L/k est algé-
brique, alors l’extension L/k est triviale (autrement dit k est algébriquement
fermé dans k((t))).

Démonstration :
Soit o un élément de k((t)) algébrique sur k, alors il existe un polynome a
coefficients dans k tel que :

(x) Apo"+ A, 10"+ + Ao+ Ay =0,

avec A, Ay non nul. Montrons d’abord que vk (o) est nul.

En effet, si vk (o) > 0 alors o(t) = t7(t) avec T une série entiére a coefficients
dans k, donc la relation (x) donne :

An(tr()" 4+ A (7 ()" + o+ Ar(t7(2)) + Ao = 0.

Donc t divise Ay dans 'anneau k[t], ce qui entraine une contradiction.

Si vk (o) < 0 alors en divisant la relation (%) par ¢”, on obtient :

Ap+Ap_io 4+ o+ A" Ag(cH) =0
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avec v (0™!) = —vg (o) > 0 ce qui nous raméne au cas précédent et nous
donne aussi une contradiction.

Donc 0 = ¢+ t7(t) ou ¢ est un élément non nul de k et 7(¢) une série entiére
a coefficients dans k. On suppose que la série 7(¢) est non nulle et on va en
déduire une contradiction. Nous avons :

Aplc+tr()" + Api(c+tr()" 4+ .+ Aj(c+t7(t)) + Ag = 0.

Ce qui nous donne :

Donc

Puisque vk (t7(t)) > 0, d’aprés ce qui précéde, il ne peut étre algébrique sur
k. Donc pour tout k € {0,...,n};

n
> A =o0.
i=k
En prenant £ = n on obtient A, = 0 ce qui donne une contradiction. 0

1.2.3 Le Frobenius F' et ’homomorphisme .

Soit K un corps de caractérsitique p.
On définit 'application de Frobenius dans K :

F: K — K

r — P
On définit également I'application de K dans K appelée isogénie :

p: K — K
r +— xP—z.

L’application p = F'—id est un endomorphisme additif du IF,-espace vectoriel
K = k((t).

Ces deux appplications jouent un role crucial dans la théorie d’Artin-Schreier
developpée dans le chapitre suivant.

22



1.2.4 Stabilité de Ok par ’endomorphisme de groupes
Q.

Ce lemme nous sera également utile dans la démonstration d’un théoréme
de B. Klopsch étudiée dans le chapitre suivant. Il sera, de plus, généralisé a
tous vecteurs de Witt par la proposition 3.3.8.

Lemme 1.2.2 :

Supposons que k soit un corps algébriquement clos. L’anneau de valuation
Ok = k[t] est inclus dans l’image de k[t] par o c’est a dire k[t] = p(k[t])
ou encore Og = p(Of).

Démonstration :

Soit & une série appartenant a k[t] et montrons que & appartient a p(k[t]).
Supposons dans un premier temps que § est de valuation strictement positive.
Le corps k((t)) est complet pour la valuation t-adique vy, or vi (€P") est égal
& plug (€) donc v (€7") tend vers +oo lorsque i tend vers +oo. Donc la série

+o00o _
>
=0

est convergente dans k((¢)). Comme p est continue et additive alors on a :

o(— ZS’*) = - Z p(e) =¢.

Donc £ appartient & p(k[t]).

Maintenant, si £ est un élément quelconque de k[t] alors £ est la somme de
deux éléments 7 et ( tels que 7 soit dans k et ¢ appartienne a tk[t].

Puisque le corps k est algébriquement clos alors n appartient & (k) donc a
©(k[t]). On a également vu dans la premiére partie de la démonstration que
¢ € p(k[t]).

Comme g est un morphisme additif alors  appartient a o(k[t]) O

1.3 Ramification.

Soit k£ un corps parfait de caractéristique p. Nous allons rappeler dans
ce paragraphe quelques notions sur la ramification des extensions de corps
locaux. La ramification nous donne une premiére idée sur les différents types
d’extensions.
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1.3.1 Extensions résiduelles.

Soit K = k((t)) un corps local de caractéristique p et de corps résiduel k
supposé parfait. Soit L une extension finie de K de corps résiduel [, I'extension
résiduelle [ /k est donc séparable.

De plus, si I'extension L/K est galoisienne alors 'extension résiduelle [/k est
également galoisienne et son groupe de Galois Gal(l/k) est un quotient du
groupe de Galois Gal(L/K).

1.3.2 Indice de ramification et degré résiduel.

Soit L/K une extension finie telle que (L, vy) et (K, vk ) sont deux corps
locaux. La valuation vy est alors la restriction de vy, au corps K.

L’indice de ramification de l'extension L/K est le nombre er/x tel que :
ersic = [vn(L?) : v (K)].

Soient [ et k respectivement les corps résiduels de L et K.
Le degré résiduel de I'extension L/K est le nombre fr/x tel que :

fL/K == [l . k‘]

Remarque :
L’indice de ramification et le degré résiduel jouissent des propriétés impor-
tantes suivantes (voir Serre [20]) :

1. L’indice de ramification, comme le degré résiduel, est un entier > 1.

2. Sil'extension L/K est finie de degré n, on a la relation :
n = €L/Kf L/K-
3. Si M est une sous-extension de L/K alors on a les relations :

er/k = er/Mem/k €t fL/K = fL/MfM/K-

1.3.3 Extensions totalement ramifiées et extensions non
ramifiées.

Soit K un corps local et L une extension de K de degré n.
L’extension L/K est dite totalement ramifiée si son indice de ramification
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er/k est égal a n et son degré résiduel égal a 1 tandis qu’elle est dite non
ramifiée si son indice de ramification ey x est égal a 1 et son degré résiduel
égal a n et si I'extension résiduelle est séparable.

Une extension L/K est dite sauvagement ramifiée si p divise son indice de
ramification er, /.

Si L/K est une extension totalement ramifiée alors 'extension résiduelle /k
est triviale.

Soit L/ K une extension de degré n, alors il existe une sous-extension Ly de
L/K telle que Lo/ K soit une extension non ramifiée de degré fr et L/Lg
une extension totalement ramifiée de degré e, /x. Le corps Ly est appelé sous-
corps d’inertie de I'extension L/K.
Nous obtenons le schéma suivant :

Si le corps résiduel k£ de K est algébriquement clos, toutes les extensions de
K sont totalement ramifiées.

Dans la suite, nous étudierons plus particuliérement les extensions cycliques
totalement ramifiées de degré p™ du corps local K = k((t)) ayant pour corps
résiduel k = IFZZQ la cloture algébrique de F,,.

1.3.4 Norme et trace.

Soient L /K une extension finie séparable de degré n et 01,09, ...,0, les n
plongements de L dans une cloture algébrique de K.

Nous rappelons que la norme et la trace de a dans Iextension L/K sont
respectivement définies par :

Ny(e)=[]oa) et Triyx(e)=> ola).

Il est bien connu que ces deux applications sont transitives : en effet si M est
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une sous-extension de L/K alors :
NL/K = NM/K o NL/M et TTL/K = TTM/K o TTL/M.

La norme Ny i est un homomorphisme multiplicatif de L* dans K* alors
que la trace est un homomorphisme additif de L dans K.

Soit (K, vk ) un corps local et L une extension finie de K. Alors il existe une
seule application vy, qui prolonge la valuation vk et telle que (§2.5, [8]) :

1
Jr/x

(8 UKONL/K.

En particulier :

1. Si Pextension L/K est non ramifiée et si mx est une uniformisante de
K alors elle est aussi une uniformisante de L.

2. Si l'extension L/K est totalement ramifiée et si mx est une uniformi-
sante de K alors NL/K(TI'K) est une uniformisante de L.

1.4 Groupes de ramification.

Soit L/ K une extension galoisienne finie et soit G = Gal(L/K) son groupe

de Galois. Les groupes de ramification vont nous permettre de caractériser
plus précisément encore les types d’extensions.
Il existe deux numérotations différentes pour définir les groupes de ramifi-
cation. L’une est adaptée aux sous-groupes tandis que l'autre est adaptée
au quotient. Cependant, les deux numérotations sont liées par la fonction de
Herbrand et sa fonction réciproque.

1.4.1 Groupes de ramification en numérotation inférieure.

Comme dans "Corps Locaux" de J.P. Serre [20], nous commencons par
définir les groupes de ramification en numérotation inférieure.

Définition 1.4.1 :
Pour tout u > —1, on appelle sous-groupe de ramification en numérotation
inférieure dindice u, le groupe :

G.={s € G tel que vy(s(a) —a) > u+1 pour tout a € Op}.
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La numérotation inférieure s’adapte aux sous-groupes. C’est a dire si H est
un sous-groupe de G alors

H,=G,NH.

Cependant, elle est mal adaptée aux passages aux quotients.

Remarques :

1. Les groupes de ramification GG, forment une suite décroissante de sous-
groupes distingués de G.

2. OnaG_y =G et G, = {1} pour u assez grand.

3. Les groupes de ramification GG, définissent une filtration du groupe de
Galois G. 1l existe un plus petit entier m tel que G,, = 1.

On dit que le nombre u € R est un saut de ramification de 'extension L/K
en numérotation inférieure si pour tout € > 0, on a G, # G,... Ce sont des
entiers congrus entre eux modulo p.

1.4.2 Groupes de ramification en numérotation supé-
rieure.

Toujours en suivant "Corps locaux" de J.P. Serre [20], nous définissons
une seconde numérotation des groupes de ramification adaptée au passage
au quotient qui permet par la suite de définir des groupes de ramification
pour une extension galoisienne infinie.

Définition 1.4.2 :
Soit prk la fonction définie sur [—1,+oo| de la fagcon suivante :

(u) —/UL siu>0
YPL/K (oG =z
=u st —1 <u<O.

Cette fonction est continue, linéaire par morceaux, croissante et concave.
De plus, on a ¢r/x(0) = 0. C’est un homéomorphisme de [—1,+oo[ sur
[_17—1—00['

On appelle 9,k la bijection réciproque de ¢r/x. La fonction 9 /k est
donc continue, linéaire par morceaux, croissante et convexe. On a également
Yr/k(0) = 0. Nous allons maintenant définir les groupes de ramification en
numérotation supérieure :

27



Définition 1.4.3 :

Pour tout v > —1, on appelle sous-groupe de ramification en numérotation
supérieure d’indice v, le groupe : G = Gy(y).

Réciproquement, on a G¥™ = G,,.

On peut également écrire 'application v sous la forme :

Y (v) :/ (G": G")dw siv>0
0
= si —1<v<0.

La numérotation supérieure s’adapte bien au quotient, en effet si H est un
sous-groupe distingué de G alors on a pour tout v :

(G/H)" = G'H/H.

Les nombres réels t tels que G* # G pour tout € > 0 sont appelés les sauts
de ramification de 'extension L/K en numérotation supérieure.

Soit K un corps local de corps résiduel k fini et L/ K une extension galoisienne
totalement ramifiée de groupe de Galois G. Soit ¢ le plus grand entier tel
que G. # {1} et soit f = p(c) + 1, 'idéal p}; s’appelle le conducteur de
I'extension L/K. Ceci nous servira dans le chapitre 5 ot nous généraliserons
le conducteur lorsque le corps résiduel £ de K n’est plus fini.

Théoréme 1.4.4 :(Hasse-Arf)
St G est un groupe abélien, les sauts de ramification en numérotation supé-
rieure sont des entiers ([20] ch.IV. §3).

Remarque :
Si L est une extension infinie d’un corps local K on a

G = lim Gal(M/K)"

ou M décrit ’'ensemble des sous-extensions galoisiennes finies de L/K.

1.4.3 Le groupe d’inertie.

Le sous-groupe Gq est appelé groupe d’inertie de L/K, G/Gq désigne le
groupe de Galois de la sous-extension maximale non ramifiée de L/K.

On obtient la suite exacte :

1—Gy— G— Gal(l/k) — 1
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ol [ et k désignent respectivement les corps résiduels de L et K.

On retrouve le schéma :

/L
|\

Lo!G

/ |
(| /
K

En particulier, 'extension L/K est non ramifiée si et seulement si Gy = 1 et
est totalement ramifiée si et seulement si Gy = G.
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Chapitre 2

Groupe des séries réversibles et
groupe de Nottingham

Dans ce chapitre, nous présenterons deux groupes de séries formelles mé-
romorphes Gy(k) et N (k). Le groupe N (k) fut étudié simultanément en théo-
rie de groupes ou il est appelé "groupe de Nottingham" et en théorie des
nombres ou il est appelé "groupe des automorphismes sauvages". Les séries
appartenant a AV(k) s’identifient naturellement a des automorphismes d’ex-
tensions de corps sauvagement ramifiées.

Ce chapitre nous permet de donner une premiére approche de ces deux
groupes, puis nous rappelons les principaux résultats de la théorie d’Artin-
Schreier. Enfin, nous rappelons le résultat de B. Klopsch, paru en 2002, décri-
vant une famille de représentants des classes de conjugaison des séries d’ordre
p. Nous donnerons ensuite une autre démonstration de ce théoréme utilisant
la théorie d’Artin-Schreier.

Ce chapitre permet donc d’avoir une formule permettant de donner une clas-
sification des séries d’ordre p. Nous nous intéresserons dans les chapitres
suivants aux séries d’ordre p™ avec n > 1.

Nous nous placerons sur un corps local K de caractéristique p > 0 et de corps

résiduel k supposé parfait. En particulier, on identifie K au corps des séries
formelles K = k((t)) pour une certaine uniformisante t € K.

2.1 Les groupes Gy(k) et N (k).

Nous donnons dans ce paragraphe les principales définitions et propriétés
de ces deux groupes de séries formelles & coefficients dans la corps k£ ou k
désigne la cloture algébrique de [F),.
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2.1.1 Définitions.

Soit k la cloture algébrique de F, et K = k((t)) le corps des séries for-
melles a coefficients dans k. Nous allons étudier les séries formelles sans terme
constant telles que leur dérivée en 0 est non nulle. Muni de la loi de compo-
sition des séries, cet ensemble forme un groupe que nous noterons Go(k) :

Go(k) = {ZQL# tel que a; € k*}

>1

Le groupe de Nottingham A (k) est U'ensemble des séries appartenant a t +
t?k[t] muni de la loi de composition des séries. C’est un sous-groupe de Go(k) :

N (k) = {Zaﬂ tel que a; = 1}.
1>1

Un théoréme de C. Leedham-Green et A. Weiss nous dit que tout p-groupe
fini peut étre inclus dans NV(k). Ce théoréme a ensuite pu étre généralisé par
R. Camina a tout pro-p-groupe a base dénombrable (|6], p.216). En effet,
dans son article paru en 1997, R. Camina prouve que tout pro-p-groupe a
base dénombrable se plonge, comme sous-groupe fermé, dans le groupe de
Nottingham.

Nous avons l'isomorphisme suivant :

Go(k) ~ k* x N(k).

2.1.2 Nombre de ramification d’une série.

Soit K = k((t)) le corps des séries formelles a coefficients dans k.

Définition 2.1.1 :
Le nombre de ramification d’une série o € K est définie par la formule :

i(0) :UK(@ - )

t

Dans le cas ol ¢ est une série appartenant au groupe de Nottingham, Rachel
Camina ([6], p.208) nomme profondeur "Depth", le nombre de ramification.

On dit aussi qu’une série o est sauvagement ramifiée si i(c) > 1. L’ensemble

des séries sauvagement ramifiées muni de la loi de composition des séries
correspond donc au groupe de Nottingham.
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La fonction i(o) nous permet alors de définir une filtration du groupe Gy(k),
pour tout j > 0, on pose :

Gi(k) = {0 € Gy tel que i(o) > j}.

Le premier sous-groupe de cette filtration G; (k) est le groupe de Nottingham

2.2 Invariance du nombre de ramification par
conjugaison dans N (k).

Par le lemme suivant, on prouve que le nombre de ramification ¢ et le
coefficient en ¢! sont indépendants du représentant choisi dans une classe
de conjugaison du groupe de Nottingham.

Lemme 2.2.1 :
Soit o une série entiére réversible de k[t], le nombre de ramification i et le
coefficient en t'1 de o sont invariants par conjugaison dans N (k).

Démonstration :
Posons p=7"1oo o7 alors 7o p= 0o 7. Posons :

7(t) = t<1 + Z aiti>, avec i(7) = m si et seulement si ., # 0,

i=m

+o00
p(t) = t(l + Zﬁjﬁ), avec i(p) = n si et seulement si 3, # 0
j=n

et
—+00
o(t) = t(1 4 Zﬂykt'f), avec i(0) = r si et seulement si 7, # 0.
k=r

Par composition des séries nous obtenons :

m+n m+n

(T0p)(t) = t(l + B ) gt + (mt D Bat™ " + tm+”+2<p(t))
j=n i=m

m—+r m-+r

(coT)(t) = t(l + Z aiti + Z %tk + (r+ 1)’7r()tmtm+r + tm+r+2¢(t)>

i=m k=r

oll ici ¢ et 1 désignent des séries formelles entiéres en ¢.
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On se place maintenant modulo t"2. Trois cas se présentent en fonction des
valeurs de n et de m :

ler cas : Sin est inférieur a m.
(Top)(t)=t(1+ B,t") modulo t"+?

et

Donc n =17 et 3, = Ya.

2eme cas : Sin est égal & m.
(Top)(t) =t(1+ But" + aut™) modulo "2

et

m—+r

(coT)(t) = t(l + apt" + katk> modulo "2
k=r

Donc n =r et 8, = Yy.

Jeme cas : Sin est supérieur a m.
(Top)(t) = t(l + Bt + Zaiti) modulo "2

et

m—r m—r

(coT)(t) = t<1 + Z%‘ti + Z”yktk + (r+ 1)’yramtm+’") modulo t"12
i=m k=r

Donc n =r et 3, = Yy.
Donc i et le coefficient en ¢ sont invariants par conjugaison dans NV'(k). O

2.3 Rappels sur la théorie d’Artin-Schreier.

La théorie d’Artin-Schreier permet de caractériser les extensions cycliques
de degré p du corps local K de caractéristique p. Cette théorie sera généralisée
aux extensions cycliques de degré p™ dans le chapitre 4.
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2.3.1 Théoréme 90 de Hilbert et Théoréme d’Artin-
Schreier.

Commencons par le théoréme 90 de Hilbert sous sa forme multiplicative :

Théoréme 2.3.1 :

Soit L/K une extension cyclique de degré n, de groupe de Galois G et soit
o un générateur de G. Soit x un élément de L alors la norme Np k() est
égale a 1 si et seulement s’il existe un élément y de L* tel que v = y/o(y).

Idée de la démonstration :

Comme G est cyclique, on peut prouver aisément que si un tel élément existe,
alors sa norme vaut 1.

De plus, 'existence d’un tel élément est démontrée grace au théoréme d’in-
dépendance des caractéres d’Artin. O

Ce théoréme a une forme additive utilisant la trace de extension L/K :

Théoréme 2.3.2 :

Soit L/ K une extension cyclique de degré n, de groupe de Galois G el soit
o un générateur de G. Soit x € L alors la trace Trp k(x) est égale a 0 si et
seulement s’il existe un élément y € L tel que x =y — o(y).

La démonstration de ce théoréme est fondée également sur le théoréme d’in-
dépendance des caractéres d’Artin.

Par ces théorémes, nous obtenons le théoréme d’Artin-Schreier décrivant les
extensions cycliques de degré p :

Théoréme 2.3.3 :
Supposons que K est un corps de caractéristique p.

1. Soit L une extension cyclique de K de degré p, alors il existe un élément
x de L tel que L = K(z) et x satisfaisant & une équation de la forme
PX)=XP—-X—-a=0o00a€K.

2. Soit a € K, le polynome P(X) = XP — X — a est soit scindé sur K
soit irréductible sur K. S’il est irréductible, alors ’extension K (y) est
cyclique de degré p ot y désigne une racine de P(X) = XP — X —a
et son groupe de Galois est engendré par l'unique automorphisme qui
envoie y sur y + 1.

Démonstration :
Soit L/ K une extension cyclique de degré p. Alors :
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Soit ¢ un élément engendrant G = Gal(L/K). Par la forme additive du
théoréme 90 de Hilbert (cf. th.2.3.2), il existe y € L tel que o(y) —y =1 et
donc o(y) = y + 1. Ainsi ¢'(y) = y + ¢ pour tout entier i = 1,....pet y a p
¢éléments conjugués. Donc [K (y) : K] > p. On obtient ainsi que L = K (y).
On a de plus :

oy’ —y)=o(y) —oly) =W+ 1)’ —w+1)=y"—v
Donc I'élément y? — y est fixe par o, donc par toutes les puissances de « et
ainsi par tous les éléments du groupe G. Il est donc dans le sous-corps K¢
de K. On obtient la premieére assertion du théoréme en posant a = y? — y.

Réciproquement, soit a € K. Si y est une racine du polynome P(X) =
XP—X —a alors y+1 est également une racine du polynéme P pours =1, ..., p.
Donc P a p racines distinctes.

Si une de ces racines appartient & K alors toutes les autres racines appar-
tiennent aussi a K.

Supposons donc qu’aucune racine n’est dans K. On veut montrer que le po-
lynéme est irréductible sur K. Posons P(X) = g(X)h(X) avec g et h deux
polynomes de K[X] et tels que 1 < deg(g) < p. Puisque

p

PX) =[x -y -9

i=1
on voit que g(X) est un produit sur des entiers i. Posons d = deg(g). Le
coefficient de X971 dans g est la somme des termes —(y + i) prise sur les d
entiers ¢. Aussi est-il égal & —dy+ j pour certains entiers j. Comme d est non
nul dans K alors y appartient & K car nécessairement, les coefficients de g
sont dans K. Ce qui nous donne une contradiction. Donc P est irréductible.

Toutes les racines sont dans K (y). Comme P(X) n’a pas de racine multiple,
alors 'extension K (y)/K est galoisienne. Il existe de cette facon un auto-
morphisme o de K(y) sur K tel que o(y) = y + 1. Les puissances o' de o
donnent o'(y) = y + ¢ pour tout i = 1,..., p.

Le groupe de Galois est donc constitué de toutes les puissances de o.

C’est donc un groupe cyclique d’ordre p. 0

2.3.2 Caractérisation de I’extension L/K par la valua-
tion du coefficient ¢ du polynéme d’ Artin-Schreier.

Soit K un corps local de caractéristique p > 0 et de corps résiduel k
parfait. Si L désigne le corps de décomposition du polyndéme d’Artin-Schreier

36



P(X) = XP— X —a, la valuation de 'élément a nous permet de caractériser
la nature de cette extension.

Proposition 2.3.4 :
Soit L le corps de décomposition du polynome P(X) = XP — X — a avec
a € K et soit G le groupe de Galois de l'extension L/K. Alors on a :

1. Sivg(a) >0 ou si vg(a) =0 avec a € p(K) alors Uextension L/ K est
triviale.

2. Sivg(a) =0 avec a ¢ p(K) alors Uextension L/ K est cyclique de degré
p et non ramifiée.

3. Sivg(a) = —m < 0 avec m € N* et pged(m,p) = 1 alors lextension
L/K est cyclique de degré p et totalement ramifiée. De plus, les groupes
de ramification en numérotation supérieure sont G = Gt = ... = G™ et
Gmtt = {1}.

Le saut de ramification de l'extension L/K est donc m.

Tous les cas sont représentés. En effet, si a est un élément de valuation
négative et divisible par p alors a est congru, modulo (W, (K)), & un vecteur
b tel que vg(b) > vk (a) car le corps résiduel est parfait. L’extension L de
K est alors définie par le polynéome X? — X — b et par itération, on peut se
ramener & I'un des cas précédents.

Démonstration : Nous allons nous appuyer sur la démonstration donnée par
L. Thomas [21] dans sa thése.

1. Sia appartlent a l'idéal pg alors par réduction modulo pg, I’équation
P(X) = 0 devient X’ — X = 0 sur le corps résiduel k. Comme k est un corps
de caractéristique p alors par le lemme de Hensel (|20], Chap.II, §4, Prop.7),
le polynome P est scindé sur K, donc Uextension L/K est triviale.

2. Par le théoréme d’Artin-Schreier, Uextension L/K est cyclique de degré
p. Son extension résiduel [/k est donc soit de degré p soit triviale. Or, par
hypotheése, vk (a) = 0 donc le corps [ contient le corps de décomposition du
polynéme réduit P modulo pr. En utilisant & nouveau, le théoréme d’Artin-
Schreier, 'extension [/k est donc cyclique de degré p et U'extension L/K est
non ramifiée de degré p.

De plus, L = K(«) ot « est une racine du polynéme P. On a donc o —a = a
ce qui entraine : vy (o —a) = v (a). Or cette égalité est vraie seulement si
v () est nulle. On obtient donc le résultat voulu.
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3. On va d’abord montrer que I'extension L/K est cyclique de degré p. Par
le théoréme d’Artin-Schreier, soit le polynéme P est irréductible soit il est
scindé sur K. On peut montrer par le polygone de Newton que le polynéme P
admet p racines distinctes, toutes de valuation —m/p. Comme pgcd(m,p) =
1, alors —m/p n’est pas un entier. Le polynéme P n’a donc pas de racine
dans K et 'extension L/K est ainsi cyclique de degré p.

On montre ensuite que 'extension L/K est totalement ramifiée. Soit « une
racine du polynome P telle que L = K(«). On obtient donc sa valuation sur
L:

UL(Oé) = ﬂEL/K

p )

oll er/k désigne l'indice de ramification de I'extension L/K. Comme o ap-
partient a L et comme m et p sont premier entre eux alors sa valuation est
entiére. L’indice de ramification e,/ est donc divisible par p. Donc e = p et
I’extension est totalement ramifiée.

On doit maintenant calculer le saut de ramification de extension L/K. On
sait que celui-ci est strictement positif. D’aprés ce qui précéde, on peut donc
écrire :
G=G'1=G"=...=G" et G'"'={id}.

Soit mx une uniformisante de K. Puisque m est premier a p, il existe deux
entiers a et b avec a € {0,1,...,p — 1} tels que : —am + bp = 1. Comme
vp(a) = —m et vp(rg) = p alors v (a®rh) = 1 et donc I'élément défini par
7, = a7y est une uniformisante du corps local L. En outre, les conjugués

de « étant les aw+ i avec i € {0, 1,...,p — 1}, ceux de 7y, sont donnés par :
W(Li) = (o + )7}

pour tout ¢ € {0,1,....p — 1}.

Il faut maintenant calculer chaque v (7 — ﬂg)) afin de déterminer le saut de
la filtration de I'extension L/K.

v(mp = 7)) =wp(mhe(a® = (a+ 1))
= v (7)) + v (')
= bp + v (a® 1)
=bp+ (a —1)(—m)
=m+ 1.

On montre ainsi que le saut de ramification en numérotation inférieure est m.
Le groupe G étant d’ordre p, 'entier m est également le saut de ramification
de l'extension L/K en numérotation supérieure. U
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2.4 Classes de conjugaison des séries d’ordre p.

Dans ce paragraphe, nous rappelons le résultat de B. Klopsch puis nous en
donnons une autre démonstration qui généralise ce résultat lorsque le corps
résiduel n’est plus fini mais parfait. Nous prendrons par exemple le corps IFZZQ
comme corps résiduel. De plus cette démonstration est valable pour tous les
nombres premiers p.

2.4.1 Reésultats de B. Klopsch.

Dans son article "Automorphisms of the Nottingham group" [13] paru
en 1998, B. Klopsch donne I’ensemble des classes de conjugaison des séries
d’ordre p appartenant au groupe de Nottingham. Soit & un corps fini de
caractéristique p > 5, notons k[t] 'anneau des séries formelles entiéres a
coefficients dans k et K = k((t)) le corps des fractions de k[t], B. Klopsch
a prouvé que toute série d’ordre p dans N (k) est conjuguée a une série de
N (k) de la forme :

t

F(m/)/) - (1 —mytm)l/m’

ou m est un entier premier a p et y est un élément de k* ([13], Proposition
1.2).

Dans le cas p = 2,3, la démonstration est donnée implicitement dans 1’ap-
pendice de article [13].

Soient f =t + Zf thtlet g=t+ Zg t**1 deux séries d’ordre p de N(k).

B. Klopsch montre aussi qu’elles sont ConJuguees dans NV (k) si et seulement si
leur nombre de ramification et leur premier terme sont égaux (i.e. i(f) = i(g)
et fi) = Gi(g))- Elles sont conjuguées dans Gy(k) si et seulement si leur

nombre de ramification sont égaux (i.e. i(f) = i(g)) et si % e K ([13],
i(g
Proposition 3.3).

2.4.2 Démonstration via la théorie d’Artin-Schreier.

Soit k un corps parfait de caractéristique p. Soit o un automorphisme
d’ordre p dans le groupe des k-automorphismes du corps K. On note G le
groupe engendré par o et on désigne par K¢ le sous corps des séries fixées
par G.
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Nous voulons démontrer le théoréme de B. Klopsch par une étude des exten-
sions de degré p du corps K. On utilise pour cela la théorie d’Artin-Schreier,
puis on montre que ’on peut choisir €, racine d’'un polynéome d’Artin-Schreier
P(X)=X? - X —a tel que K soit égal & K% (0) et de sorte que v (a) soit
un entier strictement négatif non divisible par p. Enfin par un changement
d’uniformisante adéquat, on obtient la forme désirée. Cette démonstration
illustre le lien entre séries et endomorphismes.

Commencons par énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 :
Pour toute série entiere 1 + t(t) avec 1 appartenant & k[t], il existe une
unique série entiére 1 + ty'(t) avec V' dans k[t] telle que (1 + ty'(t))™ soit
égal a 1+ t)(t).

En d’autre termes, pour tout z appartenant au groupe des unités Ugx du
corps local K, il existe un unique élément y dans Uk tel que y™ = z.

Démonstration :
Posons dans Q77 :
“+o00
W) = 3G
n=1

avec
Lx(L-1)x..x(5-n+1)

n!

(™) =
On veut montrer que (1 +w(7T))" =1+T.
On part de la formule du bindéme. Pour tout réel = tel que |z| < 1 et pour

tout réel o, on a :
+00

e2nl+0) — (1 4 ) = Z anx"”
n=0

avec pour tout n :
ala—1)..(a=n—1)

n! '
On prend o = 1/m, donc em™0+2) = 1 4+ w(x).
Do em+?) = 1 + 2 = (1 + w(x))™. Donc par le principe d'unicité, on
obtient : 1 +7 = (1 + w(T))™.

Ap —

Si p ne divise pas m alors (,ll/m) est un entier p-adique. En effet si z;, est un

entier relatif alors (**) est un entier relatif et si x appartient & Z alors x est
la limite d’une suite (xy); d’entiers relatifs, donc grace a la continuité en xy
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de la fonction qui & zj associe (%), on obtient (¥) appartient & Z,.

Donc w(T) appartient & T7Z,[T], on peut réduire w & @ dans F,[1] vérifiant
1+w(T)™=1+T.

En posant : t/(t) = W(t(t)), on obtient I'existence de la série désirée 1.

Supposons maintenant qu’il existe deux séries ¢’ et ¢" telles que (1+t/(¢))™
soit égal a (14" (t))™. Alors, comme (1+¢)"(t))™ est inversible dans k[t],

on a : )
Qo
I+t )™
Donc :
1+ t)/(t) _¢
L+ tp"(t)
ou ( est une racine mCme de Punité. Or, en prenant ¢t = 0, on obtient ( =1
d’on 'unicité de 9. O

Théoréme 2.4.2 :
Soit p un nombre premier et k la cloture algébrique de IF,,. Toute série d’ordre
p pour la composition est conjuguée dans N (k) & une unique série de la

forme :
t

(Lt 7)1/
avec m un entier premier & p et v un élément de k*.

F(m,v) =

Démonstration du théoréme :

Démonstration de lexistence d’une série F(m,~y) conjuguée a o.

On note K¢ le corps composé des éléments z € K tels que z° = z pour
tous o € G. Par le théoréme d’Artin ([15],p.264), puisque G est un groupe
cyclique d’ordre p, extension K /K¢ est cyclique d’ordre p.

De plus, par le théoréme d’Artin-Schreier ([15], p.290), il existe un élément
primitif § de l'extension K/K® tel que 6 soit une racine d’un polynome
P(X) = XP— X — a pour un certain a appartenant a K€,

Par un théoréme de P. Samuel [18], on a : K¢ = k(1)) = k((v)) ou v est la
norme de ¢ dans I'extension K/K¢.

On remarque que l'extension k((t))/k((v) est totalement ramifiée, en effet,
'indice de ramification divisant le degré de I’extension ([11],p.15) et p étant
un nombre premier alors I'indice de ramification e est égal & 1 ou a p.
L’image de k((t)) par Papplication v est Z U {+o0} et vk (v) = p d’on

+00 400

VK ( Z ay/) = p.UgG ( Z ay/)

=10 =10



ce qui appartient a pZ. Donc e = [Z : pZ] = p.

On peut maintenant prouver que l'on peut choisir I’élément primitif 6 de
I'extension K/K de sorte que vgc(a) soit un entier strictement négatif non
divisible par p grace a la proposition 2.3.4.

On a dong, par un choix judicieux de I’élément primitif 0, vge(a) = —m ol
m est un entier strictement positif, non divisible par p.

Comme vg () est strictement négatif alors vy (0)P est strictement inférieur a
’UK(Q).

Donc vk (6P — 0) = vk (6P) = puk(0) et pvg(0) = —mug(v) = —mp.

Dot vk (0) = —m.

On a donc 0(t) = pt~™(1 + t)(t)) avec ¢ appartenant & k[t] et p dans k*.
En utilisant le lemme 2.4.1, on obtient :

O(t) = put ™™ (14t (£)™ = put ™™ (p(t))"

Posons 7 = ﬁ. La série 7 est une uniformisante de k((t)) car vg(p) =0et
appartient a (k) car vg (F —1) est supérieur ou égal a 1. Donc (t) = pr ™.
On a dune part 0(0) = 6 +c = pr~™ + c avec ¢ un élément de F; et d’autre

part o(0) = pu(w?)~™ = p(o(w))~™. Donc :

pur)
purm 4+
Ainsi .
(e = —t =
purt~m+c 14 cputam
Donc
&m

() =

(1 + cptm)i/m

oll € est une racine m®Me de lunité.

Or o est une série appartenant & NV (k) donc le coefficient en ¢ de 77(t) est 1, le
coefficient en t du numérateur {7 est € et le coefficient en t du dénominateur
(14 cpu~'am™)/™ est 1, donc € est égal a 1.

Ceci conclut la démonstration de I'existence d’une série F'(m,~) conjuguée
dans N(k) a o(t) avec v = cu™".

Démonstration de Uunicité de F(m, ).

Par le lemme 2.2.1, on sait que le nombre de ramification ¢ et le coefficient
en t'""! sont invariants par conjugaison dans A (k). Supposons que o soit
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conjuguée dans N (k) a F(m,~) et & F(n,0), alors le nombre de ramification
de F(m,~) est égal au nombre de ramification de F'(n,d) par transitivité de
la conjugaison. Donc

o(F2 ) < (R )

t

1 1
e 1) = ke (e — 1),
vK((l oyt t/m RN IE
Donc m est égal a n. Comme de plus, le coefficient en ¢ est invariant par

conjugaison dans N (k) alors on obtient v égal a §. Ce qui prouve I'unicité
de la série F/(m,~y) conjuguée dans N (k) a o et de la forme :

T

F(mﬁ)zm-

0

Ce résultat généralise celui de B. Klopsch lorsque le corps résiduel n’est plus
fini mais un corps parfait, par exemple, lorsque £ est la cloture algébrique de
F,. De plus, nous n’avons pas a distingué les cas p = 2 et p = 3 des autres
nombres premiers.
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Chapitre 3

Anneaux des vecteurs de Witt

Soit p un nombre premier et R un anneau commutatif unitaire de ca-

ractéristique strictement positive p. L’ensemble des vecteurs de Witt W (R)
étudié dans ce chapitre permet de généraliser la théorie d’Artin-Schreier aux
extensions de degré p". La manipulation de tels vecteurs n’est pas aisée et
pourtant d’une utilité cruciale dans la suite de ce travail. C’est pourquoi,
nous essayerons de définir de fagon précise les lois sur ces vecteurs faisant de
W (R) un anneau commutatif puis les méthodes de calculs sur cet anneau et
ses propriétés.
Apreés avoir rappeler les définitions essentielles sur 'anneau des vecteurs de
Witt de longueur infinie W(R) puis de longueur finie W,,(R), nous étudie-
rons les vecteurs de Witt a coefficients dans le corps local des séries formelles
K = k().

3.1 Premiéres définitions sur les vecteurs de
Witt.

Soit R un anneau commutatif quelconque.

Soient p un nombre premier et (X, ..., X, ...) une suite d’indéterminées, on
appelle "polynomes de Witt" les polyndémes définis par la formule :

W, = ZX}"”‘Z = XV 4 pXT 4 4 X
=0

Ces polynémes nous permettent de définir les composantes fantémes des
vecteurs de Witt.
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Définition 3.1.1 :
Pour tout vecteur de Witt x = (x;);51 de W(R), la suite * = (z™)),, des
composantes fantomes est définie par :

h h—1
g =2 ot 4 pha,.

Soit H(R) = R I'anneau des suites d’éléments de R muni des lois additive et
multiplicative termes & termes. Soit gg 'application de W (R) dans 'anneau
H(R) définie par gr(z) = z*. L’application gg est un homomorphisme.

3.1.1 Foncteur de Witt.

Soient R et S deux anneaux commutatifs et soit ¢ un homomorphisme
d’anneaux de R dans S, on définit

Wi(p) : W(R) — W(S5)
par W(p)(r,) = (¢(r,)) et W(p) est un homomorphisme d’anneaux.

Le foncteur de Witt W est I'unique foncteur satisfaisant aux conditions :

1. Le foncteur W est un foncteur de la catégorie des anneaux commutatifs
dans elle-méme.

2. La transformation qui associe & un anneau commutatif R I'application
gr est un homomorphisme fonctoriel de W vers le foncteur H.

3.1.2 Addition et multiplication sur cet anneau.

On peut définir sur W (R) deux lois de composition "+" et "x" de sorte
que W(R) muni de ces deux lois soit un anneau commutatif.

Définition 3.1.2 :
Soit R un anneau commutatif, pour tous x et y dans [’ensemble W (R), on a

gr(x +y) = gr(x) + gr(y) et gr(z x y) = gr(x) X gr(y).
Lorsque 'anneau R contient le corps des rationnels Q, 'application gr est
bijective. On peut donc calculer la somme et le produit de deux vecteurs de

Witt appartenant & W(R).
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3.1.3 La nl®™M€ composante dans W (R).

Dans ce paragraphe, on donne un lemme technique sur la n®™€ compo-

sante de 'opposé d'un vecteur de Witt et de la somme de deux vecteurs de
Witt. Ce lemme nous servira de facon cruciale a différents moments dans les
chapitres suivants.

Nous définissons dans un premier temps le poids d’'un monoéme afin d’établir
ce lemme.

Dans I'anneau des polynomes & 2j indeterminées R[xo, ..., Tj—1, Yo, - Yj—1]

le poids d’un monome zg°..z "' y4°...y57 1" est donné par la formule :

j—1

<

P (0 + ).
0

>
I

Un polyndéme est dit homogeéne en poids s’il est combinaison linéaire de mo-
nomes de poids identiques.

Notons que le poids dépend de ’entier premier p.

Lemme 3.1.3 :

1. Soit x = (w9, 21,...) € W(R), la FEME composante de —x est —zj_1 +
Qi1 0 Q1 = Qj_1(xg, ..., xj_2) est un polyndéme homogéne de poids
1 a coefficients dans Z.

2. Soient v = (xg,1,...) et y = (Yo, Y1,...) deuz vecteurs de Witt, la
7M€ composante de la somme x4y est k1 +yj_1+Sj-1 00 X1 =
Y-1(Z0y ooy Tj2, Yo, vy Yj—2) €St un polyndme homogene de poids p’~*

a coefficients dans 7.

Démonstration :

1. On considére dans un premier temps 'anneau Ry = Z[Xo, X1, ..
des polynomes en une infinité d’indéterminées a coefficients entiers.
Posons X = (Xo, X1,..., Xj,...) et soit Y = (Yp, Y3,..., Y], ...) le vecteur op-
posé au vecteur X dans W(Rz). Les j°™€S composantes fantomes de X et
Y sont respectivement données par les formules :

X

DX

XU=D = X2 pXT T L X, X
YO =y VP Y, Y
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Puisque gg, est un homomorphisme d’anneaux, on a dans 'anneau H(Ry) :
XU-D L yG-1 g,

Soit Rg l'anneau Ry = Q[Xy, X1, ..., Xj,...] des polynomes en une infinité
dénombrable d’indéterminées a coefficients rationnels. Dans 'anneau H(Rg),
on obtient :

1

V==X (X YT 4 P (X, + Y]))

et ainsi
Yioio=-X;00 + Q4

ot §2;_; est par récurrence sur j un polynéome en Xy, Xi,..., X, o a coeffi-
cients nécessairement entiers car Y;_; appartient & Rz. De plus ,_; est par
récurrence un polynéme homogéne en poids de poids p/~ 1.

Maintenant, pour tout anneau quelconque R, il existe un homomorphisme ¢
de Ry dans R tel que W(p)(X) = 2. Posons Y = —X.

Comme 1/3'71 = —Xj,1+Qj,1<X0, Xl; ceny Xj,g) ol Qj,1 S Z[Xo, Xl; ceny Xj*l})
on peut en déduire que

e(Yj-1) = —p(Xj1) + Q-1(p(Xo), p(X1), - p(Xj-2))

car o est un homomorphisme d’anneaux.

2. Soit Sz = Z[Xo, X1, ..., Xj,..Y0, Y1, ..., Y}, ...] Panneau des polynomes en
une infinité dénombrable d’indéterminées a coeflicients entiers. Soient X =
(Xo, X1,.., Xj,...) et Y = (Y, Y7,....Y;,...) deux vecteurs de Witt dans

W (Sy). Les j™MeS composantes fantomes de X et Y sont :
XD = XFT 4 pXTT X, X

Y(J'*l) — }/Opj—l +p}/1pj—2 1o +pj72}/jp_2 —|—pj71Y;-,1.

Soit Z = (Zo, Z1, ..., Zj,...) € W(Sy) le vecteur de Witt Z = X +Y. La jome
composante fantome peut s’écrire sous la forme :

2070 = 707 L2l T w2, 2

Comme gg, est un homomorphisme d’anneaux et par définition de ’addition
dans H(Sz), on obtient : XU~D 4 YU~D = 701 et ainsi

. j—1 j—1 - ) —
7(i=1) = X? +Y0p7 + ...+ Z(ijfQ%—Yjp,z)—i-p] 1(Xj_1+Yj—1)-
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Soit Sp l'anneau Q[Xo, X1, ..., Xj, ..., Yy, Y1,..., Y}, ...]. La 7éMe composante
de Z dans Sg est donc :

Zia=X; 1+Y; 1+
avec X;_1 un polynome a coefficients entiers. De plus X;_; est par récurrence

un polynéme homogéne de poids p/ 1.

Maintenant pour tout anneau quelconque R, il y a un homomorphisme ¢ de
Sz dans R tel que :

W(p)(X) =z et W(p)(Y) =y
Sachant que Z;_; = X, + Y, + X;_; avec
Y1 € Z[Xo, X1, ., Xjo1, Y0, Y1, .., Y o],
on peut en déduire que comme ¢ est un homomorphisme d’anneaux, on a :

o(Zj-1) = o(Xj1) + @(Yj-1) + Pim1(p(Xo), - p(Xj-2), 0(Y0),s s p(Yj-2))

ce qui nous donne le résultat. Il

Corollaire 3.1.4 :
La ™€ composante du vecteur v — 1 est Tj—1— Yj—1 + D1 ou
Aj_1 = Aj_1(T0y ooy Tj—2, Yo, -y Yj—2) €5t un polynéme homogene de poids p’~*

a coefficients dans 7.

3.1.4 Les unités de W(R) et la notation {z}.

Les unités de I'anneau des vecteurs de Witt sont les vecteurs dont la
premiére composante est non nulle. C’est & dire, le vecteur de Witt = =
(xo, 1, ...) est une unité de W(R) si et seulement si zy € R*.

Dans la suite, nous utiliserons réguliérement la notation {z}. Celle-ci dési-
gnera un vecteur de Witt dont toutes les composantes sont nulles hormis la
premiére.

On note {x} le vecteur de Witt donné par (z,0,...).

Lemme 3.1.5 :
Pour tout vecteur de Witt y = (Yo, Y1, -, Ui, --.) € W(R) et pour tout élément
x de R, on a la relation :

!
{z}y = (xyo, 2Py1, ..., 2P yp, ...).
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Démonstration :

Pour montrer ce résultat, on va montrer que les composantes fantémes des
I ,

vecteurs {z}y et de (xyo, 2Py1, ..., 2Py, ...) sont égales.

Pour tout k > 1, la k°™M€ composante fantome de {z} est 27" donc la kM€

composante fantome du produit {z}y est :

k k k—1 k—2
{z}y)® =2 (yb +pyy  +0%h  + .+ M)

En calculant la kéme composante fantome de (xyq, 2Py, ...,xplyl, ...), on ob-
tient :
k k—1 2 k—2 k
(zyo)? + p(aPy))?  + p* (2P )P 4 ...+ pF(a? ).
On retrouve le résultat précédent d’ou

l
({x}w(k) = (xyoaxpyl, Py, ...)(k)_

Pour tout k£ > 1, les composantes fantomes des vecteurs de Witt {z}y et
(zyo, 2Py, ..., Py, ...) sont donc égales.

Si ’anneau R contient Q, 'application gr qui associe au vecteur de Witt
la suite de ses composantes fantomes est un isomorphisme d’anneaux, on
obtient alors le résultat. Puis si R est un anneau quelconque, alors il existe
un homomorphisme ¢ de Z dans R tel que W(p)(X) = x, on obtient, de
la méme facon que dans la démonstration précédente, le résultat pour tout
anneau R. 0

3.1.5 L’application de Frobenius F, ’homomorphisme
de groupe additif p et le "Shift" V.

Soit R un anneau de caractéristique p. Nous généralisons aux vecteurs de
Witt les applications F' et p du chapitre 1.

Définition 3.1.6 :
Soit F' U'endomorphisme de Frobenius de W(R) qui & tout vecteur de Witt
r = (xg, T1, ..., Ty, ...) associe le vecteur de Witt Fax = (af, 2, ..., 2} |, ...).

Cette application est continue. Si R est un anneau parfait alors ’application
F' est un isomorphisme d’anneaux.

Grace a I'application du Frobenius, on peut définir I'isogénie, notée p. C’est
I’homomorphisme additif du groupe abélien W (R) :
©: W(R) — W(R)

(o, T1y ooy Tpy ) = (a2, 2l ) — (o, 21, Ty )
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Les applications F' et p généralisent les applications que 'on avait déja notées
F et o dans le chapitre précedent a tous les vecteurs de Witt.

Définition 3.1.7 :
L’application de décalage "shift” de W (R) est définie par V : W(R) — W(R)
telle que pour tout vecteur x = (xg, x1,...), on a V(xg, z1,...) = (0, 2, 1, ...).

Notons que pour tout x et y dans W (R), on obtient ([20], ch II, §6) :
Viz+y)=V(z)+ V(y).

On remarque que pour tout anneau commutatif R de caractéristique p, on a
sur I'anneau de Witt W (R) :

p=FV =VF

ol p désigne la multiplication par p.

3.2 Anneaux des vecteurs de Witt de longueur
finie.

Dans la suite, nous fixons un entier n > 1 et nous définissons ’anneau
des vecteurs de Witt de longueur n a coefficients dans un anneau commutatif
R quelconque.

3.2.1 L’idéal I, et définition de W, (R).

Définition 3.2.1 :
Soit I, = V" (W(R)) = {(0,...,0,2, Tpi1,...)} 'ensemble des vecteurs de

Witt pour lesquels les n premiéres composantes sont nulles.

Cet ensemble I,, est un sous-groupe additif de W(R) et un idéal de W (R).
La notation W, (R) désigne le quotient W (R)/I,. Les éléments de W, (R)
sont identifiés aux vecteurs (xg,...,z,—1) € R™. Ces vecteurs sont appelés
vecteurs de Witt de longueur n. I’addition et la multiplication dans W,,(R)
sont données par les mémes formules que dans W (R).

Remarque.
Dans le cas n = 1, Wi(R) est identifié a R.
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3.2.2 Applications de Troncation.

Définition 3.2.2 :
Pour tout 0 < j < n, on définit application de troncation T de W,(R)
dans W;(R) par :

T Wl(R) - W(R)

(J](),...7$n_1) = (ZL‘(),...,ZL'j_l).

L’anneau des vecteurs de Witt W (R) peut ainsi étre vu comme étant la limite
projective des anneaux W, (R) pour les applications de troncation.

3.2.3 Les applications F' et p sur W, (R).

L’endomorphisme F' défini sur W (R) induit par passage au quotient un
endomorphisme sur 'anneau W,,(R) que nous noterons a nouveau F. C’est
a dire, pour tout vecteur x = (zg, 1, ...,2,—1) de W,,(R), on a :

F(xg,xl,...,xn_l) = (xg,xlf,...,xp )

De la méme fagon, on définit par passage au quotient I’endomorphisme de
W, (R) tel que pour tout vecteur de Witt de longueur n :

oz, 1y oy Tpo1) = (xf, 2], oy 2h ) — (o, 1, ooy Tp1)-

Cette application est un homomorphisme additif de W,,(R).

3.3 Anneau des vecteurs de Witt de longueur
finie & coefficients dans K = k((t)).

On se restreint maintenant a I’étude des vecteurs de Witt de longueur n
a coefficients dans le corps K = k((t)) avec k la cloture algébrique de F,.

3.3.1 Surjectivité et noyau de p.

Soit k£ un corps de caractéristique p.

Lemme 3.3.1 :
Si k est un corps algébriquement clos alors Wy (k) = (W, (k)).
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Démonstration :

Il est évident que (W, (k)) C W, (k).

L’inclusion W, (k) C o(W,(k)) est aussi évidente dans le cas n = 1. Nous
supposons donc maintenant que la propriété W, (k) C p(W,(k)) est vérifiée
jusqu’au rang n.

Soit x = (g, ..., xn) € Wyy1(k). Nous avons xy € k donc il existe un élément
a de k tel que zg = p(a). Soit {a} le vecteur de Witt de longueur n + 1 :
(a,0,...,0). On a

r—p({a}) = (0,24, ..., 2,

=V(z,...,2)).

aey n

)
( °) n

z),) = ©(Y1, s Yn). D'olt
T — @({GD = V(‘%?U 751:;1) = V(@(yla ey Yn)) = p(V(yl, ey Yn))-
Donc z = p({a}) + o(V(y1, ..., yn)) = p({a} + V(y1, ..., yn))- O

Proposition 3.3.2 :
Dans Uanneau W(K) ot K = k((t)) = F&9((t)), le noyau de g est W(F,).

Par hypothése de récurrence, pour tout

. ah) € Wy(k) il existe un
vecteur (yi,...,yn) € Wy (k) tel que (2, ..., 2},

Démonstration :
Comme F' fixe tous les éléments = de F, alors p(z) = 0 donc W, (F,) est
inclus dans le noyau de g.

On montre la seconde inclusion par récurrence sur n.
Si n =1, 'anneau W;(K) est le corps K de caractéristique p donc £ appar-
tient a [F,, si et seulement si ¥ — ¢ = 0. Le noyau de p sur K est donc [F,,.

Supposons que la propriété est vérifiée jusqu’au rang n et montrons-la au
rang n + 1. Soit £ = (&, ..., &) € Wyi1(K) un élément du noyau de p. On a
deux cas :

Si &, = 0, on peut montrer, comme dans la démonstration de la prop 3.3.1,
que (&1, ...,&,) = 0. Ainsi, par hypothése de récurrence, tous les coefficents
du vecteur (&, ...,&,) sont dans [F,, et donc & € W, 1 (F,).

Si & # 0 alors p(&) = & — & = 0 donc & € F,,. Comme

(50)517 7€n) = (50707 70) + (Oagla 7571)

alors par additivité de g :
p(&)?ﬁl? 7571) = @(60) 07 s O) + @(07517 7571)
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On a donc p((0,&1, ..., &) = 0 car p(&,0,...,0) est un vecteur de W4 (F,)
donc en se ramenant au cas précédent, £ est un vecteur appartenant a
Wit (Fp).

On obtient ainsi le résultat recherché. O

3.3.2 Le groupe complet W, (K).

On définit sur W, (K) Papplication suivante (|22]|, Prop 4.2) introduite
dans la thése de V. Shabat en 2001 :

Définition 3.3.3 :
Soit x = (xg, X1, ..., Tyn_1) un vecteur de Witt de longueur n, posons :

n—1—¢

mp(x) = min{p vi(z,) pour . =0,1,....,.n — 1}.

Lemme 3.3.4 :
Par la troisiéme propriété de la Proposition 4.2 de [21], Uapplication m,,
vérifie l'inégalité :

mp(x 4+ y) > min{m,(z), m,(y)} pour tout x et y dans W, (K).
Démonstration :

Posons m = min{m,(z), m,(y)} et montrons que m < my,(x + y).
e

Par le lemme 3.1.3, on sait que la ,fm composante du vecteur x + y est
x, +y, + 2, ou Y, désigne un polyndéme homogéne de poids p* dont les
indéterminées sont les composantes T, X1, ..., Lo 1, Yo, Y1 -y Yo1-

Donc v ((z+vy),) = vk (z,+y,+3,), d’ou pour tout indice t = 0,1,...,n—1:

m

vk ((z+y).) 2 min(og(e), viely.), v (%) = 2=

Ainsi p" g ((x +y),) > m pour tout ¢, d’ou le résultat. O

Remarque :
On note également que pour tout x € W, (K),

() = min{pmy,(T'(2)), vi (Tn-1)}-

A la fonction m,, on peut lui associer une distance d,, faisant de W,,(K) un
espace métrique.

Définition 3.3.5 :
Soit d,, la distance sur W, (K) définie par d,(x,y) = p~™ @),
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Remarques :
1. Cette distance est compatible avec ’addition, c’est & dire, ’application :
Wi (K) x Wy (K) — W,(K)
(z,y) =Tty

est continue.

2. La topologie définie sur W, (K) par la distance d,, coincide avec la
topologie produit de ’ensemble K™.

Lemme 3.3.6 :
Le groupe additif W, (K) muni de la distance d,, est un groupe complet.

Démonstration :
On va prouver par récurrence sur n que W, (K) est un espace complet.
Si n =1 alors pour tout x € Wi (K) = K, on a :

mi(z) = vg(x).

On sait que K est complet pour la valuation vy, donc si " est une suite
de Cauchy, alors elle converge dans W;(K) = K pour la distance d;.

Supposons maintenant que W, (K) est complet jusqu’au rang n — 1 et prou-
vons ce résultat au rang n.

Soit (™ une suite de Cauchy appartenant a (W, (K),d,) alors m,,(z("*1) —
(™) tend vers +oo. Comme m,,_;(T(z"+1)) — T(zM)) > %mn(x(h“) — z(h)
alors m,, 1 (T (x"*Y) — T(z™)) tend vers +oo et ainsi T(x™) est une suite
de Cauchy de (W,,_1(K), dp—1).

Par hypothése de récurrence, la suite 7'(z() tend vers T(I) ot [ est un vec-
teur de Witt de W, (K). Pour chaque h, on peut écrire 2" = [ + y avec
un certain vecteur de Witt y) = (y(()h), o yﬁbh_)l) de longueur n. Donc T'(y™)
tend vers le vecteur nul de W,,_(K).

D’autre part, la suite y™ est une suite de Cauchy de (W,,(K),d,,) car transla-

tée d’'une suite de Cauchy. En écrivant y® = (T(y®), %)) avec g, € K

n—1
et T(y™) représentant les n — 1 premiéres composantes de y™. Il existe
A, 1 € K tel que :

h h
y(h+1) - y(h) _ (T(y(h+1)> _ T(y(h)),ﬁ( +1) ﬁ( )1 + A1)

n—1 n—

Par le lemme 3.1.3, 'élément A, _; est un polynéme homogéne en les va-

riables y(()hﬂ), ...,y,(lh_zl),y(()h), ...,yflh_)z, donc il converge vers 0 car toutes les
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composantes bgh) et bghﬂ) tendent vers 0.

Ainsi la suite (ﬁflhfll) — ﬁT(Lh_)l)h tend vers 0. La suite ﬁ,(f_)l est donc une suite
de Cauchy dans K, et elle converge vers une limite (3, | dans K.

On peut en déduire que ™ converge vers un vecteur de Witt (0, ..., 0, B,_1).
Donc (™ converge vers [ + (0,...,0,3,-1) et ainsi W, (k) est un groupe

complet. 0

3.3.3 Une réduction des vecteurs de Witt.

Dans la suite, la notation W, (px) désignera ’ensemble des vecteurs de
Witt de longueur n dont les composantes sont toutes dans 'idéal maximal
pr. Comme pg n’est pas un anneau, 'ensemble W, (px) n’a pas de structure
d’anneau.

Lemme 3.3.7 :
Soit x € W,(Ok) alors x peut s’écrire comme somme de deuz vecteurs de
Witt : x =y + 2z avecy € W, (k) et z€ Wy,(pk).

Démonstration :

Par récurrence sur n.

Sin =1, la propriété est évidente.

Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour tous les vecteurs de
Witt de longueur inférieure ou égale a n — 1.

Soit x = (Zg, .o, Tp_2,Tn_1) € Wo(Ok) et 2’ = (xo,...,x,_2) sa troncation
dans W,,_1(Ok).

Par hypothése de récurrence, il existe v/ € W,_1(k) et 2’ € W, _1(pk) tels
que 2’ =y + 7.

Il faut donc prouver l'existence de y,,_1 € ket de 2z, 1 € pg tels que r = y+ =z
avec y et z des vecteurs de Witt de longueur n pour lesquels les n—1 premiéres
composantes sont respectivement les composantes de ¢’ et z’. Par le lemme
3.1.3, on sait que x,_ 1 — X1 = Yn_1 + Zp_1 OU X, est un polyndme
homogéne en poids en les indeterminées 4o, ..., Yn—2, 20, ---, Zn—2-

En substituant les valeurs de 3 et 2’ dans le polynoéme X,,_1, la valuation de
Yn_1 est positive. Comme la valuation de x,_; est également positive, alors
Tp_1— 2n_1 est une série formelle dans Ok. On peut ainsi trouver y,_; dans
k et z,_1 dans pg. O

3.3.4 Une propriété de W, (Ok).

La proposition suivante généralise aux vecteurs de Witt le lemme 1.2.2
du paragraphe 1.2.4.
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Proposition 3.3.8 :
Un vecteur de Witt dont toutes les composantes sont dans Ok appartient a

e(Wn(Ok)), i.e. Wa(Ok) = p(Wn(Ok)).

Démonstration :

Supposons dans un premier temps que toutes les composantes sont des séries
de valuation strictement positives.

Soit x = (g, ..., 71) € Wy(pk). On a Fhy = (xgh,x’fh, e xh ).

Soit y = —Z Fhz donc :

h>0

m,(F'z) = min(p" v (a?"))
= p"min(p" v (z,))
= p"m, ().

D’out m,,(F"z) > p" car m,(x) > 1, donc m, (F"x) tend vers +oo. Grace au
lemme 3.3.6 prouvant que W, (K) est un espace complet, la série y converge.

De plus, comme ’application du Frobenius F' est un endomorphisme continu
de W,(K), on a:

py) = (F=Id)(y) = =D F'le+) Fle=u

h>0 h>0

Donc z € p(W,(Ok)).

Maintenant supposons qu’une ou plusieurs composantes sont des séries de
valuation nulle. Si z € W,,(Ok) alors, par le lemme 3.3.7, x est la somme
d’un élément de W, (k) et d’un élément de W, (px). Comme le corps k est
algebriquement clos, alors W,,(k) C o(W,(k)). De plus, comme W, (pg) C
p(W,(Ok)) alors x est la somme de deux vecteurs de p(W,,(Ok)) et donc
z € p(Wy(Ok)). O
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Chapitre 4

Vecteurs de Witt sur un corps
local de caractéristique p et de
corps résiduel algébriquement clos

Soit K = k((t)) et soit n un entier. Nous montrons, dans ce chapitre,

plusieurs propriétés de 'anneau de Witt W, (K) lorsque le corps résiduel k
de K est algébriquement clos. Nous rappelons dans le premier paragraphe
la théorie d’Artin-Schreier-Witt qui généralise aux extensions cycliques de
degré p" la théorie d’Artin-Schreier. Nous nous placerons alors dans le cas
ol k est la cloture algébrique du corps a p éléments, i.e. k = F9.
Nous introduirons alors un sous-module B,, de W, (K) et un certain sous-
ensemble A,, de B, qui jouerons un roéle crucial dans la suite de ce travail. En
effet ceux-ci nous serviront dans la construction d’une bijection permettant
de caractériser les extensions cycliques d’ordre p” totalement ramifiées par
un ensemble de vecteurs de Witt.

4.1 Rappels sur la théorie d’Artin-Schreier-Witt.

On commence ce chapitre par quelques rappels sur la théorie d’Artin-
Schreier-Witt qui généralise le théoréme d’Artin-Schreier aux extensions cy-
cliques de degré p” sur un corps de caractéristique p.

4.1.1 Accouplement d’Artin-Schreier-Witt.

L’accouplement suivant nous sera trés utile dans la suite.
Par la théorie d’Artin-Schreier-Witt, si L/K est une extension cyclique de
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degré p”, alors il existe un accouplement non dégénéré ([3], chap IX) :

((Wn(L) N W (K))/p(Wn(K)) x Gal(L/K)  — W, ()

(a,o0) — [a,0) = oo — a

ol p(a) = a et a est la classe de a modulo p(W,,(K)).
De plus, on sait que cet accouplement met en dualité le groupe de Galois

Gal(L/K) et (p(Wn(L)) N Wi (K))/o(Wn(K)).

4.1.2 Théoréme 90 de Hilbert sur W, (K).

Soient K un corps de caractéristique p et L une extension finie galoisienne
de K de groupe de Galois G dont o est un des générateurs. On définit la trace
de tout vecteur de Witt grace a la formule suivante :

Trp () = o(x) = (o(x),0(x1), ... 0(2n-1)).

oceG ceG

Le théoréme suivant généralise le théoréme 90 de Hilbert & tout vecteur de
Witt de longueur n. Nous retranscrirons la démonstration donnée par L.
Thomas dans sa thése [21].

Théoréme 4.1.1 :

Sotent K un corps de caractéristique p et L une extension finie galoisienne
de K de groupe de Galois G et o un générateurs de G = Gal(L/K). Alors,
pour tout entier n > 1, le premier groupe de cohomologie correspondant aux
vecteurs de Wilt est trivial, i.e. :

HY (G, W,(L)) =0

Démonstration :

Soit f un cocycle de G c’est a dire une application de G dans W, (L) telle
que pour tous o, 7 dans G, on a la relation : f(o.7) = o f(7) + f(0).

On veut montrer que f est un cobord c’est & dire qu’il existe un vecteur x
dans W, (L) tel que pour tout o de G, on a f(0) =x — o(x).

Soit ¥ = (Yo, Y1, ---» Yn—1) un vecteur de Witt de W, (L) tel que Try,/x(yo) # 0.
L’existence d’un tel élément peut étre prouvé par le théoréme d’indépendance
des caractéres d’Artin. Comme 777 k(yo) est la premiére composante de
Trr i (y), alors Trp/k(y) est une unité de W, (L).

Posons dans 'anneau de Witt W, (K) :

Zf
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pour tout élément o dans GG, nous obtenons :

o(z) = TrL/K ZU Y))
= TrJK<y>Za<f (07) - f(@))or(y)

TE 1
— —TrL;K(y) TEZQf(O’T)O’T(Z/) - m;f(a)m-(y)
_ 1 B f(o)
= (y)%ﬂwwy) —TrL/K(y);e;}w(y)
=z — f(o).
Ce qui donne le résultat désiré. Il

Remarque :

Ce théoréme généralise le théoréme 90 de Hilbert (cf. théoréme 2.3.2 du
chapitre 2) a tout vecteur de Witt de longueur n et est équivalent & I’énoncé
suivant : "La trace d'un élément x de W, (L) est nulle si et seulement s’il existe
un élément y dans W, (L) tel que z = y — o(y)". En effet, I'isomorphisme

HY (G, W, (L)) ~ Ker(Tryx)/(1 — o)W, (L)
donne la suite exacte :
HY (G, W, (L)) — Ker(Tryx) — Ker(Tryx)/(1 — o)W, (L).

Par cette suite exacte, on peut ensuite prouver que tout cocycle est un cobord.

4.1.3 Théoréme d’Artin-Schreier-Witt.

On énonce le théoréme sur les extensions cycliques de degré p™ suivant :

Théoréme 4.1.2 :

1. Pour tout vecteur de Witt x = (xg, z1, ..., Tn_1) € Wy(K), soit I’équa-

tion p(y) = x n’admet aucune solution dans W, (K), soit elle en admet

.

2. Si équation p(y) = = n'admet aucune solution dans W, (K) alors l’ez-
tension K(p~'(z)) est cyclique sur le corps K de degré divisant p™. Le
degré est égal a p" si et seulement si xo n’appartient pas a p(K).

3. Réciproquement, si Uextension L/K est cyclique de degré p" alors il
existe un vecteur de Witt v € W,(K) tel que L = K(p~'(x)) et xy ¢

p(K).
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Démonstration :
Nous nous baserons sur la démonstration donnée dans [21].

1. Comme le noyau de p sur W, (K) est W,,(FF,) et comme F, s’injecte dans le
corps K, si I’équation p(¢) = = admet une solution dans W,,(K) alors toutes
ses solutions sont dans W, (K) et il y a p™ telles solutions. Elles différent
entre elles par un élément de W, (F,).

2. Supposons que ’équation n’admette aucune solution dans W, (K).

Soit £ un vecteur de Witt de longueur n tel que p(§) = x. Soit le K-
isomorphisme de corps ¢ : K(p~1(x)) — K% ou K désigne la cloture
algébrique de K. Ce morphisme définit fonctoriellement un homomorphisme
d’anneaux :

Wa(p) : Wn<K<@_1(x>)> - Wn(Kalg)

en posant Wr()(&o, &1 -, §n1) = (9(0), 0(€1), -5 0(&n-1))-
La restriction de W, (¢) a W, (K) est donc l'identité sur W, (K). On a donc :

pWa(0)(§)) = F(Wn(9)(€)) = Walp)(§) = Walp) F(§) — Wa(p)(E)-

Donc

e(Wn(0)(€)) = Wn(@)(F(&) = &) = Walp) () =z
car = est un vecteur dans W, (K). Ainsi comme le noyau de o sur W, (K)
est W, (F,), on obtient que W, (¢)(&) appartient & W, (K (o '(x))) et donc
I'application ¢ fixe globalement K (o~ '(z)) ce qui prouve que I'extension est
normale. Elle est donc séparable sur K et donc galoisienne.

Etudions maintenant son groupe de Galois.
Il existe un vecteur & dans W, (K9) tel que p(¢) = .

En posant & = (0,1, .-, §n-1), 0n a 2o = ¢(&o)-

Soit Gy le groupe de Galois : G; = Gal(K(p~*(z0))/K) = Gal(K(&))/K).
Comme G agit sur les racines du polynéme p(X) —zo = X? — X — xq alors
nous obtenons pour tout o € Gy : 0(&) — & € Wi (F,) avec Wy (F,) =TF,.
On définit 'application suivante :

@1t G — Wl(Fp)
o — o) — &

On peut vérifier que ¢; est un homomorphisme de groupes injectif. De la
méme facon, on définit pour tout n, application suivante :

Pn - Gn - WH(FP)
o = a(§)=¢
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On peut également vérifier que pour tout n, ¢, est un homomorphisme de
groupes injectif. D’ou le diagramme suivant :

G ———= W, (F,)
Tn Tn—1

G4 2L Wy (F,)

ol 1, désigne I'application de restriction de G,, sur G; et 7! la troncation
de W, (F,) dans F, et qui au vecteur x = (g, 21, ..., T,—1) associe x.

Ce diagramme est commutatif car :

T nogu(o) =T""(o(§) =€) =T" (&) — &0, %, ) = (&) — &o

et
p1o1a(0) = (&) — o

On obtient alors deux cas :

e Si xy n’appartient pas a p(K), c’est a dire si 'extension K (&y)/K est de
degré p, alors G agit transitivement sur les racines du polynoéme p(X) — xg
et donc on a ¢1(Gy) = Wi(F,) = F,. Par commutativité du diagramme
précédent, le monomorphisme de groupes ¢,, est surjectif donc c’est un iso-
morphisme. On a donc : G,, >~ W,,(F,).

e Si g appartient & p(K), alors G; = {Id} et 'homomorphisme ¢; est tri-
vial. Le monomorphisme ¢, ne peut donc pas étre surjectif et GG,, est donc
un sous-groupe strict du groupe cyclique Z/p™Z.

3. Soit L/K une extension cyclique de degré p™. Notons G, son groupe de
Galois. On veut montrer que :

(Wi (L) N Wi (K) : p(Wn(K))] = p".
Prenons la suite exacte :
0 — Wa(Fy) = Wa(L) 5 p(Wa(L)) — 0.
Par le théoréme 90 de Hilbert (th. 4.1.1), la suite exacte de cohomologie est :

0 — Wa(F,) = Wa(K) = p(Wa(L)) N Wy (K) 5 HY (G, Wy(F,)) — 0.
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ol  envoie z sur {o — o(§) — &} et ou £ est un vecteur de W,,(L) tel que

p(§) = .

Comme le groupe G agit trivialement sur W, (F,), on a I’égalité :
HY(G, W, (F,)) = Hom(G, W,,(F,)).

or les groupes G et W,,(FF,) sont tous les deux cycliques de degré p" donc
HY (G, W,(F,)) est également cyclique.

Le quotient (p(W, (L)) NW,(K))/o(W,(K)) est donc cyclique d’ordre p" et
son dual est isomorphe & Hom(p(W,, (L)) N W, (K)/p(W,(K)), W, (F,)).

Soit x un vecteur appartenant a (W, (L)) N W,,(K)/p(W,(K)), W,(F,) tel
que z + p(W, (K)) engendre ce quotient. Nécessairement xog ¢ p(K).

On veut maintenant montrer que L = K(p~!(z)). Comme chaque racine £
de p(¢) = x est dans Panneau W, (L) alors K(p~'(z)) C L.

Pour montrer ’autre inclusion, prenons ’accouplement suivant :

P(Wn(L) "W (K)/p(Wn(K)) X G — Wi(IF,)
donné par (z + p(W,(K)),0) — o(&) — £ avec £ € W, (L) tel que p(§) = x.

Par le théoréeme de dualité, comme les noyaux sont triviaux et comme le
groupe G est fini, on a un isomorphisme de groupes ¢ :

0: G — Hom(p(Wn(L)) N Wi(K)/o(Wa(K)), W (F,))
o= (@ + p(Wi(K)) = a(§) = ).

Si o est un élément de G tel que sa restriction & K (' (z)) soit I'identité alors
§(c) = id car § est un isomorphisme. Donc Gal(L/K(p~'(x))) est réduit a
I'identité, c’est a dire L = K(p~'(x)). O

4.1.4 Nature de ’extension L/K en fonction de a.

Cette proposition découle de la proposition 2.3.4 de la section 2.3.2. Soit
K un corps local de caractéristique p > 0 et de corps résiduel k£ parfait.

Corollaire 4.1.3 :

Soit L le corps de décomposition du polynéome XP — X —a = 0 avec a €
W, (K). Siles n composantes du vecteur de Witt a = (ag, ..., an—1) sont dans
Uanneau de valuation O alors Uextension L/K est non ramifiée.
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Démonstration :

Soit a = (ag, aq, ..., ap—1) un vecteur de Witt tel que p(a) = a. Pour tout
i=1,...,n, notons K; = K(ap,aq,...,a;_1). Par itération, chaque extension
K;/K;_1 est cyclique de degré p et est donnée par une équation P, = X? — X
ol P; désigne un polyndéme en «q, aq, ..., 09, Ag, A1, ..., G;_2.

Gréce a la proposition 2.3.4, les extensions K;/K;_; sont toutes non-ramifiées
et donc l'extension L/K est aussi non-ramifiée. U

4.2 Lorsque le corps résiduel est algébriquement
clos.

Nous nous plagons maintenant sur le corps local K = F29((t)). Nous
allons introduire dans un premier temps un sous-module B,, de W,,(K). Ce
sous-module nous donnera ensuite une somme exacte qui sera déterminante
dans la construction d’une bijection entre un certain ensemble A,, de vecteurs
de Witt et X, formé des couples (L,0) ot L est une extension totalement
ramifiée de degré p™ de K et o un générateur du groupe de Galois de L/K.

4.2.1 Congruence modulo (W, (K)).

Dans ce paragraphe, nous donnons une congruence des vecteurs de Witt
de W, (k) modulo (W, (K)). Le quotient W,,(K)/o(W, (K)) nous sera trés
utile dans la description d’une bijection entre certains vecteurs de Witt de
longueur n et les extensions cycliques totalement ramifiées de degré p”.

Proposition 4.2.1 :

Tout vecteur de Witt x € W,,(K) est congru modulo p(W,,(K)) a un vecteur
(Yo, Y1 -y Yn—1) 0t pour tout t =0, ...,n—1, la composante y, est un polynome
en t~1 & coefficients dans k sans terme constant.

Démonstration :

Par la proposition 3.3.8, il suffit de montrer que tout vecteur de Witt peut
s’écrire comme somme de deux vecteurs (o, ..., Yn—1) €t (20, ..., Zn_1), OU pour
chaque t = 0,1,...,n — 1, 9y, € t 'k[t7'] et 2, € Ok. On va prouver ceci par
récurrence sur n.

Sin = 1, 'anneau des vecteurs de Witt sur K de longueur 1 peut s’identifier
a K, donc la propriété est vérifiée.

Supposons maintenant que la propriété est vérifiée jusqu’au rang n — 1.
Soit © € W,,(K). Nous recherchons deux vecteurs de Witt y et z dans W,,(K)
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tels que x = y + z et satisfaisant aux conditions y, € t~'k[t~!] pour tout
0<:<n-—1etzeW,(Ok).

Soient x € W,,(K) et 2’ sa troncation dans W,,_1(K). Soient ' et 2’ deux
vecteurs de Witt de longueur n — 1 tels que 2’ = ¢’ + 2z’. Supposons que pour
tout 0 <t <n—2,y €t 'k[t™] et 2/ € W,_1(k[t]).

Il existe un polynéme 3, 1 € Z[yo, Y1, -, Yn—2, 205 21, -, 2n_2] tel que (y' +
N1 =yl 1+ 2, 1 +2,1. Alors z,, 1 — X, 1 peut étre décomposé sous la
forme x,_1 — 3,1 = Yn_1 + 2n_1 avec y,_1 un polyndome en ¢t 'k[t7!] et z,_;
une série formelle de k[t]. On vérifie par le lemme 3.3.7 que 'on obtient bien
Y+ z=ux. [

4.2.2 Le W, (k)-sous-module B,,.

Notons N, I’ensemble des entiers positifs premiers a p et pour x € K, on
note par {z} le vecteur de Witt de longueur n donné par (z,0,...,0). On va
définir un sous-module B,, dans W,,(K) et une filtration sur ce sous-module.

Définition 4.2.2 :
Soit B,, le W,,(k)-module engendré par les vecteurs {t™'} avec 1 € N,,.

Les éléments de B,, sont les vecteurs de W, (K) de la forme :

a= Z a{t™"}

LENy

avec a, € W, (k) et a, = 0 pour ¢ suffisamment grand. Le lemme suivant nous
donne l'unicité de P'écriture de a € B,, comme somme : Zab{t’b}.
LtENp

Lemme 4.2.3 :
Pour tout entier v premier a p, les éléments {t~*} sont linéairement indépen-

dants sur W, (k).

Démonstration :
Notons par (a,p, ..., @, n—1) les composantes du vecteur a, € W, (k). Donc par
le lemme 3.1.5, on a :

a{t™'} = (a0y s Qupy oony aw}f_l){t*b}
n—1
= (a,ot™", oy apnt™ At )

Donc chaque composante de a,{t"*} est un monome en t=#" ayant pour
coefficients a,, avec 0 < h <n —1 et ¢ € N,,. Ainsi par le lemme 3.1.3 :

Z af{t™} = ( Z a ot ..., Z ahhtﬂph +2h, s Z aL7n,1t’Lpn_l —i—En,l).

LENp LeENp LtENy LtENy
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C’est a dire, la péme composante de Zab{t_‘} est un polynome de la forme
LeNy

Zabvhtﬂph + X, ol X, est un polynéme homogéne en aLyh/t*‘ph/ avec b’ < h.

LtENy

Donc les polyndémes >;, sont sans terme constant. Par récurence sur le rang

des composantes, si ZaL{t_L} = 0 on peut montrer que chaque polyndme

€Ny
2, est nul ainsi que chaque coefficient a, j. O

L’application de troncation T envoie B,, sur B,_1. De plus T'(B,) = B,_1.

4.2.3 La somme directe W, (K) = p(W,(K)) & B,.

Le résultat principal de ce paragraphe est la somme directe de groupes
abéliens : W, (K) = p(W,,(K)) & B,,. Ce résultat nous sera trés utile dans la
suite surtout afin de construire une action de Gy(k) sur le sous-module B5,,.
On prouve dans un premier temps quelques lemmes :

Lemme 4.2.4 :

Soit x € K\ k et notons x = ZO&LtL. Soit v(z) le plus petit entier tel qu’il
>1

existe © > 1 avec v,(1) = v(z) et a, # 0. Alors on a v(p(x)) = v(z).

Démonstration :

Pour tout x, on appelle I(z) I'ensemble {. € Z, a, # 0}.

Alors v(x) = min{v,(¢)/t € I(x)}.

On obtient 2P = Zaf’t‘”’ d’ou I(z?) = pl(x) et I(aP —x) C pl(x) U I(x).
1>1

Par définition v,(¢) > v(x) pout tout ¢ € I(x) donc v,(¢) > v(z) pour tout

L € pl(x).

De plus v,(t) > v(z) pour tout ¢ € pl(z) U I(x).

Donc v(z? — x) > v(x).

Réciproquement, soit (o un entier tel que v,(z) = v(z).
On obtient ¢y € I(x) \ pI(x) et donc ¢y € (2P — z).

Ainsi obtenons-nous v(a? — x) < v,(19) = v(x) O
Lemme 4.2.5 :
Six € K et m € N* alors il existey € K et o, € k pour tout v € N, tel que
a, =0 pour 1 >>0 et x = Zabtﬂpm_l + 9P — .

tENy
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Démonstration :
Par récurrence sur n.
Sim =1, soit x = Zogt“.
€Ny
En appliquant la proposition 4.2.1 on obtient x = 2/ + y* — y ou y est un
élément de K et 2’ un polyndme en t~! sans terme constant c’est a dire

Lo
x = E alt™.

>1

11 suffit donc de montrer que chaque terme «,t™* appartient a B; + p/K. On
va procéder par récurrence sur ¢ € N. Considérons deux cas :

Si pged(e,p) = 1, alors Y a,t™" € By.

Si pged(e, p) # 1, donc ¢ = /p alors o/t~ = a/t =P,

Comme k est un corps algébriquement clos, alors on a :

ro— npy—u " og—u " o= " o=
at P ="t P ="t )P -t +a Lt

et donc (o, 7P — ot € pK et o’,t™ € By + pK par hypothése de
récurrence.

Maintenant, si on a x = z:(—OéZ)t_”’W2 +y? —yavecy € K.

LENp
/ 1 g—ip™m—2 : D p Ipg—ip™ 1
Posons y = ¢ + o)t pour avoir y? = y? + oFt . Donc
teNp LtENy
o ’ p 7me,—l / 7me—2
Y=y —yp—y+gozbt —E%t
LENp teNy
_,ym—1
=+ E QPP
LENp
Ainsi x satisfait aux conditions. O

Proposition 4.2.6 :
On obtient la somme directe de groupes abéliens :

Wio(K) = p(W,(K)) & B,.

Démonstration :
1) Nous voulons que pour tout n, B, Np(W,(K)) = {0}. Nous allons montrer
ce résultat par récurrence sur n.

Sin =1, alors nous devons montrer que p(K)N By = {0}.
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Nous utilisons pour cela la 7eme propriété de la proposition 4.2 [21]. Six € B,
et  # 0 alors sa valuation t-adique est strictement négative premiére a p et
si x € p(K) alors sa valuation t-adique est soit positive soit négative mais
dans ce dernier cas, sa valuation est alors un multiple de p.

Donc p(W;(K)) N B; = {0}.

Maintenant, nous devons prouver que pour tout n, (W, (K)) N B, = {0}.
Soit a = a{t™'} € B, N p(W,(K)).

L€Ny
Donc a = p(xq, ..., Tp_2,T,_1) avec x, € K.
Supposons que (Zg, ...,x,—1) 7 0. Notons par a’ (resp a, resp {t*},_1) la
troncation dans W,,_;(K) du vecteur de Witt a (resp a,, resp {t*}).
Par hypothése de récurrence, on sait que si

a = Zai{tﬂ}n_l = ©(Zg, ooy Tyg) =0
ieN,
alors chaque @, = 0 par le lemme 4.2.3. Donc on obtient a, = (0, ...,0,a,,—1)

avec a,,—1 € ket z, € F, pour 0 <( <n — 2. Ainsi :

_ —1
a=(0,..,0, Z At ) = (b, 2h o 2l ) — (Tgy ey T2, Ty ).

LENp

_pn—1 N
Donc E pat™  =ab | —x, 1 +%,_1 00X, ; est, par le lemme 3.1.3,
LENp
un polyndme homogéne en x, ..., T,_o.

Comme z, € F, pour 0 < ¢ <n — 2 alors vg(z,) =0 et X,y € F,. Donc il

existe X2/ | tel que ¥, ; = X? |, — %/ . Changeons z,_; par 2/, ; + %/ ;.

Nous avons :
p / —pn—1
=X = E Qpat™ " .

LENy

Supposons qu'il existe ¢y € N, tel que a,,,—1 # 0, alors

l/( Z abo,n—lt_bopn_l> =n—1.

LtENy

D’un autre coté, par le lemme 4.2.4, on obtient :

V( Z abo,nfltﬂopnq) =v(a'h_y —ayy) = v(Th_y).

1ENp
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Donc v(z!,_ ) =n—1, d’ott vg(x),_;) est un multiple de p"~!
De plus vg (22—l 1) = pvg (2!, ;) car la valuation de z/,_; est strictement
négative.

D’ou vK(ZaLom_lt”O”"*l) est un multiple de p", ce n’est donc pas de la
LeNy

forme op" ! avec 1y € N,.

Ainsi x = 0 et obtenons-nous le résultat B, N p(W,,(K)) = {0} pour tout n.

2) Nous devons en outre prouver que pour tout n, W,(K) = (W, (K))+ B,.
Nous allons a nouveau faire une récurrence sur n.

Si n = 1, nous avons déja prouver ce résultat dans le cas m = 1 du lemme
4.2.5.

Soit z € W, (K). Par hypothése, nous savons que T'(z) € p(W,_1(K))+B,_1.
Comme l'application de troncation 7" est un homomorphisme surjectif, on
peut trouver un élément y € W, (K) et un élément b € B, tels que :

T(x) = p(T(y) + T(b) = T(p(y)) + T(b) = T(p(y) +b).

Donc x = p(y) + b+ (0, ...,0, x) avec x € K.

On peut écrire grace au lemme 4.2.5 : y = betﬂp%l + 2P — z.
LtENy

0,..,0,x) =1(0,...,0, betﬂpnfl + 2P — 2)

LENy

=(0,.,0,> xt™" ) +(0,...,0,2") = (0, ..., 0, 2)
LENp

=) (0,..,0,x){t™"} + (0, ..., 0, 2)

LeNy

Donc Z 40, x,){t"*} appartient a B, et p(0,...,0,z) a p(W,(K)).
LtENp

Ainsi pour tout n, W,(K) = p(W,(K)) + B,. O

Remarque :

Si n =1 alors B; est I'ensemble des polynomes a coefficients dans k et dont
les puissances de t sont toutes premiéres a p. Dans ce cas, la proposition 4.2.6
nous dit que toute série peut s’écrire comme somme de deux éléments. L’un
de ces éléments appartient & p(K) tandis que l'autre est dans B;.
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4.2.4 L’ordre additif d’un vecteur de Witt et la fonction
Pn-

[exposant du groupe additif W, (k) est p" et soit ord(a) 'ordre de 1'élé-
ment a dans le groupe W, (k). Cet ordre divise p™ [20]. On a aussi

ord(a + b) < max{ord(a),ord(b)}.

Nous appellons p,, 'application suivante de B,, dans N :

Définition 4.2.7 :
Pour tout a = ZaL{tﬂ} € B, posons :

teNy
(@) = s (22 pour tout a, 40
pn(a) = max (1— pour tout a,
pn(0) = 0. sta=0

Le lemme suivant montre que p,, définit une filtration croissante sur B,,.

Lemme 4.2.8 :
Pour tout a et b dans B, on a : p,(a+b) < max{p,(a), pn(D).}
Démonstration :
On a:
pn(a+b) = max(tord 2 (a+b £)
< ma X(L max( OI'd (a,) OI'd(b
S m X(LO aL) OI‘d )
P
< max(p,(a), p ( )

4.2.5 Définition de ’ensemble A,,.

Afin de décrire des extensions totalement ramifiées, nous avons besoin de
définir un sous-ensemble A,, de B,,.

Définition 4.2.9 :

On appelle A, le sous-ensemble de B, composé des vecteurs a = ZaL{t_L}
LeNy

ayant au minimum un élément a, inversible dans W, (k).

Lemme 4.2.10 :
On a A, =B, N W, (K)*.
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Démonstration :
Soit a € A, alors

a = Z a,L{t_L} = Z(ab’o, A1y CLL’n_l){t_L}

LtENy LENy

tel qu'il existe a, inversible dans W, (k), c’est-a-dire, qu’il existe un élément
a,o non nul. Puisque les {¢~*} sont linéairement indépendants alors la pre-
miére composante Z&L,ot_L est non nul. Donc a appartient a W, (K)*.

LtENy

Do A, C B, N W, (K)*
Soit a € B, N W,,(K)* alors

a = Z a{t™} = Z(%Oa Qs ey Gup—1){t7"}

tENp LENy

La premiére composante E a,ot”* est non nul car a € W,(K)*. Donc il
teNp
existe a, o non nul. Dot I'existence d’un vecteur a, inversible.

Donc a appartient a A,,. D’ou B, N W,(K)* C A, O

Lemme 4.2.11 :
Soit a = ZaL{t_‘} un élément de B,,.
LeNy
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) a € A,.
(2) max{ord(a,) tel que a, # 0} = p™.
(3) a ¢ p(Bn).

Démonstration :

(1)< (2):

Supposons que a € A, alors il existe ¢y € N, tel que q,, est inversible dans
W, (k). Comme un élément du groupe W, (k) a pour ordre p" si et seulement
s’il est inversible. Donc ord(a,,) = p™ si et seulement si a,, est inversible.
Et de plus, max{ord (a,) tel que a, # 0} = p" est équivalent & dire que a
appartient a A,,.

(1) = (3) :

Un vecteur de Witt est inversible si et seulement si sa premiére composante
est inversible. Soit b = (b, ..., b1) un vecteur de B, comme la multiplication
p par p est égale & V'F, o V est 'application "shift" et F' I'application du
Frobenius [20], donc p(b) = V F(by,...,b1) = (0,05, ...,05_5). Donc p(b) ne
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peut pas étre inversible.

(3) = (2) : Si a est un vecteur tel que max{ord(a,) tel que a, # 0} < p"
alors il existe un vecteur b tel que a = p(b). O

4.2.6 Sauts de ramification des éléments de A,,.

On va définir dans 'ensemble A,, la filtration suivante.

Définition 4.2.12 :
On appelle sauts de ramification d’un élément a de A, les n entiers définis
par pn—;(T7(a)) pour chaque 0 < j <n —1.
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Chapitre 5

Séries d’ordre p"

Dans ce chapitre, nous explicitons une premiére bijection permettant de
décrire les séries d’ordre p™. Pour cela, nous allons introduire ’ensemble X,
formé des couples (L,o) ou L désigne une extension cyclique totalement ra-
mifiée de K de degré p" et o un générateur du groupe de Galois de cette
extension L/K.

Nous établirons d’abord une correspondance entre les vecteurs de Witt ap-
partenant a A, et les couples (L, o) de X,,. Puis, nous vérifierons que les sauts
de ramification des extensions L cycliques totalement ramifiées de degré p™
de K peuvent étre lus sur le vecteur a € A, correspondant a cette exten-
sion. Nous obtiendrons alors une bijection respectant les sauts de ramification
entre X, et A,.

5.1 Paramétrisation des extensions cycliques to-
talement ramifiées.

Soit K = k((t)), notons X,, 'ensemble des couples (L, o) tel que L est une

extension cyclique totalement ramifiée de degré p™ de K et o un générateur
du groupe de Galois Gal(L/K).
On décrit dans ce paragraphe un moyen de caractériser les extensions cy-
cliques totalement ramifiés a partir d’un élément de B,. Afin d’obtenir des
extensions totalement ramifiées de degré p™, nous allons voir que 1’on doit se
restreindre aux éléments a appartenant a A,,.

Grace au théoréme de K. Kanesaka et K. Sekiguchi ([12], th.5), qui per-
met d’obtenir l'indice de ramification de l’extension cyclique L/K ou L =
K(p~'(a)) a partir des coefficients a, de ’élément a € B,, nous devons nous
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restreindre a 1’étude des éléments de A,, pour obtenir des extensions totale-
ment ramifiées de degré p”.

Proposition 5.1.1 :

Soit a = (ag,ay,...,a;,...,an_1) € By, Uextension L = K(p~*(a)) de K est
une extension cyclique totalement ramifiée de degré p"=7 ou j est le plus petit
entier compris entre 0 et n — 1 tel que a; # 0.

Démonstration :
Soit a un vecteur de Witt dans B, on construit la tour d’extensions ci-
dessous :

L=K,=K(p Yap,a1,...,an_1)) = K(p (a))

K, 1= K(p‘l(ao,al, ey Gp2))

KOIK

Les extensions sont toutes totalement ramifiées car le corps résiduel k£ de K
est algébriquement clos.

Si ap = 0 c’est a dire si a € B, \ A, alors p~'(ag) = 0 et I'extension
K, /K est triviale. Puis par récurrence sur les composantes du vecteur a, si
ap = a; = ... = aj_; = 0 alors les extensions Ky, Ky, ..., K; sont triviales. [

Remarque :
L’extension L/K est donc de degré p" si et seulement si ag # 0, ¢’est & dire
si et seulement si a € A,

Nous rappelons de plus que par la théorie d’Artin-Schreier-Witt, si L/K

est une extension cyclique de degré p”, alors il existe un accouplement non
dégénéré ([3], chap IX) :

((Wn(L)) NWi(K))/o(Wna(K)) x Gal(L/K) —>[W (1>F »)

(@, o) o) =oa— a.
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ol p(a) = a et @ est la classe de a modulo p(W,(K)).

Nous avions déja croisé le quotient (p(W,,(L)) N W,(K))/p(W,(K)) dans la
démonstration du théoréme d’Artin-Schreier-Witt (th. 4.1.2).

De plus, on sait que cet accouplement met en dualité le groupe de Galois
Gal(L/K) et (p(Wn(L)) N W (K))/o(Wn(K)).

Le théoréme suivant donne une bijection entre ’ensemble des vecteurs de
Witt appartenant & A, et les couples (L, o) de A,.

Théoréme 5.1.2 :

Soit L/ K une extension cyclique totalement ramifiée de degré p™ et o un gé-
nérateur du groupe de Galois de l'extension L/ K. Il existe un unique élément
a € A, tel que :

1 L= K(o(a))
2. [a,0) =1=(1,0,...,0) ot @ est la classe de a modulo p(W,(K)).

Démonstration :

Prouvons dans un premier temps 'unicité d’un tel élément a.

Rappelons que p(W,,(K)) N B, = {0} par la proposition 4.2.6. Supposons
que L = K(p~'(a)) = K(p~'(d)) et [a,0) = [d,0). Par additivité a droite
du symbole d’Artin, on a :

[@,0) —[d',0) =[a—d, o) =0.

Comme Paccouplement est non dégénéré alors a —a’ € p(W,,(K)). Comme a

et o’ appartiennent a B,, et comme B, Np(W,,(K)) = {0} alors nécessairement
/

a=ada.

Prouvons maintenant ’existence d’un tel élément a. Par le rappel précédent,
on a l'isomorphisme de groupes suivant :

Hom(Gal(L/K), Wy (Fp)) = (p(Wn(L)) N Wi (K))/o(Wa(K)),

ou les groupes Gal(L/K) et W, (F,) sont tous les deux cycliques d’ordre
p". Ainsi existe-t-il un homomorphisme ¢ qui associe a o I'élément 1 de
W, (F,). Cet homomorphisme ¢ correspond dans l'isomorphisme précédent
aac pW,(L)NW,(K)/p(W,(K)) engendrant le groupe. Soit a un repré-
sentant de @ dans p(W,, (L)) N W, (K).

Comme a € p(W, (L)) alors K(p~'(a)) C L.
Réciproquement, soit H le groupe de Galois Gal(L/K(p~'(a))), on veut mon-
trer que H = {id}.
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Soit 7 € H, alors pour tout entier A, on a,
\a, 7y = Aa,7) = AN7a — «)

avec p(a) = a.
Ainsi « appartient & K(p~'(a)) donc 7o = a, et ainsi [@, 7) = 0. Donc 7 est
trivial car il est orthogonal a tout élément de (W, (L)) N W, (K). O

5.2 Calcul des sauts de ramification.

Le conducteur d’Artin permet de construire un lien entre les sauts de
ramification de A, et les sauts de ramification des extensions L/K définies
par les éléments de X,,. Nous commencons par généraliser le conducteur sur
des extensions cycliques de corps résiduel infini.

5.2.1 Définition du conducteur.

Nous définissons dans un premier temps, de maniére précise, le conducteur
d’une extension cyclique totalement ramifiée de corps local & corps résiduel
fini. C’est la définition utilisée par K. Kanesaka et K. Sekiguchi dans leur
article [12].

Définition 5.2.1 :
Soit k' un corps fini de caractéristique p et K' = K'((t)). Soit L'/K’ une
extension cyclique totalement ramifiée de degré p". Soit U le groupe des unités
principales de K'. Le conducteur (t)"F/K) de Uestension L'/K' est lidéal
défini par :

r(L'/K') = min{l € NJUY C Np (L")}

ot UV = {u € Uv(u—1) > 1} = 1+ tk[t] est le I°™E terme dans la
filtration naturelle de U.

Soit s(L/K) le plus grand saut de ramification de L/K, c’est a dire le
plus grand entier tel que Gal(L/K)yr/k) # {1}. L'entier 7(L/K) est égal
a p(s(L/K))+ 1 ou ¢ est la fonction réciproque de la fonction de Herbrand
(]20], chap XV, corollaire 2). Ainsi, avons-nous un lien entre le conducteur
et le plus grand saut de ramification.

Nous avons la définition du conducteur dans le cas d’un corps local ayant

un corps résiduel fini. Nous cherchons a généraliser ce résultat a tout corps
local.
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5.2.2 Descente d’extensions cycliques.

Le lemme suivant nous permet de généraliser certaines propriétés a toute
extension cyclique.

Lemme 5.2.2 :
Toute extension cyclique L/K de degré p" est la composée de k avec une
extension cyclique L' /K" de degré p™ ot K' = K'((t)) avec k' un corps fini.

Démonstration :

Nous avons K = k((t)) = F3((t)) donc K est la completion de I'extension
maximale non-ramifiée K§" de Ky = F,((t)). L'extension L/K est séparable
alors par le théoréme de I’élément primitif [15], nous obtenons L = K («) ou
a est un élément algébrique de L. Soit f un polyndéme irréductible en « sur
K, on le note f = Irr(a/K). Ce polynome f est de degré p™.

Comme K" est dense sur K, il existe un polyndéme unitaire g € K[X] de
degré p" tel que les coefficients de g peuvent étre arbitrairement proches des
coefficients de f grace au lemme de Krasner [2], il existe donc une racine /3
du polynéme g proche de a tel que L = K(a) = K ().

Soit Ly = Ko(3). Puisque L/K est une extension galoisienne, les conjugués
de 3 dans K§" engendrent sur K§" une extension finie M de L incluse dans
le complété de L.

On montre facilement que M = L, (I'extension résiduelle de M/ Ly est triviale
et toute uniformisante de Lj est également une uniformisante de M). Donc
Ly/K{" est une extension galoisienne.

Soit K le sous-corps de K" engendré par les coefficients du polynome g(X).
C’est une extension finie de Ky et K;(3)/K; est de degré p™. Les extensions
K/K; et Ki(8)/K; sont linéairement disjointes et L = K.K;([3).

Les conjugués de 3 dans K§" peuvent s’écrire sous la forme de somme finie :

> b ;3" avec b ; € K"
Soit Ky le sous-corps de K" engendré sur K; par b; ;. C’est une extension
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finie de K et K3()/ K> est une extension galoisienne.

K L=K(3)
K" Lo = Kg"(B)
K, K»()
K, L))
Ko

De plus K»(3)/ Ky et K/K, sont linéairement disjointes, donc la restriction
a K3(0) des K-automorphismes de L est un isomorphisme de Gal(L/K) sur
Gal(K>(3)/K>). O

5.2.3 Généralisation du conducteur aux extensions cy-
cliques.

On rappelle la définition du conducteur d’une extension abélienne de
corps locaux. Soit k' un corps de caractéristique p et K’ = k'((t)). Soit L'/ K’
une extension cyclique totalement ramifiée de degré p™. Soit U le groupe des
unités principales de K’. Le conducteur (¢)"“/5") de I'extension L'/K' est
défini par :

r(L'/K') = min{l € N/U, C Ny/k(L")}.

avec Uy = {u € Ufv(u—1) > 1} = 1 + t'k[t] le I°™€ terme de la filtration
naturelle de U.

80



Lemme 5.2.3 :

Soit K' un sous-corps fermé de K et L/ K une extension finie. Supposons que
K/K' est non-ramifiée. Les deux extensions L'/K' et L/K de corps locaux
ont les mémes sauts de ramification. En particulier, le conducteur de L/K
est le méme que celui de L' /K.

Démonstration :

Comme K/K' est non-ramifiée, 'extension L/L’ est également non-ramifiée.
L’application o +— 0,1, est un isomorphisme entre Gal(L/K) et Gal(L'/K").
Nous obtenons, en numérotation inférieure :

o(m
Gal(L/K)., = {7 € Gal(L/K) tel aue v ( (ma) _ 1) >}
L
oll 77, est une uniformisante de L.
Soit m une uniformisante de L', comme Uextension L /L’ est non-ramifiée alors
7 est aussi une uniformisante L. Donc

o € Gal(L/K), o)1 € Gal(L'/K'),,.

Ainsi les sauts de ramification en numérotation inférieure sont les mémes.
Nous obtenons, grace aux fonctions de Herbrand, les mémes sauts en numé-
rotation supérieure.

Par [19], proposition 9, on sait que le conducteur est égal a (t)"*/%) ou
r(L/K) est le plus grand saut de ramification en numérotation supérieure
plus 1, donc le conducteur de I’extension L/K est conservé. O

5.2.4 Calcul du conducteur via ’ordre de 1’élément en-
gendrant ’extension.

On rappelle que ord(a) désigne 'ordre de a dans le groupe additif W, (k).
Cet ordre divise p”™ [20].

Lemme 5.2.4 :
Soit K =k((t)) et a =Y a{t™} € B,.
LtENp
Soit L = K(p~'(a)) une extension cyclique totalement ramifiée de degré p",
alors le conducteur de cette extension est (t)"/K) ou r(L/K) est défini par :

L
r(L/K) = Ibrel%i{ {]—jord(ab) + 1 pour a, # 0}.
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Démonstration :

Nous utiliserons pour montrer ce résultat le lemme 5.2.3 et un article di a K.
Kanesaka et K. Sekiguchi [12]. Soit L = K(p~'(a)) une extension cyclique
totalement ramifiée de K de degré p™ avec a € A,,. Donc a peut s’écrire sous
la forme :

avec a, € W, (k).

Notons k' le sous-corps de k engendré par les composantes des vecteurs de
Witt a,. Comme a, = 0 sauf pour un nombre fini de ¢+ € N, alors £’ est
un corps fini. Posons K’ = k/((t)) et soit L' = K'(p '(a)). Grace au lemme
5.2.3, nous savons que les sauts de ramification de L'K’ sont les mémes que
ceux de lextension L/K. Donc r(L/K) = r(L'/K’). Grace au théoréme de
K. Kanesaka et K. Sekiguchi, ([12], p.367), nous savons que :

r(L'/K') = max{ip" ™' + 1 tel que 1 € N, et a, # 0,1, > 1}.
avec [, = n — s, et s, défini par :

s, = max{v tel que p”/a,}  sia, #0
s, =n sia, =0.
On veut maintenant montrer que ord(a,) = p'.
Ceci est clair lorsque a, = 0, on suppose donc que a, # 0.
Par définition, il existe un vecteur de Witt inversible «, tel que a, = p*a,
avec o, dans W, (k) \ p(W,(k)). Donc ord(e,) = p™ puisque 'anneau W, (k)
est de caractéristique p™. Donc

ord(a,)
pged(ord(av,), p*)

ord(a,) = ord(p*«,) =

ce qui conclut la démonstration. O

5.2.5 Lecture des sauts de ramification de l’extension
L/K sur les éléments de A,,.

La proposition suivante permet de calculer de maniére effective les sauts
de ramification de I'extension L/K avec L = K(p *(a)) a partir des coeffi-
clents du vecteur a € A,,.
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Lemme 5.2.5 :

Soit L/ K une extension cyclique totalement ramifiée de degré p" tel que L =
K(p~(a)) avec a un vecteur de Witt de W, (K). Notons K; la sous-extension
de L/K tel que K; = K(p "(T"(a))). Alors lextension K;/K est une
extension de degré p’.

Démonstration :

La relation K; C Kj;; C L est évidente.

Soit L = K(p~'(a)) avec a € W,(K), il suffit de montrer que pour tout
entier j entre 1 et n et pour tout a € W;(K), on a :

[K (9™ (a)) : K(p~(T(a)))] = p.

Soit x = (zg,...x,—1) un élément de W, (K) tel que p(x) = a. Comme p
commute avec I’application de troncation 7', nous obtenons :

o(zo, ..., xj—1) = a = p(zo,...,xj_2) = T(a).

Nous avons K(zo,...,xj_1) = K(xg,...,zj_2)(xj_1). Par le lemme 3.1.3, on
sait que la jéme composante de p(xo,..,r;-1) est égale & x| — ;1 +
A(zg,..,xj_3) ot A est un polynome a coeflicients entiers. Donc nous avons
o(rj—1) = :L‘?_l —xj_1 € K(xg,...xj_2). Par la théorie d’Artin-Schreier-Witt,
I'extension K (xo,...,z;—1)/K(xo,...,z;_2) est de degré 1 ou p.

Comme 'extension L/K est de degré p™, alors K (zo, ..., xn—1)/ K (zo, ..., Tn—2)
et chaque extension K (p 1(T7(a)))/K(p (Tt (a))) est de degré p et ainsi
K(p '(T7(a)))/K est une extension de degré p’. O

On a la situation suivante :



Proposition 5.2.6 :
Soit a € A, les sauts de ramification en numérotation supérieure du groupe
de Galois Gal(K(p~*(a))/K) sont pn—;(T?(a)) pour 0 < j <n-—1.

Démonstration :

Soit @ un élément de A, et L = K(p~'(a)).

Comme TD’application de troncation est un homomorphisme d’anneaux qui
commute avec ’addition, on a :

Ti(a) =T'() aft™})

= e
=Y Tia) T,

Donc on obtient :

pu_;(T%(a)) = max (éord(Tj(aL))).

LeNy

Ainsi, selon le lemme 5.2.4, nous obtenons que le conducteur de chaque sous-
extension K;/K est (t)"5i/5) avec :

r(K;/K) = max {]—L)ord(Tj(ab)) + 1}.

LENp
Pour chaque sous-extension K;/K de L/K, on pose pour § =0,..,5 — 1,
is(K;/K) = max{e tel que Gal(K;/Ks) C Gal(K;/K).}.

Soit 11k le fonction de Herbrand pour I'extension L/K et ¢k son appli-
cation réciproque. Par les propriétés de ¢ k [20], on a :

Gal(Kj/K)e = Gal(Kj/K)‘PL/K(E)'

Dans la filtration du groupe de Galois Gal(K;/K) en numérotation infé-
rieure :

Gal(K;/K). = {a e Gal(Kj/K)/ord<U(7TKj) - 1) > e}

7TKj

ot Gal(K;/K) ~ K* /N, /i K;. Puisque :
(K* /N, xK)™ = {1} & U™ C Nk, ;x K < Gal(K;/K)™ = {1}.
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Donc 7(K;/K) = min{u € N/Gal(K;/K)™ = {1}}.

e <i;j 1 (Kj/K) < Gal(K;/K;_1) C Gal(K;/K)?r/x©
& Gal(K; /K)#re o {1}
< pr/r(e) <r(K;/K)
& orr(e) <r(K;/K)—1
& e < vpk(r(K;/K) —1).

D,Ofl ij_l(Kj/K) = @DL/K(T(KJ/K) — 1)
Ainsi, en numeérotation supérieure, le saut de ramification de ’extension
K;/K est r(K;/K) —1 c’est a dire p,_;(T7(a)). O

Corollaire 5.2.7 :

L’application de X,, dans A,, et qui associe a tout couple (L,o) de X, un vec-
teur a € X, tel que [a,0) =1 et L = K(p~'(a)) est une bijection respectant
les sauts de ramification entre X, et A,.
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Chapitre 6

Classes de conjugaison des séries
d’ordre p"

Enfin, dans ce chapitre, nous chercherons a classer les séries d’ordre p™ a
conjugaison prés. Nous allons introduire une action f3,, de Go(k) sur le groupe
B, grace a la somme directe vue dans le chapitre précédent :

W, (K) = p(W,(K)) & B,.

Nous chercherons ensuite a décrire les classes de conjugaison des séries d’ordre
p" grace a une application A, allant de &), vers ), ou ), désigne I’ensemble
des classes de conjugaison des séries d’ordre p™. Enfin, nous établirons une
seconde bijection respectant également les sauts de ramification entre les
orbites de A,, sous 'action (3, et ’ensemble ),, des classes de conjugaison des
séries d’ordre p".

6.1 Définition d’une action de Gy(k) sur B,,.

Dans la suite, nous allons utiliser une action 3, de Gy(k) sur le groupe
B,,. Afin de définir cette action, nous devons utiliser I'isomorphisme entre B,
et le quotient W,,(K)/p(W,(K)) vu a la proposition 4.2.6.

6.1.1 Définition d’une action de Gy(k) sur W, (K).

Soit v € Go(k) et 4 un automorphisme de K fixant k associé a 7 tel que
A(f) = f oyt pour tout f € K. Par le foncteur de Witt W, on peut en
déduire un automorphisme W (%) de W (K) tel que :

W('AV)(%’CLL ceey Qp,y ) = (ao O’y_laa'l 07—17 -y Qp 07_1a )
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On rappelle que I, désigne '’ensemble des vecteurs de Witt dont les n pre-
miéres composantes sont nulles. Cet ensemble [, est un sous-groupe additif
de W(K) et un idéal de W (K). Nous avons défini W, (K) comme étant le
quotient W (K)/I,.

Comme W (#4)(I,) est égal a I,,, on peut définir un automorphisme W, () sur
I’anneau des vecteurs de Witt de longueur n tel que :

W) (ao, a, ..., an—1) = (ap o 7*1,a1 o 7*1, ey Q1 © 7*1),

Ainsi obtenons-nous le diagramme commutatif suivant :

Wn (%)

Wi (K)
De plus W, (k) est inclus dans W, (K)"»() donc I'automorphisme W, () est
W, (k)-linéaire.
Définition 6.1.1 :

On définit une action W, de Go(k) sur Uanneau W, (K) tel que Go(k) agit
sur chaque composante de W, (K) i.e. :

Wo:  Go(k) x Wo(K)  — W,(K)
(7, (ag, a1, ..., an_1)) +— (agoytaioy™t ... a,_10y71).
Clest & dire Wy(v) = Wy (4).

Remarques :

Wn(K)

1. Pour n = 1, laction W, est simplement v = A,

L’action W, est W, (k)-linéaire.

L’action W, de Go(k) commute avec Papplication d’isogenie g.

Pour tout entier 0 < j < n, les actions W, et Wn_j de Go(k) res-
pectivement sur les anneaux W, (K) et W,_;(K) commutent avec les
applications de troncation TV de W,,(K) sur W,,_;(K). Autrement dit,
nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

= W

Wi (K) —— W, (K)

Wn Wn -7




6.1.2 Définition de ’action de Gy(k) sur le groupe B,.

I application o commute avec 'action W, sur W, (K). Donc le W, (F,)-
module (W, (K)) est globalement invariant sous cette action, donc nous
obtenons une action de Gy(k) sur le quotient W, (K)/p(W,(K)) comme sur le
diagramme suivant. Comme le W, (F,)-module B, et W, (K)/p(W, (K)) sont
naturellement isomorphique (Proposition 4.2.6), on peut trouver un W, (F,)-
automorphisme linéaire (,(v) de B,.

Finalement 3, : Go(k) — Autw, ,)(B,) est une action du groupe Gy(k) sur
le W, (F,)-module B,.

W, (K) ) W (K)
Wi (K)o (W () —20 o W, () Jo (W (K)
B, Bn () B,

L’application W,,(¥) est un automorphisme linéaire de W, (K)/o(W,(K))
donc f3,,(y) est également un W, (IF,)-linéaire automorphisme de B,,.

Définition 6.1.2 :
Nous obtenons Uaction suivante de Go(k) sur B, : pour tout v € Go(k) et tout
a € B,, on pose

Bn: Golk)x B, — B,

(v,0) —d

ot a' est un vecteur du sous-module B, congru au vecteur (ag oy~ a; o
Y an1 0y modulo p(W,,(K)).

Lemme 6.1.3 :
L’ensemble A,, est globalement invariant sous ['action [3,.

Démonstration :
Soit a € A, et 7 € Go(k), on veut montrer que [3,(v)(a) appartient a A,.
Le lemme 4.2.11 prouve que A,, = B,, \ p(B,,) donc nous pouvons en déduire
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que si 3, (7)(
Soit Bn<7) (a)

a=B.(v)(B(7)(a) = Bu(y ) (p(a) = p(Ba) (v )(d)

donc a appartient & p(B,).
D’ou A,, est globalement invariant sous l'action [,,. 0

a) appartient & p(B,,) alors a est dans p(B,,).
= p(d’) avec a' € B,,. Donc

6.1.3 Lien entre ’action (3, et ’application de tronca-
tion.

On rappelle que I'application de T vérifie T'(B,,) = B,,_1.

Proposition 6.1.4 :
Les actions (3,(v) et Bp_1(7) de Go(k) respectivement sur les groupes B, et
B,,—1 commutent avec lapplication de troncation T de W, (K) sur W,_1(K).

Démonstration :
Puisque 7" envoie p(W,(K)) dans p(W,_1(K)) on peut définir un homo-
morphisme induit 7" de W,,(K)/p(W,(K)) vers W,,_1(K)/p(W,-1(K)). On

obtient le diagramme commutatif suivant :

B, Wi (K)/p(Wn(K))
B Wh1(K) /(W1 (K))

Grace aux remarques situées aprés la définition 6.1.1 on a
ToWn(3) =Wya(y)oT

d’oit T o W,(4) = Wn_1(7) o T, et par identification de B, et B,_; avec
respectivement W, (K)/o(W,(K)) et W,_1(K)/p(W,_1(K)), 'application
T o B,(7) correspond & T o W, (%) et I'application 3,_1(y) o T' correspond
AW,_1(7)oT.

Donc T'o 3,(7) = Bp-1(7) o T. O

6.2 Description des classes de conjugaison des
séries d’ordre p".

On rappelle que X, désigne 'ensemble des couples (L, o) ou L/K est une
extension cyclique totalement ramifiée de degré p” et o un générateur du
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groupe de Galois de 'extension L/K. On désigne aussi par ), ’ensemble des
classes de conjugaison dans Gy(k) des séries de Gy(k) d’ordre p". Pour tout
o € Go(k), on désigne par [o] la classe de conjugaison de o dans le groupe

Go(k).

6.2.1 Rappel de la filtration sur Gy(k).

Par identification de Gy(k) avec le groupe des automorphismes continus
Autconty(K), nous définissons une filtration de Gy(k) correspondante a la
ramification de la filtration de Autcont,(K’) en numérotation inférieure ([20],
p.69). On rappelle que si o est un automorphisme de K fixant k, on pose

i(o) = vk <%U - 1)

ou 7 est une uniformisante de K, par exemple t. La fonction 7 est centrale,
i.e. elle ne dépend pas du choix de 'uniformisante.

La fonction ¢ est de plus une fonction d’ordre de groupe filtré sur Autconty(K)
que 'on appellera filtration de ramification en numérotation inférieure. Ainsi
on peut définir sur Gy(k) la filtration suivante :

G, (k) = {o tel que i(c) > j}.

Pour tout j, 'ensemble G;(k) est un groupe de séries appartenant a Gy(k)
dont le nombre de ramification est supérieur ou égal a j. On obtient les
isomorphismes : Go(k)/Gi(k) =~ k* et pour tout j > 1, G;(k)/Gj41(k) =~ k.

6.2.2 Définition de Papplication \,.

Nous allons définir, dans ce paragraphe, une application entre X, et ).

Définition 6.2.1 :

Définissons Uapplication N\, : X, — Y, de cette facon : si (L,o) € X,, on
choisit une uniformisante m € L et nous définissons \,(L, o) comme classe
de conjugaison de la série o(m) € L = k((m)).

Dans un premier temps, nous allons vérifier que 'application A, est bien dé-
finie, i.e. elle ne dépend pas du choix de 'uniformisante 7.

Soient 7 et 7’ deux uniformisantes du corps L. Nous avons alors deux fonc-
tions f et f’ telles que f(7) = n° et f'(x’) = #’°. Nous pouvons donc écrire 7’
comme série en 7, et il existe de cette maniére une série ¢ de Go(k) telle que
' = @(m) ou k((7")) = k((7)). Nous obtenons d’une part, f'(7') = f'(p(7)) et
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d’autre part, f'(n') = 7' = p(7)7 = (%) = o(f(m)), car les applications
¢ et o commutent par continuité de . Donc f' o = po f, et ceci montre
que A\, est bien indépendant du choix de 'uniformisante.

6.2.3 Propriétés de ’application )\, sur la ramification.

Nous voulons montrer dans ce paragraphe que 'application \, vérifie
quelques propriétés sur les ramifications entre X,, et ).

Proposition 6.2.2 :
L application N\, est surjective et respecte la ramification, en d’autres termes,
nous avons : i(o) = i(A,(L,0)).

Démonstration :

L’appplication \, est surjective. En effet, soit f un élément de Gy(k) d’ordre
p" et posons G = {h +— ho /1 <i < p"} le groupe des automorphismes
de K dordre p" et K¢ = {h/h — ho f°" = h} le corps des éléments
de K fixés par G. Par le théoréme d’Artin (|15, th 1.8, p.264), K est une
extension galoisienne de K¢ d’ordre p" et de groupe de Galois G donc c’est
une extension cyclique. Par un théoréme di & P. Samuel [18], on obtient
K% = k((s)) avec s = f; f°Ut) = Ng(t) ot Ng est la norme de 'extension
L/K. Donc K¢ ~ K par un isomorphisme fixant tous les éléments de k et
envoyant s sur t.

Soit P le polynome irréductible de K sur K¢ = k((s)) de fagon a avoir
K ~ K9[X]/(P) et posons L = K[X]/(xP(X)). L’isomorphisme x prolonge
un isomorphisme Y de K sur L.

Donc Autg (L) = YGal(K/K%)x™! d’out L/K est une extension cyclique de
degré p™. Comme Y, et chaque élément de G, fixe les éléments de k, alors
I'extension L/K est totalement ramifiée.

Posons o = xfx ! alors \,(L, o) = [f] et donc (o) = i(Au(L, 0)). O

Pour tout entier j € {0,1,...n}, la sous-extension de L/K de degré p’ est
notée K. L’extension L/K; est évidemment de degré p"~7. L’ensemble des
extensions (K;); forme une tour croissante dans L/K, on peut donc utiliser
la filtration des groupes Galois :

G(L/K)=G(L/Ky) D G(L/Ky) D> .. D G(L/K,—1) D G(L/K,) = {1}.
Posons, en numérotation inférieure :
i;(L,0) = max{v € N/Gal(K;11/K), # {1}}.
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Sur Y, on pose :

i) = o) = e (T 1)

t

ou [o] désigne la classe de conjugaisons de la série o dans Gy(k).

Nous obtenons alors i;([o]) = i(6°”") = i(A\(L, o°"’)) par la proposition pré-
cédente.

Soit (L,0) € A, et [o] 'image par A, de (L,o). Nous pouvons donc en
déduire le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.3 :

L’application surjective N\, de X, sur Y, préserve également les sauts de
ramification des extensions, c’est a dire pour tout entier j € 0,1,...,n — 1,
on ai;(L, o) =i;([0]).

6.2.4 Définition des k-isomorphismes.

Dans ce paragraphe, nous donnons une caractérisation pour que deux
couples (Li,01) et (Lg, 09) soient dans la méme image par A,,.

Définition 6.2.4 :
Deuz couples (Ly,01) et (La, 09) sont dits k-isomorphes s’il existe un isomor-
phisme bi-continu 0 de Ly sur Ly tel que 0(K) = K et 0 ooy = 0900,

Proposition 6.2.5 :
Deux couples (Lq,01) et (Lo, 09) ont la méme image par \, si et seulement
sils sont k-isomorphes.

Démonstration :

Choisissons deux uniformisantes m; de Ly et my de Lo telles que Ly = k(1))
et Ly = k((mp)) ainsi t = fi(m) = fa(ms) o fi et fy sont deux séries. Comme
o1 est une série dans m; et o9 une série dans my alors il existe une série s;
de Go(k) telle que g7t = g o 51 pour tout g appartenant a Ly et de la méme
maniére, il existe s, telle que g2 = g o s5 pour tout g dans Ls.

Supposons tout d’abord que (Lj,01) et (Lo, 09) sont k-isomorphes et prou-

vons qu’ils ont la méme image par A,. Soit ¢ une série de Gy(k) telle que

7% = 7¥. Nous obtenons d'un coté :

o1(r)) = (o1(m))" =
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et d’un autre coté :
02(m]) = 03(m§) = (02(m2))? = (52(72))? = 52(2)%.

Par hypothése, nous avons 0 o g1 = g4 0 0 donc s1(m5) = so(m2)% et 570 p =
@ O S9.

Supposons maintenant que (L, 1) et (Lo, 09) ont la méme image par A, et
prouvons qu’ils sont k-isomorphes. Notons respectivement par G et Gy les
groupes de Galois de L /K et Lo/ K. Soit 7 (resp m2) une uniformisante de L,
(resp de Ly) et soit S € Go(k) une série telle que pour tout automorphisme
o1 de G, la série 0y = S7' o0y 05 est un élément de Gs. Soit 0 le k-
isomorphisme de L; sur Ly défini par ¢ = S(m,). On montre que 6 est un
k-isomorphisme entre les couples (L1, 01) et (Lo, 02), ¢’'est & dire (K ) = K.
Pour z € K, il existe une unique série f; dans K tel que z = fi(m). Nous
avons 2% = f1(m)? = f1 0 S(m). Comme 2°! = x, et puisque v € K, alors
fiooq(m) = fi(m) et done f1 00y = f1. Dou :

(%)% = fioS(m)”
== f1 e} S o 0'2(71'2)
= fiooy0 S(Wz)
= fl@o S(ms)

=X .

O

6.2.5 Deétermination des classes de conjugaison par les
orbites de A,,.

On termine ce chapitre en décrivant une bijection entre ), et les orbites
de A,.

Rappel : Extension des homomorphismes.

Si ¢ est un homomorphisme de corps de K vers K’, nous pouvons étendre
celui-ci & un homomorphisme d’anneaux de K[X] vers K'[X]. Soit § un
nombre algébrique sur K, P son polynome minimal sur K et §' une racine
de ¢(P) alors il existe un unique homomorphisme ¢ de K () sur K'(5’) tel

que ¢ prolonge ¢ et ¢(3) = .

Lemme 6.2.6 :
Soit o un vecteur de Witt de W, (K) et supposons que L = K(«a) est une
extension de K de degré p". Soit a = p(a) et ¢ un homomorphisme de corps
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de K sur un autre corps K'. Soit 6 un vecteur de Witt tel que p(0) = ¢(a)
alors © peut étre prolongé en un unique homomorphisme ¢ de L sur L' =
K'(9) tel que p(a) = 4.

Démonstration :

Par récurrence sur n.

Si n =1, soit a un élément de K et « tel que p(a) = a? — o = a. Soit P un
polynome X? — X —a dans K[X]. Comme le degré de o sur K est p alors P
est le polynéome minimal de « donc il est irréductible. On peut donc utiliser
le précédent rappel. Soit 6 une des racines du polynéome X? — X —(«). Donc
©(9) = p(a) et nous obtenons le résultat désiré.

Maintenant, supposons que ’assertion est vérifiée pour tous les vecteurs de
Witt de longueur inférieure a n. Notons par T'(«) et T'(0) la troncation de «
et 0 de longueur n — 1. Il existe @ tel que @(T(a)) = T'(6).

Nous avons K(a) = K(T(a))(a,_1) ou a1 est la n®e composante du
vecteur de Witt a. Comme, par le lemme 3.1.3, a,_1 = of | — a, 1 +
A(ag, ..., ap_o) ot A est un polynome a coefficients entiers et puisque ¢(a) =
©(9), nous obtenons ¢(a,_1) = 6% 1 — 6,-1 + A(dp, ..., §,_2). Puisque pour
chaque indice j < n—2on a p(e;) = J;, on peut de nouveau utiliser le rappel
précédent afin d’obtenir le résultat. Il

Théoréme 6.2.7 :
1l existe une bijection déterminée par \, entre Y,, i.e. [’ensemble des classes
de conjugaison de Go(k) des séries d’ordre p™, et les orbites de A, sous l'ac-

tion (3, de Go(k) sur A,.

Démonstration :
Nous allons utiliser la surjectivité de Papplication )\, de X, sur ), ( Propo-
sition 6.2.2).
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Nous voulons prouver que a et a’ sont deux éléments dans la méme orbite
de A, sous l'action (3, si et seulement s’ils définissent deux couples (L, o) et
(L', 0") k-isomorphes avec L = K(p~'(a)), L' = K(p~*(d’)) et o et ¢’ deux
¢léments engendrant respectivement Gal(L/K) et Gal(L'/K).

Soit 7y une série dans le groupe Gy (k) telle que ya—a’ appartient a (W, (K)).
Par la théorie d’Artin-Schreier-Witt, a’ définit la méme extension que ~va.
Donc nous devons prouver I'existence d’un k-isomorphisme 7 entre les ex-
tensions L = K(p~'(a)) et L' = K(p~*(ya)). Soit « et o’ deux vecteurs de
Witt tels que p(a) = a et p(a’) = va. On sait que [a,0) = o(a) — a et
va,o’) = o(a’) — .

Par le lemme 6.2.6, il existe un homomorphisme 7§ de L sur L' tel que
(0" o) (a) = 0'(¢) = o + 1 dans l'extension K(c’) et nous obtenons de
plus (3 0 7)(a) = F(a + 1) = F(a) + 7(1) = a’ + 1.

Donc 7 est un k-isomorphisme entre (L, o)et (L', o’).

Réciproquement, soit a et a’ deux éléments de A, tels qu’il existe un k-
isomoprhisme 6 entre (K (p~1(a)),0) et (K(p~'(a’)),0’) c’est a dire :

0: K(p~'(a)) — K(p~'(d)).

Soit 7 la série v(t) dans K. On veut trouver un homomorphisme 6 =75 ot ~y
est la restriction de # dans le corps K.

Soit ¢ et o’ deux éléments engendrant respectivement Gal(K (p~'(a))/K) et
Gal(K (p~(a'))/K) tels que [a,o) = 1 et [a’,0’) = 1. Nous recherchons une
série v € Go(k) telle que o’ = B,(7)a, c’est a dire o’ = ya modulo (W, (K)).
En posant v = 0(t) nous avons alors & montrer que :

= [ya,0’) —[ya,0') =0
= 1—-[ya,0’)=0

= 1—[0(a),0’) =0

= 1—-0d(0a))—0(a)=0

et ceci est vrai car p(f(a)) = vya et a = p(«)
donc p(f(«a)) = 0(a). O

Corollaire 6.2.8 :
Si deuz éléments de A, sont dans la méme orbite de A,, par l'action (3, alors
ils ont les mémes sauts de ramification.

Démonstration :
Soient a et o’ deux éléments de A, dans la méme orbite sous laction [3,.
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Soient (uy,), et (u,), les suites de sauts de ramification respectivement de a
et a'.

Par le corollaire 5.2.7, la bijection entre A, et X, préserve les sauts de rami-
fication donc (u,), et (u!,), sont les suites de sauts de ramification de (L, o)
et (L',0'), ou (L,0) et (L',0’) sont respectivement les éléments de &, cor-
respondant & a et a’.

Les sauts de ramification sont également conservés par ’application A, grace
au corollaire 6.2.3, donc (uy,), et (u},), sont les suites de sauts de ramification
de [o] et [0'] ou [o] et [0’] sont les éléments de ), correspondant respective-
ment & (L,o0) et (L', o).

Comme a et o’ appartiennent & la méme orbite, alors par le théoréme 6.2.7,
ils correspondent avec la méme classe de conjugaison dans ),.

Donc [o] = [0'] et les suites (u,), et (u,), sont égales. O

Remarque :

Il pourrait étre interessant de trouver une démonstration plus directe, c’est
a dire sans utiliser ’application \,,.
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Chapitre 7

Séries d’ordre 4

Ce dernier chapitre aborde le calcul de séries d’ordre 4. Nous donne-
rons d’abord une méthode permettant de calculer une série d’ordre 4 grace
a la théorie de Lubin-Tate et aux groupes formels. Puis une seconde mé-
thode permettant également de trouver une série d’ordre 4 grace a la théorie
d’Artin-Schrier-Witt sur des vecteurs de Witt de longueur 2 sera décrite. On
obtiendra une expression explicite de cette série grace a une formule de Be-
lardinelli.

Les résultats ci-dessous ont été obtenus en collaboration avec Mr F. Laubie
et Mr A. Salinier.

7.1 Par la théorie de Lubin-Tate.

Nous commencons par redonner quelques propriétés sur la théorie de
Lubin-Tate et sur les groupes formels pour faire apparaitre une série d’ordre
4.

7.1.1 Groupe formel. Théorie de Lubin-Tate.

On rappelle suivant [11] qu’une série F'(X,Y") est un groupe formel si elle
satisfait aux trois conditions suivantes :

1. F(Y,Y) =X +Y mod deg 2.
2. F(F(X,Y),Z)=F(X,F(Y,Z2))
3. F(X,Y) = F(Y, X).

Posons K = Fy((t)) et Ox = Fo[t] son anneau de valuation et considérons
sur cet anneau le polynome de Lubin-Tate f(X) = X? + tX.
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Pour toute série f(X) de K[X] telle que :
f(X)=tX modulo X? et f(X)= X? modulo t,

il existe une unique loi de groupe formel F(X,Y") dans Ox[X, Y] telle que f
soit un endomorphisme de groupe formel F [17|. Ici par unicité, nous avons
F = G, ou G, désigne le groupe formel additif. En effet :

FX)+ YY) = X2 4 tX + Y24ty = (X + V) +H(X +Y) = f(X +Y).
Le polynome f est donc I'endomorphisme de G, associé a [t] (avec t = f/(0)).
fX)=t] = X*+tX

Soit K% la cloture algébrique de K et Ogay anneau des entiers de K9,
Choisir un générateur du module de Tate du groupe formel G, revient a
choisir une suite (m,), telle que f(m) = 0 avec m; # 0 et par récurrence pour
n supérieur ou égal a 2, m, satisfaisant a I’équation f(m,) = m,_1.

On obtient de cette maniére K (m) = K, K(m2) une extension de K de degré
2 et K (m3) une extension de K (my) de degré 2. Donc K (73) est une extension
de K de degré 4.

K(ﬂ'g)

|

K ()

/
2
\
K:K(ﬂ'l)

Posons Ky = K((m,)n>1) et U(K) le Zy-module des unités de K. On a :
U(K) =1+ tFyt] et UP(K) = 1+ £3F,[t].

Soit le quotient U(K)/UB(K) = 1+ t’Fy[t] et G le groupe ayant pour
¢éléments les classes représentées par les séries : {1,1+¢, 1+ %1+ ¢+ 2}
Le groupe G est engendré par la série 0 = 1 + t.

Posons Kg = K(m3), grace a la théorie de Lubin-Tate, on sait que G est
isomorphe au groupe de Galois de Pextension Kg/K.

Le groupe G ~ U(K)/U®(K) est cyclique d’ordre 4.

On a donc Gal(K;/Kg) ~ 1 + t3Fy[t].
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7.1.2 Calcul effectif d’une série.

En suivant cette méthode, on va trouver une série d’ordre 4.
Calculons d’abord les éléments 7, 7o et 73 de la suite 7,. On obtient :

[t](ﬂl):0<:>t77'1+71’%:0<:>t:ﬂ'1,

puis :
3
]_ —I— o '

[tl(m) =T S tm+m =t ot =

Enfin [t](73) = 72 nous donne t73 + 73 = ma, ¢’est & dire :
3

2
Ty + T3 = To.
1+7T2 3

Nous obtenons : m2ms + T2 + moms + To + 75 = 0.
Puis (1 + 73)73 + (1 + 73)%me + 72 = 0.

Do (1 + m3)(my + m3)% + (1 + m3) (72 + 73) + 713 =0
En divisant par (1 + 73)3, nous obtenons 'équation :

(7T3+7T2)2 T3 + o . 3

(1+m)?  1+m (147

C’est une équation d’Artin-Schreier de la forme y” —y = x, on obtient donc :
T3+ Ty f ( 3 >2n
1+7Tg ! (1+7T3)3

2n .
) converge. D’o1t :

3

car la série Y0 (

(1+m3)3
oo on
Mg + M = Z ° 32n_1°
=0 (1 + 7T3)
Or o(ms) = [1 + t|(73) = 73 + m2.
D’ou la série d’ordre 4 :
oo on
3
o(m3) = —_
()= 2 7

7.2 Par la théorie d’Artin-Schreier-Witt.

Nous donnons maintenant une seconde méthode permettant également
de trouver une série d’ordre 4 grace a la théorie d’Artin-Schreier-Witt et
utilisant la filtration du groupe de Galois G = Gal(L/K) ou L/K est une
extension de degré 4.
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7.2.1 Filtration.

Soit Wy(K') I'ensemble des vecteurs de Witt de longueur 2 sur K. Soit
© = F' —id l'application qui au vecteur (yo,y;) de Wa(K) associe le vecteur :

(z0,71) = (Y3, ¥2) — (Yo, 1) = (Yo — Yo, ¥ — 1 — Vg + o).

Posons M = K (yg) ~ Fs((t)) et L = K(yo,y1) =~ Fa((u)).

L:K(y07y1)
{
2|
\
|
\
K

Soit G le groupe de Galois de I'extension L/K : G = {1, 1+¢t, 1+t 1+t +1%}.
Posons 0 = 1 + t un générateur de G. Le groupe G est isomorphe & W5(F2)
en associant par exemple a o le vecteur (1,0), les deux éléments d’ordre 4 de
I'anneau Wy(IFy) étant les vecteurs (1,0) et (1,1).

Soit H =< 0% > le sous-groupe de G d’indice 2, on obtient une filtration
décroissante de G :
G D> HD{l}.

On a l'isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt, :

p(Ws(L)) N Wa(K)

A= T @)

~ HOHI(G, W2(]F2>>

tel que
a+ p(Wa(K)) — (01— o(a) — a).

e C’est bien un morphisme car :

(o7)(a) =o(r(a) —a)+o(a) —a=1(a) —a+o(a) —

Sia=p(a)etad = p(a) alors :

at+d =plat+d)etola+d)—(a+d)=0(a)—a+a(d)— .

e C’est injectif car si on a a tel que pour tout o, o(a) = a, avec a € W(K)
et a = p(a) alors a appartient a p(Ws(K)).

e C’est surjectif car sion a (zg, 1) = p(yo,y1) ¢ (Wa(K)) alors (zg,z1) € A
et (zo,71) # 0. De plus (xg, z1) + (g, 1) = (0, 23) est également un élément
de A non nul donc A comporte au moins 4 éléments.
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Considérons 'accouplement suivant, :
AxG— W2 (]Fg)

tel aue (f + p(Wa(K)), 0) — o(€) — € ot (€) = f avec £ € Wi(L).
Soit mgy : Wa(L) — Z|J{+o0o} la fonction vue dans le chapitre 4 :

meo(z) = ma((zo, 1)) = min{2vy(zo), v (z1)}.

Posons Wi (L) = {z € Wy (L)/mo(z) > u}, les WQ(“)(L) forment une filtra-
tion décroissante sur p(Ws(L)) (| W2(K). En quotientant par p(Ws(K)), on
obtient une filtration décroissante sur A.

Pour tout vecteur a = (ag, a;) de Wy(K'), posons :

wi ((ao, a1) + p(Wa(K)) = sup{vk (a + p(b)) /b € Wo(K)},

wg est indépendant du choix du vecteur a.
Posons maintenant

A = {(a+ p(Wa(K)) € Afwic(a+ p(Wa(K)) > —u}.

On obtient ainsi une filtration croissante du groupe A.
Le groupe A admet trois sous-groupes : {0}, 2A et A.

7.2.2 Sauts de ramification de cette filtration.

On va maintenant déterminer les sauts ug et u; de la filtration en fonction
de (xg,x1). Sur G, posons i(c) = vK(@ — 1), ceci détermine une filtration
sur G donc H = Hom(G, W5(F2)) est également un groupe filtré, la filtration
croissante sur H correspond avec la filtration croissante sur A, donc les sauts

ug et u; correspondent. On a :
H, ={h € H/Vo € G,,,h(c) =0} ou G,, = {0 € G/i(o) > n}.

Le groupe G, engendré par o, admet trois sous-groupes {id}, (¢%) et (¢). On
a Giyo) = G = (0) et Gy, (») = (0?). En passant aux groupes orthogonaux la
filtration {id} C (0?) C (0) de G donne la filtration H D (¢?)* D {0} de H.

Déterminons maintenant les sauts ug et u; en numérotation supérieure de la
ramification en utilisant les conducteurs des extensions L/K et M/K [12].
Prenons o(§) = ¢ + (1,0).

Ainsi o(yo, y1) = (Yo, y1) + (1,0) = (yo + 1,31 + yo)-

Dot o(yo) = yo + 1 et o(y1) = y1 + Yo
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Quitte a rajouter & xy des éléments de p(K), on peut obtenir une valua-
tion impaire et négative de xy. Choisissons = dans I'anneau W (F2) tel que
Tg =t = p(yy) et ;1 = 0, on a donc vk (xg) = —1 puis choisissons les
uniformisantes u de L telle que y; = w2 et t de M telle que yo = ¢t~

On au?+tu=set s> +ts=t.

On obtient I'équation dans Wy (K) : (g, 21) = ©(yo,y1). Soit ¢; I'entier posi-
tif tel que 21 /b(1) et 21+ b(1). On obtient ¢; = 0 et donc [} =2 — t; = 2.
Le conducteur de l'extension L/K est I'idéal (s)"2/% ou rp/x = 14 2hy avec
dans notre cas h; = 1.

En numérotation supérieure de la filtration de ramification du groupe G on
obtient ainsi G®) = {1} et G® # {1}.

Dans l'extension M /K on obtient t; = 1 et donc l; = 2 —t; = 1. Le conduc-
teur de Pextension M/K est alors l'idéal (s)™/% o ryx = 1+ 1h; avec
ici hy = 1. On obtient par passage au quotient dans la filtration, le saut
(G/H)® = {1} et (G/H)M # {1}. Par le théoréme de Herbrand (|20] chap
IV, §3),ona: (G/H)? =G?/HNG?.

On a donc G® C H et GV ¢ H.

Soit v la fonction de Herbrand attachée a Pextension L/K liant les numéro-
tations inférieure et supérieure de la filtration de ramification de G :

v = [ (€ 6w

et  son application réciproque. L’application v est continue, linéaire par

morceaux et convexe.

Ona:G"=Gyw) ={s€G/i(s) > (w)}.

Siw <1 alors ¥(v) =vet GY =G.

Sil<w<2alors (v) =2v—1et G =H.

Si 2 <w < 3alors ¥(v) =4v —5 et G* = {1}.

On a :

Siu <1 alors ¢(u) = wu.

Sil<wu<3alors p(u) = .
(u) =

Si3 < wu < 7alors p(u) = 2.

=
—_

ot

On passe maintenant a une filtration en numérotation inférieure :
On note pour tout i, g; = Card(G;).
gio(gg +g1) =p(1)+1=2dou gy =4 donc G; =G.
10(g0+g1 +92) = @(2) +1= g d’oll g2 = 2 donc G, =H.
(go+ g1 +92+93) =¢(3)+1=3dou g3 =2 donc G3 = H.
(go+gl+gz+gg+g4):<p(4)+1:%d’oﬁg4:1donc Gy=1.

8|-8 -3
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Ainsi obtient-on la filtration en notation inférieure G; = {s € G/i(s) > i} et
les sauts de cette filtration; 1o = 1 et i1 = 3.

7.2.3 Calcul effectif d’une série.

Si z; = 0 dans Péquation @y +y7 — y1 — y2 + v = 0 puis en développant
t en fonction de u, on obtient 1’équation :

1 1 1 1

Sttt =0

Clest a dire : (1 + u®)t? + tu® + u® = 0. En divisant par ¢3, on a :

ub b 3
t—3+t—2+(1+u)20.

puis en posant 2 = (14u?)/3p et en divisant par 1443, on obtient I'équation

t
. . !
de Belardinelli ([1], p.40). Dans le cercle \m] < %, on a:
4
3 u _
P+ {a +u3)2/3p+ 1=0.

puis par le théoréme de prolongement analytique on obtient alors :

1R I(552) ut \o
’73 Zo [(a+1)0 () <<1 + u3)2/3) |

a= 3

D’ou la série :

+o0
(—1)* /1 -2« 1 -2« u
—( +a—1).( +&>ﬂ+uﬁmw'

4o
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