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Thèse dirigée par : Abbas MOVAHHEDI

Jury

Rapporteurs : Jilali ASSIM
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Introduction

Soit p un nombre premier impair et F un corps de nombres, contenant µp.
Pour tout ensemble S de places de F contenant les places divisant p et
les places archimédiennes de F , soit oSF l’anneau des S-entiers de F . Il est
bien connu que les groupes de K-théorie étale de oSF reflétent les propriétés
arithmétiques du corps F par rapport au nombre premier p (voir e.g. [Dw-Fr
85,So 79,Ta 76],... ). Si E est une extension galoisienne de F , non-ramifiée
en dehors de S, de groupe de Galois G, nous avons un homomorphisme

canonique fi : K ét
2i−2(o

S
F ) −→ (K ét

2i−2(o
S
E))G, dont le noyau et le conoyau

sont :

0 → H1(G,K ét
2i−1E) → K ét

2i−2(o
S
F ) → (K ét

2i−2(o
S
E))G → H2(G,K ét

2i−1E) → 0.

Utilisant les résultats de Borel sur la structure de groupe abélien des K-
groupes impairs, il n’est pas difficile de donner une majoration de l’ordre de
ker(fi) et coker(fi) (voir [Ka 93-1, section 4]), faisant intervenir le nombre
de plongements réels et complexes de F . À l’inverse, trouver une minoration
de l’ordre de ker(fi) et coker(fi) s’avère difficile.

Notons µp∞ := ∪n≥1µpn le groupe de toutes les racines de l’unité d’ordre une
puissance de p et F∞ := F (µp∞) la Zp-extension cyclotomique de F avec
Γ = Gal(F∞/F ). Soit X le module d’Iwasawa p-ramifié relatif à F∞ qui est
un Λ-module de rang r2 et X le quotient sans-torsion, où r2 est le nombre de
places complexes de F . Notons comme d’habitude HF := Λr2/X le module
quotient qui est fini.

Supposons que l’extension E/F est cyclique de degré p de groupe de Galois
G et soit pe l’exposant de HF . Supposons que F vérifie la conjecture de
Leopoldt au nombre premier p, et que µpe+1 ⊂ F . Alors, Jilali ASSIM et
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Abbas MOVAHHEDI démontrent dans [As-Mo 04, Theorem 3.8] que pour
tout i ≥ 2,

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≥ pt,

où t est le nombre maximal de non-p-places contenues dans un ensemble
primitif contenu dans l’ensemble des places de F ramifiées dans E ou divisant
p.

Dans cette thèse nous allons généraliser ce théorème au cas où E/F est
une extension cyclique de corps de nombres de degré pn pour tout entier
n ≥ 2 contenant µpn . Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places
contenues dans un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp,
l’ensemble des places de F ramifiées dans E ou divisant p. Soit pe l’exposant
du groupe fini HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n+ e un entier tel que pr divise
i. Si µpn+e−r ⊂ F , alors

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≥ pe1+...+et ,

où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont les indices de ramification de v1, v2, ..., vt dans E/F
(Théorème 4.2.5).

Pour finir, nous établissons pour chaque nombre entier non négatif t ≤ 1+r2,
l’existence d’une infinité d’extensions cycliques E de F de degré pn, où pour
chaque puissance pm ≤ pn(1+r2) de p, nous avons | ker(fi)| = |coker(fi)| = pm.

Dans les trois premiers chapitres préliminaires, nous exposons les propriétés
des Zp-extensions des corps de nombres, lesK-groupes étales et leurs relations
avec les modules d’Iwasawa standard.
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Notations générales

Z l’anneau des entiers relatifs ;
p un nombre premier ;
Zp l’anneau des entiers p-adiques ;
Q le corps des nombres rationnels ;
Qp le corps des nombres p-adiques ;
n un entier naturel ;
µn le groupe des racines n-ièmes de l’unité ;
µp∞ le groupe de toutes les racines pn-ièmes de l’unité,

i.e., µp∞ := ∪n≥1µpn ;

F un corps de nombres ;
F ∗ le groupe multiplicatif des éléments du corps F privé de 0 ;
r1 (resp.r2) le nombre de places réelles (resp. complexes) du corps F ;
F∞ la Zp-extension cyclotomique de F ;
Fn le n-ième étage de F∞ ;

F̃ le composé des Zp-extensions de F ;

F̃n le composé des n-ièmes étages des Zp-extensions de F ,
pour tout n ≥ 1 ;

Sp l’ensemble des places divisant le nombre premier p ;
S un ensemble de places de F contenant Sp et

les places archimédiennes de F ;
[E : F ] le degré de l’extension finie E/F ;
Gal(E/F ) le groupe de Galois de l’extension galoisienne E/F ;
NE/F l’application norme de l’extension galoisienne E/F ;
Ram(E/F ) l’ensemble des places de F qui se ramifient dans l’extension E/F ;
oF l’anneau des entiers de F ;
oSF l’anneau des S-entiers de F ;
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G un groupe fini ;
| G | le cardinal (G) ;

nG le noyau de la multiplication du groupe abélien G par n ;
MG l’ensemble des G-invariants d’un G-module M ,

i.e., MG = {x ∈M |∀σ ∈ G, σx = σ} ;
IGM le sous-module de M engendré par les éléments de

la forme σx− x, où x ∈M et σ ∈ G ;
MG l’ensemble des G-coinvariants de M , i.e., MG = M/IGM ;
[x ,y ] le commutateur xyx−1y−1 pour des éléments x, y de G ;
[G ,G] le groupe dérivé de G,

i.e., le sous-groupe de G engendré par les commutateurs ;
Div(G) le sous-groupe divisible maximal de G ;

R un anneau ;
R∗ le groupe des éléments inversibles de R ;
spec(R) le spectre de l’anneau commutatif R ;
M un R-module ;
TorR(M) le sous-module de M formé des éléments de R-torsion ;
FrR(M) M/TorR(M).
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Chapitre 1

Groupes de K-théorie et
K-groupes étales

Dans ce chapitre, nous donnons sans démonstration les principales définitions
et propriétés de la construction des premiers groupes de K-théorie K0, K1 et
K2 d’un anneau unitaire et des groupes de K-théorie supérieurs introduits
par Milnor et Quillen. Puis, nous donnons les principales définitions et pro-
priétés des K-groupes supérieurs étales relatifs à un nombre premier p. Notre
principale référence pour ce chapitre est [Ko 02] ainsi que [Mi 71] et [Ro 94].

1.1 Le groupe K0

Soit R un anneau unitaire. Soit P un R-module à gauche, on note [P ] sa
classe d’isomorphisme (c’est-à-dire l’ensemble des R-modules isomorphes à
P ). Le groupe de Grothendieck K0(R) est par définition le groupe abélien
libre engendré par les classes d’isomorphismes [P ] des R-modules à gauche
projectifs de type fini P , quotienté par le sous-groupe engendré par la relation

[P ] + [Q]− [P ⊕Q].

Deux classes d’isomophismes [P ] et [Q] sont égales dansK0(R) si et seulement
si P et Q sont stablement isomorphes, c’est-à-dire, P ⊕ Rn ∼= Q ⊕ Rn pour
un certain n.
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Corollaire 1.1.1 [Ro 94] Soit R un anneau local ou principal, alors

K0(R) ∼= Z,

engendré par la classe du R-module libre de rang 1 (i.e., par [R]), C’est donc
vrai, si R est un corps.

Un exemple important est le cas des anneaux de Dedekind, puisque K0(R)
est, à un facteur de Z près, le groupe de classes de R :

Théorème 1.1.2 [Mi 71] Soit R un anneau de Dedekind (par exemple les
anneaux d’entiers d’un corps de nombres), alors il y a un isomorphisme ca-
nonique

K0(R) ∼= Z⊕ Cl(R),

où Cl(R) est le groupe de classes d’idéaux de l’anneau R.

On en déduit immédiatement le résultat suivant pour des anneaux de Dede-
kind bien particuliers :

Corollaire 1.1.3 Soit F un corps de nombres, alors

K0(oF ) ∼= Z⊕ Cl(F ),

où oF est l’anneau d’entiers de F et Cl(F ) := Cl(oF ).

1.2 Le groupe K1

Soit R un anneau unitaire et n un entier ≥ 1. Nous noterons GLn(R) le
groupe des matrices carrées n × n, inversibles à coefficients dans R. Par la

correspondance A 7→
(
A o
o o

)
, le groupe GLn(R) s’injecte dans GLn+1(R).

Donc, on peut considérer la limite directe

GL(R) := lim
→
GLn(R) = ∪n≥1GLn(R),
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que l’on appelle le groupe linéaire général infini.

Le groupe de Whitehead K1(R) est défini comme l’abélianisé du groupe
linéaire infini GL(R) = ∪n≥1GLn(R), nous avons donc

K1(R) := GL(R)/[GL(R), GL(R)],

où [ , ] est le sous-groupe des commutateurs.

Soit En(R) le sous-groupe de GLn(R) engendré par les matrices élémentaires

Eij(a) = In + aeij, 1 ≤ i 6= j ≤ n, a ∈ R,

où In est la matrice identité de taille n, les eij sont les matrices unités stan-
dard. Les générateurs de Eij(a) vérifient les relations suivantes :

Eij(a)Eij(b) = Eij(a+ b),

[Eij(a), Ejk(b)] = Eik(ab) si i 6= k,

[Eij(a), Elk(b)] = 1 si i 6= k, j 6= l.

Notons
E(R) := lim

→
En(R) = ∪n≥1En(R),

que l’on appelle le groupe des matrices élémentaires sur R.

La seconde relation montre que En(R) est un groupe parfait ( un groupe est
dit parfait s’il est égal à son sous-groupe des commutateurs) pour n ≥ 3. On
a :

Lemme 1.2.1 (Whitehead) Le groupe dérivé de GL(R), c’est-à-dire le
sous-groupe de GL(R) engendré par les commutateurs, est le groupe E(R) :

E(R) = [GL(R), GL(R)].

Par conséquent, E(R) est un sous-groupe distingué de GL(R). Nous avons
donc

K1(R) := GL(R)/E(R),

qui est un groupe abélien, compte tenu du lemme de Whitehead.
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Proposition 1.2.2 Soit R un anneau, alors

K1(R) ∼= H1(GL(R),Z).

Si R est un anneau commutatif. On peut définir SLn(R), le sous-groupe de
GLn(R) formé des matrices de déterminant +1, et

SL(R) := lim
→
SLn(R) = ∪n≥1SLn(R),

que l’on appelle le groupe spécial linéaire infini. Soit R∗ les unités de R, nous
avons donc une suite exacte

1 −→ SL(R) −→ GL(R)
det−→ R∗ −→ 1.

Comme E(R) ⊂ SL(R), on obtient la suite exacte :

1 −→ SL(R)/E(R) −→ GL(R)/E(R)
det−→ R∗ −→ 1.

Puisque la composée

R∗ ∼= GL1(R) ∼= GL1(R)/E1(R) ⊂ GL(R)/E(R) = K1(R)
det−→ R∗,

est l’identité.

Proposition 1.2.3 [Ro 94] Supposons que R est commutatif, alors

K1(R) ∼= R∗ ⊕ SK1(R),

où SK1(R) := SL(R)/E(R) et R∗ est son groupe des unités.

Pour le cas qui nous intéresse en arithmétique, nous avons le résultat non-
trivial suivant, qui découle de la solution au problème du sous-groupe de
congruence ([Ba-Mi-Se 73]).

Théorème 1.2.4 Soit R un anneau commutatif local ou l’anneau des entiers
d’un corps de nombres, alors SK1(R) est trivial, donc

K1(R) ∼= R∗.

En particulier, si F est un corps de nombres, alors

K1(F ) ∼= F ∗ et K1(oF ) ∼= UF ,

où oF est l’anneau d’entiers de F et UF := o∗F est le groupe des unités de F .

14



Exemple 1.2.5 On a l’isomorphisme de groupes

K1(Z) ∼= {+1,−1} ∼= Z/2Z,

K1(Z[i]) ∼= {+1,−1,+i,−i} ∼= Z/4Z.

1.3 Le groupe K2

Soit R un anneau unitaire. Soit n un entier ≥ 3. Le groupe de Steinberg
Stn(R) est, par définition, le groupe abélien libre de générateurs xij(a), pour
1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, et a ∈ R, modulo les relations universelles suivantes :

xij(a)xij(b) = xij(a+ b),

[xij(a), xjk(b)] = xik(ab) si i 6= k,

[xij(a), xlk(b)] = 1 si i 6= k, j 6= l.

On peut naturellement considérer le morphisme de groupes de Stn(R) dans
Stn+1(R) qui, à l’élément xij(a) ∈ Stn(R), associe l’élément correspondant
xij(a) ∈ Stn+1(R).
Ainsi, on peut définir la limite directe

St(R) := lim
→
Stn(R),

que l’on appelle le groupe de Steinberg.

En posant φn(xij(a)) = Eij(a), on peut définir un morphisme canonique de
groupes :

φn : Stn(R) → GLn(R),

dont l’image est φn(Stn(R)) = En(R). En particulier, en passant à la limite
directe, on obtient un morphisme de groupes

φ : St(R) → GL(R),

tel que φ(St(R)) = E(R).

15



Pour l’anneau unitaire R, Milnor (cf. [Mi 71]) définit ensuite le groupe K2(R)
comme le noyau de la surjection naturelle de St(R) −→ E(R). Nous avons
donc la suite exacte :

1 −→ K2(R) −→ St(R) −→ GL(R) −→ K1(R) −→ 1.

Théorème 1.3.1 Soit R un anneau, alors le groupe K2(R) est le centre du
groupe de Steinberg St(R). En particulier, K2(R) est un groupe abélien.

Proposition 1.3.2 Le groupe de Steinberg St(R) associé au morphisme na-
turel φ est l’extension centrale universelle du groupe parfait E(R). De plus,
la théorie des extensions centrales universelles nous fournit l’isomorphisme

K2(R) ∼= H2(E(R),Z).

Soit F un corps. Alors Matsumoto a démontré [Mi 71] que :

K2(F ) = F ∗ ⊗ F ∗/ < u⊗ 1− u, u 6= 0, 1 > .

En d’autres termes, K2(F ) est défini par les générateurs {u, v}, u, v ∈ F ∗, et
les relations :

{uv, w} = {u,w}{v, w},
{u, vw} = {u, v}{u,w},

{u, 1− u} = 1.

Comme
−u = (1− u)(1− u−1)−1,

on a
{u,−u} = {u, 1− u}{u, 1− u−1}−1 = {u−1, 1− u−1} = 1

et
1 = {uv,−uv} = {u,−u}{u, v}{v, u}{v,−v} = {u, v}{v, u}

donc
{u, v}−1 = {v, u}.

Exemple 1.3.3 (Milnor [Mi 71]) 1. Soit F est un corps fini, alors le
groupe K2(F ) est trivial.

2. K2(Z) ∼= Z/2Z.
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1.4 Les K-groupes supérieurs

Soit F un corps. Suite au théorème de Matsumoto, Milnor a introduit les
K-groupes supérieurs KM

n (F ) du corps F (voir [Mi 71]) - appelés K-groupes
de Milnor-définis comme le quotient du n-ième produit tensoriel F ∗⊗...⊗F ∗
par le sous-groupe de générateurs avec < u1 ⊗ ...⊗ un >, tel que ui + uj = 1
pour un certain i 6= j, avec la notation,

KM
n (F ) = (F ∗)⊗n/ < u1 ⊗ ...⊗ un; ∃i 6= j, ui + uj = 1 >,

où l’on a noté (F ∗)⊗n = F ∗ ⊗ ...⊗ F ∗︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Nous avons un théorème établissant la structure, pour un corps de nombres,
des groupes KM

n (F ) pour n ≥ 3.

Théorème 1.4.1 (Bass, Tate [Ba-Ta 67]) Soit F un corps de nombres,
alors pour tout n ≥ 3, on a

KM
n (F ) ∼= (Z/2Z)r1 ,

où r1 est le nombre de places réelles de F .

Soitm un entier premier à la caractéristique de F . Alors le cup-produit induit
un morphisme

gn,m : KM
n (F )/m −→ Hn(F, µ⊗nm ),

que l’on appelle le symbole galoisien. Milnor a conjecturé que pour m = 2
les flèches gn,2 sont des isomorphismes pour tout n. Bloch et Kato ont étendu
cette conjecture à toutes les valeurs de m. Merkuriev et Suslin ont prouvé
les conjectures de Bloch-Kato pour n = 2 et un corps quelconque F , i.e., ils
ont prouvé que le morphisme

g2,m : K2(F )/m −→ H2(F, µm ⊗ µm),

est un isomorphisme pour tout m (cf. [Me-Su 83]).

Passons maintenant à la définition qu’a donnée Quillen des groupes de K-
théorie supérieurs. On a vu que les groupes K1 et K2 sont étroitement liés à
l’homologie entière du groupe général linéaire infini :

K1(R) ∼= H1(GL(R),Z),
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K2(R) ∼= H2(E(R),Z).

Ainsi, K1(R) et K2(R) sont intimement liés à l’homologie entière de GL(R).
C’est en partant de ce constat que Quillen s’est mis an quête d’un espace
topologique dont l’homologie entière en tant qu’espace est proche de celle
de GL(R), pour ensuite définir les K-groupes supérieurs comme étant les
groupes d’homotopie de cet espace. Dans une première étape, considérons
l’espace classifiant BGL(R) de GL(R)([Ro 94], chapitre 5). À équivalence
d’homotopie près, cet espace est caractérisé par le fait qu’il est connexe et
que ses groupes d’homotopie sont

π1(BGL(R)) ∼= GL(R),

πi(BGL(R)) = 0,

pour i ≥ 2. De plus :

Hn(BGL(R),Z) ∼= Hn(GL(R),Z),

pour tout n ≥ 2.
La construction ”+” de Quillen sur BGL(R) est prise relativement au sous-
groupe parfait E(R) de GL(R), noté BGL(R)+, et possède la même ho-
mologie entière que BGL(R) et l’inclusion BGL(R) −→ BGL(R)+ induit
l’application quotient

π1(BGL(R)) ∼= GL(R) −→ π1(BGL(R)+) ∼= GL(R)/E(R).

Pour tout anneau R et tout entier n ≥ 1, les groupes de K-théorie supérieurs
Kn(R) sont donc définis par

Kn(R) := πn(BGL(R)+).

On a donc un homomorphisme

Kn(R) = πn(BGL(R)+) −→ Hn(BGL(R)+,Z)

= Hn(BGL(R),Z) = Hn(GL(R),Z),

appelé morphisme d′Hurewicz. En particulier, pour n = 1, on obtient

K1(R) = H1(GL(R),Z) = GL(R)/E(R).

Pour le cas n = 2, puisque BE(R)+ est le revêtement universel de BGL(R)+

et que π1(BE(R)+) est trivial, il vient

K2(R) = π2(BGL(R)+) = π2(BE(R)+) = H2(BE(R)+,Z) = H2(E(R),Z),

donc la définition de Quillen de K2(R) cöıncide avec celle de Milnor.
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Théorème 1.4.2 (Quillen [Qu 72]) Soit F = Fq un corps fini avec q
éléments, alors pour tout n ≥ 1, on a

K2n(Fq) = 0,

K2n−1(Fq) ∼= Z/(qn − 1)Z.

Soit oF l’anneau des entiers d’un corps global. On a l’important théorème
suivant :

Théorème 1.4.3 [Qu 72] Soit oF l’anneau des entiers d’un corps global.
Pour tout n ≥ 0, les groupes de K-théorie Kn(oF ) sont de type fini.

Les rangs de ces groupes ont été déterminés par Borel (cf. [Bo 77]) :

Théorème 1.4.4 Pour n ≥ 1, les groupes de K-théorie K2n(oF ) sont finis
et

rgZ(K2n−1(oF )) =

{
r1 + r2 si n est impair ≥ 3
r2 si n est pair,

où r1 est le nombre de places réelles de F et r2 est le nombre de places
complexes de F .

Théorème 1.4.5 (Soulé [So 84]) Soit oF l’anneau des entiers d’un corps
global, alors

K2n−1(oF ) ∼= K2n−1(F ),

pour tout n ≥ 2.

1.5 Module tordu à la Tate

Soient F un corps et F S une clôture algébrique séparable de F , et GF

le groupe de Galois de F S sur F . Pour tout m ≥ 1 premier avec la ca-
ractéristique de F , on note µm le groupe des racines m-ièmes de l’unité dans
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F S.
Soit p un nombre premier distinct de la caractéristique de F . Pour tout entier
i ≥ 0 on a un diagramme commutatif de GF -modules discrets

0 −→ µpi+1 −→ F S∗ pi+1

−→ F S∗ −→ 0
p ↓ p ↓ id ↓

0 −→ µpi −→ F S∗ pi

−→ F S∗ −→ 0

dont les lignes sont exactes. Puisque les flèches µpi+1−→µpi sont surjectives,
la limite inverse de cette suite exacte de systèmes inverses est une suite exacte

0−→Zp(1)−→ lim
←
F S∗−→F S∗−→0,

où l’on a posé Zp(1) = lim
←
µpi , qui est un Zp-module libre de rang 1. Pour

tout entier m ∈ Z, on définit les GF -modules Zp(m) par :
Zp(m+ 1) = Zp(m)⊗ZpZp(1) pour m ≥ 0
Zp(0) = Zp

Zp(m− 1) = HomZp(Zp(1),Zp(m)) pour m ≤ 0.

Et pour tout (Zp, GF )-module M , on définit le m-ième tordu à la Tate de
M par

M(m) = M⊗ZpZp(m),

avec les propiétés suivantes :

1. pour tout n,m ∈ Z, M(n)(m) ∼= M(n+m);

2. pour tous (Zp, GF )-modules M,N on a

HomZp(M,N(n)) ∼= HomZp(M,N)(n) ∼= HomZp(M(−n), N).

1.6 Les K-groupes étales

Dans cette section, nous avons les principales définitions et propriétés de la
construction des groupes deK-théorie étale pour un corps de nombres F . Soit
S un ensemble de places de F contenant l’ensemble Sp des places divisant
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p et les places archimédiennes de F . Soit oSF l’anneau des S-entiers de F .
Fixons un premier p.

Soit GS
F le groupe de Galois de l’extension algébrique maximale de F non-

ramifiée en dehors des places de S. Les groupes de cohomologie étaleH∗ét(spec oF [1/p], µ⊗npm )
du schéma spec oF [1/p] à valeurs dans le faisceau étale µ⊗npm s’identifient aux

groupes de cohomologie galoisienne H∗(GS
F , µ

⊗n
pm ).

Le groupe de Galois GS
F agit diagonalement sur le n-ième produit tensoriel

µ⊗npm : σ.(ζ1 ⊗ ... ⊗ ζn) = σ(ζ1) ⊗ ... ⊗ σ(ζn). Par simplicité, nous noterons

H∗ét(o
S
F ,Z/pm(n)) au lieu de H∗ét(spec oF [1/p], µ⊗npm ).

On note :
H∗ét(o

S
F ,Zp(n)) = lim

←
H∗ét(o

S
F ,Z/pm(n)),

pour les groupes de cohomologie étale p-adiques et

H∗ét(o
S
F ,Qp/Zp(n)) = lim

−→
H∗ét(o

S
F ,Z/pm(n)).

Pour tout n ∈ Z la suite exacte

0 −→ Zp(n) −→ Qp(n) −→ Qp(n)/Zp(n) −→ 0,

donne par cohomologie étale des morphismes suivants :

δi : H i−1
ét (oSF ,Qp/Zp(n)) −→ H i

ét(o
S
F ,Zp(n)).

Pour tout entier i ≥ 1, alors pour les noyaux et les conoyaux de δi, nous
avons ([Ta 76])

Ker(δi) = DivH i−1
ét (oSF ,Qp/Zp(n)),

où Div(G) est le sous-groupe divisible maximal de G, et

Im(δi) = TorZpH
i
ét(o

S
F ,Zp(n)),

où TorR(M) le sous-module de M formé des éléments de R-torsion.

Pour tout entier i ≥ 1, nous obtenons ainsi l’isomorphisme suivant :

H i−1
ét (oSF ,Qp/Zp(n))/Div ∼= TorZpH

i
ét(o

S
F ,Zp(n)).

En particulier, pour i = 1, puisque Div est trivial, on obtient que le sous-
groupe de torsion de H1

ét(o
S
F ,Zp(n)) est isomorphe à H0

ét(o
S
F ,Qp/Zp(n)).
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Les Théorèmes suivants concernent les groupes de cohomologie étale p-adiques
des anneaux d’entiers de corps globaux.

Théorème 1.6.1 [So 79] 1. Pour n 6= 0, H0
ét(o

S
F ,Zp(n)) = 0.

2. Pour k ≥ 3, Hk
ét(o

S
F ,Zp(n)) = 0 si p est impair.

3. Pour k ≥ 3, Hk
ét(o

S
F ,Z2(n)) ∼=

{
(Z/2Z)r1(F ) si k+n est pair
0 sinon.

En général, la conjecture de Quillen-Lichtenbaum prédit :

Théorème 1.6.2 (Quillen-Lichtenbaum) Soit F un corps global. Les ca-
ractères de Chern étales

ch
(p)
i,n : K2n−i(oF )⊗ Zp → H i

ét(o
S
F ,Zp(n)),

sont des isomorphismes pour n ≥ 2, i = 1, 2 et p impair.

Pour n = i = 1, il existe également un caractère de Chern

ch
(p)
1,1 : K1(oF )⊗ Zp → H1

ét(o
S
F ,Zp(1)).

Les groupes de cohomologie étale H1
ét(o

S
F , µpn) apparaissent dans la suite

exacte
0 −→ (oSF )∗/pn −→ H1

ét(o
S
F , µpn) −→pn Cl(oSF ) −→ 0,

où pnCl(oSF ) désigne les éléments de Cl(oSF ) tués par pn, si bien qu’en prenant
la limite projective il vient

H1
ét(o

S
F ,Zp(1)) ∼= (oSF )∗ ⊗ Zp,

et le caractère de Chern ch
(p)
1,1 n’est autre que le déterminant.

Dwyer et Friedlander ont introduit les groupes de K-théorie étale supérieure
K ét

2n−i(o
S
F ) et montré que pour tout entier n ≥ 2, i = 1, 2, on a un morphisme

surjectif à noyau fini

K2n−i(o
S
F )⊗ Zp → K ét

2n−i(o
S
F ),
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et un isomorphisme

K ét
2n−i(o

S
F ) ∼= H i

ét(o
S
F ,Zp(n)).

En particulier, on a
K ét

2n−1F = K ét
2n−1(oF ).

Tate et Soulé ont montré que pour n = i = 2, ces surjections sont en fait des
isomorphismes :

K ét
2 (oSF ) := K2(o

S
F ){p} ∼= H2

ét(o
S
F ,Zp(2)).

Pour le K3, Levine [Le 89] et Merkurjev-Suslin [Me-Su 90] ont montré que
le noyau de la surjection K3(F ) ⊗ Z2 → H1

ét(o
S
F ,Z2(2)) est isomorphe à

KM
3 (F ) ∼= (Z/2Z)r1(F ). Nous avons donc la suite exacte suivante :

0 → (Z/2Z)r1(F ) → K3(F )⊗ Z2 → H1
ét(o

S
F ,Z2(2)) → 0.

Pour tout corps F , le quotientK3(F )/KM
3 (F ) s’appelle leK3 indécomposable,

on le note Kind
3 (F ).

Des Théorèmes 1.4.4 et 1.6.2, on déduit la structure des groupes de cohomo-
logie étale H i

ét(o
S
F ,Zp(n)) pour i = 1, 2 et n ≥ 2.

Corollaire 1.6.3 Pour n ≥ 2, le groupe H2
ét(o

S
F ,Zp(n)) est fini et même

trivial pour presque tous premiers p, et

rgZH
1
ét(o

S
F ,Zp(n)) =

{
r1 + r2 si n est impair ≥ 1
r2 si n est pair

Notons pour conclure que

H2
ét(o

S
F ,Qp/Zp(n)) = H2

ét(F,Qp/Zp(n)) = 0,

pour n ≥ 2 et p impair (c’est une conséquence de la finitude des groupes
K2n−2(oF ) : Soulé-Tate).

Le résultat suivant est du à B. Kahn ([Ka 93-1, Théorème 2.1, Proposition
6.1]) :
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Théorème 1.6.4 Soit E/F une extension galoisienne de corps de nombres
de groupe de Galois G et S un ensemble de places de F contenant des places
qui sont ramifiées dans E. Alors, Il existe une suite exacte

0 → H1(G,Kind
3 (E)) → K2(o

S
F ) → K2(o

S
F )

G → H2(G,Kind
3 (E)) → 0.

L’analogue pour les K-groupes étales supérieurs est bien connu (voir [As 94],
[Br 93], [Ko-Mo 00]) :

Théorème 1.6.5 Soit E/F une p-extension galoisienne de corps de nombres
de groupe de Galois G et S un ensemble de places de F contenant les places
divisant p et celles qui sont ramifiées dans E, alors pour i ≥ 2 et p impair il
existe une suite exacte

0 → H1(G,K ét
2i−1E) → K ét

2i−2(o
S
F ) → (K ét

2i−2(o
S
E))G → H2(G,K ét

2i−1E) → 0.

D’autre part, nous avons la co-descente pour les K-groupes pairs K ét
2i−2(o

S
F ) :

Proposition 1.6.6 Soit E/F une p-extension galoisienne de corps de nombres
de groupe de Galois G et S un ensemble de places de F contenant les places
divisant p et les places qui sont ramifiées dans E, alors pour i ≥ 2 et p impair

(K ét
2i−2(o

S
E))G ∼= K ét

2i−2(o
S
F ).

Maintenant K ét
2i−2(o

S
E) est fini, et par conséquent cette proposition et le

Théorème 1.6.5 nous donnent :

Proposition 1.6.7 Soit E/F une p-extension galoisienne cyclique de corps
de nombres de groupe de Galois G et S un ensemble de places de F contenant
les places divisant p et les places qui sont ramifiées dans E, alors pour i ≥ 2
et p impair le quotient

H2(G,K ét
2i−1E)

H1(G,K ét
2i−1E)

est trivial.
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Pour finir, rappelons la définition des noyaux sauvages étales supérieurs (voir
[Ba 93], [Ko 93], [Ng 92]) :

WK ét
2i−2(F ) := ker(H2

ét(o
S
F ,Zp(i)) → ⊕v∈SH

2(Fv,Zp(i))).

La définition est indépendante du choix de l’ensemble fini S contenant Sp, et
la dualité de Poitou-Tate entrâıne la suite exact

0 → WK ét
2i−2(F ) → K ét

2i−2(o
S
F ) → ⊕v∈SH

2(Fv,Zp(i))) → H0(F,Qp/Zp(1−i))∗ → 0.

où ∗ indique le dual de Pontryagin.
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Chapitre 2

Théorie d’Iwasawa

Dans ce chapitre, nous exposons quelques résultats sur les Zp-extensions des
corps de nombres, où p est un nombre premier impair. On insiste en parti-
culier sur les modules d’Iwasawa standard dont on se sert abondamment aux
chapitres suivants.

2.1 Zp-extensions

Dans cette section, nous exposons quelques résultats sur les Zp-extensions
des corps de nombres. On fixe un nombre premier p supposé impair. Une
Zp-extension d’un corps de nombres F est une extension galoisienne F∞/F
de groupe de Galois isomorphe à l’anneau des entiers p-adiques Zp :

Gal(F∞/F ) ∼= Zp.

Comme les sous-groupes fermés de Zp sont (0) et pnZp, n ≥ 0, par corres-
pondance galoisienne pour tout n, il existe un unique corps intermédiaire Fn
de F∞/F :

F = Fo ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ F∞ =
⋃
n≥0

Fn,

avec [Fn : F ] = pn et
Gal(Fn/F ) ∼= Z/pnZ.
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Le corps de nombres F possède toujours au moins une Zp-extension, la Zp-
extensions cyclotomique, construite comme suit :
Soit µpn+1 le groupe des racines pn+1-ièmes de l’unité. Comme le groupe de
Galois Gal(Q(µpn+1)/Q) est cyclique de degré (p − 1)pn, il existe un unique
sous-corps Qn de Q(µpn+1) tel que Gal(Qn/Q) ∼= Z/pnZ. Soit Q∞ l’union sur
n des corps Qn. Alors Gal(Q∞/Q) ∼= lim

←
Z/pnZ = Zp. Il suffit ensuite de

prendre F∞ := F.Q∞. Soit Qe := F ∩Q∞, alors

Gal(F∞/F ) ∼= Gal(Q∞/Qe) ∼= Zp.

Dans la Zp-extension cyclotomique, toutes les p-places se ramifient, puisque,
la Zp-extension cyclotomique Q∞ de Q est totalement ramifiée en p.

La ramification dans les Zp-extensions d’un corps de nombres est décrite par
la Proposition suivante :

Proposition 2.1.1 Soit F un corps de nombres et F∞/F une Zp-extension.
Alors

(i) F∞/F est non-ramifiée en dehors des places de F divisant p (on dit que
les Zp-extensions sont p-ramifiées).

(ii) Il existe au mois une place v au-dessus de p ramifiée dans F∞/F et il
existe un entier n ≥ 0 tel que toute place de F qui se ramifie dans F∞/F se
ramifie totalement dans F∞/Fn.

Preuve. Soit v une non-p-place de F et Iv ⊆ Gal(F∞/F ) ∼= Zp son groupe
d’inertie. Puisque le groupe Iv est fermé, Iv = 0 ou Iv = pnZp pour un certain
n. Si Iv = 0 alors v est non ramifiée dans F∞/F . Supposons Iv = pnZp.
Puisque Iv est infini et doit être de degré 1 ou 2 pour les places infinies, on
peut supposer que v est une place finie. Pour tout n, soit vn une place de Fn
divisant vn−1 avec v0 = v. On appelle Fn,v le complété en la place vn et on
pose F∞,v = ∪Fn,v. Alors

Iv ⊆ Gal(F∞,v/Fv).

Soit U le groupe des unités de Fv = F0,v. La théorie du corps de classes local
fournit un homomorphisme surjectif

U −→ Iv ∼= pnZp.

28



Mais, le logarithme l-adique, induit un isomorphisme

U ∼= (groupe fini)× Zr
l , r ∈ Z,

où l est la place rationnelle que divise v. On aurait alors un morphisme
surjectif Zr

l −→ pnZp −→ pnZp/p
n+1Zp. Puisque Zr

l n’a pas de sous-groupe
fermé d’indice p, ceci est impossible, donc Iv = 0, et (i) est démontré.

Par la théorie du corps de classes, on sait que l’extension abélienne non-
ramifiée maximale de F a un groupe de Galois isomorphe au groupe des
classes de F , qui est fini , puisque F est un corps de nombres. Or, F∞/F est
un extension infinie, donc un premier doit se ramifier dans F∞/F .
D’aprés (i), seul un nombre fini de places de F se ramifie dans F∞/F . On
note I1, ..., Is les groupes d’inertie correspondants aux places qui se ramifient
dans l’extension. Alors

s⋂
i=1

Ii = pnZp,

pour un certain n. Le corps fixe par pnZp est Fn et Gal(F∞/Fn) est contenu
dans tous les Ii. Donc tous les premiers qui se ramifient dans Gal(F∞/F ) se
ramifient totalement dans Gal(F∞/Fn), et (ii) est démontré. �

Dans la suite, on note n0 le plus petit entier n tel que l’extension F∞/Fn
est totalement ramifiée au-dessus de p. Lorsque F∞/F est la Zp-extension
cyclotomique et [F : Q] premier à p ou p ne se ramifie pas dans F/Q, alors
n0 = 0.

Notons UF le groupe des unités de F , Fv le complété de F en la place v et Uv
le groupe des unités locales de Fv. Soit DF le noyau de Leopoldt, c’est-à-dire,
le noyau du morphisme suivant :

UF ⊗ Zp −→
∏
v|p

Uv ⊗ Zp,

où UF ⊗Zp est le pro-p- complété de UF et Uv⊗Zp est le pro-p- complété de
Uv. Alors DF est un Zp-module libre, de rang δF , appelé défaut de Leopoldt.
Une des formulations de la conjecture de Leopoldt s’énonce comme suit :

Conjecture (de Leopoldt) Pour tout corps de nombre F , δF = 0.
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Notons Sp l’ensemble des places de F divisant p et MF (resp. LF ) la pro-
p-extension (resp. p-extension) abélienne maximale Sp-ramifiée (resp. non-
ramifiée) de F . Par la théorie du corps de classes global on a :

0 → DF → UF ⊗ Zp →
∏
v|p

Uv ⊗ Zp
A→ G(MF/F ) → G(LF/F ) → 0,

où A envoie chaque facteur Uv ⊗ Zp sur le groupe d’inertie en v.

Théorème 2.1.2 ([Wa 97], Théorème 13.4) Soit F̃ la composée de toutes
les Zp-extensions de F et δF le défaut de Leopoldt, Alors

Gal(F̃ /F ) ∼= Z1+r2+δF
p ,

où 2r2 est le nombre de plongements complexes de F .

Ainsi, modulo la conjecture de Leopoldt, le nombre de Zp-extensions indépendantes
de F est égal à 1 + r2.

2.2 Modules d’Iwasawa

Soit Γ un groupe topologique multiplicatif isomorphe au groupe additif Zp.
On fixe un générateur topologique γ de Γ. Par exemple, on peut choisir pour
γ l’élément correspondant à 1 ∈ Zp. Puisque les sous-groupes fermés de Zp

sont de la forme pnZp, les sous-groupes fermés de Γ sont de la forme Γp
n

.
Pour n ≥ 0, soit Γn = Γ/Γp

n ∼= Zp/p
nZp.

Considérons l’algèbre de groupe Zp[Γ]. Pour n ≥ m ≥ 0, on a un morphisme
naturel φmn : Zp[Γn] −→ Zp[Γm] induit par Γn −→ Γm. Il est clair que Zp[Γ] ⊆
Zp[[Γ]], car un élément α ∈ Zp[Γ] donne une suite d’éléments αm ∈ Zp[Γm]
tel que φmn (αn) = αm.

Soit wn = (1 + T )p
n − 1, alors wn+1 = (wn + 1)p − 1, en particulier wn|wn+1.

On a donc l’isomorphisme

Zp[Γn] −→ Zp[T ]/(wn)
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γ mod Γp
n → 1 + T mod (wn),

Par définition, la limite inverse des algèbres de groupe Zp[Γn] par rapport
aux morphismes φmn , notée Λ = Zp[[Γ]] = lim

←
Zp[Γn] est appelée l’algèbre

d′Iwasawa. Nous avons donc :

Λ = Zp[[Γ]] ∼= lim
←

Zp[T ]/(wn).

Un polynôme P (T ) ∈ Zp[T ] est dit distingué si P (T ) = T n + an−1T
n−1 +

...+ a0 avec p|ai pour 0 ≤ i ≤ n− 1.

Soit f(T ) =
∑

aiT
i ∈ Zp[[T ]], tel que p|ai pour 0 ≤ i ≤ n−1 et p 6 |an. Alors,

le théorème de préparation de Weierstrass : il existe un entier µ ≥ 0 tel que
f(T ) peut s’écrire de façon unique f(T ) = pµP (T ).U(T ), où P (T ) ∈ Zp[T ]
est distingué de degré n et U(T ) ∈ Zp[[T ]]∗.

Théorème 2.2.1 L’application γ −→ 1 + T induit un isomorphisme

Λ = Zp[[Γ]] ∼= Zp[[T ]].

Preuve. Il suffit de montrer que Zp[[T ]] ∼= lim
←

Zp[T ]/(wn), où wn est un

polynôme distingué. C’est clair que w0 ∈ (p, T ). Car

wn+1/wn = (1 + T )p
n(p−1) + (1 + T )p

n(p−2) + ...+ (1 + T )p
n

+ 1 ∈ (p, T ),

(c’est-à-dire p divise le terme fixe), on a donc wn ∈ (p, T )n+1. Par l’Algo-
rithme d’Euclide, on a une application naturelle Zp[[T ]] → Zp[T ] (mod wn)
pour tout n. On note, f(T ) → fn(T ), où f(T ) = qn(T )wn + fn(T ), deg fn ≤
pn − 1. Si fn = 0 pour tout n, alors wn divise f pour tout n, et f ∈
∩∞n=0(p, T )n+1 = 0, donc cette application est injective.

Pour montrer la surjectivité, soit (f0, f1, ...) ∈ lim
←

Zp[T ]/(wn). Pour m ≥
n ≥ 0, fm ≡ fn(mod wn) donc aussi mod (p, T )n+1. Comme Zp[[T ]] est
complet, il s’ensuit que f = limfn existe dans Zp[[T ]]. On vérifie alors que
f mod wn = fn pour tout n et f est bien un antécédent de (f0, f1, ...). �

Proposition 2.2.2 Les idéaux premiers de Λ sont (0), (p, T ), (p) et les
(P (T )), où P (T ) est un polynôme distingué et irréductible. L’idéal (p, T )
est l’unique idéal maximal de Λ.
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Preuve. Tous les idéaux mentionnés sont évidemment premiers. Soit P 6= 0
un idéal premier et h ∈ P de degré minimum. Alors, h = pµP (T ) avec
P (T ) = 1 ou P (T ) distingué. On a donc p ∈ P ou P (T ) ∈ P . Si P (T ) ∈ P
est distingué, alors par minimalité P (T ) est irréductible. Donc f = p ou f
est irréductible et distingué.
Si (f) 6= P , alors il existe g ∈ P tel que f 6 |g. Comme f est irréductible, on
a (f, g) = 1, alors Λ/P est fini. Il existe donc un entier n tel que pn ∈ P,
donc p ∈ P. Il existe aussi deux entiers i ≤ j tels que T i = T j (mod P),
comme (1 − T i−j) ∈ Λ∗, alors T i = 0 (mod P) et donc T ∈ P . De sorte
que (p, T ) ⊆ P . Mais Λ/(p, T ) ∼= Z/pZ, donc (p, T ) est un idéal maximal et
P = (p, T ). Ainsi, (p, T ) est le seul idéal maximal. �

On dit que le Λ-module M est pseudo − isomorphe au Λ-module M ′ avec
notation M ∼ M ′, s’il existe un morphisme f : M −→ M ′ avec le noyau et
le conoyau finis. On a une pseudo-décomposition, analogue au théorème de
structure des modules de type fini sur un anneau principal.

Théorème 2.2.3 ([Wa 97] Théorème 13.12) Soit M un Λ-module de
type fini. Alors

M ∼ Λr ⊕
s⊕
i=1

Λ/(pni)⊕
t⊕

j=1

Λ/(fj(T )mj),

où r, s, t, ni, mj, sont des entiers et les fj sont des polynômes distingués
irréductibles.

Nous introduisons quelques notations utiles pour la suite, r := rgΛM le

Λ− rang de M et λ(M) :=
m∑
i=1

midegfi l’invariant λ de M .

Pour un Λ-module M , Notons MΓ le sous-module de M des éléments inva-
riants par Γ et MΓ = M/(γ − 1)M le module des co-invariants. nous avons
les deux résultats classiques suivants (voir [Wa 97], chapitre 13) :

Proposition 2.2.4 ([co 77]) Soit M un Λ-module de type fini et de torsion.
Soit f(T ) le polynôme caractéristique de M . Les propriétés suivantes sont
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équivalentes :
(i) MΓ est fini
(ii) MΓ est fini
(iii) f(0) 6= 0.
Si l’une des propositions est vérifiée, on a

|MΓ|
|MΓ|

= |f(0)|p = p−vp(f(0)).

Preuve. De la suite exacte

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

de Λ-modules de torsion, on déduit du lemme du serpent la suite exacte

0 −→ AΓ −→ BΓ −→ CΓ −→ AΓ −→ BΓ −→ CΓ −→ 0.

Ceci montre qu’il suffit de prouver la proposition pour le Λ-module élémentaire
M dans le théorème de structure. En décomposant M en somme directe, il
reste alors deux cas à traiter : M = Λ/piΛ et M = Λ/(f(T )) où f(T ) est un

polynôme distingué. Comme MΓ = ker(M
×T→ M) et MΓ = coker(M

×T→ M),
il vient dans le premier cas MΓ = 0 et MΓ = Z/piZ, d’où la proposition dans
ce cas.
Soit M = Λ/(f(T )). Puisque M est Zp-libre, MΓ est fini si et seulment s’il
est nul. Or MΓ = 0 équivaut à f(0) 6= 0, ce que est équivalent à la finitude
de MΓ = M/TM . Si MΓ ou MΓ est fini, on a MΓ

∼= Z/f(0)Z. Cette dernière
propriété implique les propriétés habituelles du quotient de Herbrand. �

Proposition 2.2.5 Soit M un Λ-module de type fini, on a :

rgΛM = rgZpMΓ − rgZpM
Γ.

Preuve. Soit M = Λa, alors MΓ = 0 et MΓ
∼= Zp

a. Soit M = Λ/(pn),
alors MΓ = 0 et MΓ est fini. Soit M = Λ/(f), alors M est Zp-libre, donc
rgZpMΓ = rgZpM

Γ. �
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2.3 Modules d’Iwasawa standard

Nous adoptons les notations suivantes :
p un nombre premier impair ;
Γ := Gal(F∞/F ) ∼= Zp ;
Γp

n

:= Gal(F∞/Fn) ;
Λ = Zp[[Γ]] l’algèbra d’Iwasawa ;
M∞ la pro-p-extension abélienne maximale S-ramifiée de F∞ ;
ΩS la pro-p-extension maximale S-ramifiée de F ;
Mn l’extension abélienne maximale de Fn contenue dans M∞ ;
X∞ := Gal(M∞/F∞) le module d’Iwasawa standard (p-ramifiée) ;
GS,∞ := Gal(ΩS/F∞) ;
G∞ := Gal(M∞/F ) ;
GS := Gal(ΩS/F ).

On a la suite exacte de Zp-modules

0 −→ X∞ −→ G∞ −→ Γ −→ 0.

Puisque X∞ est abélien, Γ agit sur X∞ par

xγ = γ̃xγ̃−1,

où x ∈ X∞ et γ̃ est un relèvement de γ ∈ Γ à G∞. Cette action fait de X∞
un Λ-module compact. Soit X un Λ-module compact, alors par le lemme de
Nakayama on a

X est un Λ−module de type fini ⇐⇒ X/mX est fini.

où m est l’unique idéal maximal de Λ.

Soit Fn, n ≥ 0, les corps intermédiaires de la Zp-extension F∞/F :

F = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fn ⊂ ... ⊂ F∞ =
⋃
n≥0

Fn.

où [Fn : F ] = pn. On a donc

M = M0 ⊂M1 ⊂ ... ⊂Mn ⊂ ... ⊂M∞ =
⋃
n≥0

Mn.

34



Lemme 2.3.1 Pour tout n ≥ 1, on a

wnX∞ = Gal(M∞/Mn) et X∞/wnX∞ = Gal(Mn/F∞),

où wn = γp
n − 1.

Preuve. On a la suite exacte :

0 −→ X∞/Gal(M∞/Mn) −→ Gal(Mn/Fn) −→ Gal(F∞/Fn) = Γp
n −→ 0.

CommeGal(Mn/Fn) est abélien, Γp
n

agit trivialement sur X∞/Gal(M∞/Mn).
Donc wnX∞ ⊆ Gal(M∞/Mn), puisque Γp

n

est le plus grand quotient qui agit
trivialement sur X∞/Gal(M∞/Mn).

Soit L ⊆M∞ tel que X∞/wnX∞ = Gal(L/Fn). Comme Γp
n

agit trivialement
sur X∞/wnX∞, alors Gal(L/Fn) est abélien donc L ⊆Mn et Gal(M∞/Mn) ⊆
wnX∞. �

Puisque M∞ =
⋃
n≥0

Mn, on a X∞ = lim
←
X∞/wnX∞, où la limite projective est

prise pour les applications restrictions.

Corollaire 2.3.2 X∞ est noetherien sur Λ si et seulement si Gal(M0/F ) est
de Zp-rang fini.

Preuve. Soit m l’unique idéal maximal de Λ, alors X∞ est noetherien si et
seulement si X∞/mX∞ est fini. Soit

Y = X∞/w0X∞ = Gal(M0/F∞).

Alors X∞/mX∞ = Y/pY, donc X∞/mX∞ est fini si et seulement si Y est fini
si et seulement si Gal(M0/F ) est de Zp-rang fini. �

Corollaire 2.3.3 X∞ est un Λ-module noetherien.
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Preuve. Puisque M0 est l’extension abélienne maximale p-ramifiée de F , par
le théorème 2.1.2, Gal(M0/F ) est de Zp-rang fini. Par le corollaire 2.3.2, on
a donc X∞ est fini. �

Puisque Mn est l’extension abélienne maximale p-ramifiée de Fn, on a F∞ ⊆
Mn. Par le théorème 2.1.2,

rkZpGal(M0/F ) = 1 + r2(F ) + δ,

où δ = δF est le défaut de Leopoldt de F . De plus,

rkZpX∞/w0X∞ = r2(F ) + δ.

Pour tout n ≥ 0, nous avons donc

rkZpX∞/wnX∞ = r2(F )pn + δn,

où δn = δFn est le défaut de Leopoldt de Fn.

Soit rkΛX∞ = α, on a un pseudo-isomorphisme

X∞ ∼ Λα ⊕ TorΛX∞,

pour un certain α ≥ 0. Par le théorème de structure, rkZp(TorΛX∞/wnTorΛX∞)
est borné par λ = λ(X∞) (l’invariant λ de X∞) et comme rkZpΛ

α/wnΛ
α =

αpn, on obtient
αpn ≤ rkZpX∞/wnX∞ ≤ αpn + λ,

On a donc la proposition suivante :

Proposition 2.3.4 Soit δ∞ = rkΛX∞ − r2(F ), on a δ∞ ≥ 0 et δ∞ = 0 si et
seulement si les défauts de Leopoldt δn de Fn sont bornés indépendamment
de n.

On dit que F∞/F satisfait la conjecture faible de Leopoldt si δ∞ = 0. Puisque
rkΛX∞ ≤ rkZpX∞/w0X∞, donc 0 ≤ δ∞ ≤ δF . Ainsi

Théorème 2.3.5 Si F satisfait à la conjecture de Leopoldt, alors δ∞ = 0.
C’est-à-dire

X∞ ∼ Λr2(F ) ⊕ TorΛX∞.
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De plus, par la proposition 2.2.5, puisque rgΛX∞ = rgZp(X∞)Γ − rgZpX Γ
∞,

alors δ∞ = δF − rgZpX Γ
∞.

Soit ΩS la pro-p-extension maximale S-ramifiée de F , GS,∞ := Gal(ΩS/F∞)
et GS := Gal(ΩS/F ). La suite spectrale de Hochschild-Serre en basse dimen-
sion [Ne-Sc-Wi 00] plus le fait que la p-dimension cohomologique de Γ est 1
donne la suite exacte :

0 → H1(Γ, H1(GS,∞,Qp/Zp)) → H2(GS,Qp/Zp) → H2(GS,∞,Qp/Zp)
Γ → 0.

Puisque Qp/Zp est un GS,∞-module trivial et comme X∞ est l’abélianisé de
GS,∞, on a

H1(GS,∞,Qp/Zp) = HomZp(X∞,Qp/Zp) = X ∗∞,

où X ∗∞ est le dual de Pontryagin de X∞.

Par dualité de Poitou-Tate, on a

(X Γ
∞)∗ ∼= (X ∗∞)Γ

∼= H1(Γ, H1(GS,∞,Qp/Zp)) et (DF )∗ ∼= H2(GS,Qp/Zp),

où DF est le noyau de Leopoldt. En dualisant la suite exacte précédente, il
vient

0 → (H2(GS,∞,Qp/Zp)
Γ)∗ → DF → X Γ

∞ → 0.

Corollaire 2.3.6 δ∞ = 0 si et seulement si H2(GS,∞,Qp/Zp) = 0.

Preuve. On a H2(GS,∞,Qp/Zp) = 0 si et seulement si H2(GS,∞,Qp/Zp)
Γ =

0. Comme DF est Zp-libre, alors le module (H2(GS,∞,Qp/Zp)
Γ)∗ est Zp-libre

et
rgZp(H

2(GS,∞,Qp/Zp)
Γ)∗ = rgZpDF − rgZpX Γ

∞ = δ∞.

�

Proposition 2.3.7 La Zp-extension cyclotomique satisfait la conjecture faible
de Leopoldt.
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Preuve. La conjecture faible de Leopoldt satisfait la descente donc on peut
supposer que F contient µp. La p-dimension cohomologique de GS,∞ est 1 [Se
97]. On conclut avec le corollaire précédent, puisque H2(GS,∞,Qp/Zp) = 0.
�

Théorème 2.3.8 Si F satisfait à la conjecture de Leopoldt, alors le module
X∞ n’a pas de sous-Λ-module fini non-nul, on a donc l’injection suivante :

X∞/TorΛX∞ ↪→ Λr2(F ),

avec le conoyau fini.

Preuve. Par le théorème 2.3.5 et le corollaire 2.3.6, H2(GS,∞,Qp/Zp) = 0,

alors pour tout n, on a donc H2(GS,∞,Qp/Zp)
Γpn

= 0. Par conséquent, pour

tout n, DFn
∼= X Γpn

∞ . Soit X o
∞ le sous-Λ-module fini maximal de X∞. Pour n

assez grand, X o
∞ est invariant par Γp

n

, donc s’identifie à un sous-groupe de
DFn . Or, puisque DFn est sans torsion on a X o

∞ = 0. �

Le conoyau de l’injection ci-dessus X∞/TorΛX∞ ↪→ Λr2(F ), est isomorphe à
un certain noyau de capitulation HF auquel on fera appel au chapitre 4.
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Chapitre 3

Relations entre K-groupes et
Zp-extensions

Dans ce chapitre d’abord nous présentons une définition du K2 à l’aide
des symboles sur un corps commutatif dans un groupe abélien. On expose
ensuite le résultat de Greenberg sur la relation entre le radical de Kummer
AF du composé des premiers étages des Zp-extensions de F et le groupe
discret K := F ∗∞ ⊗Z (Qp/Zp) :

AF = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−1 mod Zp) ∈ Div(K(−1)Γ)},

où Γ := Gal(F∞/F ) et où DivK(−1) est le sous-groupe divisible maximal de
K tordu -1 fois à la Tate. On termine le chapitre par les relations entre K2

et la cohomolgie galoisienne et le noyau de Tate classique

D
(2,1)
F = {a ∈ F ∗; {a, ζp} = 0},

qui sera généralisé au chapitre suivant.
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3.1 Symboles sur un corps commutatif

3.1.1 Propriétés élémentaires des symboles

Soit F un corps commutatif et G un groupe abélien. Un symbole sur F dans
G est une application :

〈 , 〉 : F ∗ × F ∗ −→ G

qui est bilinéaire et prend la valeur 1 sur tous les couples (a, b) qui vérifient
a+ b = 1 ; ce qui peut se résumer par les trois conditions :

(i) 〈aa′, b〉 = 〈a, b〉〈a′, b〉 , ∀(a, a′, b) ∈ F ∗ × F ∗ × F ∗;
(ii) 〈a, bb′〉 = 〈a, b〉〈a, b′〉 , ∀(a, b, b′) ∈ F ∗ × F ∗ × F ∗;
(iii) 〈a, 1− a〉 = 1 , ∀a ∈ F ∗ − {0, 1}.

Proposition 3.1.1 Soit F un corps commutatif, on a :

(iv) 〈a,−a〉 = 1 , ∀a ∈ F ∗;
(v) 〈a, a〉 = 〈a,−1〉 , ∀a ∈ F ∗;
(vi) 〈a, b〉〈b, a〉 = 1 , ∀(a, b) ∈ F ∗ × F ∗.

La propriété (v) s’obtient à partir des égalités 〈a, a〉2 = 〈a, 1〉 = 1.

Le groupe K2(F ) est caractérisé par la propriété universelle suivante :

Proposition 3.1.2 Soit F un corps commutatif et G un groupe abélien.
Pour chaque symbole 〈 , 〉 sur F dans G, il existe un unique morphisme de
groupe ϕ de K2(F ) dans G, tel qu’on a le diagramme commutatif suivant :

F ∗ × F ∗
〈 , 〉 //

{ , }

��

G

K2(F )

ϕ

??~
~

~
~

~
~

~

L’application canonique de F ∗×F ∗ dans K2(F ), qui au couple (x, y) associe
la classe dans K2(F ) du produit tensoriel x⊗y, est un symbole sur F , appelé
symbole universel sur le corps F .
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3.1.2 Les homomorphismes d’extension et de transfert

Soit L/F une extension finie de corps. L’application canonique

iL/F : K2(F ) −→ K2(L),

induite par l’injection F ↪→ L est appelée homomorphisme d′extension.

Il existe également l’homomorphisme dual naturel (le transfert) qui est aux
symboles ce que la norme est aux idéaux :

TrL/F : K2(L) −→ K2(F ),

avec les propriétés suivantes :

TrL/F ∗ iL/F = [L : F ].

Si l’extension L/K est galoisienne, on a :

iL/F ∗ TrL/F = Σσ∈G(L/F )σ,

où {a, b}σ = {σ(a), σ(b)} tel que σ ∈ G(L/F ). On a aussi :

TrL/F ({a, l}L) = {a,NL/F (l)}F , ∀(a, l) ∈ F ∗ × L∗.

Si a ∈ F ∗ est une puissance n-ième dans L, disons a = An, on a

{a,NL/F (l)}F = (TrL/F{A, l}L)n,

où {a,NL/F (l)}F est une puissance n-ième dans K2(F ), pour tout l ∈ L∗.

De plus, si F ⊆ L ⊆ M , alors l’homomorphisme d’extension et le transfert
ont les propriétés fonctorielles :

iM/F = iM/L ∗ iL/F et TrM/F = TrL/F ∗ TrM/L,

et qu’ils sont naturellement compatibles avec l’action des automorphismes de
Galois (relatifs à une clôture algébrique donnée)

(iL/F (xF ))σ = iσ(L)/σ(F )(x
σ
F ) et (TrL/F (xF ))σ = Trσ(L)/σ(F )(x

σ
F ).
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3.2 Les symboles classiques sur un corps de

nombres

3.2.1 Les symboles modérés

Nous adoptons les notations suivantes :
p une place finie de F ;
Fp le complété de F en p ;
Op := {x ∈ Fp/ v(x) ≥ 0} l’anneau de valuation associé à Fp ;
Mp := {x ∈ Fp/ v(x) > 0} l’idéal maximal de Op ;
kp := Op/Mp le corps résiduel de Fp ;
νp la valuation associée.

On définit, pour a, b ∈ F ∗, l’application de F ∗ × F ∗ dans le groupe multipli-
catif k∗p par :

[a, b]p = (−1)νp(a)νp(b)a
νp(b)

bνp(a)
(mod Mp).

C’est un symbole sur F , appelé symbole modéré associé à la place p.

Pour vérifier (iii), si a et (1 − a) sont tous deux des p-unités, nous avons
trivialement [a, 1 − a]p = 1. Sinon l’un d’eux, par exemple a, est une unité
principale, et il vient encore

(−1)νp(a)νp(1−a) aνp(1−a)

(1− a)νp(a)
= aνp(1−a) ≡ 1 (mod Mp).

Supposons maintenant p une place à linfini. Notons Fp le complété de F en p,
puis k∗p le groupe résiduel F ∗p /F

∗2
p . La valuation νp de F ∗ dans {0, 1} définie

par : {
νp(x) = 0, si x est un carré dans F ∗p ,
νp(x) = 1, sinon.

Si p est une place infinie, le symbole modéré [a, b]p ∈ k∗p = F ∗p /F
∗2
p définie

comme ci-dessus. Du plus, le symbole [ , ]p est trivial lorsque p est complexe
et si p est une place réelle, la quantité [a, b]p n’est pas 1 si et seulement si les
images de a et de b dans le complété Fp sont toutes deux négatives.
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La condition (iii), lorsque p est réelle. Si a (ou b) est positif dans Fp, alors

(−1)νp(a)νp(b)a
νp(b)

bνp(a)
= aνp(b) ≡ 1 (mod Mp).

Au contraire si a et b sont tous deux négatifs, il en est de même de (−1)νp(a)νp(b)a
νp(b)

bνp(a)
,

mais ce cas est exclu si a+ b = 1.

3.2.2 Les symboles de Hilbert

Pour chaque place non complexe p de F , désignons par Fp le complété de F
en p, notons mp l’ordre du sous-groupe µ(Fp) des racines de l’unité dans F ∗p
et considérons l’application d’Artin wp relative à une clôture abélienne F̄ ab

p

de Fp.

Pour chaque place non complexe p de F , l’application

( , )p : F ∗p × F ∗p −→ µ(Fp)

(a, b) 7−→ (a, b)p = mp
√
a(wp(b)−1),

définit un symbole sur Fp, à valeurs dans le groupe µ(Fp). Sa restriction à
F ∗×F ∗ est un symbole sur F , appelé symbole de Hilbert attaché à la place
p.

Il s’agit de montrer la bilinéarité, ainsi que l’identité (a, b)p = 1 pour a+b = 1.

(i) La multiplicativité en a est évidente (tout comme le fait que la définition
du symbole est indépendante du choix de la racine mp-ième de a dans F̄ ab

p ).

(aa′, b)p = (a, b)p(a
′, b)p.

(ii) Pour établir la multiplicativité en b, remarquons que si b et b′ sont dans
F ∗p , nous avons la relation : mp

√
a(wp(b)−1)(wp(b′)−1) = 1, puisque le groupe

Gal(F̄ ab
p /Fp) opère trivialement sur µ(Fp) ; puis, en développant :

(a, bb′)p = (a, b)p(a, b
′)p.
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(iii) Pour tout a 6= {0, 1} dans Fp, (1−a) =
∏

ζ∈µ(Fp)

(1−ζ mp
√
a) est norme dans

l’extension cyclique Fp(
mp
√
a)/Fp, donc contenu dans le noyau de la restriction

à Fp(
mp
√
a) de l’application d’Artin.

(a, 1− a)p = 1 ∀a ∈ F ∗p − {0, 1}.

On notera que, quand la place p est complexe, le complété Fp est algébriquement
clos, et le corps de classes local ne permet de définir d’autre symbole en p

que le symbole trivial. Par des propriétés normiques de l’application d’Artin,
on a [Ne 86] :

Proposition 3.2.1

(i) (a, b)p = 1 si et seulement si b est norme dans l’extension locale Fp(
mp
√
a)/Fp ;

(ii) (a, b)p = (b, a)−1
p ;

(iii) (a,−a)p = 1 ;

(iv) Si (a, b)p = 1 pour tout a ∈ F ∗p , alors b ∈ F ∗mp
p ;

(v) Si K/F est une extension finie et P une place finie de K contenant p,
alors, pour a ∈ F ∗p et b ∈ K∗P ,

(a, b)P = (a,NK/F (b))p.

Théorème 3.2.2 Les symboles de Hilbert vérifient la formule du produit :∏
p

(a, b)
mp/m
p = 1.

Preuve. Deux éléments a et b de F ∗ étant donnés, l’extension abélienne
F ( m

√
a)/F est non-ramifiée en dehors d’un nombre fini de places. Comme b

est norme locale en toute place non-ramifiée qui ne le divise pas, les symboles

(a, b)
mp/m
p sont presque tous égaux à 1, et la formule du produit a bien un

sens. Plus précisément, nous obtenons :∏
p

(a, b)
mp/m
p = m

√
a

P
p(wp(b)−1) = m

√
a(

Q
p wp(b)−1) = m

√
a(w(b)−1) = 1,

puisque l’application d’Artin globale w (définie sur le groupe des idèles de
F ) est triviale sur l’image diagonale de F ∗. �
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3.3 K2 et Zp-extensions

Rappelons les notations :
p un nombre premier impair ;
v une place finie de F ;
Fv le complété de F en v ;
Γ := Gal(F∞/F ) ;
γo un générateur topologique pour Γ ;
Λ = Zp[[T ]] l’algébra d’Iwasawa ;
Ko la pro-p-extension abélienne maximale de F ;
K∞ la pro-p-extension abélienne maximale de F∞ ;
M∞ la pro-p-extension abélienne maximale S-ramifiée de F∞ ;
X∞ := Gal(M∞/F∞) le Module d’Iwasawa standard (S-ramifiée) ;
N∞ le sous-corps de M∞ fixé par TorΛ(X∞).

Nous avons [Wa 97] :

Gal(F̃ /F ) ∼= Zd
p , 1 + r2 ≤ d ≤ [F : Q],

La conjecteure de Leopoldt équivaut au fait que le nombre de Zp-extensions
indépendantes de F est égal à 1 + r2. Ce qui est le cas lorsque F est une
extension abélienne de Q (voir A. Brumer [Bru 67]).

Par définition AF est le radical de Kummer du composé des premiers étages
des Zp-extensions de F , c’est-à-dire :

AF := {a ∈ F ∗ | F ( p
√
a) ⊂ F̃}.

Il est clair que AF est un sous-groupe de F ∗ contenant (F ∗)p et que si a ∈ AF
mais 6∈ (F ∗)p, alors F ( p

√
a) est le premier étage d’une Zp-extension de F .

Ainsi, on a
AF/(F

∗)p ∼= (Z/pZ)d.

Notons K le groupe discret F ∗∞⊗Z (Qp/Zp), sur lequel Γ = Gal(F∞/F ) opère
à travers le premier facteur et K∞ la pro-p-extension abélienne maximale de
F∞. Par la théorie de Kummer, nous avons un accouplement parfait (voir [Iw
73, section 7]).

Gal(K∞/F∞)×K −→ µp∞

(σ, a⊗ (p−nmod Zp)) 7−→ σ( pn√
a)/ pn√

a,
(3.1)
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où n est un entier positif et pn√
a est une racine pn-ième de a dans K∞ (c’est-

à-dire F∞( pn√
a) ⊂ K∞).

Si N∞ est un corps tel que F∞ ⊆ N∞ ⊆ K∞, alors le sous-groupe de K
correspondant à N∞ est

Gal(K∞/N∞)⊥ = {α ∈ K | α = a⊗ (p−n mod Zp), F∞( pn√
a) ⊆ N∞},

= {α ∈ K | (σ, α) = 1 pour tout σ ∈ Gal(K∞/N∞)},

= {α = a⊗ (p−n mod Zp) ∈ K | σ( pn√
a) = pn√

a}.

Si γ ∈ Γ, alors γ agit naturellement sur K et µp∞ :

γ((σ, α)) = (γ(σ), γ(α)),

pour tout σ ∈ Gal(K∞/F∞), α ∈ K.

γ ∈ Γ agit aussi sur le groupe abélien Gal(K∞/F∞). Soit γ̃ ∈ Gal(K∞/F )
un relèvement de γ, alors pour tout n

(σγ, (a⊗ (p−1 mod Zp))
γ) = (γ̃σγ̃−1)( pn√

a
γ
)/ pn√

a
γ

= (γ̃σγ̃−1γ̃)( pn√
a)/γ̃( pn√

a)

= γ̃(σ( pn√
a)/ pn√

a)

= (σ, a)γ.

Donc ( , ) est un accouplement de Γ-modules.

Soit Ko la pro-p-extension abélienne maximale de F et soit γo un générateur
topologique pour Γ, alors :

Gal(K/Ko) = (γo − 1)Gal(K/F∞).

Soit γo(ζ) = ζκo pour tout ζ ∈ µp∞ , où κo est l’unité p-adique donnant
l’action de γ sur µp∞ . Alors le sous-groupe de K correspondant à Ko est

Gal(K/Ko)
⊥ = {α ∈ K | γ0(α) = ακo}. (3.2)

Maintenant F∞ ⊆ F̃ ⊆ K0 et Gal(F̃ /F∞) ∼= Zd−1
p . Puisque Qp/Zp est le dual

de Pontryagin de Zp, alors F̃ correspond au sous-groupe de

{α ∈ K | γ0(α) = ακo}
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qui est isomorphe à (Qp/Zp)
d−1. Donc, il est clair qu’un sous-groupe de (3.2)

qui est isomorphe à Qp/Zp, doit correspondre à un sous-groupe de F̃ . On
a donc le sous-groupe de K correspondant à F̃ est le sous-groupe divisible
maximal de (3.2). On a

AF = {a ∈ F ∗ | p
√
a ∈ F̃}

= {a ∈ F ∗ | g( p
√
a) = p

√
a pour tout g ∈ Gal(K/F̃ )}

= {a ∈ F ∗ | (g, a⊗ p−1 mod Zp) = 1 pour tout g ∈ Gal(K/F̃ )}

= {a ∈ F ∗ | a⊗p−1 mod Zp ∈ sous− groupe correspondant à F̃}.

Ainsi

AF = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−1 mod Zp) ∈ Div{α ∈ K | γ0(α) = ακo}},

où Div est le sous-groupe divisible maximal.

SoitM∞ la pro-p-extension abélienne maximale de F∞ non ramifiée en dehors
de S. Alors X∞ = Gal(M∞/F∞) est un module sur l’algèbre Λ = Zp[[T ]], où
T = γo − 1.

Soit N∞ le sous-corps de M∞ fixé par TorΛ(X∞), donc X := Gal(N∞/F∞) =
FrΛX∞(voir [Gr 76]) et aussi X est un sous-module d’indice fini de Λr2 et le
module quotient HF := Λr2/X est isomorphe (en tant que groupe abélien)
au noyau de l’homomorphisme naturel K2Fn −→ K2F∞, pour n assez grand
[Co 72].

Puisque F∞ contient toutes les racines p-primaires de l’unité, le groupe de
Galois Γ opère sur µp∞ . Si γ ∈ Γ, par définition du caractère cyclotomique,
κ(γ) est donné par l’équation :

γ(ζ) = ζκ(γ),

pour tout ζ ∈ µp∞ . Donc nous avons un homomorphisme κ : Γ −→ Z∗p .
Si U est un Γ-module et aussi un Zp-module, alors pour tout i ≥ 1 nous
considèrons un nouveau Γ-module U(i) avec une nouvelle action de Γ :

γ.u = κ(γ)iγ(u),

pour tout γ ∈ Γ, u ∈ U(i), où γ(u) est l’action de Γ sur U . C’est le module
tordu à la Tate introduit au 1.5. On a alors le corollaire suivant :
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Corollaire 3.3.1 AF = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−1 mod Zp) ∈ Div(K(−1)Γ)}.

Preuve. Par définition, on a K(−1)Γ = {α ∈ K(−1) | γo.α = α , ∀α ∈ Γ},
alors

K(−1)Γ = {α ∈ K(−1) | κ(γo)−1.γo(α) = α , ∀α ∈ Γ}

= {α ∈ K | γo(α) = ακo , ∀α ∈ Γ}.

�

Maintenant, le corps F∞ contient µp∞ , on peut tordre (3.1) pour obtenir un
accouplement parfait :

Gal(K∞/F∞)(i)×K(1− i) −→ Qp/Zp

avec la propriété
(γ.σ, α) = (σ, γ−1.α),

pour tout i ∈ Z, σ ∈ Gal(K∞/F∞)(i) et γ ∈ Γ.

Notons N le sous-groupe de K correspondant au N∞. Nous pouvons voir
du paragraphe précédent que pour chaque nombre entier i nous avons un
accouplement parfait

X(i)×N (1− i) −→ Qp/Zp

X(i)Γ ×N (1− i)Γ −→ Qp/Zp

où N (1 − i)Γ est le dual de Pontryagin de X(i)Γ = X(i)/TX(i). Puisque
X(i) est isomorphe à un sous-module d’indice fini de Λr2 , alors X(i)Γ est
isomorphe à Zr2

p ×(groupe fini). Donc, pour tout i 6= 0, le sous-groupe divisible

maximale de N (i)Γ est isomorphe à (Qp/Zp)
r2 . Pour tout i, on conjecture

que le sous-groupe divisible maximale de K(i)Γ est isomorphisme à (Qp/Zp)
r2 ,

c’est-à-dire
DivN (i)Γ ∼= DivK(i)Γ.
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3.4 Relations entre les K-groupes et la Co-

homologie galoisienne

Les premières relations entre les K-groupes et la cohomologie galoisienne
ont été données par Tate [Ta 76]. Il a montré l’existence d’un isomorphisme,
pour un corps global F , entre K2F et le quotient du groupe de cohomologie
galoisienne H1(F, (Q/Z)(2)) par son sous-groupe divisible maximal.

Nous rappelons les notations suivantes :
p un nombre premier impair ;
FS une clôture algébrique séparable de F ;
µpn le groupe de racine pn-ième de l’unité dans FS ;
Zp(1) = lim

←
µpn ;

E = F (µpn) ;
G = Gal(E/F ).

Puisque les flèches µpi+1−→µpi sont surjectives, la limite projective de cette
suite exacte de systèmes inverses donne une suite exacte

0−→Zp(1)−→ lim
←
F ∗s−→F ∗s−→0.

Puisque F ∗S est discret, on a un homomorphisme

dF : F ∗ = H0(F, F ∗S) −→ H1(F,Zp(1)).

Théorème 3.4.1 Nous avons un unique homomorphisme

h : K2F −→ H2(F,Zp(2))

{a, b} 7−→ h({a, b}) = dFa ∪ dF b,
pour tous les éléments a, b ∈ F ∗.

Soit n = 1, c’est-à-dire E = F (µp), Nous avons le diagramme suivant :

(µp ⊗ E∗)G
γ→ K2F

p→ K2F → K2F/pK2F → 0
id ↓ h ↓ h ↓ h1 ↓

H1(F,Z/pZ(2))
δ→ H2(F,Zp(2))

p→ H2(F,Zp(2)) → H2(F,Z/pZ(2))

49



La ligne inférieure est obtenue en prenant la suite exacte longue de cohomo-
logie à partir de la suite courte exacte

0 → Zp(2)
p→ Zp(2) → Z/pZ(2) → 0.

Nous définissons l’homomorphisme γ et l’isomorphisme id dans le cas E = F ,
c’est-à-dire, le groupe des racines pn-ièmes de l’unité sont dans F . Dans ce
cas, γ est l’homomorphisme défini par

γ(ζp ⊗ a) = {ζp, a}

où ζp est une racine primitive p-ième de 1 et a ∈ F ∗, et aussi id est défini par

id(ζp ⊗ a) = ζp ∪ d1a,

où d1 : F ∗ −→ H1(F, µp) est l’homomorphisme de liaison obtenu à partir de
la suite exacte

0 −→ µpn −→ F ∗S
pn

−→ F ∗S −→ 0,

en passant à la cohomologie.

Supposons que G est cyclique d’ordre pn et que F contient le groupe µpn des
racines pn-ièmes de l’unité. Alors, on a la suite exacte

0 −→ H0(F, µpn) −→ H0(F, F ∗S)
pn

−→ H0(F, F ∗S)
d1−→ H1(F, µpn) −→ H1(F, F ∗S).

Par le Théorème 90 de Hilbert H1(F, F ∗S) = 0, on a donc

H1(F, µpn) ∼= F ∗/F ∗p
n ∼= F ∗ ⊗ Z/pnZ

Pour chaque entier i ≥ 2, la suite exacte

0 → Zp(i)
pn

→ Zp(i) → Z/pnZ(i) → 0,

induit par cohomologie une injection :

K ét
2i−1F/p

n ∼= H1(F,Zp(i))/p
n ↪→ H1(F,Z/pnZ(i)) = H1(F, µpn)(i− 1).

Il existe donc un sous-module D
(i,n)
F de F ∗ contenant F ∗p

n

, tel que

K ét
2i−1F/p

n ∼= (D
(i,n)
F /F ∗p

n

)(i− 1).
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Pour le cas classique i = 2 et n = 1, la suite exacte

0 → Zp(2)
p→ Zp(2) → Z/pZ(2) → 0,

donne par cohomologie

0 → D
(2,1)
F /F ∗p(1) = H1(F,Zp(2))/p→ H1(F,Z/pZ(2)) →p H

2(F,Zp(2)) → 0,

et donc un diagramme commutatif (Théorème 3.4.1)

0 → D
(2,1)
F /F ∗p(1) → H1(F,Z/pZ(2)) → pH

2(F,Zp(2))
↓ o ↓ o

F ∗/F ∗p ⊗ µp → pK2(F )
a⊗ ζp 7−→ {a, ζp}.

donc :
D

(2,1)
F = {a ∈ F ∗ ; {a, ζp} = 0},

est le noyau de Tate classique tel qu’il a été difini dans [Ta 76].

Théorème 3.4.2 ([Ta 76] Théorème (6.3)) Soit ε = 1 si [F (µp) : F ] ≤ 2,
et soit ε = 0 sinon. Alors ker(γ) est un groupe abélien élémentaire d’ordre
pr2+ε. En particulier, si le corps de nombres F contient µp, alors

[D
(2,1)
F : F ∗p] = pr2+1.
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Chapitre 4

Bornes Pour La Capitulation
des groupes de K-théorie étale

Dans ce chapitre, nous obtenons les résultats nouveaux de la thèse en généralisant
les minorations obtenues dans [As-Mo 04] aux cas des extensions cycliques
de degré une puissance quelconque de p dès lors qu’il y a ”suffisamment” de
racines p-primaires de l’unité contenues dans le corps de base F .

4.1 Noyaux de Tate et Zp-extensions

Soit µp∞ := ∪n≥1µpn le groupe de toutes les racines p-primaires de l’unité et
F∞ := F (µp∞) la Zp-extension cyclotomique de F . Sopposons Fn = F (µpn)
et Γ = Gal(F∞/F ).

Soit K := F ∗∞⊗Qp/Zp et K∞ la pro-p-extension abélienne maximale de F∞.
Par la théorie de Kummer, nous avons un accouplement parfait (voir [Iw 73,
section 7]).

Gal(K∞/F∞)×K −→ µp∞

(σ, a⊗ (p−nmod Zp)) 7−→ σ( pn√
a)/ pn√

a,
(4.1)

où pn√
a est la racine pn-ième de a dans K∞.
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Puisque F∞ contient toutes les racines p-primaires de l’unité, le groupe de
Galois Γ opère sur µp∞ .

Soit F̃ le composé des Zp-extensions de F et µpn ⊂ F . Soit A
(n)
F le radical de

Kummer du composé des n-ièmes étages des Zp-extensions de F , i.e. :

A
(n)
F := {a ∈ F ∗ | F ( pn√

a) ⊂ F̃}.

Nous avons F ∗p
n ⊆ A

(n)
F ⊆ F ∗ et le lemme suivant donne une description de

A
(n)
F :

Soit γo(ζ) = ζκo pour tout ζ ∈ µp∞ , où κo est l’unité p-adique donnant
l’action γ0 sur µp∞

Lemme 4.1.1 Soit K le groupe discret F ∗∞ ⊗Qp/Zp . Alors

A
(n)
F = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−n mod Zp) ∈ pnDiv(K(−1)Γ)}.

Preuve. On se fixe dorénavant un générateur topologique γ0 de Γ. Alors par
le section 3.3, le sous-groupe de K correspondant à F̃ , c’est-à-dire

{α = a⊗ (p−n mod Zp) ∈ K | F∞( pn√
a) ⊆ F̃},

est le sous-groupe divisible maximal de {α ∈ K | γ0(α) = ακo}.

ou de façon équivalente :

{α ∈ K | (g, α) = 1 pour tout g ∈ Gal(K∞/F̃ )}.

Soit a ∈ A
(n)
F , alors pn√

a ∈ F̃ . Pour tout g ∈ Gal(K∞/F̃ ), nous avons
g( pn√

a) = pn√
a, soit (g, a ⊗ (p−n mod Zp)) = 1 pour tout g ∈ Gal(K∞/F̃ ),

i.e.

A
(n)
F = {a ∈ F ∗ | (g, a⊗ (p−n mod Zp)) = 1 pour tout g ∈ Gal(K∞/F̃ )}.

Soit

A
(n)
F = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−n mod Zp) ∈ K , F ( pn√

a) ⊆ F∞( pn√
a) ⊆ F̃}.

54



Finalement, nous avons

A
(n)
F = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−n mod Zp) ∈ Div {α ∈ K | γ0(α) = ακo}}.

�

Supposons que G est cyclique d’ordre pn et F contient le groupe µpn des
racines pn-ièmes de l’unité. Alors, on sait que [As-Mo 04]

coker(fi) ∼= (K ét
2i−1F/p

n)/NE/F (K ét
2i−1E/p

n) et |coker(fi)| = | ker(fi)|.

Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres, contenant µpn , de
degré pn. Alors,

K ét
2i−1F/p

n ↪→ F ∗/F ∗p
n

(i− 1),

où la notation M(i) pour un GF -module M est le i-ième tordu à la Tate.

En effet, la suite exacte

0 −→ µpn −→ F ∗
pn

−→ F ∗ −→ H1(F, µpn) −→ 0

donne
H1(F, µpn) ∼= F ∗/F ∗p

n ∼= F ∗ ⊗ Z/pnZ.

Pour chaque entier i ≥ 2, la suite exacte

0 → Zp(i)
pn

→ Zp(i) → Z/pnZ(i) → 0,

donne :

K ét
2i−1F/p

n ∼= H1(F,Zp(i))/p
n ↪→ H1(F,Z/pnZ(i)) = H1(F, µpn)(i− 1).

Ce qui conduit à la définition suivante :

Définition 4.1.2 Il existe un sous-module D
(i,n)
F de F ∗ contenant F ∗p

n

, tel
que

K ét
2i−1F/p

n ∼= (D
(i,n)
F /F ∗p

n

)(i− 1).
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Pour chaque entier i ≥ 2, on a [As-Mo 04]

K(i− 1)Γ/Div ∼= H1(F,Qp/Zp(i))/Div

∼= TorZp(H
2(F,Zp(i))).

Donc, on a le diagramme commutatif

0 → K ét
2i−1F/p

n → H1(F,Z/pnZ(i)) → H2(F,Zp(i))
o ↓ o ↓

F ∗ ⊗ Z/pnZ(i− 1)) → (F ∗∞ ⊗Qp/Zp(i− 1))Γ/Div,

dans lequel la suite du haut est exacte. Par définition de D
(i,n)
F , le groupe quo-

tient D
(i,n)
F /F ∗p

n

est le noyau de l’homomorphisme du bas. Par conséquent,
pour i ≥ 2,

D
(i,n)
F = {a ∈ F ∗ | a⊗ (p−n mod Zp) ∈ pnDiv(K(i− 1)Γ)}.

SoitM∞ la pro-p-extension abélienne maximale de F∞ non ramifiée en dehors
de S, et soit M le sous-groupe de K correspondant au corps M∞ par l’accou-
plement d’Iwasawa ci-dessus. Nous avons un accouplement non dégénéré :

X∞ ×M −→ µp∞ , (4.2)

où X∞ = Gal(M∞/F∞).

Soit N∞ le sous-corps de M∞ fixé par TorΛ(X∞) et soit N le sous-groupe
de M correspondant au corps N∞. Notons X := FrΛX∞ = Gal(N∞/F∞).
Pour tout nombre entier i, nous avous donc un accouplement parfait :

X(−i)×N (i− 1) −→ Qp/Zp,

X(−i)Γ ×N (i− 1)Γ −→ Qp/Zp,

Où N (i− 1)Γ est le dual de Pontryagin de X(−i)Γ = X(−i)/TX(−i). Nous
avous donc un accouplement parfait :

FrZp(X(−i)Γ)/pn × pnDiv(N (i− 1)Γ) −→ Qp/Zp.

Il est bien connu que X est un sous-module d’indice fini de Λr2 . Le module
quotient HF := Λr2/X est isomorphe (en tant que groupe abélien) au noyau
de l’homomorphisme naturel K2Fn −→ K2F∞, pour n assez grand [Co 72].
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Lemme 4.1.3 On a

FrZp(X(i)Γ)/pn ∼= X(i)/(X(i) ∩ T (Λr2(i)) + pnX(i))

pour tout i ∈ Z.

Preuve. Puisque Λr2(i)/T (Λr2(i)) ∼= (Λ/TΛ)r2 ∼= Zr2
p . Alors, Λr2(i)Γ est Zp-

libre. La suite exacte :

0 −→ X −→ Λr2 −→ HF −→ 0

donne alors la suite exacte :

0 −→ ker(HF (i)
T−→ HF (i))

f−→ X(i)Γ

g−→ Λr2(i)Γ = Λr2(i)/T (Λr2(i)).

On a donc
Ker(g) = Im(f) = X(i) ∩ T (Λr2(i))/TX(i).

Puisque Λr2(i)Γ est un Zp-module libre, TorZp(X(i)Γ) est le noyau de l’ho-

momorphisme naturel X(i)Γ

g−→ Λr2(i)Γ.

Ainsi

FrZp(X(i)Γ) :=
X(i)Γ

TorZp(X(i)Γ)
∼= X(i)/(X(i) ∩ T (Λr2(i))).

Donc
FrZp(X(i)Γ)/pn ∼= X(i)/(X(i) ∩ T (Λr2(i)) + pnX(i)).

�

On suppose désormais que µp ⊂ F . Soit r ∈ Z et r ≥ 0. Le lemme suivant
montre que ces modules sont indépendants du twist lorsque j ≡ i (mod pr)
pour des entiers r convenables :

Lemme 4.1.4 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de
degré pn et pe l’exposant du groupe fini HF . Soit j ≡ i (mod pr) pour un
entier r ≤ n+ e. Si µpn+e−r ⊂ F , alors

X(i) ∩ T (Λr2(i)) + pnX(i) ∼= (X(j) ∩ T (Λr2(j)) + pnX(j))(i− j).
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Preuve. Soit Yi := X(i) ∩ T (Λr2(i)) + pnX(i). On doit montrer que

Yi = Yj lorsque j ≡ i (mod pr).

Puisque
X(j)/Yj ∼= FrZp(X(j)Γ)/pn ∼= (Z/pnZ)r2 .

Alors X(j)/Yj est d’exposant pn. Donc l’exposant de Λr2(j)/Yj est inférieur
ou égal à pe+n :

pe+nΛr2(j) ⊂ Yj.

Un élément y ∈ Yi s’écrit y = T (i)λ + pnx, avec λ ∈ Λr2 et x ∈ X. Ici
T (i) est l’action de T sur Λr2(i), avec λ ∈ Λr2 , T (i)λ ∈ X et x ∈ X. On se
fixe dorénavant un générateur topologique γ0 de Γ. Par hypothèse, κ(γo) ≡
1 (mod pn+e−r), comme de plus pr divise i− j, alors

κ(γo)
i−j ≡ 1 (mod pn+e).

Ainsi

γ0
(i)λ = κ(γ0)

i−jγ0
(j)λ = γ0

(j)λ+ (κ(γ0)
i−j − 1)γ0

(j)λ = γ0
(j)λ+ y1

où γ0
(i)λ est l’action de T sur Λr2(i). Alors T (i)λ = T (j)λ+ y1 et y = T (j)λ+

pnx + y1, où y1 ∈ pn+eΛr2(j) ⊂ Yj. Puisque les éléments y, y1 et pnx sont
dans X, d’élément T (j)λ de T (Λr2(j)) est ainsi dans X. Donc y ∈ Yj. �

D’après les lemmes 4.1.3 et 4.1.4, on obtient :

Proposition 4.1.5 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et pe l’exposant du groupe fini HF . Soit j ≡ i (mod pr) pour un
entier r ≤ n+ e si µpn+e−r ⊂ F , alors

FrZp(X(i)Γ)/pn ∼= (FrZp(X(j)Γ)/pn)(i− j).

On conjecture que DivK(i − 1)Γ = DivN (i − 1)Γ, pour tout entier i 6= 1
(Greenberg, Schneider,...). Pour tout nombre entier i ≥ 2, Soulé a montré
dans [So 79] que DivK(i − 1)Γ = DivN (i − 1)Γ. L’egalité DivK(−1)Γ =
DivN (−1)Γ est équivalente à la conjecture de Leopoldt pour F au nombre
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premier p. Dans la suite, on suppose que ces conjectures sont vérifiées, ce qui
est le cas pour i ≥ 2.

Donc A
(n)
F = D

(0,n)
F et D

(i,1)
F = D

(i)
F , comme dans [As-Mo 04]. Nous allons

comparer les noyaux de Tate D
(i,n)
F pour i 6= 1, au radical de Kummer :

A
(n)
F := {a ∈ F ∗ | F ( pn√

a) ⊂ F̃},

où F̃ est le composé des Zp-extensions de F .

Puisque pnDiv(N (i− 1)Γ) est le dual de FrZp(X(−i)Γ)/pn. On en déduit les
Corollaires suivants :

Corollaire 4.1.6 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et pe l’exposant du groupe fini HF . Soient i, j ≥ 2, j ≡ i (mod pr)
pour un entier r ≤ n+ e. Si µpn+e−r ⊂ F , alors

D
(i,n)
F = D

(j,n)
F (i− j).

Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré pn et
F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier p. Soit pe l’exposant
de HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n+ e un entier tel que pr divise i. Prenons
j = 0. Si µpn+e−r ⊂ F . Par le Proposition 4.1.5 on a

Hom(FrZp(X(−i)Γ)/pn,Qp/Zp) = Hom((FrZp(X(0)Γ)/pn)(−i),Qp/Zp)
o ↓ o ↓

pnDiv(N (i− 1)Γ) pnDiv(N (−1)Γ)(i)
‖i ≥ 2 ‖Leopoldt

pnDiv(K(i− 1)Γ) pnDiv(K(−1)Γ)(i)

Nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.7 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier p. Soit
pe l’exposant de HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n + e un entier tel que pr

divise i. Si µpn+e−r ⊂ F , alors

D
(i,n)
F = A

(n)
F (i).
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Puisque µp ⊂ F , pour m assez grand, les m-ièmes étages Fm de la Zp-
extension cyclotomique de F satisfait au corollaire suivant :

Corollaire 4.1.8 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de
degré pn et telle que la conjecture de Leopoldt soit satisfaite pour tous les
étages Fm au nombre premier p. Soit pe l’exposant de HF . Prenons i ≥ 2 et
soit r ≤ n+ e un entier tel que pr divise i. Si µpn+e−r ⊂ F , alors

D
(i,n)
Fm

= A
(n)
Fm

(i),

pour m assez grand.

Corollaire 4.1.9 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier p. Sup-
posons pe l’exposant de HF et i = pem, p 6 | m et µpn ⊂ F . Alors, pour tout
entier i ≥ 2,

D
(i,n)
F = A

(n)
F (i).

Ce dernier Corollaire généralise le Corollaire 2.4 de [As-Mo 04], où n = 1 et
r = 0. Nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.10 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier p et
que HF = 0. Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n un entier tel que pr divise i. Si
µpn−r ⊂ F , alors

D
(i,n)
F = A

(n)
F (i).
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4.2 Bornes pour le noyau de capitulation

Rappelons les notations des sections précédentes : p un nombre premier im-
pair, F un corps de nombres et E/F une extension cyclique de corps de
nombres de degré pn et contenant µpn , de groupe de Galois G et S est un
ensemble fini de places de F contenant les places divisant p et les places
archimédiennes de F . Soit oSF l’anneau des S-entiers de F . Soit F̃ le com-
posé des Zp-extensions de F et pour tout n ≥ 1, F̃n désigne le composé des
n-ièmes étages des Zp-extensions de F . Fixons un entier n ≥ 1.

Proposition 4.2.1 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et contenant µpn. Alors,

|coker(fi)| = | ker(fi)| ≥ [D
(i,n)
F : D

(i,n)
F ∩NE/F (E∗)].

Preuve. Puisque (voir [As-Mo 04])

coker(fi) ∼= (K ét
2i−1F/p

n)/NE/F (K ét
2i−1E/p

n), |coker(fi)| = | ker(fi)|

et K ét
2i−1F/p

n ∼= (D
(i,n)
F /F ∗p

n

)(i− 1), alors

coker(fi) ∼= (D
(i,n)
F /F ∗p

n

NE/F (D
(i,n)
E ))(i− 1).

D’où le résultat puisque F ∗pNE/F (D
(i,n)
E ) ⊂ D

(i,n)
F ∩NE/F (E∗). �

Rappelons la définition d’ensemble de places primitif [Mo-Ng 90], [Gr-Ja 89],
[Mo 88], [Mo 90] :

Définition 4.2.2 Un ensemble S de places de F contenant Sp est dit primitif
pour (F, p) s’il vérifie l’une des conditions équivalentes suivantes :

(i) les Frobenius σv(F̃ /F ) attachés aux places v ∈ S − Sp engendrent un
Zp-facteur direct de Gal(F̃ /F ) de dimension |S − Sp|.

(ii) le Z/pnZ-module < σv(F̃n/F ), v ∈ S − Sp > est un facteur direct de
Gal(F̃n/F ) de dimension |S − Sp|.
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La condition (ii) entrâıne que < σv(F̃n/F ), v ∈ S − Sp > est isomorphe (en
tant que groupe abélian) à (Z/pnZ)|S−Sp|. Notons que l’équivalence entre (i)
et (ii) est une conséquence du lemme de Nakayama pour les pro-p-groupes.

Remarque

(a) L’ensemble Sp est, par définition, primitif pour tout couple (F, p).

(b)La condition (i) est utilisée par Gras dans [Gra 83] et la condition (ii) est
utilisée par Movahhedi ([Mo 88], §3). Par G. Gras [Gra 86], une extension
E/F corps de nombres est primitivement ramifiée si l’ensemble des p-places
de F ainsi que celles qui se ramifient dans E forme un ensemble de places
primitif pour (F, p).

(c) Le théorème de densité de Čebotarev̌ garantit l’existence d’une infinité
d’ensembles primitifs ne rencontrant pas un ensemble fini donné de places et
que tout ensemble primitif non maximal peut être complété en un ensemble
primitif maximal d’une infinité de façons.

(d) Soit E/F une extension de corps de nombres de degré p et soit S l’en-
semble des places ramifiées dans l’extension E/F . Si S est primitif, alors on
a |S−Sp| ≤ 1+ r2 + δF où δF est le défaut de la conjecture de Leopoldt pour
F au nombre premier p.

On suppose à partir de maintenant que F contient le groupe µpn des racines
pn-ièmes de l’unité, n ≥ 1 fixé. Soit

A
(n)
F := {a ∈ F ∗/F ( pn√

a) ⊂ F̃}.

On a un accouplement parfait :

Gal(F̃n/F ) × A
(n)
F /F ∗

pn

−→ µpn

(σ, a) 7−→ σ( pn√
a)/ pn√

a.
(4.3)

Soit maintenant E/F une extension cyclique de corps de nombres contenant
µpn , de degré pn et soit S l’ensemble des p-places de F et des places ramifiées
dans l’extension E/F .

Soit {v1, v2, .., vt} un sous-ensemble de S − Sp = {v1, v2, .., vt, ..., vs} tel que
T := {v1, v2, .., vt} ∪ Sp est un ensemble primitif pour (F, p). Pour tout i,
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1 ≤ i ≤ s, notons σi = σvi
(F̃n/F ) le Frobenius attaché à la place vi ∈

S − Sp dans l’extension F̃n/F . Par définition de la primitivité, l’ensemble
{σ1, σ2, ..., σt} est Z/pnZ-libre et peut alors être complété en une Z/pnZ-
base {σ1, ..., σt, σt+1, ..., σ1+r2+δF } de Gal(F̃n/F ), où δF est le défaut de la
conjecture de Leopoldt pour F au nombre premier p.

Soit {a1, ..., at, at+1, ..., a1+r2+δF } la base duale de {σ1, ..., σt, σt+1, ..., σ1+r2+δF }
relativement à l’accouplement (4.3) :{
σi( pn√

ai) = ζpn
pn√
ai pour tout i = 1, 2, ..., 1 + r2 + δF

σi( pn√aj) = pn√aj si j 6= i.

où ζpn est une racine primitive pn-ième de l’unité fixée. En particulier, pour
tout i, la place vi reste inerte dans F ( pn√

ai)/F et ainsi vi est totalement
décomposée dans F ( pn√

a1, ..., pn√ai−1, pn√ai+1, ..., pn√a1+r2+δF ).

Soit v une place de {v1, v2, .., vt}. Soit w une place de E au-dessus de v. Soit
Fv et Ew les complétés de F et E pour v et w respectivement. Donc

A
(n)
F ↪→ F ∗ ↪→ F ∗v

induit l’injection suivante

A
(n)
F /A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w) ↪→ F ∗v /NEw/Fv(E

∗
w) ∼= Gal(Ew/Fv)

qui montre que A
(n)
F /A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w) est cyclique. Le lemme suivant donne

l’ordre de ce groupe cyclique et sera la clé de la preuve du théorème principal
ci-dessous :

Lemme 4.2.3 Soit E/F une extension cyclique de degré pn contenant µpn

et soit w une place de E au-dessus de v. Pour une non-p-place v := vi de
{v1, v2, .., vt}, on a

[A
(n)
F : A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w)] = pe,

où w est une place de E au-dessus de v et pe ≥ p est l’indice de ramification
de v dans E/F .

Preuve. Par construction, puisque pn√aj ∈ Fv, on a aj ∈ NEw/Fv(E
∗
w) pour

tout j ∈ {1, 2, ..., 1+r2}, j 6= i, donc pour tout vi = v,A
(n)
F /A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w)
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est engendré par la classe de a = aj. On doit donc montrer que :{
ap

e−1 6∈ NEw/Fv(E
∗
w)

ap
e ∈ NEw/Fv(E

∗
w).

Soit b ∈ F ∗ tel que E = F (
pn√
b). Pour montrer ap

α 6∈ NEw/Fv(E
∗
w) pour un

entier α entre 1 et e − 1, il suffit de montrer que (ap
α

, b)v 6= 1, où ( , )v
est le symbole de Hilbert dans Fv, à valeurs dans µpn . Soit v(.) la valuation
L-adique (L est l’idéal premier associé à la place v). Alors :

(ap
α

, b)v = (a, bp
α

)v = 1 ⇐⇒ bp
α ∈ NFv( pn√

a)/Fv
(Fv(

pn√
a))

⇐⇒ pn| v(bpα

) = pαv(b)

⇐⇒ pn−α| v(b).

Ce qui signifie que Fv(
pn−α√

b)/Fv est non-ramifiée.

Maintenant, par définition de e, Fv(
pn−e√

b) étant l’extension non-ramifiée

maximale de Fv contenue dans Ew = Fv(
pn√
b), on conclut que l’ordre de la

classe de a dans A
(n)
F /A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w) est exactement pe. �

Corollaire 4.2.4 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de
degré pn et contenant µpn. Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-
places contenues dans un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪
Sp, l’ensemble des places de F ramifiées dans E ou divisant p. Alors

[A
(n)
F : A

(n)
F ∩NE/F (E∗)] ≥ pe1+...+et ,

où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont les indices de ramification respectifs de v1, v2, ..., vt
dans E/F .

Preuve. Soit le diagramme suivant :

A
(n)
F /A

(n)
F

⋂
v∈T−Sp

NEw/Fv(E
∗
w)

ϕ //
OO

ψ

�
�
�
�
�

∏
v∈T−Sp

A
(n)
F /A

(n)
F ∩NEw/Fv(E

∗
w)

A
(n)
F /A

(n)
F ∩NE/F (E∗)

55kkkkkkkkkkkkk
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C’est clair que ϕ est injective. D’autre part, pour tout i = 1, ...t, par la
construction de la base duale ai, nous avons

ϕ(a1) = (a1, 0, ..., 0)
ϕ(a2) = (0, a2, 0, ..., 0)

...
ϕ(at) = (0, ..., 0, at).

Ainsi ϕ est un isomorphisme et donc ψ est surjectif. D’où le résultat. �

Combinant ce corollaire avec les résultats de la section précédente nous ob-
tenons la borne suivante pour le noyau ou le conoyau de l’homomorphisme

canonique fi : K ét
2i−2(o

S
F ) −→ (K ét

2i−2(o
S
E))G, i ≥ 2 :

Théorème 4.2.5 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn contenant µpn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre
premier p. Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places conte-
nues dans un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp. Soit pe

l’exposant du groupe fini HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n + e un entier tel
que pr divise i. Si µpn+e−r ⊂ F . Alors

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≥ pe1+...+et ,

où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont les indices de ramification respectifs de v1, v2, ..., vt
dans E/F .

Preuve. Par le Corollaire 4.2.4, [A
(n)
F : A

(n)
F ∩NE/F (E∗)] ≥ pe1+...+et . Puisque

par le Corollaire 4.1.7, nous avons D
(i,n)
F = A

(n)
F (i), alors

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≥ [D
(i,n)
F : D

(i,n)
F ∩NE/F (E∗)]

= [A
(n)
F (i) : A

(n)
F (i) ∩N(E/F )(E

∗)]

= [A
(n)
F : A

(n)
F ∩N(E/F )(E

∗)]

≥ pe1+...+et .

�

Dans le cas classique de i = 2, nous avons nécessairement r = 0 et pour le
noyau et le conoyau de f2 : K2(o

S
F ) −→ (K2(o

S
E))G on a :
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Corollaire 4.2.6 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de
degré pn et contenant µpn. Soit F vérifiant la conjecture de Leopoldt au
nombre premier p. Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places
contenues dans un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp.
Supposons pe l’exposant de HF et µpn+e ⊂ F . Alors, nous avons la minoration
suivante

| ker(f2)| = |coker(f2)| ≥ pe1+...+et ,

où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont les indices de ramification respectifs de v1, v2, ..., vt
dans E/F .

Quand le groupe HF est trivial, on a donc le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.7 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres de
degré pn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier p. Soit
{v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places contenues dans un en-
semble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp. Supposons HF = 0 et
µpn ⊂ F . Alors, pour i ≥ 2

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≥ pe1+...+et ,

où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont les indices de ramification respectifs de v1, v2, ..., vt
dans E/F .

En ce qui concerne la majoration de l’ordre du noyau ou du conoyau de fi,
nous avons :

Proposition 4.2.8 Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn et contenant µpn. Alors, pour i ≥ 2

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≤ pn(1+r2)

où r2 est le nombre de places complexes de F .

Preuve. Puisque, grâce aux résultats de Borel, les K-groupes étales K ét
2i−1F

sont de rang r2, on a

K ét
2i−1F

∼= Zr2
p ⊕ Tor(K ét

2i−1o
S
F ).
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Puisque Tor(K ét
2i−1F ) ∼= H0(F,Qp/Zp(i)) est cyclic d’ordre ≥ pn, il vient

Tor(K ét
2i−1F )/pn ∼= Z/pnZ

et donc
K ét

2i−1F/p
n ∼= (Z/pnZ)r2 ⊕ (Z/pnZ) ∼= (Z/pnZ)1+r2 .

Comme K ét
2i−1F/p

n se surjecte sur le conoyau de fi, on obtient bien :

| ker(fi)| = |coker(fi)| ≤ |K ét
2i−1F/p

n| = pn(1+r2).

�

Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres de degré pn

contenant µpn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre premier
p. Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places contenues dans
un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp. Par le Théorème
4.2.5 et le Proposition 4.2.8, nous avons les bornes suivantes pour | ker(fi)| =
|coker(fi)| :

Corollaire 4.2.9 Supposons E/F une extension cyclique de corps de nombres
de degré pn contenant µpn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt au nombre
premier p. Soit {v1, v2, ..., vt} un ensemble maximal de non-p-places conte-
nues dans un ensemble primitif contenu dans S = Ram(E/F ) ∪ Sp. Soit pe

l’exposant du groupe fini HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n + e un entier tel
que pr divise i. Si µpn+e−r ⊂ F . Alors

pe1+...+et ≤ | ker(fi)| = |coker(fi)| ≤ pn(1+r2),

où r2 est le nombre de places complexes de F et où pe1 , pe2 , ..., pet ≥ p sont
les indices de ramification respectifs de v1, v2, ..., vt dans E/F .

Soit S = Ram(E/F ) ∪ Sp. Un ensemble T ⊂ S de places de F contenant Sp
primitif pour (F, p) est maximal si T − Sp est de cardinal maximal, c’est-à-
dire, |T − Sp| = 1 + r2 + δF , où δF est le défaut de la conjecture de Leopoldt
pour F au nombre premier p. Si on dégage un ensemble primitif maximal
T ⊂ S et pour tout v ∈ T − Sp, p

ev = pn (c’est-à-dire, v est totalement
ramifiée dans E), alors on a :
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Proposition 4.2.10 Supposons E/F une extension cyclique de corps de
nombres de degré pn contenant µpn et F vérifiant la conjecture de Leopoldt
au nombre premier p. Soit T ⊂ S un ensemble primitif maximal tel que toute
place v ∈ T −Sp est totalement ramifiée dans E. Soit pe l’exposant du groupe
fini HF . Prenons i ≥ 2 et soit r ≤ n + e un entier tel que pr divise i. Si
µpn+e−r ⊂ F , alors

| ker(fi)| = |coker(fi)| = pn(1+r2),

où r2 est le nombre de places complexes de F .

Pour finir, nous établissons pour chaque nombre entier non négatif t ≤ 1+r2,
l’existence d’une infinité d’extensions cycliques E de F de degré pn, où pour
chaque puissance pm ≤ pn(1+r2) de p, nous avons | ker(fi)| = |coker(fi)| = pm.

Soit E/F une extension cyclique de degré pn et soit G = Gal(E/F ). Suppo-
sons F∞ la Zp-extension cyclotomique de F , Eo = E ∩ F∞ tel que eo = [E :
Eo] et f o = [Eo : F ]. Le morphisme suivant

H0(E,Qp/Zp(1− i))−→H0(F,Qp/Zp(1− i))

a été étudié par Griffiths :

Lemme 4.2.11 ([Gri 05, Lemme 4.2.1]) Soit H0(F,Qp/Zp(1− i)) 6= 0 et
i 6= 1. Alors

(i) le morphisme

H0(F,Qp/Zp(1− i))−→H0(E,Qp/Zp(1− i))

est injectif avec le conoyau cyclique de l’ordre f o = [Eo : F ].

(ii) le morphisme canonique

H0(E,Qp/Zp(1− i))G−→H0(F,Qp/Zp(1− i))

induit par la norme a le noyau et le conoyau d’ordre |H0(F,Z/eoZ(1− i))|.
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Commençons par la suite exacte canonique suivante

0 → K ét
2i−2(oF ) → K ét

2i−2(o
S
F ) → ⊕v∈S−SpH

2(Fv,Zp(i))) → 0.

Nous allons maintenant étudier plus en détail le cas particulier où le corps

de base F est p-régulier, c’est-à-dire K ét
2 (oF ) = 0. Puisqu’on suppose que

F contient µpn , donc K ét
2i−2(oF ) = 0 pour tout entier i ≥ 2. Par exemple,

si p est un premier régulier, les corps cyclotomiques Q(µpn) sont p-réguliers.
En outre, nous supposons que l’ensemble S est primitif pour (F, p) de sorte
que le corps de nombres E est également p-régulier et soit w une place de E
au-dessus de v de F . De cette façon, nous obtenons le diagramme commutatif
suivant

K ét
2i−2(o

S
E)G

∼−→ (⊕v∈S−Sp , (⊕w|vH
2(Ew,Zp(i))))

G

fi ↑ ⊕v∈S−Spfv ↑
K ét

2i−2(o
S
F )

∼−→ ⊕v∈S−SpH
2(Fv,Zp(i))

et tout ce que nous devons faire maintenant est d’estimer l’ordre du noyau
du morphisme vertical de droite. Pour chacun place v, par la dualité locale,
le noyau de fv a le même ordre que le conoyau du morphisme canonique

(⊕w|vH
0(Ew,Qp/Zp(1− i)))G−→H0(Fv,Qp/Zp(1− i))

induit par la norme (puisque, H2(Fw,Zp(i)) = Dual H0(Fw,Qp/Zp(1− i))).
Soit E ′w le corps d’inertie dans l’extension Ew/Fv. Alors E ′w est obtenu en
adjoignant les racines p-primaires de l’unité à Fv (c’est en fait un étage de la
Zp-extension cyclotomique de Fv. Précisement, E ′w = Fv,∞ ∩ Ew).

Ainsi le morphisme :

(⊕w|vH
0(E ′w,Qp/Zp(1− i)))−→H0(Fv,Qp/Zp(1− i))

est en fait surjectif dans l’extension totalement ramifiée Ew/E
′
w, alors que le

conoyau du morphisme suivante

(⊕w|vH
0(Ew,Qp/Zp(1− i)))−→H0(E ′w,Qp/Zp(1− i))

est d’ordre pev = [Ew : E ′w], l’indice de ramification de v dans E/F [Lemme
4.2.11] (puisque Fv contient µpev , on a donc une action triviale
H0(Fv,Zp/p

evZp(1− i)) = H0(Fv, µpev )(2− i)).
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Nous avons donc montré la

Proposition 4.2.12 Soit F un corps de nombres p-régulier contenant µpn

et soit E/F une extension cyclique primitivement ramifiée de degré pn. Alors

| ker(fi)| = |coker(fi)| = p
P

v∈S−Sp
ev ,

où S est l’ensemble des p-places de F et des places ramifiées dans l’extension
E/F .

Pour chaque corps de nombres p-régulier F avec r2 places complexes et pour
chaque nombre entier non négatif t ≤ 1 + r2, nous pouvons trouver, par le
théorème de la densité de Čebotarev̌, une infinité d’extensions cycliques E de
F de degré pn, telle que l’ensemble S des p-places de F et les places ramifiées
dans l’extension E/F est primitif pour (F, p) et pour chaque v ∈ S − Sp
l’indice de ramification pev dans E/F est donné à l’avance. Ainsi, selon la
proposition précédente, pour chaque puissance de p (donnée à l’avance) pm ≤
pn(1+r2), nous avons donc | ker(fi)| = |coker(fi)| = pm.
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[Sc 79] P. Schneider, Über gewisse Galoiskohomologiegruppen, Math. Z.
168 (1979), 181-205

[Se 64] J.-P. Serre, Cohomologie galoisienne, Lecture Notes in Math., 5,
Springer (1964).

[Se 97] J.-P. Serre, Cohomologie galoisienne, Lecture Notes in Math., 5,
Springer-Verlag, Berlin, 5e édition (1997).
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BORNES POUR LA CAPITULATION DES K-THÉORIE ÉTALE

Résumé : Cette thèse porte sur l’arithmétique.
Soit p un nombre premier impair et F un corps de nombres contenant le
groupe des racines p-ièmes de l’unité. Pour tout ensemble S de places de F
contenant les places divisant p et les places archimédiennes de F , soit oS

F l’an-
neau des S-entiers de F . Si E est une extension galoisienne de F , non-ramifiée
en dehors de S, de groupe de Galois G, nous avons un morphisme canonique

d’extension fi : K ét
2i−2(o

S
F ) −→ (K ét

2i−2(o
S
E))G. On connait une bonne majo-

ration de l’ordre du noyau et du conoyau de ce morphisme d’extension. Le
travail du doctorant a consisté à trouver des minorations pour le noyau ou
conoyau de ce morphisme lorsque E/F est une extension cyclique de corps
de nombres de degré une puissance de p. Ce travail généralise les travaux
précédents dans le domaine.

Mots-clés : théorie d’Iwasawa des Z-p-extensions, K-théorie étale,
capitulation, noyaux de Tate.

—————————————————————————————————

BOUNDS FOR ETALE CAPITULATION KERNELS IN K-THÉORY

Abstract : This thesis concerns arithmetic.
Let p be an odd prime number and let F be an algebraic number field contai-
ning the group of the p-th roots of unity. For a finite set S of primes of
F containing the primes above p and the infinite primes of F , let oS

F de-
note the ring of S-integers of F . If E is a Galois p-extensions of F with
Galois group G which is unramified outside S, we have the natural map

fi : K ét
2i−2(o

S
F ) −→ (K ét

2i−2(o
S
E))G. We know an upper bound for the kernel

and of the cokernel of this map. The work of this PhD. thesis consisted in
finding lower bounds for the kernel or the cokernel of this map when E/F is
a cyclic extensions of an algebraic number fields of degree a power of p. This
work generalizes preceding work in the field.

Keywords : theory of Iwasawa the Z-p-extensions, etale K-theory,
capitulation, kernel of Tate.

—————————————————————————————————
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