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Première partie

Introduction générale
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Les simulations numériques sont apparues dans les années 70grâce aux premiers dévelop-
pements de l’informatique. L’accroissement des puissances de calcul des ordinateurs permet au-
jourd’hui d’étudier des problèmes que l’on ne pouvait pas aborder autrefois. Les capacités dont
nous disposons maintenant, nous permettent en effet de considérer des situations de plus en plus
proches de la réalité. Les domaines d’application des simulations numériques sont nombreux, ils
concernent, pour n’en citer que quelques uns, la mécanique des fluides, la mécanique classique,
l’élasticité, la résistance des matériaux, l’électromagnétisme, la physique quantique etc.... Les im-
plications sont importantes aussi bien sur le plan théorique que dans la pratique. Les simulations
permettent par exemple de réduire les durées de conception et donc les coût de fabrication d’un
produit, ce qui est très important pour la compétitivité de nos industries. Sur le plan théorique, ce
sont ces mêmes simulations qui ont permis récement de prouver certaines conjectures mathéma-
tiques.

Notre domaine d’application est l’électromagnétisme. Lesprincipales méthodes numériques
qui s’y rapportent sont la méthode des moments, les élémentsfinis, la TLM (Transmission Line
Matrix) et la FDTD. Ces méthodes sont actuellement les seules qui fonctionnent réellement en
3D, de plus elles sont utilisables aussi bien dans le domainetemporel que fréquentiel. L’équipe
de recherche dans lequel ces travaux ont été effectués (I.R.C.O.M. de Limoges, équipe D.E.M.)
mène des recherches sur les méthodes numériques temporelles dont la méthode FDTD. Cette der-
nière à fait l’objet de nombreux développements depuis la parution en 1966 de l’article de Yee,
article fondateur de la méthode. Aujourd’hui, nous disposons au sein de l’équipe de recherche
d’un logiciel très complet basé sur la FDTD nommé « TRIDIMO » et qui permet d’intégrer des
environements très variés dans les simulations.

Le sujet de ce mémoire concerne le problème du sous-maillagedans la méthode des diffé-
rences finies centrées utilisant des maillages orthogonauxet uniformes. Ces travaux seront utilisés
pour élaborer un nouveau module qui sera intégré dans le code« TRIDIMO ».

La première partie de ce travail concerne un certain nombre de généralités sur la méthode des
différences finies et le problème du sous-maillage. Dans cette partie introductive nous présentons
le cadre dans lequel nous avons travaillé, ce qui nous permetensuite de bien poser le sujet. Pour
commencer la méthode FDTD ainsi que les principaux outils qui s’y rattachent sont expliqués,
puis nous présentons en détail la façon dont les schémas sontexposés et étudiés tout au long de ce
texte. Un travail bibliographique est également effectué.

La deuxième partie est consacrée aux techniques d’interpolation. Nous commençons par pré-
senter un schéma de sous-maillage 3D possédant un facteur deraffinement égale à deux. Ensuite
nous étudions les instabilités de ce schéma et nous prouvonsqu’elles sont duent uniquement au
raffinement spatial. Cette étude nous a conduit à considérerune nouvelle méthode de conception
des schémas de sous-maillage, conception que nous généralisons par la suite à des facteurs de
raffinement plus élevés.

Dans la troisième partie nous abordons les méthodes de sous-maillage qui sont basées sur la
conservation de l’énergie électromagnétique. Ces méthodes conduisent à des schémas stables mais
elles sont développées dans des cadres mathématiques très abstraits si bien qu’elles rebutent très
souvent les physiciens, de plus elles donnent lieu à des programmes difficiles à mettre en oeuvre.
Nous commençons alors par un travail de « traduction » que nous effectuons sur la méthode va-
riationnelle. Cette dernière est ainsi exposée en détail etnous nous attachons particulièrement au
calcul des éléments de matrice. Pour finir nous montrons qu’il est possible d’appliquer simple-
ment cette méthode dans des cas concrets. C’est ainsi que nous stabilisons les modèles 2D-TE et
2D-TM.
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Deuxième partie

Généralités sur la méthode des différences
finies et le sous-maillage
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Nous présentons dans cette partie tous les éléments qui vontêtre utiles à la compréhention de
ce texte. Elle est articulée autour de deux chapitres. Le premier d’entre eux concerne la méthode
des différences finies centrées et le second aborde le problème du sous-maillage dans sa globalité.

Dans le premier chapitre, nous expliquons d’abord la technique de discrétisation des équations
de Maxwell élaborée par Yee. Ensuite nous mettons en lumièreles propriétés des algorithmes qui
utilisent les équations de Maxwell discrètes obtenues. C’est ainsi que nous parlons de la stabilité
de la méthode FDTD, du critère C.F.L, de la dispersion numérique et de l’échantillonnage spatial.
La manière de générer les ondes dans le volume de calcul est également expliquée, nous présen-
tons ainsi le théorème de Schelkunoff et les surfaces de Huygens. Les PML de Bérenger dont
l’importance n’est plus à démontrer sont également présentées. Nous abordons aussi les milieux
matériels (milieux diélectriques, milieux magnétiques, conducteurs parfaits, milieux dispersifs
etc..) en expliquant brièvement la façon dont ils sont pris en compte numériquement. Pour termi-
ner nous parlons du programme « TRIDIMO » de l’I.R.C.O.M que nous avons utilisé tout au long
de ces travaux.

Le deuxième chapitre aborde le problème du sous-maillage dans sa généralité. Nous présen-
tons d’abord l’utilité du raffinement spatiotemporel à l’aide d’un exemple simple qui montre clai-
rement les économies en ressources informatiques que l’on peut réaliser. Ensuite nous présentons
les principaux travaux qui ont été faits sur ce sujet et partant de ces derniers nous nous fixons des
objectifs à atteindre. Pour finir nous précisons la façon dont les modèles de sous-maillage seront
présentés et étudiés.
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Chapitre 1

La méthode des différences finies centrées

1.1 Préambule

De façon à ne pas allourdir la présentation de ce qui va suivrenous considérons les équations
de Maxwell uniquement dans le vide et en l’absence de chargeset de courants. Nous verrons plus
loin comment les milieux matériels sont pris en compte et comment les ondes électromagnétiques
sont générées dans le volume de calcul. Compte tenu de cette hypothèse, le système de Maxwell
se réduit à :























































~rot
(

~E
)

= −µ0 ·
∂ ~H
∂t

~rot
(

~H
)

= ε0 ·
∂ ~E
∂t

div
(

~E
)

= 0

div
(

~H
)

= 0

(1.1)

Nous allons voir maintenant que les deux dernières équations de 1.1 n’ont pas besoin d’être
prise en compte. Pour montrer ceci appliquons l’opérateur divergence aux deux équations en ro-
tationnel. On obtient alors :















∂
∂t

(

div
(

~E
))

= 0

∂
∂t

(

div
(

~H
))

= 0

(1.2)

Ces deux relations prouvent quediv
(

~E
)

etdiv
(

~H
)

sont des champs indépendants du temps.

Puisque ces deux champs sont nuls à l’instantt = 01, on déduit de ce qui précède qu’ils restent
nuls pour toutt > 0. Dans ce cas les équations en rotationnel sont suffisantes.

Il est temps maintenant d’expliquer la méthode de discrétisation. Ceci fait l’objet des deux
paragraphes suivants.

1.2 Discrétisation temporelle des équations de Maxwell

Les deux équations en rotationnel dont nous parlions précédement peuvent s’écrire sous la
forme générale suivante :

∂ ~f

∂t
(~r, t) = λ · ~g (~r, t) (1.3)

1Voir les deux dernières équations de 1.1.
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Occupons nous d’abord de la discrétisation temporelle de 1.3.

1.2.1 Différences centrées temporelles

On discrétise le temps en remplaçant la variable continuet par une suite de valeurtn de la
forme tn = n∆t. ∆t représente le pas temporel. Si on décide de discrétiser le temps uniquement
pourt ≥ 0 on a alorsn ∈ N.

Les variations dans le temps de~f (~r, t) sont connues si on connait l’ensemble des~f {~r, n∆t}
pourn ∈ N. L’idée est de construire un équivalent discret de l’opérateur ∂

∂t
permettant d’effectuer

un calcul itératif des~f {~r, n∆t}.
Pour cela considérons les développements de Taylor à l’ordre deux de~f {~r, n∆t} et de~f {~r, (n + 1)∆t}

au voisinage de la datetn+ 1
2

=
(

n + 1
2

)

∆t. Cela donne :

~f {~r, n∆t} ≃ ~f

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

−
1

2
· ∆t ·

∂ ~f

∂t

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

+

1

8
· ∆t2 ·

∂2 ~f

∂t2

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

(1.4)

et :

~f {~r, (n + 1) ∆t} ≃ ~f

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

+
1

2
· ∆t ·

∂ ~f

∂t

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

+

1

8
· ∆t2 ·

∂2 ~f

∂t2

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

(1.5)

Formons la différence 1.5-1.4. Il vient :

~f {~r, (n + 1)∆t} − ~f {~r, n∆t} ≃ ∆t ·
∂ ~f

∂t

{

~r,

(

n +
1

2

)

∆t

}

Dans la suite, on adopte la notation suivante :~f {~r, n∆t} = ~fn (~r). Dans ce cas on a :

~fn+1 (~r) − ~fn (~r) ≃ ∆t ·

(

∂ ~f

∂t

)n+ 1
2

(~r)

Finalement nous obtenons l’approximation suivante :

(

∂ ~f

∂t

)n+ 1
2

(~r) ≃
~fn+1 (~r) − ~fn (~r)

∆t
(1.6)

qui est valable jusqu’aux termes d’ordre deux.
Le taux de variation qui apparait dans le membre de droite de 1.6, constitue un équivalent

discret de l’opérateur∂
∂t

au pointtn+ 1

2
=
(

n + 1
2

)

∆t et cet équivalent discret est valable à l’ordre
deux en∆t.

L’équivalent discret de l’opérateur∂
∂t

étant construit, il est maintenant facile de montrer que
l’équation 1.3 se résoud de façon itérative. Pour cela écrivons 1.3 à la datetn+ 1

2
=
(

n + 1
2

)

∆t. Il
vient :

(

∂ ~f

∂t

)n+ 1

2

(~r) = λ · ~gn+ 1

2 (~r)
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A l’aide de 1.6 on obtient immédiatement :

~fn+1 (~r) ≃ ~fn (~r) + ∆t · λ · ~gn+ 1
2 (~r) (1.7)

A partir du moment où la fonction~g (~r, t) est connue, ce qui est obligatoire pour pouvoir
résoudre l’équation 1.3, les~gn+ 1

2 (~r) sont connus∀n ∈ N. Il est alors possible d’obtenir~fn+1 (~r)

à partir de~fn (~r). L’initialisation du système2 permet finalement de calculer les~fn (~r) ∀n ∈ N.

1.2.2 Application au système d’équations de Maxwell

La première équation du système 1.1 s’obtient en posant~f = ~E, λ = 1
ε0

et~g = ~rot
(

~H
)

dans

l’équation 1.3. La relation de récurence 1.7 donne alors :

~En+1 (~r) ≃ ~En (~r) + ∆t ·
1

ε0

·
{

~rot
(

~H
)}n+ 1

2

(~r) (1.8)

Pour la deuxième équation du système 1.1 on pose~f = ~H, λ = − 1
µ0

et~g = ~rot
(

~E
)

, puis on

remplace l’indicen par l’indicen − 1
2

dans la relation de récurence 1.7. On obtient ainsi :

~Hn+ 1

2 (~r) ≃ ~Hn− 1

2 (~r) − ∆t ·
1

µ0
·
{

~rot
(

~E
)}n

(~r) (1.9)

Les relations 1.8 et 1.9 peuvent se résoudre par itérations successives et en alternance, pour
cela il suffit simplement d’initialiser le système d’équation. Montrons ceci brièvement.

Posons :






~H− 1
2 (~r) = ~h (~r)

~E0 (~r) = ~e (~r)

~h (~r) et ~e (~r) étant des champs connus. Alors l’équation 1.9, appliquée avec n = 0, permet
de calculer~H

1
2 (~r). Ensuite, l’équation 1.8, appliquée elle aussi avecn = 0, permet de calculer

~E1 (~r). Les champs~H
1

2 (~r) et ~E1 (~r) étant connus on peut appliquer de nouveau le processus pour
déterminer~H

3
2 (~r) et ~E2 (~r) et ainsi de suite.

Pour conclure nous pouvons dire que les valeurs de~H (~r) et de~E (~r) sont déterminées dans le
temps de façon itératives et en alternance, on parle de modèle « saute-mouton ». Ceci est illustré
dans la figure 1.1.

FIG. 1.1 – Modèle « saute-mouton ».

1.3 Discrétisation spatiale des équations de Maxwell : le schéma
de Yee

On discrétise l’espace en remplaçant les variables continuesx, y et z par trois suites de va-
leursxi, yj et zk de la formexi = i∆x, yj = j∆y et zk = k∆z. ∆x, ∆y et ∆z représentent les

2On pose par exemple~f0 (~r) = ~h (~r) où~h (~r) est un champ connu.
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pas spatiaux le long des axes(Ox), (Oy) et (Oz). Ceci revient à remplacer l’espace affine Eucli-
dien continu par un réseau de points situés aux noeuds d’une grille tridimentionnelle. Si les axes
(Ox), (Oy) et (Oz) sont orthogonaux, cas que nous considérons ici, la grille tridimentionnelle est
constituée par la juxtaposition de parallélépipèdes rectangles nommés cellules. On parle alors de
maillage orthogonal. On dira qu’une cellule donnée porte lenuméro(i, j, k) si le point origine
de cette cellule correspond au noeudNi, j, k de coordonnées(i∆x, j∆y, k∆z). Ce système de
numérotation est illustré dans la figure 1.2.

FIG. 1.2 – Numérotation des cellules.

Les indicesi, j etk sont bornés, c’est à dire que :






















i ∈ [imin, imax]

j ∈ [jmin, jmax]

k ∈ [kmin, kmax]

Ceci permet évidement de délimiter un volume de calcul fini.
Maintenant que le décors est mis en place, notre objectif estde calculer les équivalents discrets

des deux rotationnels qui apparaissent dans les équations 1.8 et 1.9. Bien entendu cela revient à
déterminer les équivalents discrets des opérateurs∂

∂x
, ∂

∂y
et ∂

∂z
.

L’idée simple et géniale qu’à eu Yee en 1966 [1], consiste à distribuer dans chaque cellule
les six composantes du champ électromagnétique de façon à ceque les équivalents discrets des
opérateurs spatiaux soient eux aussi des taux de variation centrés. On obtient ainsi un schéma qui
est à l’ordre deux à la fois en espace et en temps.

La répartition des composantes est illustrée sur la figure 1.3 :
– Les composantes de~E sont placées au milieu des arêtes.
– Les composanes de~H sont placées au milieu des faces.

Ainsi dans une cellule(i, j, k) et à une datet quelconque on a :






















Hx (t) = Hx

{

i∆x,
(

j + 1
2

)

∆y,
(

k + 1
2

)

∆z, t
}

Hy (t) = Hy

{(

i + 1
2

)

∆x, j∆y,
(

k + 1
2

)

∆z, t
}

Hz (t) = Hz

{(

i + 1
2

)

∆x,
(

j + 1
2

)

∆y, k∆z, t
}

(1.10)

15



FIG. 1.3 – Cellule de Yee.

puis :






















Ex (t) = Ex

{(

i + 1
2

)

∆x, j∆y, k∆z, t
}

Ey (t) = Ey

{

i∆x,
(

j + 1
2

)

∆y, k∆z, t
}

Ez (t) = Ez

{

i∆x, j∆y,
(

k + 1
2

)

∆z, t
}

(1.11)

Dans la suite, on adopte la notation suivante :A (i∆x, j∆y, k∆z, t) = Ai, j, k(t). Dans ce cas
les composantes précédentes s’écrivent :



























Hx (t) = Hx, i, j+ 1

2
, k+ 1

2
(t)

Hy (t) = Hy, i+ 1
2
, j, k+ 1

2
(t)

Hz (t) = Hz, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k(t)

(1.12)

et :


























Ex (t) = Ex, i+ 1
2
, j, k(t)

Ey (t) = Ey, i, j+ 1

2
, k(t)

Ez (t) = Ez, i, j, k+ 1
2
(t)

(1.13)

Pour montrer que l’idée de Yee fonctionne bien, effectuons la discrétisation spatiale des équa-
tions 1.8 et 1.9 en projection sur l’axe(Oz). La projection sur(Oz) de l’équation 1.8 s’écrit :

En+1
z (~r) ≃ En

z (~r) +
∆t

ε0
·

{

(

∂Hy

∂x

)n+ 1
2

(~r) −

(

∂Hx

∂y

)n+ 1
2

(~r)

}

Etant donné l’emplacement de la composanteEz dans la cellule(i, j, k), ~r désigne nécessai-
rement le triplet

(

i∆x, j∆y,
(

k + 1
2

)

∆z
)

(voir 1.11). Il vient alors :

En+1
z, i, j, k+ 1

2

≃ En
z, i, j, k+ 1

2

+
∆t

ε0

·

{

(

∂Hy

∂x

)n+ 1
2

i, j, k+ 1
2

−

(

∂Hx

∂y

)n+ 1
2

i, j, k+ 1
2

}
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Or :
(

∂Hy

∂x

)n+ 1

2

i, j, k+ 1

2

≃
H

n+ 1

2

y, i+ 1
2
, j, k+ 1

2

− H
n+ 1

2

y, i− 1
2
, j, k+ 1

2

∆x

et :
(

∂Hx

∂y

)n+ 1

2

i, j, k+ 1
2

≃
H

n+ 1

2

x, i, j+ 1
2
, k+ 1

2

− H
n+ 1

2

x, i, j− 1
2
, k+ 1

2

∆y

Ce qui donne finalement :

En+1
z, i, j, k+ 1

2

≃ En
z, i, j, k+ 1

2

+
∆t

ε0
·











H
n+ 1

2

y, i+ 1
2
, j, k+ 1

2

− H
n+ 1

2

y, i− 1
2
, j, k+ 1

2

∆x
−

H
n+ 1

2

x, i, j+ 1
2
, k+ 1

2

− H
n+ 1

2

x, i, j− 1
2
, k+ 1

2

∆y











(1.14)

Ce calcul est illustré dans la figure 1.4.

FIG. 1.4 – Calcul deEn+1
z, i, j, k+ 1

2

.

La projection sur l’axe(Oz) de l’équation 1.9 s’écrit :

H
n+ 1

2
z (~r) ≃ H

n− 1
2

z (~r) −
∆t

µ0

·

{(

∂Ey

∂x

)n

(~r) −

(

∂Ex

∂y

)n

(~r)

}

Etant donné l’emplacement de la composanteHz dans la cellule(i, j, k), ~r désigne nécessai-
rement le triplet

((

i + 1
2

)

∆x,
(

j + 1
2

)

∆y, k∆z
)

(voir 1.10). Dans ce cas on a :

H
n+ 1

2

z, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

≃ H
n− 1

2

z, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k
−

∆t

µ0

·

{

(

∂Ey

∂x

)n

i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

−

(

∂Ex

∂y

)n

i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

}
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Or :
(

∂Ey

∂x

)n

i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

≃
En

y, i+1, j+ 1
2
, k
− En

y, i, j+ 1
2
, k

∆x

et :
(

∂Ex

∂y

)n

i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

≃
En

x, i+ 1
2
, j+1, k

− En
x, i+ 1

2
, j, k

∆y

Ce qui donne finalement :

H
n+ 1

2

z, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

≃ H
n− 1

2

z, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k
−

∆t

µ0
·

{

En
y, i+1, j+ 1

2
, k
− En

y, i, j+ 1
2
, k

∆x
−

En
x, i+ 1

2
, j+1, k

− En
x, i+ 1

2
, j, k

∆y

}

(1.15)

Ce calcul est illustré dans la figure 1.5.

FIG. 1.5 – Calcul deH
n+ 1

2

z, i+ 1
2
, j+ 1

2
, k

.

La démarche est la même pour les autres projections des équations 1.8 et 1.9. Nous avons
consigné les six équations de Maxwell discrétisées en espace et en temps dans la première partie
de l’annexe A.

1.4 Stabilité de la méthode : le critère CFL

L’algorithme itératif temporel que nous avons décrit dans la paragraphe 1.2 peut faire appa-
raître des solutions numériques non physiques. Celles-ci peuvent alors conduire à une divergence
du calcul et donc à des résultats faux. Les problèmes de stabilité des algorithmes numériques
ont été étudiés par Courant, Friedrich et Levy (CFL), ainsi que par Von Neumann, à partir d’une
approche mathématique rigoureuse. Taflove [2] a par la suiteappliqué une telle approche à la mé-
thode FDTD. Une généralisation du critère de stabilité aux systèmes d’équations hyperboliques,
dont le système de Maxwell est un cas particulier, a été également proposé par Mrozowski [3].
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Nous avons choisi ici de présenter la méthode CFL car elle nous paraît plus pédagogique que les
autres méthodes, de plus, elle nous oblige à considérer l’équation de dispersion dont nous aurons
besoin dans le paragraphe suivant.

Notonsǫd l’espace vectoriel des solutions du système de Maxwell discrétisé. Afin d’étudier la
stabilité de ces solutions nous devons d’abord exprimer cesdernières sous une forme qui est à la
fois simple et générale. L’idée est de construire une base deǫd à partir de l’ensemble des vecteurs
propres communs aux opérateurs de dérivation discrets. L’ensemble des modes de Fourier discrets,
définis par :

fω,~k (n∆t, i∆x, j∆y, k∆z) = exp {l · (ω · n∆t − kx · i∆x − ky · j · ∆y − kz · k∆z)}

constitue une telle base3. Ce dernier point est facile à montrer. Avant de commencer, signalons

que la quantitéfω,~k (n∆t, i∆x, j∆y, k∆z) sera dorénavant notéefn
i, j, k

(

ω, ~k
)

, ceci va nous

permettre d’alléger la présentation de ce qui va suivre.

Calculons l’action de l’opérateur∂t discret
4 surfn

i, j, k

(

ω, ~k
)

. Cela donne :

∂t discret

{

fn
i, j, k

(

ω, ~k
)}

≃
f

n+ 1
2

i, j, k

(

ω, ~k
)

− f
n− 1

2

i, j, k

(

ω, ~k
)

∆t
=

exp
{

l ·
(

ω ·
(

n + 1
2

)

∆t − ......
)}

− exp
{

l ·
(

ω ·
(

n − 1
2

)

∆t − ......
)}

∆t
=

exp
{

l · ω · ∆t
2

}

· fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

− exp
{

−l · ω · ∆t
2

}

· fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

∆t
=

2 · l · sin
{

ω · ∆t
2

}

∆t
· fn

i, j, k

(

ω, ~k
)

(1.16)

Cette dernière relation prouve bien quefn
i, j, k

(

ω, ~k
)

est vecteur propre de l’opérateur∂t discret

avec la valeur propre
2·l·sin{ω·∆t

2 }
∆t

. Des calculs tout à fait similaires permettent de montrer que

fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

est également vecteur propre des opérateurs∂x discret, ∂y discret et ∂z discret avec les

valeurs propres respectives
2·l·sin{kx·

∆x
2 }

∆x
,

2·l·sin{ky·
∆y
2 }

∆y
et

2·l·sin{kz·
∆z
2 }

∆z
.

Maintenant que nous avons une base deǫd, nous pouvons exprimer simplement les solutions :





~En
i, j, k

~Hn
i, j, k



 =

∫

ω∈R+

∫

~k∈R3





~e

~h



 · fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

· dω · d~k (1.17)

L’algorithme de calcul ne présentera pas de problème de divergence s’il traite une solution
physique. Pour cela les champs~En

i, j, k et ~Hn
i, j, k doivent être initialisés conformément aux équations

de Maxwell. Mais cela ne suffit pas. Il faut en plus que les solutions physiques dont on parle
puissent être traitées correctement par l’algorithme. Cela suppose que tous les modes de Fourier
qui interviennent dans 1.17 se propagent correctement dansla grille de calcul. En d’autres termes

il faut s’assurer que les quantités~e·fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

et~h·fn
i, j, k

(

ω, ~k
)

sont bien solution de l’équation

de propagation discrète,∀ω ∈ R
+ et ∀~k ∈ R

3. Ces deux quantités seront notées respectivement
~e∗ et~h∗.

3La quantitél vérifie : l2 = −1.
4∂t discret est la notation que nous avons choisie pour désigner l’équivalent discret de l’opérateur de dérivation

temporel.
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Commençons par exprimer les opérateurs∂t discret et ~∇discret. Pour∂t discret on a :

∂t discret (~e
∗) = ~e · ∂t discret

{

fn
i, j, k

(

ω, ~k
)}

=

2 · l · sin
{

ω · ∆t
2

}

∆t
· ~e∗

soit :

∂t discret ≡
2 · l · sin

{

ω · ∆t
2

}

∆t
· Id (1.18)

et pour~∇discret on a :

~∇discret (~e
∗) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x discret

∂y discret

∂z discret

∧

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex · f
n
i, j, k

(

ω, ~k
)

ey · f
n
i, j, k

(

ω, ~k
)

ez · f
n
i, j, k

(

ω, ~k
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂y discret

{

ez · f
n
i, j, k

(

ω, ~k
)}

− ∂y discret

{

ey · f
n
i, j, k

(

ω, ~k
)}

......

......

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−ez ·
2·l·sin{ky·

∆y
2 }

∆y
· fn

i, j, k

(

ω, ~k
)

+ ey ·
2·l·sin{kz ·

∆z
2 }

∆z
· fn

i, j, k

(

ω, ~k
)

......

......

posons :

~u =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2·l·sin{kx·
∆x
2 }

∆x

2·l·sin{ky ·
∆y
2 }

∆y

2·l·sin{kz ·
∆z
2 }

∆z

(1.19)

dans ce cas le résultat précédent s’écrit plus simplement :

~∇discret (~e
∗) = −l · fn

i, j, k

(

ω, ~k
)

· ~u ∧ ~e =

−l · ~u ∧ (~e∗)

finalement on obtient :

~∇discret ≡ −l · ~u∧ (1.20)

Compte tenu de 1.18 et de 1.20 l’équation de Maxwell-Ampère s’écrit :

−l · ~u ∧
(

~h∗
)

= ε0 ·
2 · l · sin

{

ω · ∆t
2

}

∆t
· ~e∗ (1.21)
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et l’équation de Maxwell-Faraday devient :

−l · ~u ∧
(

~h∗
)

= ε0 ·
2 · l · sin

{

ω · ∆t
2

}

∆t
· ~e∗ (1.22)

Pour terminer on effectue le produit vectoriel à gauche de l’équation 1.21 par le vecteur~u, puis
on remplace le membre de droite à l’aide de la relation 1.22. On obtient alors :

{

‖~u‖2 −
4 · sin2

{

ω · ∆t
2

}

c2 · ∆t2

}

· ~h∗ = 0 (1.23)

On pourrait établir une équation similaire pour~e∗. Ainsi ~e∗ et~h∗ sont solution de l’équation
de propagation discrète si :

‖~u‖2 =
4 · sin2

{

ω · ∆t
2

}

c2 · ∆t2
(1.24)

c’est à dire si :

sin2
{

kx ·
∆x
2

}

∆x2
+

sin2
{

ky ·
∆y
2

}

∆y2
+

sin2
{

kz ·
∆z
2

}

∆z2
=

sin2
{

ω · ∆t
2

}

c2 · ∆t2
(1.25)

Cette dernière relation est l’équivalent discret de l’équation de dispersion. Elle donne le lien
entre les valeurs de~k et deω des modes de Fourier qui peuvent se propager. Or cette équation
de dispersion discrète n’est pas toujours vérifiée pour toutes les valeurs de~k et deω, sauf si une
certaine condition est satisfaite. C’est ce que nous allonséllucider maintenant.

D’après 1.24 nous avons :

∆t2 =
4 · sin2

{

ω · ∆t
2

}

c2 · ‖~u‖2

or :

sin2

{

ω ·
∆t

2

}

≤ 1 ∀ω ∈ R
+

si bien que :

∆t2 ≤
4

c2 · ‖~u‖2

Pour que ceci soit vérifié on doit s’assurer que :

∆t2 ≤

(

4

c2 · ‖~u‖2

)

mini

or :
(

4

c2 · ‖~u‖2

)

mini

=
4

c2 · ‖~u‖2
maxi

=

4

c2 ·
(

4
∆x2 + 4

∆y2 + 4
∆z2

)

Il vient finalement :

∆t ≤
1

c ·
(

1
∆x2 + 1

∆y2 + 1
∆z2

)
1
2

(1.26)

C’est cette condition, nommée condition CFL, qui nous assure que tous les modes de Fourier
peuvent se propager dans le maillage. Finalement une onde correctement initialisée sera bien prise
en charge par l’algorithme sous cette condition.
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Les conditions CFL dans des espaces à deux dimensions et à unedimension se déduisent
immédiatement de 1.26.

Dans un espace 2D on a :

∆t ≤
1

c ·
(

1
∆x2 + 1

∆y2

)
1

2

(1.27)

et dans un espace 1D on a :

∆t ≤
1

c ·
(

1
∆2

)
1
2

=
∆

c
(1.28)

Les inégalités 1.26, 1.27 et 1.28 peuvent s’écrire sous la forme :

∆t ≤ ∆tmax

en posant respectivement :

∆tmax =
1

c ·
(

1
∆x2 + 1

∆y2 + 1
∆z2

)
1

2

∆tmax =
1

c ·
(

1
∆x2 + 1

∆y2

) 1
2

et

∆tmax =
∆

c

Dans la plupart des simulations le pas temporel est fixé à 97% de∆tmax :

∆t = 0.97 · ∆tmax (1.29)

1.5 La dispersion numérique et l’échantillonnage spatial

1.5.1 Calcul de la vitesse de phase numérique

A partir de la relation de dispersion 1.25 nous pouvons mettre en équation la vitesse de propa-
gation de chaque mode de Fourier. Cette vitesse est appelée vitesse de phase numérique et on la
notevpn. Par définition du vecteur d’onde on a :

vpn =
ω
∥

∥

∥

~k
∥

∥

∥

Il faut maintenant exprimerω. D’après 1.24ω vérifie l’équation suivante :

‖~u‖2 =
4 · sin2

{

ω · ∆t
2

}

c2 · ∆t2

c’est à dire :

‖~u‖ =
2 ·
∣

∣sin
{

ω · ∆t
2

}∣

∣

c · ∆t

Pour que le maillage temporel puisse représenter correctement les variations dans le temps du
mode de Fourier, il faut que le pas de temps∆t soit bien inférieur à la périodeT de ce mode :
∆t
T

≪ 1. Ainsi nous avonsω · ∆t
2
≪ π, si bien que

∣

∣sin
{

ω · ∆t
2

}∣

∣ = sin
{

ω · ∆t
2

}

. Il vient alors :

‖~u‖ =
2 · sin

{

ω · ∆t
2

}

c · ∆t
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On peut extraireω de cette dernière équation. Cela donne :

ω = arcsin

{

c · ∆t · ‖~u‖

2

}

Or ‖~u‖ s’exprime en fonction des composantes du vecteur d’onde~k (voir 1.19), il vient alors :

ω =
2

∆t
· arcsin







c · ∆t ·

(

sin2
{

kx ·
∆x
2

}

∆x2
+

sin2
{

ky ·
∆y
2

}

∆y2
+

sin2
{

kz ·
∆z
2

}

∆z2

)
1

2







Soit finalement :

vpn =
2

∆t ·
∥

∥

∥

~k
∥

∥

∥

×

arcsin







c · ∆t ·

(

sin2
{

kx ·
∆x
2

}

∆x2
+

sin2
{

ky ·
∆y
2

}

∆y2
+

sin2
{

kz ·
∆z
2

}

∆z2

) 1
2







(1.30)

Il ne faut pas oublier que les composantes de~k sont fonction devpn :


























kx = ω
vpn

· ex

ky = ω
vpn

· ey

kz = ω
vpn

· ez

Dans ces trois dernières relationsex, ey et ez représentent les coordonnées du vecteur unitaire
~e qui est colinéaire à~k 5. Compte tenu de ce que nous venons de dire, la relation 1.30 seprésente
comme une équation envpn. Une telle équation peut être résolue à l’aide du procédé itératif de
Newton [4]. Un tel procédé ne sera pas nécessaire car nous attendons ici des valeurs devpn très
proches dec. Nous pouvons alors faire une approximation en remplaçant les valeurs précédentes
dekx, ky etkz par :























k̃x = ω
c
· ex = 2·π

λ
· ex

k̃y = ω
c
· ey = 2·π

λ
· ey

k̃z = ω
c
· ez = 2·π

λ
· ez

Nous obtenons ainsi une première approximation devpn qui est largement suffisante. Finale-
ment on a :

vpn ≃
2

∆t ·
∥

∥

∥

~̃k
∥

∥

∥

×

arcsin











c · ∆t ·





sin2
{

k̃x ·
∆x
2

}

∆x2
+

sin2
{

k̃y ·
∆y
2

}

∆y2
+

sin2
{

k̃z ·
∆z
2

}

∆z2





1
2











(1.31)

5Avec les anglesθ etϕ des coordonnées sphériques, on a :






















ex = sin (θ) · cos (ϕ)

ey = sin (θ) · sin (ϕ)

ez = cos (θ)
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Cette relation montre que la vitesse de propagation d’un mode de Fourier dépend des pas
spatio-temporels et surtout de la direction de propagation. Il y a donc un phénomène de dis-
persion. Ceci peut se comprendre facilement. La répartition spatiale des composantes du champ
électromagnétique dans les cellules fait que l’onde ne « voit » pas exactement le même milieu
selon toutes les directions. Il y a pour l’onde une légère anisotropie. Cette anisotropie est due à
la méthode de discrétisation spatiale des équations de Maxwell, c’est pour cette raison que l’on
qualifie la dispersion de numérique.

Nous avons étudié le comportement devpn dans un maillage cubique(∆x = ∆y = ∆z) et
dans un maillage non uniforme qui présente un pas spatial∆x différent des deux autres pas spa-
tiaux (∆x = ∆y = ∆). Les résultats sont décrits dans les deux paragraphes suivant.

1.5.2 Maillage cubique

Le réseau de courbes de la figure 1.6 représente les variations devpn

c
en fonction deλ

∆
6 pour

plusieurs directions.
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FIG. 1.6 – Variations devpn

c
en fonction deλ

∆
pour plusieurs directions.

– Pour une direction donnée nous constatons que la dispersion numérique diminue lorsque
l’échantillonnage spatial augmente. Ceci est très logique, si le maillage est très serré vis à
vis de la longueur de l’onde, cette dernière ne voit plus la répartition des composantes dans
les cellules. Dans ce cas l’anisotropie disparaît.

– Pour un échantillonnage spatial donné, la dispersion numérique est maximale si l’onde se
propage le long de l’un des axes du repère, par contre elle estminimale si l’onde se propage
dans la direction(ϕ = 45˚, θ = 55˚) et ses semblables par symétrie.

6La quantitéλ
∆

qui représente le nombre de cellules par longueur d’onde, est nommée échantillonnage spatial.
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1.5.3 Maillage non uniforme

Les réseaux de courbes des figures 1.7 et 1.8 représentent lesvariations devpn

c
en fonction de

λ
∆

pour plusieurs valeurs de∆x
∆

(dans la figure 1.7∆x ≤ ∆ tandis que dans la figure 1.8∆x ≥ ∆).
Nous avons fait ces représentations lorsque l’onde se propage le long de l’axe(Ox).
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FIG. 1.7 – Variations devpn

c
en fonction deλ

∆
pour∆x ≤ ∆. L’onde se propage le long de l’axe

(Ox).
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FIG. 1.8 – Variations devpn

c
en fonction deλ

∆
pour∆x ≥ ∆. L’onde se propage le long de l’axe

(Ox).

– La dispersion numérique diminue lorsque l’échantillonnage spatial augmente, que∆x soit
plus petit ou plus grand que∆.

– Pour un échantillonnage spatial fixé, la dispersion numérique devient très petite si∆x < ∆.
Pour finir on peut dire que la dispersion numérique augmente lorsque le pas temporel diminue. Ce
dernier point est illustré sur la figure 1.9.
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FIG. 1.9 – Variations devpn

c
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∆
pour différentes valeurs de∆t (le maillage est

cubique et l’onde se propage le long de l’axe(Ox))

1.5.4 Conclusion

Lors du traitement d’un signal quelconque, si on ne veut pas être géné par la dispersion numé-
rique, il faut prendre un échantillonnage spatial suffisant, sans oublier que ce dernier doit être basé
sur la plus petite longueur d’onde qui intervient dans le spectre de Fourier du signal. Cependant
l’échantillonnage ne doit pas être trop fort de façon à ne passaturer la mémoire vive du calculateur
et de façon à ne pas trop allonger le temps de calcul. Dans la plupart des simulationsλmin

∆
est fixé

à10 ou à20.

1.6 La génération des ondes et les surfaces de Huygens

Pour générer une excitation dans le maillage, on détermine analytiquement le champ électro-
magnétique correspondant à cette excitation, puis on répercute les valeurs de ce champ au niveau
des cellules qui sont supposées représenter les sources. Lafaçon de répercuter les valeurs analy-
tiques du champ dans la grille de calcul, dépend de la nature des sources que l’on veut modéliser.
Dans le cas des sources localisées telles que les sources de courant ou les sources de tension, on
injecte directement les valeurs analytiques de certaines composantes de~e ou de~h dans la cellule
concernée. Dans le cas des sources non localisées, sources qui sont utilisées par exemple pour
générer une onde incidente, on utilise plutôt le concept dessurfaces de Huygens [5]. C’est ce
concept que nous expliquons dans les paragraphes qui suivent.

1.6.1 Le théorème de Schelkunoff et les surfaces de Huygens

Considérons un objet quelconque illuminé par une onde électromagnétique incidente. Cet objet
va produire un champ diffracté qui va se superposer au champ incident. Il règne alors autour de la
structure une zone de champ total qui occupe tout le volume decalcul.

Considérons maintenant une surface ferméeΣ entourant l’objet diffractant. Cette surface,
nommée surface de Huygens, délimite deux zones qui seront notéesDint et Dext. Le théorème
de Schelkunoff [6] stipule qu’il est toujours possible de trouver des courants surfaciques élec-
triques et magnétiques~js et ~ms, de sorte que le champ incident soit confiné dansDint. Ainsi le
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champ total n’apparaît plus que dansDint et le champ diffracté se trouve isolé dansDext (voir
figure 1.10). En d’autres termes les courants~js et ~ms sont capable de générer l’onde incidente
dansDint et de l’annuler dansDext. On peut également dire, et c’est une autre façon de voir les
choses, que~js et ~ms compensent la discontinuité du champ électromagnétique qui apparaît sur la
surfaceΣ. Un calcul effectué au sens des distributions [7] permet d’exprimer~js et ~ms en fonction
du champ incident :







~js = ~n ∧ ~Hi · δΣ (M)

~ms = −~n ∧ ~Ei · δΣ (M)

(1.32)

Dans cette dernière expressionδΣ (M) est la distribution de Dirac associée à la surfaceΣ, c’est
à dire que :







δΣ (M) = 0 si M /∈ Σ

δΣ (M) → +∞ si M ∈ Σ

et~n désigne le vecteur unitaire normal àΣ mais orienté vers l’intérieur deΣ.

FIG. 1.10 – Illustration du théorème de Schelkunoff.

Le théorème de Schelkunoff étant présenté il est maintenantfacile de comprendre comment
créer une excitation dans le maillage. On calcule analytiquement le champ incident que l’on veut
générer, puis on relève les valeurs de ce champ au niveau de lasurfaceΣ ce qui permet d’obtenir
les valeurs de~js et de ~ms, enfin ces dernières valeurs sont implantées dans l’algorithme de calcul.

1.6.2 Intérêt des surfaces de Huygens

Les surfaces de Huygens sont particulièrement bien adaptées à l’étude des problèmes de dif-
fraction puisque le champ diffracté se retrouve seul dansDext, ce qui facilite beaucoup son ana-
lyse. D’autre part la méthode d’implantation numérique de~js et de ~ms dont nous avons parlé
précédement permet de générer n’importe quel type d’onde. Notons que cette méthode d’implan-
tation à été grandement améliorée par C. Guiffaut [8] lors deses travaux de recherche, à tel point
que le champ diffracté résiduel (champ diffracté en l’absence de structure) est inférieur à−65dB
sur toute la bande de fréquence.

Pour finir signalons que les surfaces de Huygens sont avantageusement utilisées dans les trans-
formations champ proche champ lointain, ainsi que dans l’étude des antennes filaires. Pour les
transformations champ proche champ lointain, l’utilisation des surfaces de Huygens permet en
effet de ne pas insérer dans la grille de calcul la zone situéeentre le champ proche et le champ
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lointain. Dans le même ordre d’idée les antennes filaires n’ont pas besoin d’être explicitement
mises en place dans la grille de calcul.

1.7 Les conditions aux frontières et les PML

Nous avons déjà vu que le maillage est confiné dans un certain volume de calcul. Ceci est
nécessaire afin de limiter l’espace mémoire utilisé ainsi que la durée d’exécution de l’algorithme
itératif.

Cela veut dire que les équations de Maxwell discrétisées doivent être tronquées au niveau des
frontières qui délimitent le volume de calcul. Cette troncature ne doit pas être quelconque. Elle
doit permettre en effet de simuler la propagation de n’importe quelle onde sortante vers l’infini. Si
cette condition n’est pas vérifiée, de multiples réflexions se produisent sur les frontières lors d’une
simulation.

Une telle mise à jour des composantes sur les frontières n’est pas un problème trivial. Nous
présentons ici l’évolution historique des travaux qui ont été faits à ce sujet depuis plus de vingt
ans. Ensuite nous présenterons les PML de Bérenger (Perfectly Matched Layers) qui supplantent
encore aujourd’hui toutes les méthodes qui ont été développées par le passé.

Les recherches concernant les conditions absorbantes aux frontières ont débutées en même
temps que les premiers développement de la méthode FDTD, c’est à dire dans les années 70. Les
couches adaptées de Holland [9] furent les premières à susciter un intérêt, malgrè une efficacité
limitée aux seules ondes qui sortent orthogonalement aux frontières. Ensuite, est apparue toute la
famille des opérateurs aux dérivées partielles en espace eten temps. L’élaboration de ces opéra-
teurs sensés simuler l’absorbtion des ondes sortantes, estbasée sur l’équation de Helmoltz. C’est
Bayliss et Turkel [10] qui les premiers ont proposés une formulation en coordonnées sphériques
et cylindriques de ces opérateurs. Cependant leur travaux étaient difficilement transposables en
coordonnées cartésiennes.

Enquist et Majda [11] ont proposés un opérateur adapté aux coordonnées cartésiennes, en
divisant suivant chaque axe, l’équation de Helmoltz en deuxopérateurs correspondant aux deux
sens de propagation. Mur [12] a décrit un schéma aux différences finies centrées prenant en compte
l’opérateur d’Enquist et Majda. Par la suite ce schéma à été amélioré par Joly et Mercier [13]
notamment pour le traitement des arêtes et des coins en 3D.

Trefethen et Halpern [14] ont généralisé le schéma de Mur en développant l’opérateur d’En-
quist et Majda sous forme de fonctions rationnelles. C’est Higdon [15] qui a parachevé la géné-
ralisation de l’opérateur d’Enquist et Majda en faisant apparaître de manière explicite les angles
d’absorption au sein d’un nouvel opérateur. En dépit de toutces efforts, le taux de réflexion généré
par les opérateurs aux frontières ne descend pas en dessous de−40dB à−50dB en espace libre.
En outre, les frontières doivent être placées à une dizaine de cellules de la structure traitée pour
éviter des perturbations trop importantes. On notera aussila technique de « superabsorbtion » de
Mei-Fang [16], c’est une procédure de réduction d’erreur qui permet d’améliorer, principalement
en incidence normale, l’efficacité des opérateurs aux frontières. Une autre technique basée sur
l’extrapolation du champ sortant est proposée par Liao et Al[17]. Elle a l’avantage de ne pas être
sensible à l’angle d’incidence ni aux variations de la vitesse de phase. Néanmoins, elle poserait
des problèmes de stabilité.

L’évolution lente des performances des couches absorbantes a subi une forte accélération avec
l’avènement des PML de Bérenger [18] en 1994. Les PML ont mis quasiment fin aux recherches
sur les précédents types de conditions aux frontières car elles sont théoriquement parfaites dans
leur absorption des ondes sortantes. On peut les voir comme une généralisation de la couche
adaptée de Holland, avec une impédance égale entre chaque couche quels que soient l’angle d’in-
cidence, la fréquence et le type de polarisation. L’espace de calcul est entouré de couches parfai-
tement adaptées qui vont atténuer les ondes qui les traversent grâce à des conductivités électriques
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et magnétiques. Leur efficacité et leur simplicité de mise enoeuvre se payent toutefois par un coût
mémoire et un temps de calcul qui peuvent doubler vu que chaque composante de champ doit-être
subdivisée en deux sous-composantes sur lesquelles des conductivités spécifiques sont appliquées.
Par exemple pour la composanteEz on a :

Ez = Ezx + Ezy

A Ezx est associée une conductivitéσezx qui va permettre une absorption suivant l’axe(Ox).
A Ezy est associée une conductivitéσezy qui va permettre une absorption suivant l’axe(Oy). Par
permutation circulaire des indices, on déduit les mêmes associations pour les dix autres com-
posantes. En tout, on arrive à un système composé de douze équations. Les PML originales de
Bérenger [19], [20] doivent respecter les règles suivantes:

– Adaptation d’impédance :
σe, i

εi
=

σm, i

µi
i = x, y ouz

– Adaptation transverse entre deux milieux diélectriques au sein d’une couche PML :

σe, i, 1

εi, 1

=
σe, i, 2

εi, 2

=
σe, 0

ε0

– Profil de conductivité croissant dans les couches PML afin d’éviter des réflexions parasites
liées à la différentiation en espace.

Le coefficient de réflexion théorique est donné par :

R (θ) = R (0)cos(θ)

avec :

R (0) = exp

{

−2

c · ε0
·

∫ d

0

σ (ρ) · dρ

}

d est l’épaisseur des couches PML etσ (ρ) représente la conductivité longitudinale.
Les PML de Bérenger peuvent offrir un coefficient de réflexioninférieur à−80dB. Elles

peuvent en outre être placées très près (deux cellules) de lastructure traitée.

1.8 Prise en compte des milieux matériels

Les équations de Maxwell que nous avons considéré dans le paragraphe 1.1 étaient écrites
dans le vide et en l’absence de toutes sources. Il nous reste maintenant à expliquer comment les
milieux matériels sont pris en compte dans l’algorithme de calcul.

Commençons par décrire le cas des milieux diélectriques et magnétiques, homogènes, aniso-
tropes et pouvant faire l’objet de pertes électriques. Pourde tels milieux les équations de Maxwell
s’écrivent sous la forme :















~rot
(

~E
)

= − ¯̄µ · ∂ ~H
∂t

~rot
(

~H
)

= ¯̄σ · ~E + ¯̄ε · ∂ ~E
∂t

(1.33)

Où ¯̄µ, ¯̄σ et ¯̄ε sont des tenseurs diagonaux représentant respectivement la perméabilité, la
conductivité et la permittivité :

¯̄µ =





µx

µy

µz
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¯̄σ =





σx

σy

σz





¯̄ε =





εx

εy

εz





La discrétisation du système 1.33 se fait exactement selon les mêmes techniques de calcul que
celles que nous avons exposées dans le paragraphe 1.1. Les équations discrètes obtenues diffèrent
de celles que nous avons établies dans le paragraphe 1.1, uniquement par des coefficients multi-
plicatifs qui sont fonction desµi, σi et εi. Nous avons consigné ces équations discrètes dans la
deuxième partie de l’annexe A.

Pour traiter les milieux inhomogènes il suffit de remplacer les constantesµi, σi et εi par des
tablaux à trois dimensions, afin de prendre en compte les variations d’une cellule à l’autre de la
perméabilité, de la conductivité et de la perméabilité. Partant de ce principe les équations discréti-
sées dont nous avons parlé dans le paragraphe précédent sontutilisables, il n’y a aucun problème
de principe, il faut simplement être conscient que la quantité de mémoire vive requise est plus
importante que lors du traitement d’un milieu homogène.

Les conducteurs parfaits sont quand à eux pris en compte en imposant les conditions :

~EΣ, t = ~0 (1.34)

La figure 1.11 illustre la situation des conducteurs parfaits.

FIG. 1.11 – Conditions aux limites sur un conducteur parfait.

Il faut savoir que la discrétisation de 1.34 pose des problèmes de précision au niveau des arêtes
et des coins des structures métalliques. Cependant des solutions existent pour remédier à ce genre
de problème ([21] et [22]).

Pour terminer il faut mentionner le cas des milieux dispersifs. Sans rentrer dans les détails, on
peut dire que ces milieux sont décrits par les modèles de Debye et de Lorentz. Ces deux modèles
fournissent chacun une expression temporelle de la permittivité faisant intervenir la fonction ex-
ponentielle du temps. Dès lors le produit de convolution~D (t) = ~ε (t)⊗ ~E (t) peut se mettre sous
forme récurssive, ce qui permet d’intégrer les valeurs des composantes de~D (t) dans l’algorithme
de calcul.
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1.9 Le code « TRIDIMO » de l’I.R.C.O.M

Le code FDTD dont nous disposons se nomme « TRIDIMO ». Il a été développé à partir d’oc-
tobre 2001 par C. Guiffaut chargé de recherche au CNRS, par A.Reineix directeur de recherche
au CNRS et directeur de l’équipe et par C. Giraudon dans le cadre de sa thèse.

Le language de programmation utilisé est le fortran 90. Le programme possède une structure
modulaire et utilise au maximum les possibilités offertes par l’encapsulation des données.

Outre les fonctionnalités dont nous avons parlé dans les paragraphes précédents, « TRIDIMO »
gère également les fils et les torons filaires, les milieux fractales, les CPML et les maillages non
uniformes. Il dispose également de tout un ensemble de fonctions sources utilisables avec les
surfaces de Huygens ou en injection directe (sources de tension et sources de courant).

Notons pour finir qu’un langage de script utilisant des balises et des mots clés est disponible
pour faciliter l’écriture des fichiers d’entrée et que de nombreuses possibilités sont offertes pour
le stockage des données.
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Chapitre 2

Le sous-maillage

2.1 Les enjeux du sous-maillage

Etudier l’influence d’un rayonnement incident sur un objet matériel est un problème qui revient
très fréquement dans les simulations numériques. De tellesétudes nécessitent parfois des moyens
informatiques très importants. C’est notamment le cas lorsque les objets étudiés présentent des dé-
tails géométriques très fins par rapport à leurs dimensions extérieures. Dans une telle situation, les
dimensions des cellules de Yee doivent-être inférieures aux dimensions des détails géométriques
les plus fins, ce qui revient à considérer un très grand nombrede cellules, surtout lorsque l’objet
est grand. Il faut alors disposer d’une très grande quantitéde mémoire vive.

Des besoins informatiques conséquents sont également requis lorsque l’on est confronté à des
variations très rapides du champ électromagnétique. Ces variations nécessitent un échantillonnage
temporel important ce qui peut conduire à des temps de calculprohibitifs. Dans un tel cas il faut
disposer d’un calculateur cadencé à haute fréquence.

Un bon moyen pour remédier à ce genre de problème consiste à ajouter des grilles de calcul
possédant des pas spatiotemporels plus petits que ceux de lagrille de départ. On parle alors de
sous-maillage ou de raffinement spatiotemporel. Dans un premier exemple, les grilles « fines » sont
insérées sur les détails géomériques de l’objet et dans le deuxième exemple, elles sont insérées
dans les régions où le champ varie rapidement.

Nous avons pris comme illustration l’exemple d’un boîtier électronique renfermant deux pistes
parallèles assimilables à des fils minces. Les dimensions dece dispositif sont précisées dans la
figure 2.1.

Le but des simulations est d’étudier le couplage électromagnétique qui se produit entre les
deux fils minces (étude de la diaphonie par exemple) .

– Une première simulation est effectuée sans sous-maillageet avec des cellules cubiques de
2 mm de côté. Le nombre total de cellules est donc100 × 50 × 20 = 100 000. Il y a
6 composantes de champ à calculer dans chaque cellule, ce qui fait un total de600 000
composantes à déterminer. En supposant que chaque composante est nécessite une place
mémoire de4 octets (réel simple précision), on obtient finalement une quantité de mémoire
requise égale à2 400 000 octets.

– Une deuxième simulation est effectuée avec un sous-maillage placé sur les deux fils. Il est
constitué de deux rangés de100 cellules cubiques de2 mm de côté (voir figure 2.2). Le reste
du volume, c’est à dire le grand maillage, est constitué de cellules cubiques de10 mm de
côté. Le petit maillage comporte ainsi200 cellules, ce qui représente1200 composantes de
champ et donc4800 octets d’information. Le grand maillage comporte approximativement
20 × 10 × 4 = 800 cellules, c’est à dire4800 composantes de champ, soit19200 octets
d’information. La deuxième simulation requière finalementune quantité de mémoire égale
à24 000 octets.

La simulation faisant intervenir le sous-maillage demandefinalement cent fois moins de mémoire
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FIG. 2.1 – Boîtier électronique.

FIG. 2.2 – Sous-maillage des deux fils minces.

que la première simulation ! Elle fait également intervenircent fois moins de cellules, ce qui va
aussi se ressentir sur le temps de calcul. Nous voyons avec cet exemple simple que le sous-maillage
permet de réaliser de très grandes économies en moyens informatiques.

Le gain de mémoire et de temps réalisé avec le sous-maillage,croît lorsque le rapport entre
les dimensions des grandes cellules et des petites cellulesaugmente. Ce rapport est appelé facteur
de raffinement spatial, on le noterars. Notons quers était égale à5 dans notre illustration. De la
même façon, on définit le facteur de raffinement temporelrt comme étant le rapport entre les pas
temporels du grand maillage et du petit maillage. Nous verrons dans la suite quers et rt peuvent
être égaux ou différents.
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2.2 Etat de l’art

L’idée d’utiliser des grilles raffinées est dans le fond assez simple. Par contre la façon de les
mettre en place dans le grand maillage n’est pas évident à réaliser. En effet, à chaque itération tem-
porelle il faut mettre en relation les composantes du champ électromagnétique de part et d’autre
de la frontière qui sépare les deux maillages et les manièresde procéder sont multiples !

La littérature sur ce sujet ne manque pas. Nous proposons icide faire un tour d’horizion des
travaux qui ont été réalisés sur le problème du sous-maillage. Nous avons subdivisé cette biblio-
graphie en deux sous-paragraphes, le premier concerne les méthodes d’interpolation et le second
concerne les méthodes basées sur la conservation de l’énergie électromagnétique. Etant donné
le libellé de notre sujet, nous nous sommes plus particulièrement intéressé aux publications de
sous-maillage relatives à la méthode FDTD utilisant des maillages orthogonaux et uniformes.

2.2.1 Bibliographie sur les méthodes d’interpolation

Le premier programme faisant intervenir deux maillages différents, à été élaboré par Kunz et
Simpson en 1981 [23]. Leur technique nommée “expansion technique”, consistait à effectuer
séparément les traitements dans le grand maillage et dans lepetit maillage. Un premier calcul
effectué dans le domaine grossier, permettait d’obtenir les valeurs du champ électromagnétique
sur l’interface au cours du temps. Ces valeurs étaient alorsstockées en mémoire pour être en-
suite replacées sur l’interface lors d’un deuxième traitement effectué cette fois-ci dans le maillage
fin. Le temps d’exécution d’un tel algorithme était cependant prohibitif à cause des opérations de
stockage et de lecture des valeurs du champs sur l’interface.

Le premier schéma de sous-maillage faisant intervenir un traitement simultanné des deux do-
maines, à été proposé par Kim et Hoefer en 1990 [24]. Kim et Hoefer ont proposé un tel schéma
pour un espace à deux dimensions et pour le mode de propagation transverse électrique. Le même
facteur de raffinement a été choisi en espace et en temps, afin d’avoir des critères de stabilité
identiques dans chacune des deux grilles. Ce facteur de raffinement était égale à 4. Le schéma
proposé était basé sur des relations linéaires d’interpolation en espace et en temps, appliquées aux
composantes tangentielles de~e situées sur l’interface, et aux composantes de~H situées sur les
cellules adjacentes à la frontière du côté intérieur. Les auteurs ont appliqué leur algorithme au cas
de la diffraction d’une onde électromagnétique par une structure métallique. La comparaison de
leurs résultats avec le même problème traité sans le sous-maillage a permis de valider leur méth-
ode. Les auteurs signalent cependant l’existence de réflexions parasites assez importantes surtout
lorsque l’échantillonnage spatial est faible.

En 1991 Zivanovic, Yee et Mei [25] ont généralisé l’algorithme de Kim et de Hoefer pour un
espace à trois dimensions mais avec des facteurs de raffinement en espace et en temps égaux à
deux et non à quatre. Les auteurs ont testé leur nouveau modèle sur un guide d’onde rectangu-
laire présentant une brutale discontinuité de section, ainsi que sur un guide d’onde rectangulaire et
uniforme mais possédant un diaphragme. La comparaison de leurs résultats avec les deux mêmes
problèmes traités en maillage uniforme, a permis de validerla méthode. Cette dernière porte le
nom de méthode VSSM (Variable Step Size Method). Dans le mêmearticle, les auteurs ont en-
suite présenté un autre modèle de sous-maillage en trois dimensions mais possédant cette fois-ci
des facteurs de raffinement en espace et en temps égaux à trois. Le schéma proposé n’est pas
basé sur des interpolations linéaires mais plutôt sur la discrétisation de l’équation de propagation.
Cette dernière est en effet utilisée pour calculer les composantes tangentielles de~e sur l’interface.
Notons que cette méthode nécessite la connaissance du champ~e en dehors des limites du petit
maillage. Ce dernier a alors été déterminé à partir des composantes de~E, à l’aide de relations
d’interpolation quadratiques. Cette nouvelle méthode a été validée sur des simulations faisant in-
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tervenir des guides d’onde 1D, 2D et 3D et des microstrips. Notons que cette série de tests intitulé
dans l’article “Stability tests of the VSSM” concerne la précision de la méthode, plutôt que sa
stabilité.

Ce dernier schéma à été repris par Prescott Schuley [26] en 1992 mais seulement dans le cas
d’un espace à deux dimensions. Leur schéma diffère du précédent par la méthode de calcul du
Laplacien de~e sur l’interface. En effet dans la méthode VSSM le champ~e situé en dehors des
limites du petit maillage est d’abord calculé à partir des composantes de~E avoisinantes à l’aide
de relations d’interpolation quadratiques et c’est seulement après que le Laplacien est déterminé.
Dans cette nouvelle méthode, nommée méthode MRA (Mesh Reffinement Algorithm), les com-
posantes du Laplacien de~e sont directement interpolées à partir des composantes du Laplacien de
~E. Les auteurs étudient ensuite le comportement de la réflexion numérique produite par l’interface
en fonction de la fréquence. Cette étude est menée lors d’unesimulation faisant intervenir un guide
d’onde rectangulaire. Des réflexions de 0,65% sont annoncées, cependant les fréquences utilisées
ne sont pas précisées.

En 1995 Shimizu, Okoniewski et Stuchly [27] proposent un autre schéma basé sur des inter-
polations linéaires en espace et en temps. Ces dernières sont appliquées à la fois aux composantes
du champ électrique et aux composantes du champ magnétique situées près de l’interface. Les
auteurs étudient ensuite le comportement de la réflexion numérique de l’interface en fonction de
la fréquence. Pour cela une simulation faisant intervenir un guide d’onde cylindrique est réalisée.
Des réflexions de 0.6% sont annoncées pour un échantillonnage spatial λ

∆l
égale à 20.

En 1997 Chevalier, Luebbers et Cable [28] proposent un schéma de sous-maillage très orig-
inal en ce sens que des matériaux diélectriques ou parfaitement conducteurs peuvent traverser
l’interface. Les frontières qui existent entre ces matériaux et le milieu environnant (l’air ou le
vide) doivent être orthogonales à l’interface. En d’autrestermes les matériaux peuvent traverser
l’interface mais orthogonalement à celle-ci. Pour éviter toute confusion dans les explications qui
suivent, l’interface entre les deux maillages sera notéeΣ et les frontières citées précédement seront
notéesF . Considérons d’abord le cas d’un diélectrique. Au niveau deF il y a discontinuité de
la composante normale du champ électrique (~E1,⊥,F 6= ~E2,⊥,F ) et continuité de la composante
normale du champ magnétique (~H1,⊥,F = ~H2,⊥,F ). PuisqueF est orthogonale àΣ, ~H1,⊥,F et
~H2,⊥,F s’identifient respectivement à~H1,//,Σ et à ~H2,//,Σ. Ainsi la relation ~H1,⊥,F = ~H2,⊥,F en-
traine l’égalité~H1,//,Σ = ~H2,//,Σ si bien que l’on peut considérer un unique champ~H//,Σ en tout
point deΣ. Le même raisonnement peut être fait à propos de~h//,Σ. Finalement le schéma de
raccordement entre les deux grilles peut être effectué indépendament des matériaux si ce dernier
est basé sur la continuité des composantes tangentielles duchamp magnétique au niveau deΣ:
~H//,Σ = ~h//,Σ. C’est pour cette raison que les emplacements des champs~E et ~H ont été per-
mutés dans les cellules de Yee. D’autre part les facteurs de raffinement impairs ont été privilégiés
afin que certaines composantes de~H//,Σ et de~h//,Σ se situent au même endroit. Le schéma a
été programmé pour un espace à trois dimensions et avec un facteur de raffinement égale à trois.
Des interpolations temporelles quadratiques ont été utilisées pour déterminer les valeurs de~h//,Σ

aux dates(n + 1/3)∆t et (n + 2/3)∆t. Les composantes de~h//,Σ qui ne sont pas placées aux
mêmes endroits que celles de~H//,Σ sont quand à elles calculées par des interpolations spatiales
linéaires. Pour les matériaux parfaitement conducteurs ladémarche précédente est encore valable,
elle demande juste une modification des interpolations spatiales au niveau des points deΣ qui sont
proches des conducteurs. Notons cependant que certaines corrections ont dues être effectuées sur
les composantes de~h et de~e situées près deΣ, ainsi que les composantes de~E placées dans le
petit maillage et près deΣ. Sans ces corrections le modèle n’est pas stable. Les auteurs ont validé
leur modèle en simulant la diffraction d’une onde par une sphère diélectrique, ainsi que le rayon-
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nement émis par un antenne monopolaire.

La même année Okoniewski, Okoniewska et Stuchly [29] proposent un nouveau schéma
d’interpolation 3D avec un facteur de raffinement égale à deux. La grille fine est décalée par
rapport au grand maillage d’une demi petite cellule dans chacune des trois directions. De plus
une zone de recouvrement entre les deux maillage est mise en pace. L’épaisseur de cette bande de
recouvrement est égale à la largeur d’une grande cellule. Les interpolations utilisées sont de trois
types: linéaires, spline cubique et «spline shape preserving». Le but est d’obtenir une réflexion
numérique qui soit la plus basse possible. Le schéma utilisant les splines cubiques est le meilleur
des trois et il donne une réflexion de -65dB enλ

10
.

Toujours en 1997 [30] Kapoor propose à son tour un schéma de sous-maillage avec un facteur
de raffinement égale à trois. Ce schéma, qui semble être programmé en 2D, utilise des relations
d’interpolations linéaires dans une zone de recouvrement dont l’épaisseur est égale à celle d’une
grande cellule. L’auteur présente un procédé de raccordement en 15 étapes. Malheureusement les
indices temporels ne sont pas précisés de sorte qu’il est difficile de savoir exactement les traite-
ments qui ont été effectués.

La même année White, Iskander et Huang [31] propose une généralisation de la méthode MRA
pour un espace à trois dimensions. De plus le facteur de raffinement peut varier de 2 à 10. Ce nou-
veau code nommé code MGDM est comparé avec la méthode VSSM lors de simulations faisant
intervenir un guide d’onde à section rectangulaire. Il apparait que les erreurs commises avec la
méthode MGDM sont plus petites que celles générées par la méthode VSSM. De plus, selon le
facteur de raffinement utilisé, le critère CFL doit être abaissé à des valeurs inférieures à 0.5 lors
de l’utilisation de la méthode VSSM, alors qu’il reste égaleà 0.5 avec le code MGDM dans les
mêmes circonstances.

Toujours en 1997 Krishnaiah et Railton [32] adoptent une démarche un peu différente des
précédentes, c’est à dire qu’ils modélisent l’interface à l’aide d’un circuit équivalent, cependant
des relations d’interpolation sont encore utilisées. Cette méthode est appliquée en 2D pour un
facteur de raffinement égale à trois et elle est testée sur desstructures diélectriques contenues dans
un guide d’onde. Les auteurs ont constaté que leur algorithme est stable sur un grand nombre
d’itérations (valeur non précisée).

En 1999 Yu et Mittra [33] élaborent un modèle 3D possédant un facteur de raffinement égale à
cinq. Ce modèle possède une région transitoire située entreles deux grilles. Grâce à cette région,
les composantes du champ électromagnétique sur la frontière du petit maillage sont calculées à
l’aide des champs électriques et magnétiques du grand maillage. Des relations d’interpolation
linéaires en espace et en temps sont utilisées. Les auteurs obtiennent une réflexion numérique
inférieure à−52 dB en λ

10
, ainsi que la stabilité de l’algorithme lorsquedt ≤ 0.5 · dtmax dans

les deux grilles. Nous remarquons cependant que la durée de stabilité de l’algorithme n’est pas
donnée.

La même année Chaillou Wiart et Tabbara [34] utilisent l’algorithme d’Okoniewski en l’appliquant
successivement à plusieurs grilles imbriquées l’une dans l’autre. Les deux maillages sont ainsi
séparés par une zone intermédiaire dans laquelle les facteurs de raffinement augmentent progres-
sivement. Les auteurs ont obtenu la stabilité du schéma sur60 000 itérations pour un facteur de
raffinement allant jusqu’à16. Pour des facteurs de raffinement plus élevés la durée de stabilité du
schéma diminue. La réflexion numérique varie de 1% à 4% enλ

10
selon le facteur de raffinement

envisagé.
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En 2001 White, Yun et Iskander [35] proposent une généralisation de la technique de Cheval-
lier Luebbers et Cable. Comme dans cette dernière publication l’interface peut traverser un diélec-
trique mais cette fois-ci le facteur de raffinement peut-être quelconque. Une étude détaillée est
menée à propos de la précision de l’algorithme mais les durées de stabilité obtenues ne sont pas
précisées.

En 2002 Wang et Teixeira [36] ont développé un modèle 2D-TE dans lequel les interpolations
sont optimisées en fonction de l’angle d’arrivé de l’onde incidente. La méthode est compliquée
mais elle permet de réduire la réflexion numérique dans certaines directions (notamment 45˚).

En 2004 Sun et Choi [37] proposent un modèle 2D-TM basé sur la discrétisation spatiale du
Laplacien au niveau de l’interface. Une telle discrétisation permet en effet de déterminer les com-
posantes du champ de part et d’autre de la frontière. Ce modèle développé pour un facteur de
raffinement égale à trois, est comparé avec d’autres modèlesprésentés dans la littérature, notam-
ment avec le modèle hybride FDTD (2,4). La stabilité de leur schéma est obtenue sur20 000
itérations mais pas au-delà.

2.2.2 Bibliographie sur les méthodes conservatives

Les travaux sur ce sujet ne sont pas très nombreux, de plus ilsfont appel à des formalismes math-
ématiques très élaborés.

Thoma et Weiland [38] et [39] exposent la technique FIT (Finite Integration Technique) qui
se présente comme une généralisation de la méthode FDTD. Cette technique utilise les flux et les
circulations des composantes du champ électromagnétique dans deux espaces duaux. Une telle
formulation se prête bien à l’écriture de la conservation del’énergie électromagnétique. D’ailleurs
un critère de stabilité est établi [39].

Un peu plus tard Bonilla et Wong [40] présentent un schéma de sous-maillage 3D basé sur
la méthode des éléments finis. Ce modèle qui utilise un facteur de raffinement égale à trois est
utilisé pour modéliser un téléphonne mobile. Les auteurs nemettent pas en avant la conservation
de l’énergie électromagnétique et la stabilité du schéma n’est pas testée.

En 2000 Fouquet [42] présente une thèse sur le raffinement de maillage spatio-temporel pour
les équations de Mawell. Dans la première partie de son document il s’intéresse aux phénomènes
d’instabilité produits par les schémas d’interpolation. Dans la deuxième partie il présente deux
schémas de sous-maillage basés sur la conservation d’une énergie discrète. Ce travail qui est
présenté directement dans le cadre des différences finies centrées, concerne d’abord un modèle
1D puis ensuite un modèle 2D-TE. Dans la dernière partie de ces travaux, Fouquet généralise
l’approche précédente en utilisant la méthode des élémentsfinis. Après avoir ré-écrit le problème
sous forme variationnelle, les éléments finis sont introduits puis un schéma de raccordement 3D
est explicité en termes de différences finies.

En 2004 Marrone et Mittra [41] utilisent la méthode CM (Cell Method) dans des modèles 2D.
Cette méthode qui est très ressemblante à la méthode FIT leurpermet de trouver deux critères de
stabilité.
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2.3 Les objectifs fixés

A l’issu de ce tour d’horizon on s’aperçoit qu’il y a deux familles de méthodes pour traiter un
problème de sous-maillage. La première est la famille des méthodes d’interpolation. Ces méthodes
sont généralement assez simples à mettre en oeuvre, par contre elles ont tendance à produire
des instabilités surtout lorsque les durées de simulation sont importantes. La deuxième regroupe
les méthodes qui sont basées sur la conservation de l’énergie électromagnétique discrète. Ces
dernières sont théoriquement stables mais elles sont difficiles à mettre en oeuvre car elles sont très
souvent développées dans des cadres mathématiques abstraits. Nous avons remarqué par ailleurs
que les schémas de sous-maillage ne sont pas totalement explicités et que les performances des
algorithmes sont établies dans des contextes flous.

Partant de ces divers constats nous nous sommes fixés des objectifs à atteindre, aussi bien pour
les méthodes d’interpolation que pour les méthodes basées sur la conservation de l’énergie. Nous
avons consignés ces objectifs dans les deux paragraphes quisuivent.

2.3.1 Objectifs à atteindre pour les méthodes d’interpolation

– Elaborer un schéma de sous-maillage en 3D présentant une durée de stabilité suffisante.
– Déterminer si les instabilités sont dues au traitement spatial seul, au traitement temporel

seul ou bien au deux à la fois.
– A partir de ce qui précède, élaborer une méthode de construction des schémas permettant

de mieux maîtriser les instabilités.

2.3.2 Objectifs à atteindre pour les méthodes basées sur la conservation de
l’énergie

– Présenter une méthode basée sur la conservation de l’énergie, à l’aide d’outils mathéma-
tiques accessibles à la plupart des physiciens. Pour cela nous avons pris comme point de
départ la méthode variationnelle présentée par T. Fouquet [42].

– Proposer une version simplifiée de cette méthode variationnelle et l’appliquer à la stabilisa-
tion d’un algorithme de sous-maillage.

Parallèlement aux objectifs que nous venons de présenter nous avons également tenu à produire
un document qui soit aussi clair que possible,c’est notre objectif pédagogique. Pour cela nous
avons veillé à conserver les mêmes notations tout au long de ce mémoire, nous n’avons pas non
plus hésité à présenter des dessins, des courbes et des tableaux à chaque fois que cela nous a
paru nécessaire. De nombreux paragraphes et sous-paragraphes ont également été utilisés afin de
bien structurer les idées présentées. Ceci se fait parfois au détriment de la longueur de l’exposé,
cependant nous espérons que ces longueurs ne nuiront pas à lacompréhension du texte.

2.4 Méthode de présentation et d’étude des modèles de sous-
maillage

Dans ce paragraphe nous expliquons la façon dont nous allonsprésenter et étudier les modèles
de sous-maillage. Il nous a parru important pour la clareté de l’exposé de présenter ces deux
aspects avant même de considérer un modèle particulier.
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2.4.1 Présentation

Afin de bien cadrer notre sujet nous avons limité notre étude aux modèles de sous-maillage
utilisant la méthode des différences finies centrées avec des maillages othogonaux et uniformes.
Dans un tel contexte il est possible de donner une représentation simple et concise d’un modèle de
sous-maillage. Pour cela on représente sur un axe temporel une suite de figures montrant chacune
une vue en coupe de la frontière et des cellules qui y sont accolées. Chaque figure est relative à
une seule itération temporelle et montre une seule grande cellule accolée à la frontière, acompa-
gnée desr2

s petites cellules qui lui font face du côté du petit maillage.La figure 2.3 apporte une
illustration de notre méthode de représentation dans le casoù rs = rt = 2.

FIG. 2.3 – Représentation d’un schéma de sous-maillage avecrs = rt = 2.
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Sur cette figure l’axe temporel est orienté vers le bas, le grand maillage est situé sur la partie
gauche du dessin tandis que le petit maillage se situe sur la partie droite. En suivant l’axe du temps
du côté du grand maillage, on trouve la séquence de calculEn, Hn+ 1

2 etEn+1. On reconnaît ici le
schéma de type « saute moutton » relatif au grand maillage. Ensuivant l’axe du temps du côté du
petit maillage, on trouve la séquence de calculen, hn+ 1

4 , en+ 1
2 , hn+ 3

4 et en+1. On reconnaît cette
fois-ci deux schémas de type « saute mouton » successifs, ce qui est logique puisque le facteur
de raffinement temporelrt est égale à deux. En d’autres termes il y a bien deux sous-itérations
temporelles dans le petit maillage pour une itération temporelle dans le grand maillage. Le facteur
de raffinement spatialrs étant aussi égale à deux, nous avons quatres petites cellules en face d’une
grande cellule.

Les axes utilisés sont notés(On), (Oh) et(Ov). Le plan(O, h, v) représentera toujours la face
que nous étudions. L’axe(On) est orthogonal à cette face et sera toujours orienté vers l’intérieur
du petit maillage1. Les composantes du champ électromagnétique sont représentées sur les figures
avec la convention suivante pour les couleurs :

– En rouge pour les composantes parallèles à l’axe(On),
– En vert pour les composantes parallèles à l’axe(Oh),
– En bleu pour les composantes parallèles à l’axe et(Ov).

La disposition des composantes dans les cellules est conforme au schéma de Yee.

Ce mode de représentation étant adopté il est alors plus facile d’expliquer un modèle de sous-
maillage. En effet, il suffira de présenter les relations quiexistent entre les composantes des deux
maillages et ceci pour chaque itération temporelle. Les composantes concernées par ces relations
seront toujours illustrées sur notre dessin, d’autre part elles seront légendées et numérotées. Les re-
lations seront expliquées par des équations et illustrées par des figures supplémentaires. Le schéma
de sous-maillage se présentera donc comme une sorte de « listing illustré » des opérations qu’il
faut effectuer à chaque itération temporelle.

Précisons pour terminer que les limites du domaine de calculsont modélisées par des PML.

2.4.2 Méthode d’étude

Il nous reste maintenant à préciser la façon dont nous étudierons les modèles élaborés. Les
deux propriétés les plus importantes d’un schéma de sous-maillage sont la réflexion numérique et
la stabilité. Notre méthode d’étude consistera donc à analyser systématiquement ces deux aspects.

2.4.2.1 La réflexion numérique

Quelle que soit la méthode utilisée pour traiter l’interface, cette dernière n’est jamais totale-
ment transparente. C’est à dire que toute onde électromagnétique qui traverse la frontière entre
les deux maillages produit nécessairement une onde réfléchie. C’est le phénomène de réflexion
numérique. La figure 2.4 illustre notre méthode de mesure de la réflexion numérique.

Nous avons fait le choix de mesurer cette réflexion en utilisant uneincidence normaleet ceci
pour tous les schémas de sous-maillage que nous avons testés. Par soucis de simplicité, nous
avons volontairement laissé de côté l’étude des variationsde la réflexion numérique en fonction de
l’angle d’incidence2 3. L’important pour nous à été d’obtenir à chaque foisun ordre de grandeur
de la réflexion en utilisant toujours le même procédé de mesure.

1Ce choix de notation à été motivé par le fait que nous n’avons pas voulu particulariser notre étude à l’une des six
faces constituant la frontière (xOy, xOz, yOz etc...). Par ailleurs c’est cette même notation que nous avons systéma-
tiquement utilisée dans lesstructures de donnéesde nos programmes, le principe étant que les « axes généralisés »
(Oh), (Ov) et (On) s’identifient successivement aux axes réels du repère au cours de l’exécution du programme.

2Comme cela se fait souvent en utilisant des guides d’onde en modeTE10.
3De telles variations sont d’ailleurs assez faibles.
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FIG. 2.4 – Mesure de la réflexion numérique.

Une onde électromagnétique plane est générée dans le grand maillage par l’intermédiaire
d’une surface de Huygens. L’onde se progage de gauche à droite le long de l’axe(On) et elle
est polarisée linéairement le long de l’axe(Ov). Elle traverse le petit maillage qui est vide, de
part en part et de gauche à droite. Les six faces qui délimitent le petit maillage et qui constituent
l’ensemble de l’interface, produisent des réflexions assimilables à un champ diffracté. Ce champ
se retrouve seul dans la zone de champ diffracté située en arrière de la surface de Huygens. C’est
ici même que l’on place un point d’observation nomméPrn

4. Notons que toutes les dimensions
seront précisées pour chaque simulation.

Les variations au cours du temps deEv sont caractérisées par une Gausienne d’amplitude
1 V/m. La plus grande fréquence intervenant dans le spectre de Fourier de cette Gaussienne sera
notéefmax et la longueur d’onde correspondante sera notéeλmin. Nous avons choisit pour cette
composante particulière du spectre un nombre d’échantillonnages spatiaux égale à10, c’est à
dire que si∆max représente le plus grand pas spatial dans le grand maillage alors nous aurons
λmin

∆max
= 10. La valeur de∆max étant fixée, toutes les autres composantes du spectre ont alors

un nombre d’échantillonnages spatiaux supérieur à10. Ainsi l’analyse en fréquence du signal
réfléchi nous donnera la réflexion produite par chacun des modes de Fourier sachant que leur
nombre d’échantillonnages spatiaux varie de10 à+∞.

Il nous reste maintenant à définir précisément le coefficientde réflexion numérique. Comme
nous l’avons dit précédement l’onde réfléchie est analysée en fréquence. Nous notonsEv, r(t) le

4Par convention, un point d’observation désigne l’origine de la cellule de Yee dans laquelle les composantes du
champ électromagnétique sont relevées.
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signal réfléchi et̃Ev, r(f) sa transformée de Fourier. Le coefficient de réflexion numérique est alors
défini par :

rn(f) = 20 × log10
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Ẽv, ref(f)

∣

∣

∣







Dans cette relatioñEv, ref(f) désigne la transformée de Fourier d’un certain signal de réfé-
rence. Ce signal est obtenu au pointPrn lors d’une simulation où le petit maillage est absent.

Nous représenterons finalement les variations dern en fonction de la fréquencef pourf ∈
[0, fmax]. La correspondance entref et λ

∆max
est illustrée sur la figure 2.5. Nous utiliserons souvent

cette correspondance dans les commentaires concernant la réflexion numérique.

FIG. 2.5 – Correspondance entref et λ
∆max

.

2.4.2.2 La stabilité

De nombreux algorithmes de sous-maillage présentent des problèmes de stabilité lorsque
les durées de simulation sont importantes. Cela se manifeste par une divergence dans les deux
maillages de toutes les composantes du champ électromagnétique. Pour apprécier la durée de sta-
bilité d’un modèle de raffinement on peut en principe effectuer n’importe quelle simulation. Nous
avons cependant pris deux précautions. En premier lieu nousavons évité de faire des simulations
avec un sous-maillage vide, de façon à être proche des conditions d’utilisation réelles du pro-
gramme. Pour cela nous avons placé un bloc métallique dans lepetit maillage. Ensuite nous avons
fait en sorte de tester chaque modèle dans les mêmes conditions afin d’être sûr de bien comparer
ce qui est comparable. Cette dernière précaution est très importante car les durées de stabilité d’un
même algorithme peuvent beaucoup varier d’une simulation àl’autre. La figure 2.6 illustre notre
méthode de mesure de la stabilité.

Le métal, le petit maillage et le volume délimité par les surfaces de Huygens, possèdent les
mêmes proportions et sont centrés les uns par rapport aux autres. Ainsi les plus grandes diago-
nales de ces trois volumes sont confondues en un seul axe que nous avons choisi comme axe de
propagation pour l’onde incidente. L’angle de polarisation de cette onde à été fixé arbitrairement
à45˚ 5. Ce dernier est représenté sur la figure 2.7.

Les variations dans le temps de~E seront caractérisées par la même fonction Gaussienne que
celle que nous utilisons pour mesurer la réflexion numérique. Le champ électromagnétique est
observé au cours du temps, dans la zone de champ diffracté (point Pd) et à l’intérieur du petit
maillage (pointPi). On représentera les variations des trois composantes du champ électrique au
cours du temps. Notons enfin que toutes les dimensions serontprécisées pour chaque simulation.

5L’important est de conserver cet angle pour toutes les simulations.
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FIG. 2.6 – Mesure de la stabilité.

FIG. 2.7 – Définition de l’angle de polarisation.
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Troisième partie

Modèles de sous-maillage basés sur des
méthodes d’interpolation
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Dans cette partie nous commençons par présenter un schéma desous-maillage basé sur des
relations d’interpolation linéaires. Ce schéma est élaboré dans un espace à trois dimensions et
pour des facteurs de raffinement en espace et en temps égaux à deux. La réflexion numérique
obtenue est convenable, cependant le schéma donne lieu à desphénomènes d’instabilité lorsque
les durées de simulation sont importantes.

Nous cherchons alors à en savoir un peu plus sur l’origine de ces instabilités, le but ultime
étant de les atténuer voir même de les éliminer. Pour cela nous proposons une méthode originale
qui consiste à séparer les traitements temporel et spatial utilisés dans le schéma de sous-maillage
de départ. Ce dernier se trouve ainsi décomposé en deux algorithmes successifs qui peuvent être
étudiés séparément. L’étude de ces deux algorithmes nous permet alors de prouver que c’est uni-
quement le traitement spatial qui est à l’origine des instabilités et que c’est également lui qui fixe,
à peu de choses près, les qualités du modèle « décomposé ».

A la lumière de ce qui précède nous nous concentrons sur le raffinement spatial. A cette oc-
casion nous avons comparé plusieurs modèles de sous-maillage, le but étant de sélectionner le
meilleur d’entre eux.

Dans le dernier chapitre de cette partie nous appliquons notre nouvelle méthode de construc-
tion à des schémas de sous-maillage possédant des facteurs de raffinement plus élevés. Nous
construisons ainsi des algorithmes temporels et spatiaux possédant des facteurs de raffinement
égaux à3, 4 et 5. Nous montrons alors que tous les modèles de raffinement temporel introduits
sont stables et nous mettons en évidence les performances des modèles spatiaux, afin d’en déduire
les performances des modèles « décomposés ».
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Chapitre 3

Présentation d’un schéma basé sur des
interpolations

3.1 Le schéma

Nous nous plaçons dans un espace à trois dimensions. Les facteurs de raffinement en espace et
en temps,rs et rt sont égaux à deux, ceci nous permet de conserver le même critère CFL dans les
deux maillages. Les explications qui suivent ainsi que les notations adoptées sont résumées dans
la figure 3.1 qui donne une vue d’ensemble du schéma.

Nous supposons que tous les calculs ont été effectués jusqu’à l’étapen inclue. Nous devons
donc mettre à jour le champ électromagnétique dans le grand maillage aux étapesn + 1

2
etn + 1,

ainsi que dans le petit maillage aux étapesn+ 1
4
, n+ 1

2
, n+ 3

4
etn+1. Pour commencer les calculs

suivants sont effectués par différences finies sur les équations de Maxwell :

– Etapen + 1
4

: Les composantes deh sont calculées dans le petit maillage, frontières com-
prises.

– Etapen + 1
2

: Les composantes dee sont calculées dans le petit maillage sauf sur les fron-
tières et les composantes deH sont calculées dans le grand maillage frontières comprises.

– Etapen + 1 : Les composantes deE sont calculées dans le grand maillage, sauf sur les
frontières.

Pour que toutes les mises à jour puissent être effectuées, nous devons déterminer les composantes
du champ électrique sur les frontières aux étapesn + 1

2
et n + 1. Ces dernières seront notées

e
n+1/2
v, f , e

n+1/2
h, f , en+1

v, f eten+1
h, f , du côté du petit maillage etEn+1

v, f etEn+1
h, f du côté du grand maillage.

Les indicesv et h se rapportent aux axes(Ov) et (Oh) du repère et l’indicef désigne la fron-
tière. Notons que les composantesE

n+1/2
v, f etEn+1/2

h, f n’existent pas dans l’algorithme, elles servent
simplement d’intermédiaire de calcul. Dans tout ce qui suitnous travaillons uniquement avec les
composantes de type «v », les calculs étant similaires en tout point pour les composants de type
«h ». Sauf mention contraire les numéros entre parenthèses se rapportent à la figure 3.1.

Le schéma est le suivant :
– Pour commencer on détermine lesH

n+1/4
h, i (3) et lesH

n+1/4
n, f (1) à partir deshn+1/4 qui

viennent d’être calculés. Pour cela on utilise les relations d’interpolation spatiales suivantes :











H
n+1/4
h, i = 1

4
·
∑4

i=1 h
n+1/4
h (i)

H
n+1/4
n, f = 1

4
·
∑4

i=1 h
n+1/4
n, f (i)

(3.1)
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FIG. 3.1 – Vue d’ensemble du schéma d’interpolation.

Ces relations, qui correspondent à un moyennage spatial, sont illustrées sur la figure 3.2.
L’indice i désigne l’intérieur du petit maillage et l’indicen se rapporte à l’axe(On).

– Ensuite on calcule lesHn+1/4
h, e (2) à partir desHn−1/2

h qui ont été mémorisés au tour précé-

dent et desHn+1/2
h qui viennent d’être déterminés dans la première phase de calcul. Pour

cela on utilise l’interpolation temporelle linéaire suivante :
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FIG. 3.2 – Détermination desH
n+ 1

4

h, i et desH
n+ 1

4

n, f par moyennage spatial.

H
n+1/4
h, e =

1

4
· H

n−1/2
h +

3

4
· H

n+1/2
h (3.2)

Cette relation est illustrée dans la figure 3.3. L’indicee désigne l’extérieur du petit maillage.

FIG. 3.3 – Détermination desH
n+ 1

4

h, e par interpolation temporelle linéaire.

– A l’aide des équations de Maxwell on peut alors obtenir lesE
n+1/2
v, f (4).

– On détermine ensuite lesen+1/2
v, f (5) à partir desEn+1/2

v, f (4) toujours par moyennage spatial.
On moyenne d’abord le long de l’axe(Ov) et ensuite le long de l’axe(Oh) :











e
n+1/2
v, f, moins = 3

4
· E

n+1/2
v, f, 0 + 1

4
· E

n+1/2
v, f, moins

e
n+1/2
v, f, plus = 3

4
· E

n+1/2
v, f, 0 + 1

4
· E

n+1/2
v, f, plus

(3.3)

e
n+1/2
v, f, c =

1

2
·
(

e
n+1/2
v, f, g + e

n+1/2
v, f, d

)

(3.4)

Les relations 3.3 et 3.4 sont illustrées sur les figures 3.4 et3.5. Dans ces deux illustrations
nous avonsn′ = n + 1

2
. Les indices utilisés se comprennent sans ambiguïté.

– On peut alors calculer leshn+3/4 dans le petit maillage, frontières comprises, à l’aide des
équations de Maxwell.
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FIG. 3.4 – Calcul desen′

v, f, moins et desen′

v, f, plus par moyennage spatial le long de l’axe(Ov).

FIG. 3.5 – Calcul desen′

v, f, c par moyennage spatial le long de l’axe(Oh).

– Ensuite on détermine lesH
n+ 3

4

h, i (7) à partir deshn+3/4 qui viennent d’être calculés. On uti-
lise les mêmes relations d’interpolation que dans les équations 3.1 :

H
n+3/4
h, i =

1

4
·

4
∑

i=1

h
n+3/4
h (i) (3.5)

L’équation 3.5 est illustrée sur la figure 3.6.

– Maintenant on peut obtenir lesH
n+ 1

2

h, i (6) par interpolation temporelle linéaire :

H
n+ 1

2

h, i =
1

2
· H

n+1/4
h, i +

1

2
· H

n+3/4
h, i (3.6)
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FIG. 3.6 – Détermination desH
n+ 3

4

h, i par moyennage spatial.

Cette relation est illustrée sur la figure 3.7.

FIG. 3.7 – Détermination desH
n+ 1

2

h, i par interpolation temporelle linéaire.

– A l’aide des équations de Maxwell on peut finalement calculer lesEn+1
v, f (8), à partir desquels

on détermine lesen+1
v, f par moyennage spatial. Ces moyennages (où interpolations)ont déjà

été décrites dans les relations 3.3 et 3.4 et illustrées dansles figures 3.4 et 3.5. Il suffit
simplement de remplacern + 1

2
parn + 1.

3.2 Résultats des tests

Les tests ont été effectués selon les méthodes présentées dans le paragraphe 2.4.2. Nous pré-
cisons ici les valeurs numériques des différents paramètres, puis nous présentons les courbes ob-
tenues accompagnées de commentaires.

3.2.1 Réflexion numérique

Les paramètres géométriques sont donnés dans la figure 3.8. Dans le grand maillage nous
avons pris△max = ∆x = ∆y = ∆z = 0.15 m ce qui correspond àfmax = 200 MHz pour
un échantillonnage spatial minimum égale à10. Le pas temporel∆t est fixé à97% du pas tem-
porel maximun∆tmax. Dans le petit maillage nous avons évidementδx = δy = δz = 0.075 m
et δt = ∆t/2 ce qui nous permet de conserver le même critère de stabilité que précédement :
δt = 0.97 · δtmax (voir relation 1.29 du paragraphe 1.4).
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FIG. 3.8 – Test de la réflexion numérique.

La réflexion numérique obtenue est représentée sur la figure 3.9. Elle est inférieur à−48 dB
pour λ

∆
≥ 20, par contre elle croît jusqu’à−25 dB pour λ

∆
= 10. Nous disposons ainsi d’une

réflexion numérique assez petite pour un échantillonnage spatial raisonnable (rn = −48 dB pour
λ
∆

= 20 par exemple). Ces résultats nous montrent également que le schéma n’est pas utilisable
pour des échantillonnages spatiaux inférieurs à20.
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FIG. 3.9 – Réflexion numérique.

3.2.2 Stabilité

Toutes les dimensions utilisées dans cette simulation sontrésumées dans la figure 3.10. Les
pas spatiotemporels sont identiques à ceux de la simulationprécédente. La fonction Gaussienne
utilisée est également la même etfmax vaut toujours200 MHz. L’onde incidente arrive en inci-
dence oblique c’est à dire queθ = φ = 45˚ (voir figure 2.7 du paragraphe 2.4.2).

Le champ diffracté est enregistré au pointPd. Ces variations dans le temps sont représentées
dans la figure 3.11. Le champ à l’intérieur du petit maillage est enregistré au pointPi et ces
variations sont représentées dans la figure 3.12.

Sur les deux courbes précédentes nous constatons la présence d’un champ résiduel qui com-
mence à diverger pourtsimu > tstab = 2 µs. Ce phénomène qui se produit simultanément dans
les deux volumes nous montre que le schéma est instable. Ce comportement est classique lorsque
des relations d’interpolation sont utilisées. Notons cependant que notre algorithme pourrait-être
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FIG. 3.10 – Test de la stabilité.
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FIG. 3.11 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd).

utilisé dans des problèmes de diffraction, étant donné que ces derniers ne demandent pas toujours
des durées de simulation trop grandes.

Avant d’aller plus loin nous devons apporter quelques précisions sur la façon d’estimer les
durées de stabilité. En effet, une telle estimation reste toujours un peu suggestive, elle dépend par
exemple de l’echelle adoptée sur l’axe des ordonnées. Il faut alors adopter un critère commun
d’évaluation de ces durées, même si ce dernier est qualitatif. Nous proposons par exemple de
définir la durée de stabilité comme étant la durée au bout de laquelle la remontée du signal atteint 5
à 10% de l’amplitude du signal observé. Ce critère simple sera adopté tout au long de ce mémoire.
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FIG. 3.12 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (spointPi).

3.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volume sous-maillé

Il nous a paru intéressant d’analyser le comportement des durées de stabilité lorsque le volume
du petit maillage augmente, tous les autres paramètres étant fixés. Une telle analyse n’a jamais été
présentée dans la littérature et nous semble riche en enseignements, de plus elle nous permettra
ultérieurement de faire de meilleurs comparaisons entre les différents schémas. La figure 3.13
montre la façon dont nous avons paramétré les dimensions du petit maillage.

FIG. 3.13 – Tests de la stabilité en fonction du volume sous-maillé.

Le petit volume est un cube dont les arêtes comportenta grandes cellules. Dans la simulation
précédente nous avionsa = 15, ici nous allons travailler aveca = 30, a = 45 eta = 60. Comme
précédement nous avons cherché à placer le point d’observation Pi entre l’interface et la surface
du métal. Cependant le nombre de petites cellules séparant ces deux surfaces peut-être pair ou
impair si bien que nous avons choisi de placer entre le pointPi et l’interface, un nombre de petites

53



cellules égal àE
{

a−5
2

}

. Ceci nous permet de placer approximativement le point d’observation
entre les deux surfaces.

Les résultats obtenus sont présentés dans les courbes 3.14 à3.19.
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FIG. 3.14 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 30.
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FIG. 3.15 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 30.
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FIG. 3.16 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 45.

Nous constatons que l’amplidude du champ résiduel diminue au fur et à mesure que le volume
sous-maillé augmente. Ce champ résiduel se voit bien poura = 15 dans les deux maillages et pour
a = 30 dans le grand maillage, puis il disparaît dans les autres cas1. D’autre part nous constatons
que la durée de stabilité devient de plus en plus grande. Ellepasse progressivement de2 µs pour
a = 15 à4 µs poura = 60 dans le grand maillage (pointPd) et de2 µs poura = 15 à5.5 µs pour
a = 60 dans le petit maillage (pointPi). Ces résultats sont regroupés dans le tableau 3.2.

1Ces appréciations dépendent évidement de l’échelle adoptée. C’est simplement une tendance que nous voulons
monter.
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FIG. 3.17 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 45.
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FIG. 3.18 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 60.
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FIG. 3.19 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 60.

a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 2 µs 3 µs 3.5 µs 4 µs
tstab (pointPi) 2 µs 3.5 µs 4.5 µs 5.5 µs

TAB. 3.2 – Durées de stabilité en fonction dea.

Ce phénomène n’est pas facile à interpréter. Nous savons quela présence du champ résiduel
est due à l’utilisation des relations d’interpolation maisil est difficile de comprendre pourquoi
ce dernier s’atténue lorsque le domaine sous-maillé devient plus grand. Une explication possible
peut-être proposée si l’on considère le front de l’onde diffractée. Ce dernier présente des petits
rayons de courbure dans le voisinage du métal, nous sommes eneffet dans la zone de champ
proche. Ainsi, des erreurs numériques assez importantes sont générées par les relations d’inter-
polation spatiales, qui représentent dans ce cas une approximation très grossière des variations
spatiales du champ. On comprend alors que ces erreurs puissent diminuer et ainsi retarder le mo-
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ment de la divergence lorsque la frontière s’éloigne de la zone de champ proche. Quoiqu’il en soit
ce n’est pas la seule explication car ce phénomène se produitégalement lorsque le petit maillage
est vide.

3.3 Pour résumer

Nous avons mis en place un schéma de raffinement spatiotemporel basé sur des relations d’in-
terpolation. Il présente une durée de stabilité suffisante pour être utilisé dans des problèmes de
diffraction (tstab = 2 µs), de plus la réflexion numérique est satisfaisante (−48 dB pour λ

∆
= 20).

Par ailleurs nous avons constaté que la durée de stabilité augmente lorsque le volume du petit
maillage augmente. Nous verrons dans la suite que ce comportement est assez général.
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Chapitre 4

Séparation du traitement spatial et du
traitement temporel

Dans ce chapitre nous avons cherché à mieux cerner les phénomènes de divergence rencontrées
dans le modèle précédent. L’idée à été d’extraire de ce modèle le traitement temporel d’une part et
le traitement spatial d’autre part, afin de savoir quelle estla part de chacun de ces deux traitements
dans les phénomènes d’instabilité. En s’appuyant sur les résultats obtenus, nous élaborons alors
une nouvelle méthode de conception des schémas de sous-maillage. Ce chapitre est organisé en
trois paragraphes :

– Le paragraphe 4.1 est consacré au traitement temporel seul: nous présentons d’abord l’al-
gorithme puis nous comparons ses performances avec celles du schéma spatiotemporel pré-
senté dans le chapitre précédent.

– Dans le paragraphe 4.2 la même étude est réalisée pour le traitement spatial.
– Dans le paragraphe 4.3 nous proposons une nouvelle méthodede constuction des schémas

de sous-maillage, qui consiste à utiliser successivement les deux algorithmes précédents.
Nous montrons alors de quelle façon les performances de ce nouveau modèle « successif »
dépendent des algorithmes temporel et spatial qui le constituent.

4.1 Le traitement temporel seul

4.1.1 Le schéma

Une vue d’ensemble du schéma temporel est proposée dans la figure 4.1.
L’algorithme est obtenu en ne prenant que la « partie temporelle » des traitements présentés

dans le paragraphe 3.1. Ces traitements se résument en fait àdeux interpolations temporelles sur
les composantes de type «h » et «v » du champ magnétique. La première interpolation a lieu dans
le grand maillage à la daten + 1/4 et la deuxième a lieu dans le petit maillage à la daten + 1/2.
Cela donne finalement la procédure suivante :

– Calcul desHn+1/2 dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn+1 dans le grand maillage, sauf sur les frontières.
– Calcul deshn+1/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen+1/2 dans le petit maillage, sauf sur les fontières.
– Calcul deshn+1/4

h, e (1) par interpolation temporelle à partir desH
n−1/2
h et desHn+1/2

h (voir
figure 4.2) :

h
n+1/4
h, e =

1

4
· H

n−1/2
h +

3

4
· H

n+1/2
h (4.1)

– Calcul desen+1/2
v, f (3) à l’aide des équations de Maxwell
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FIG. 4.1 – Vue d’ensemble du schéma temporel.

– Calcul deshn+3/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desHn+1/2

h, i (4) par interpolation temporelle à partir desh
n+1/4
h, i (2) et deshn+3/4

h, i (5)
(voir figure 4.3) :

H
n+1/2
h, i =

1

2
· h

n+1/4
h ,i +

1

2
· h

n+3/4
h, i (4.2)

– Calcul desEn+1
v, f (6) à l’aide des équations de Maxwell.
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FIG. 4.2 – Détermination desh
n+ 1

4

h, e par interpolation temporelle.

FIG. 4.3 – Détermination desHn+1/2
h, i par interpolation temporelle.

– Calcul desen+1
v, f (7) par continuité (voir figure 4.4) :

En+1
v, f = en+1

v, f (4.3)

FIG. 4.4 – Continité entreEn+1
v, f et en+1

v, f .
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4.1.2 Résultats des tests

4.1.2.1 Réflexion numérique

Tous les paramètres de ce test sont identiques à ceux que nousavons défini dans le paragraphe
3.2.1, excepté les pas spatiaux du petit maillage qui restent identiques à ceux du grand maillage1.
Les dimensions utilisées sont rappelées dans la figure 4.5.

FIG. 4.5 – Test de la réflexion numérique.

La courbe 4.6 donne la réflexion numérique obtenue (en bleu).Elle est inférieur à−55 dB
pour λ

∆
≥ 20 et elle croît jusqu’à−40 dB seulement pourλ

∆
= 10. Cette réflexion est inférieure

à celle que nous avons obtenue avec le schéma spatiotemporel(en vert). L’écart est de20 dB en
moyenne dans le domaine des hautes fréquences (λ

∆
∈ [10, 20]) et de10 dB en moyenne dans le

domaine des basses fréquences (λ
∆

≥ 20). Finalement ce niveau de réflexion numérique est très
satisfaisant même pour un échantillonnage spatial allant jusqu’à10.
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FIG. 4.6 – Réflexion numérique.

4.1.2.2 Stabilité

Les paramètres de ce test sont identiques à ceux que nous avons utilisé dans le paragraphe
3.2.2. Encore une fois la seule différence vient du fait qu’il n’y a pas de sous-maillage spatial, si

1En vertu de la relation 1.29, cela nous oblige à prendre un critère CFL deux fois plus petit que dans le grand
maillage :δt = 0.485 · δtmax.
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bien que l’intérieur du petit domaine est paramétré en termes de grandes cellules. La figure 4.7
résume la situation.

FIG. 4.7 – Test de la stabilité.

Les courbes 4.8 à 4.11 montrent le champ diffracté et le champtotal à l’intérieur du petit
domaine. La durée totale de la simulation étant importante (50 µs) nous avons adopté deux points
de vue pour la représentation de ces deux champs. La vue en gros plan permet de montrer les
variations du champ diffracté et du champ dans le petit domaine, tandis que la vue d’ensemble
permet d’apprécier la stabilité de l’algorithme.

Nous constatons qu’il y a très peu de champ résiduel et qu’aucun phénomène de divergence ne
se produit pour une durée de simulation allant jusqu’à50 µs. Nous pensons que notre algorithme
est stable car l’amplitude du champ résiduel diminue au cours du temps. Cet argument n’est pas
une preuve mais simplement un indice, de ce fait, la stabilité de l’algorithme reste à démontrer.
Quoi qu’il en soit, tout ce que nous disons dans la suite sera vrai pour une durée de simulation
allant jusqu’à50 µs et l’adjectif « stable » sera dorénavant utilisé dans ce contexte.

4.2 Le traitement spatial seul

4.2.1 Le schéma

Une vue d’ensemble du schéma spatial est proposée dans la figure 4.12.
L’algorithme est obtenu en ne prenant que le traitement spatial relatif à la première sous-

itération du schéma présenté dans le paragraphe 3.1. Nous sommes donc dans une certaine sous-
itération que nous avons noté :

(

n′, n′ + 1
4
, n′ + 1

2

)

. Cela donne en fin de compte la procédure
suivante :
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FIG. 4.8 – Champ diffracté (gros plan).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
−5

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

temps (s)

C
ha

m
p 

(V
/m

)

Ex
Ey
Ez

FIG. 4.9 – Stabilité relative au champ diffracté (vue d’ensemble).
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FIG. 4.10 – Champ dans le petit maillage (gros plan).
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FIG. 4.11 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (vue d’ensemble).

– Calcul desHn′+1/4 dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn′+1/2 dans le grand maillage, sauf sur les frontières.
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FIG. 4.12 – Vue d’ensemble du schéma spatial.

– Calcul deshn′+1/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen′+1/2 dans le petit maillage, sauf sur les frontières.
– Calcul desHn′+1/4

h, i (1) à partir des quatrehn′+1/4
h (i) environnants par interpolation spatiale

(voir figure 4.13) :

H
n′+1/4
h, i =

1

4
·

4
∑

i=1

h
n′+1/4
h (i) (4.4)

– Calcul desEn′+1/2
v, f (2) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desen′+1/2
v, f (3) à partir desEn′+1/2

v, f par interpolations spatiales. On interpole d’abord
le long de l’axe(Ov) et ensuite le long de l’axe(Oh) (voir les figures 4.14 et 4.15) :











e
n′+1/2
v, f, moins = 3

4
· E

n′+1/2
v, f, 0 + 1

4
· E

n′+1/2
v, f, moins

e
n′+1/2
v, f, plus = 3

4
· E

n′+1/2
v, f, 0 + 1

4
· E

n′+1/2
v, f, plus

(4.5)

e
n′+1/2
v, f, c =

1

2
·
(

e
n′+1/2
v, f, g + e

n′+1/2
v, f, d

)

(4.6)
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FIG. 4.13 – Détermination desH
n′+ 1

4

h, i par interpolation spatiale.

FIG. 4.14 – Calcul dese
n′+ 1

2

v, f, moins et dese
n′+ 1

2

v, f, plus par interpolation spatiale le long de l’axe(Ov).

4.2.2 Résultats des tests

4.2.2.1 Réflexion numérique

Les conditions du test sont identiques à celles que nous avons présentées dans la paragraphe
3.2.1, excepté le pas temporel du grand maillage qui est identique à celui du petit maillage2. Les
dimensions utilisées sont rappelées dans la figure 4.16.

2Cette fois-ci c’est le critère CFL du grand maillage qui change :∆t = 0.485 · ∆tmax.
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FIG. 4.15 – Calcul dese
n′+ 1

2

v, f, c par interpolation spatiale le long de l’axe(Oh).

FIG. 4.16 – Test de la réflexion numérique.

La courbe 4.17 donne la réflexion numérique obtenue (en bleu). Elle est inférieur à−50 dB
pour λ

∆
≥ 20 et elle croît jusqu’à−25 dB pour λ

∆
= 10. Cette réflexion est très voisine de

celle que nous avons obtenue avec le schéma spatiotemporel (en vert). Ceci donne l’impression
que le traitement spatial que nous venons d’extraire imposait sa réflexion numérique au modèle
spatiotemporel.

4.2.2.2 Stabilité

Nous reprenons les conditions de simulation définies dans leparagraphe 3.2.2. Comme nous
l’avons dit précédement il y a juste le pas temporel du grand maillage qui a changé. Les dimensions
utilisées sont résumées dans la figure 4.18.

Les courbes 4.19 et 4.20 montrent de nouveau la présence d’unchamp résiduel qui fini par
diverger. La durée de stabilité est de2 µs dans le petit maillage comme avec le modèle spatiotem-
porel, par contre elle est de4 µs dans le grand maillage, c’est à dire deux fois plus grande qu’avec
le modèle spatiotemporel. Il semble que le modèle de raffinement spatial seul est un peu plus
stable que le modèle de raffinement spatiotemporel. Nous allons voir dans le paragraphe suivant
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FIG. 4.17 – Réflexion numérique.

FIG. 4.18 – Test de la stabilité.

que cette tendance se confirme lorsque le volume sous-mailléaugmente.
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FIG. 4.19 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd).
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FIG. 4.20 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (spointPi).

4.2.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volume sous-maillé

Les simulations effectuées ici sont identiques à celles quenous avons faites dans le paragraphe
3.2.3, excepté le pas temporel du grand maillage qui est identique à celui du petit maillage, comme
précédement. Les dimensions utilisées sont résumées dans la figure 4.21.

FIG. 4.21 – Tests de la stabilité en fonction du volume sous-maillé.

Les courbes 4.22 à 4.27 montrent les évolutions du champ diffracté et du champ à l’intérieur
du petit maillage en fonction du volume de ce dernier. Nous constatons, comme avec le schéma
spatiotemporel, une diminution de l’amplitude du champ résiduel et une augmentation des du-
rées de stabilité. Le tableau 4.2 résume les résultats obtenus. A titre de comparaison nous avons
également recopié le tableau que nous avions obtenu avec le modèle spatiotemporel (tableau 4.4).

Nous constatons que les gains de stabilité obtenus avec le modèle de raffinement spatial seul
sont plus important que ceux obtenus avec le modèle spatiotemporel. Ces gains de stabilité qui
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ne sont pas négligeables montrent que notre modèle de raffinement spatial est plus robuste que le
modèle d’origine.

a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 4 µs 7 µs 11 µs 14 µs
tstab (pointPi) 2 µs 4 µs 6 µs 8 µs

TAB. 4.2 – Durées de stabilité pour le modèle spatial.

a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 2 µs 3 µs 3.5 µs 4 µs
tstab (pointPi) 2 µs 3.5 µs 4.5 µs 5.5 µs

TAB. 4.4 – Durées de stabilité pour le modèle spatiotemporel.
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FIG. 4.22 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 30.
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FIG. 4.23 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 30.

4.3 Le traitement temporel suivi du traitement spatial

Le traitement temporel est stable et il présente une réflexion numérique plus petite que le
schéma de départ. Le traitement spatial possède une réflexion numérique comparable à celle du
schéma de départ mais il est plus stable que ce dernier. Globalement les deux algorithmes séparés
présentent de meilleures propriétés que le schéma de départ. Nous nous sommes alors demandé
comment créer un nouveau modèle de raffinement spatiotemporel qui hériterait des qualités des
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FIG. 4.24 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 45.
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FIG. 4.25 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 45.
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FIG. 4.26 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 60.
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FIG. 4.27 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 60.

deux algorithmes précédents. L’idée la plus simple consiste à mettre ces deux programmes bout
à bout. Nous avons donc créé un nouveau modèle de sous-maillage qui se présente comme la
succession du schéma temporel et du schéma spatial, puis nous avons étudié les propriétés de ce
nouveau modèle. Nous pouvons d’hors et déjà remarquer que cette façon de concevoir les schémas
de sous-maillage a l’avantage de confiner les instabilités au traitement spatial seul. En effet, nous
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venons de montrer que le traitement temporel est stable.

4.3.1 Le schéma

Une vue d’ensemble du nouveau modèle est proposée dans la figure 4.28. Il y a cette fois-ci
trois domaines à considérer : le grand maillage, la zone intermédiaire, et le petit maillage. La zone
intermédiaire d’épaisseurq grandes cellules est séparée du grand maillage par une frontière que
nous avons appelée frontière temporelle puisque c’est ellequi définit le lieu où le traitement tem-
porel commence. Le petit maillage est séparé de la zone intermédiaire par une deuxième frontière
que nous avons nommée frontière spatiale puisque c’est ici que le traitement spatial commence.

Le schéma est obtenu en appliquant conjointement l’algorithme du paragraphe 4.1.1 sur la
frontière temporelle et l’algorithme du paragraphe 4.2.1 sur la frontière spatiale. Remarquons
que le même traitement spatial est appliqué dans les deux sous-itérations

(

n, n + 1
4
, n + 1

2

)

et
(

n + 1
2
, n + 3

4
, n + 1

)

. Nous n’avons pas détaillé les équations ni les figures dans chacune des
étapes de l’algorithme, puisque que cela a déjà été fait dansles deux paragraphes cités précéde-
ment. Les indices «zi », «ft », «fs », «ft−e » et «ft−zi », qui apparaissent dans les légendes de
la figure 4.28, veulent dire respectivement « zone intermédiaire », « frontière temporelle », « fron-
tière spatiale », « frontière temporelle du côté du grand maillage » et « frontière temporelle du côté
de la zone intermédiaire ».

L’algorithme est le suivant :
– Calcul desHn+1/2 dans le grand maillage, frontière temporelle comprise.
– Calcul desEn+1 dans le grand maillage, sauf sur la frontière temporelle.
– Calcul deshn+1/4 dans le petit maillage, frontière spatiale comprise.
– Calcul desHn+1/4 dans la zone intermédiaire, frontières temporelle et spatiale comprises.
– Calcul desHn+1/4

h, e (1) par interpolation temporelle.

– Calcul desHn+1/4
h, i (3) par interpolation spatiale.

– Calcul desEn+1/2 dans la zone intermédiaire, sauf sur les frontières temporelle et spatiale.
– Calcul desen+1/2 dans le petit maillage, sauf sur la frontière spatiale.
– Calcul desEn+1/2

v, ft (4) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desEn+1/2
v, fs (6) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desen+1/2
v, fs (7) par interpolations spatiales.

– Calcul desHn+3/4 dans la zone intermédiaire, frontières temporelle et spatiale comprises.
– Calcul deshn+3/4 dans le petit maillage, frontière spatiale comprise.
– Calcul desHn+3/4

h, i (9) par interpolation spatiale.

– Calcul desHn+1/2
h, zi (5) à partir de (2) et de (8) par interpolation temporelle.

– Calcul desEn+1 dans la zone intermédiaire, sauf sur les frontières temporelle et spatiale.
– Calcul desen+1 dans le petit maillage, sauf sur la frontière spatiale.
– Calcul desEn+1

v, ft−e (10) à l’aide des équations de Maxwell.
– Calcul desEn+1

v, ft−zi (11) à l’aide des équations de Maxwell.
– Calcul desEn+1

v, fs (12) à l’aide des équations de Maxwell.
– Calcul desen+1

v, fs (13) par interpolation spatiale.

4.3.2 Résultats des tests

4.3.2.1 Comportement de la réflexion numérique en fonction de q

Nous avons simulé la réflexion numérique pour plusieurs épaisseurs de la zone intermédiaire.
Pour cela nous avons fait varier le nombreq de grandes cellules de1 à5. Les dimensions utilisées
sont illustrées dans la figure 4.29. Dans le grand maillage nous avons∆x = ∆y = ∆z = 0.15 m
et∆t = 0.97 ·∆tmax. Dans la zone intermédiaire les pas spatiaux sont identiques à ceux du grand
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FIG. 4.28 – Vue d’ensemble des schémas temporel et spatial successifs.

maillage et∆tzi = ∆t/2 3. Dans le petit maillage le pas temporel est identique à celuide la zone
3On a dans ce cas :∆tzi = 0.485 · ∆tmax, zi.
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intermédiare etδx = δy = δz = 0.075 m 4. L’onde utilisée à les mêmes caractéristiques que dans
les simulations précédentes.

FIG. 4.29 – Test de la réflexion numérique.

Le réseau de courbes de la figure 4.30 montre les résultats obtenus. Le premier constat que
nous pouvons faire est que la réflexion numérique de notre nouveau modèle ne dépend pas de
l’épaisseur de la zone intermédiaire.

La courbe qui est en pointillés noirs à été construite à partir des réflexions numériques du
schéma spatial et du schéma temporel. Nous avons additionnéces deux réflexions sur une échelle
linéaire puis nous avons retranscit le résultat obtenu sur une échelle logarithmique. Evidement les
réflexions numériques ne s’additionnent pas mais elles se cumulent pour donner un résultat assez
voisin 5 de celui obtenu avec notre nouveau modèle.
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FIG. 4.30 – Réflexion numérique.

4.3.2.2 Comportement de la stabilité en fonction de q

Comme pour la réflexion numérique, nous avons testé la stabilité de notre schéma pour plu-
sieurs épaisseurs de la zone intermédiaire. Les paramètresgéométriques de ces tests sont illustrés

4On a alors :δt = 0.97 · δtmax.
5A 10 dB près pour les basses fréquences, pour les hautes fréquencesla concordance est assez bonne.
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dans la figure 4.31. Les paramètres spatiotemporels et les caractéristiques de l’onde n’ont pas
changés par rapport au paragraphe précédent.

FIG. 4.31 – Test de la stabilité.

Les courbes obtenues sont dans l’annexe B. Nous constatons que la durée de stabilité reste
égale à2.25 µs dans le petit maillage quelle que soit la valeur deq. Dans le grand maillage la
situation est un peu différente, la durée de stabilité a tendance à augmenter lorsqueq augmente.
Nous avons résumé ces résultats dans le tableau 4.6.

Ce comportement peut s’interpréter en terme de couplage entre les deux interfaces. Lorsque
q = 1 les deux frontières sont proches l’une de l’autre si bien quenotre modèle a tendance à se
comporter comme le modèle spatiotemporel de départ : nous obtenons effectivement les mêmes
durées de stabilité dans les deux maillages. Lorsqueq augmente, les deux frontières deviennent
indépendantes l’une de l’autre. Dans ce cas, le champ du grand maillage tend à ne dépendre que
de la frontière temporelle, si bien que ce dernier devient deplus en plus stable. Le champ du petit
maillage a quant à lui tendance à ne dépendre que de la frontière spatiale, si bien que ce dernier
hérite de la durée de stabilité du modèle spatial qui est toujours égale à2.25 µs lorsque le volume
est fixé.

q 1 2 3 4 5

tstab (pointPd) 2.25 µs 2.5 µs 3 µs 3.25 µs 3.5 µs
tstab (pointPi) 2.25 µs 2.25 µs 2.25 µs 2.25 µs 2.25 µs

TAB. 4.6 – Durées de stabilité en fonction deq.

73



4.3.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volume sous-maillé pour q=1

Nous avons intérêt à ce que la zone intermédiaire soit la pluspetite possible, nous avons donc
choisitq = 1. Ensuite nous avons testé le comportement de la stabilité enfonction du volume sous-
maillé afin de voir si notre modèle hérite bien de la robustesse du schéma de raffinement spatial
seul. Les dimensions utilisées sont résumées dans la figure 4.32. Une fois de plus les paramètres
sont identiques à ceux que nous avons utilisés dans le paragraphe précédent, excepté la direction
d’arrivé de l’onde incidente.

FIG. 4.32 – Tests de la stabilité en fonction du volume sous-maillé.

Les courbes 4.33 à 4.40 montrent les résultats obtenus. Nousavons regroupé les durées de
stabilité dans le tableau 4.8. A titre de comparaison nous avons également recopié les tableaux
obtenus avec le modèle spatiotemporel et avec le modèle spatial (tableaux 4.10 et 4.12).

Notre nouveau schéma hérite partiellement des qualités du modèle de raffinement spatial.
En effet, les durées de stabilité obtenues dans le petit maillage augmentent de la même manière
qu’avec le modèle de raffinement spatial, par contre dans le grand maillage ces durées augmentent
moins6 mais elles sont tout de même plus importantes qu’avec le modèle spatiotemporel de dé-
part.

6Elles sont approximativement deux fois plus petites qu’avec le modèle de raffinement spatial seul.
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FIG. 4.33 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 15.
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FIG. 4.34 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 15.
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FIG. 4.35 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 30.
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FIG. 4.36 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 30.

4.4 Pour résumer

Nous sommes partis d’un schéma de sous-maillage basé sur desrelations d’interpolation. Nous
avons montré que ce schéma possède une réflexion numérique etune durée de stabilité conve-
nables. Ensuite nous en avons extrait deux algorithmes que nous avons étudié séparément. Le
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FIG. 4.37 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 45.
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FIG. 4.38 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 45.
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FIG. 4.39 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) poura = 60.
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FIG. 4.40 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) poura = 60.

premier d’entre eux, l’algorithme temporel, est stable et présente une réflexion numérique plus
basse que le schéma de départ. Le deuxième, l’algorithme spatial, présente une réflexion numé-
rique comparable au schéma de départ tout en étant un peu plusstable que ce dernier. Finalement
nous avons obtenu la réponse à la question que nous nous posions au début : « C’est le raffinement
spatial qui est à l’origine des instabilités ».
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a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 2.25 µs 4 µs 6 µs 7 µs
tstab (pointPi) 2.25 µs 4 µs 6 µs 8 µs

TAB. 4.8 – Durées de stabilité obtenues.

a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 2 µs 3 µs 3.5 µs 4 µs
tstab (pointPi) 2 µs 3.5 µs 4.5 µs 5.5 µs

TAB. 4.10 – Durées de stabilité obtenues avec le modèle spatiotemporel.

a 15 30 45 60

tstab (pointPd) 4 µs 7 µs 11 µs 14 µs
tstab (pointPi) 2 µs 4 µs 6 µs 8 µs

TAB. 4.12 – Durées de stabilité obtenues avec le modèle spatial.

Le fait d’avoir un algorithme temporel stable nous a donné l’idée de concevoir les schémas
de sous-maillage comme la succession d’un algorithme temporel et d’un algorithme spatial. Cette
façon de faire permet à coup sûr de confiner les problèmes d’instabilité au modèle de raffinement
spatial seul, de plus elle simplifie la programmation et enfinelle nous permet maintenant de nous
concentrer uniquement sur le raffinement spatial.

Ensuite nous avons cherché les liens entre les propriétés dece nouveau modèle « successif »
et les propriétés des algorithmes temporel et spatial séparés. Finalement le modèle « successif »
présente des qualités très voisines de celles du schéma de raffinement spatial seul. De plus nous
avons montré qu’il est meilleur que le schéma spatiotemporel de départ mais ceci est accessoire.

A la lumière de ce qui précède il faut maintenant chercher un schéma de raffinement spatial
performant et pouquoi pas, stable. C’est le but du chapitre qui suit.

77



Chapitre 5

Recherche du meilleur schéma spatial

Dans ce chapitre nous avons comparé plusieurs modèles de raffinement spatial. Les trois pre-
miers modèles qui ne font intervenir qu’une seule frontière, utilisent des techniques d’interpolation
inspirées de ce que l’on peut trouver dans la littérature. Lequatrième modèle est un modèle de
recouvrement.

5.1 Trois méthodes de raffinement spatial n’utilisant qu’une
seule frontière

5.1.1 Présentation des trois schémas

5.1.1.1 Vue d’ensemble des trois schémas au cours du temps

Les trois schémas présentés ci-après peuvent être illustrés avec la même vue d’ensemble que
nous avons représenté dans la figure 5.1. Rappelons que l’indicen′ peut-être égale àn ou àn+1/2
selon que l’on se trouve dans la première ou la deuxième sous-itération temporelle.

5.1.1.2 Une méthode de type « gradient »

Cette méthode consiste à déterminer lesh
n′+1/4
h, e (1) à partir des variations spatiales desH

n′+1/4
h

environnants, afin de pouvoir calculer lese
n′+1/2
v, f (4) avec les équations de Maxwell. Ensuite les

E
n′+1/2
v, f (3) sont déterminés à partir dese

n′+1/2
v, f (4) par des relations d’interpolation spatiales. C’est

en quelque sorte le modèle inverse de celui que nous avons utilisé jusqu’à présent.

Pour être plus précis, l’algorithme est le suivant :
– Calcul desHn′+1/4 dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn′+1/2 dans le grand maillage, frontières exclues.
– Calcul deshn′+1/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen′+1/2 dans le petit maillage, frontières exclues.

– Calcul desH
n′+ 1

4

h, i (2) par interpolation spatiale à partir des quatresh
n′+1/4
h environnants

(voir figure 5.2) :

H
n′+ 1

4

h, i =
1

4
·

4
∑

i=1

h
n′+1/4
h (i) (5.1)

– Calcul deshn′+1/4
h, e (1) par interpolations spatiales à partir desH

n′+1/4
h environnants. On

interpole d’abord dans les plans parallèles au plan(O, n, v) (voir figure 5.3), ce qui permet
de déterminer leshn′+1/4

h, e, plus et lesh
n′+1/4
h, e, moins puis ensuite le long de l’axe(Oh) (voir figure
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FIG. 5.1 – Vue d’ensemble des trois schémas spatiaux.

FIG. 5.2 – Calcul desH
n′+ 1

4

h, i par interpolation spatiale.
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5.4), ce qui permet de déterminer lesh
n′+1/4
h, e, c :































































h
n′+1/4
h, e, plus = 3

4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, 0 + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, 0

)

+

1
4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, plus + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, plus

)

h
n′+1/4
h, e, moins = 3

4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, 0 + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, 0

)

+

1
4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, moins + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, moins

)

(5.2)

h
n′+1/4
h, e, c =

1

2
·
(

h
n′+1/4
h, e, plus + h

n′+1/4
h, e, moins

)

(5.3)

FIG. 5.3 – Interpolations dans les plans parallèles au plan(O, n, v).

– Calcul desen′+1/2
v, f (4) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desEn′+1/2
v, f (3) par interpolation spatiale (voir figure 5.5) :

E
n′+1/2
v, f =

1

2
·
(

e
n′+1/2
v, f, plus + e

n′+1/2
v, f, moins

)

(5.4)
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FIG. 5.4 – Interpolation le long de l’axe(Oh).

FIG. 5.5 – Calcul desE
n′+ 1

2

v, f par interpolation spatiale.

5.1.1.3 Une méthode « réciproque »

Cette méthode consiste à symétriser les traitements effectués de part et d’autre de la frontière,

c’est pour cette raison que nous l’avons qualifié de « réciproque ». Ainsi leshn′+1/4
h, e (1) et lesH

n′+ 1
4

h, i

(2), qui sont situés de part et d’autre de l’interface, sont déterminés par des relations d’interpola-
tions spatiales, ce qui permet alors de calculer lese

n′+1/2
v, f (4) et lesEn′+1/2

v, f (3) avec les équations
de Maxwell. Le but de cette méthode est de ne stipuler aucune relation d’interpolation entre les
composantes du champ électrique sur la frontière.

Cela donne l’algorithme suivant :

– Calcul desHn′+1/4 dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn′+1/2 dans le grand maillage, frontières exclues.
– Calcul deshn′+1/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen′+1/2 dans le petit maillage, frontières exclues.

– Calcul desH
n′+ 1

4

h, i (2) par interpolation spatiale à partir des quatresh
n′+1/4
h environnants
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(voir figure 5.6) :

H
n′+ 1

4

h, i =
1

4
·

4
∑

i=1

h
n′+1/4
h (i) (5.5)

FIG. 5.6 – Calcul desH
n′+ 1

4

h, i par interpolation spatiale.

– Calcul deshn′+1/4
h, e (1) par interpolations spatiales à partir desH

n′+1/4
h environnants. On

interpole d’abord dans les plans parallèles au plan(O, n, v) (voir figure 5.7), ce qui permet
de déterminer leshn′+1/4

h, e, plus et lesh
n′+1/4
h, e, moins puis ensuite le long de l’axe(Oh) (voir figure

5.8), ce qui permet de déterminer lesh
n′+1/4
h, e, c :































































h
n′+1/4
h, e, plus = 3

4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, 0 + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, 0

)

+

1
4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, plus + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, plus

)

h
n′+1/4
h, e, moins = 3

4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, 0 + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, 0

)

+

1
4
·
(

3
4
· H

n′+1/4
h, e, moins + 1

4
· H

n′+1/4
h, i, moins

)

(5.6)

h
n′+1/4
h, e, c =

1

2
·
(

h
n′+1/4
h, e, haut + h

n′+1/4
h, e, bas

)

(5.7)

– Calcul desen′+1/2
v, f (4) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desEn′+1/2
v, f (3) à l’aide des équations de Maxwell.

5.1.1.4 Une méthode d’interpolation quadratique

Cette méthode n’est pas très différente de celle que nous avons présenté dans le paragraphe
4.2, nous avons simplement remplacé la méthode de calcul dese

n′+1/2
v, f (4) le long de l’axe(Ov),

par une méthode polynomiale. Au lieu d’utiliser une relation d’interpolation linéaire, nous avons
cherché le polynome de degré deux qui passe par les trois valeurs de champEn′+1/2

v, f, moins, E
n′+1/2
v, f, 0

etEn′+1/2
v, f, plus, puis nous en avons déduit lese

n′+1/2
v, f (voir l’équation 5.9 et la figure 5.10). Cette mé-

thode permet d’établir un lien du second ordre entre les diverses composantes du champ électrique
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FIG. 5.7 – Interpolations dans les plans parallèles au plan(O, n, v).

FIG. 5.8 – Interpolation le long de l’axe(Oh).

sur l’interface. Notons que l’utilisation d’une interpolation quadratique n’est pas utile le long de
l’axe (Oh) car les valeurs à déterminer sont centrées, si bien que la demi-somme des valeurs de
gauche et des valeurs de droite est déjà une relation à l’ordre deux. Remarquons pour finir que
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notre méthode revient à utiliser un développement de TaylorMac-Laurin à l’ordre deux dans le-
quel les dérivées première et seconde sont des dérivées centrées.

L’algorithme est le suivant :
– Calcul desHn′+1/4 dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn′+1/2 dans le grand maillage, frontières exclues.
– Calcul deshn′+1/4 dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen′+1/2 dans le petit maillage, frontières exclues.

– Calcul desH
n′+ 1

4

h, i (2) par interpolation spatiale à partir des quatresh
n′+1/4
h environnants

(voir figure 5.9) :

H
n′+ 1

4

h, i =
1

4
·

4
∑

i=1

h
n′+1/4
h (i) (5.8)

FIG. 5.9 – Calcul desH
n′+ 1

4

h, i par interpolation spatiale.

– Calcul desEn′+1/2
v, f (3) par les équations de Maxwell.

– Calcul desen′+1/2
v, f (4) à partir desEn′+1/2

v, f (3). Une interpolation quadratique est utilisée le
long de l’axe(Ov) (voir figure 5.10) tandis qu’une interpolation linéaire estutilisée le long
de l’axe(Oh) (voir figure 5.11) :















e
n′+1/2
v, f, plus = 1

32
·
(

−3 · E
n′+1/2
v,f,moins + 30 · E

n′+1/2
v,f,0 + 5 · E

n′+1/2
v,f,plus

)

e
n′+1/2
v, f, moins = 1

32
·
(

5 · E
n′+1/2
v,f,moins + 30 · E

n′+1/2
v,f,0 − 3 · E

n′+1/2
v,f,plus

)

(5.9)

e
n′+1/2
v, f, c =

1

2
·
(

e
n′+1/2
v, f, g + e

n′+1/2
v, f, d

)

(5.10)

5.1.2 Résultats des tests

5.1.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation utilisées ici sont les mêmes que celles que nous avons adopté
dans le paragraphe 4.2.2.1 (voir figure 4.16). Les réflexionsnumériques des trois modèles que
nous venons de présenter sont illustrées dans la figure 5.12.Le modèle « réciproque » présente
une réflexion numérique acceptable uniquement pourλ

∆
≥ 40, dans le cas contraire ce modèle
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FIG. 5.10 – Interpolations quadratiques le long de l’axe(Ov).

FIG. 5.11 – Interpolation linéaire le long de l’axe(Oh).

est très mauvais, il présente même une réflexion supérieure àl’unité lorsquef ≥ 1.4 MHz !
Les autres modèles présentent des réflexions convenable dèsque λ

∆
≥ 20. Remarquons que le

modèle quadratique n’est pas meilleur que son homologue linéaire, leurs réflexions numériques
respectives sont d’ailleurs quasiment identiques.

5.1.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation utilisées pour mesurer la stabilité sont les mêmes que celles que
nous avons adopté dans le paragraphe 4.2.2.2 (voir figure 4.18). Les résultats obtenus sont illustrés
dans les courbes 5.13 à 5.18. Une fois de plus nous constatonsque le modèle « réciproque » n’est
pas très bon puisqu’il présente des durées de stabilité inférieures à1 µs dans les deux domaines,
de plus le niveau de champ résiduel est très important dans legrand maillage. Le modèle « qua-
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FIG. 5.12 – Réflexions numériques des trois schémas.

dratique » est comparable au modèle spatial que nous avons développé dans le paragraphe 4.2, les
durées de stabilité et les niveaux de champ résiduel sont en effet similaires. Finalement le modèle
de type « gradient » est le seul qui peut faire concurrence au modèle spatial évoqué ci-dessus. En
effet, non seulement les durées de stabilité sont du même ordre de grandeur mais en plus il n’y a
pas de champ résiduel.
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FIG. 5.13 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pour le modèle de type « gradiant ».
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FIG. 5.14 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pour le modèle de type
« gradiant ».

5.2 Une méthode de recouvrement

Nous avons mis ce modèle de raffinement spatial dans un paragraphe à part car il est struc-
turellement différent des trois modèles que nous venons de présenter : il présente en effet deux
frontières qui encadrent une zone de recouvrement commune aux deux maillages.
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FIG. 5.15 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pour le modèle « réciproque ».
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FIG. 5.16 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pour le modèle « réci-
proque ».
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FIG. 5.17 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pour le modèle de « quadratique ».
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FIG. 5.18 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pour le modèle de type
« quadratique ».

5.2.1 Le schéma

Une vue d’ensemble de ce schéma est présentée dans la figure 5.19. L’idée est d’utiliser la
zone commune aux deux maillages pour calculer directement1 lese

n′+1/2
v, fg (2) à partir desEn′+1/2

v, fg

1C’est à dire sans utiliser les équations de Maxwell.
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(1) sur la frontière du petit maillage (frontière de gauche)et lesEn′+1/2
v, fd (3) à partir desen′+1/2

v, fd (4)
sur la frontière du grand maillage (frontière de droite).

FIG. 5.19 – Vue d’ensemble du schéma de recouvrement.

Cela donne l’algorithme suivant :

– Calcul desHn′+1/4 dans le grand maillage, frontière de droite comprise.
– Calcul desEn′+1/2 dans le grand maillage, frontière de droite exclue.
– Calcul deshn′+1/4 dans le petit maillage, frontière de gauche comprise.
– Calcul desen′+1/2 dans le petit maillage, frontière de gauche exclue.
– Calcul desEn′+1/2

v, fd (3) à partir desen′+1/2
v, fd (4) par interpolation spatiale (voir figure 5.20) :

E
n′+1/2
v, fd =

1

2
·
(

e
n′+1/2
v, fd, plus + e

n′+1/2
v, fd, moins

)

(5.11)

– Calcul desen′+1/2
v, fg (2) à partir desEn′+1/2

v, fg (1) par interpolation spatiale. On interpole d’abord
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FIG. 5.20 – Calcul desE
n′+ 1

2

v, fd par interpolation spatiale.

le long de l’axe(Ov) (voir figure 5.21) et ensuite le long de l’axe(Oh) (voir figure 5.22) :











e
n′+1/2
v, fg, plus = 3

4
· E

n′+1/2
v, fg, 0 + 1

4
· E

n′+1/2
v, fg, plus

e
n′+1/2
v, fg, moins = 3

4
· E

n′+1/2
v, fg, 0 + 1

4
· E

n′+1/2
v, fg, moins

(5.12)

e
n′+1/2
v, fg, c =

1

2
·
(

e
n′+1/2
v, fg, g + e

n′+1/2
v, fg, d

)

(5.13)

FIG. 5.21 – Calcul dese
n′+ 1

2

v, fg, moins et dese
n′+ 1

2

v, fg, plus par interpolation le long de l’axe(Ov).
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FIG. 5.22 – Calcul dese
n′+ 1

2

v, fg, c par interpolation le long de l’axe(Oh).

5.2.2 Résultats des tests

5.2.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation sont toujours les mêmes. La réflexion numérique obtenue est
représentée dans la figure 5.23. Elle est inférieure à−40 dB pour un échantillonnage spatial su-
périeur à40, dans le cas contraire la réflexion devient assez forte (−30 dB pour λ

∆
= 20 et 0 dB

pour λ
∆

= 10). Finalement ce modèle ne peut pas être utilisé pour des échantillonnages spatiaux
plus petits que40 ce qui est assez contraignant au niveau des ressources en mémoire vive.
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FIG. 5.23 – Reflexion numérique.

5.2.2.2 Stabilité

Là aussi les conditions de simulation sont les mêmes que précédement. Le champ diffracté et
le champ à l’intérieur du petit maillage sont représentés dans les figures 5.24 et 5.25. Les durées
de stabilité obtenues sont insufisantes (de l’ordre de0.5 µs dans les deux maillages) et le niveau
de champ résiduel est très important dans le grand maillage.
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FIG. 5.24 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd).
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FIG. 5.25 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi).

5.3 Pour résumer

Les schémas que nous avons essayé ne sont pas très performants. Seul le modèle de type « gra-
dient » est intéressant car il ne présente pas de champ résiduel et les durées de stabilité obtenues
sont convenables.

Des variantes de ces modèles peuvent-être proposées dans chacune des quatre catégories pré-
cédentes. Nous en avons testé quelques unes mais sans succès. Rappelons cependant que le modèle
spatial du paragraphe 4.2 ainsi que le modèle de type « gradient » que nous venons de présen-
ter sont utilisables dans des problèmes de diffraction. Rappelons également que les niveaux de
champ résiduel diminuent et que les durées de stabilité augmentent lorsque le volume sous-maillé
augmente, ce comportement peut s’avérer avantageux dans des simulations qui nécessitent des
volumes raffinés de grande taille.
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Chapitre 6

Généralisation du principe de séparation
avec des facteurs de raffinement plus élevés

Dans ce qui précède nous avons mis à jour une méthode de construction des schémas de sous-
maillage qui fait intervenir successivement, un modèle de raffinement temporel stable et un certain
modèle de raffinement spatial. Une conséquence de la stabilité du modèle temporel concerne les
propriétés du schéma final qui sont fixées à peu de choses près1 par le modèle spatial seul. Ce
dernier point est intéressant car il nous donne un moyen de prédire les performances du modèle
« successif » avant même de l’avoir construit.

Nous nous sommes alors demandé si de telles prédictions sontpossibles avec des schémas
possédant des facteurs de raffinement en espace et en temps plus élevés. En d’autres termes existe-
t-il des schémas de raffinement temporel stables lorsquert > 2 ? Si la réponse est affirmative alors
nous n’avons plus que les propriétés des algorithmes spatiaux à présenter, puisque ce sont eux qui
fixent les qualités de l’ensemble.

– Le premier paragraphe de ce chapitre apporte la réponse à laquestion posée : des schémas
temporels stables existent bien pourrt > 2 et en plus ils sont basés sur de simples relations
d’interpolations linéaires.

– Suivant notre démarche, nous étudions alors dans le deuxième paragraphe, les performances
de trois algorithmes spatiaux susceptibles de succéder auxmodèles de raffinement temporel
introduits ci-dessus, puis nous en déduisons les performances des modèles « successifs ».

6.1 Raffinement temporel avecrt = 3, 4 et 5

6.1.1 Présentation des schémas

6.1.1.1 rt = 3

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figures 6.1et 6.2. De façon à être syn-
tétique nous présentons ici simplement les étapes clés du schéma, étant entendu que les équations
de Maxwell sont utilisées normalement lorsqu’aucune précision particulière n’est apportée.

– Lesh
n+1/6
h, e (1) sont déterminés par interpolation temporelle linéaireà partir desHn+1/2

h déjà

calculés et desHn−1/2
h stockés en mémoire :

h
n+1/6
h, e =

2

3
· H

n+1/2
h +

1

3
· H

n−1/2
h (6.1)

– Lesen+1/3
v, f (3) sont alors calculables et il en est de même pour tous leshn+1/2, tous lesen+2/3

(y compris 5) et tous leshn+5/6.

1Cela dépend de la distance qui sépare la frontière temporelle de la frontière spatiale (voir le paragraphe 4.3.2).
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FIG. 6.1 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 3 (partie a).

– On détermine ensuite lesHn+1/2
h, i (4) par interpolation temporelle linéaire à partir desh

n+1/6
h, i

(2) et deshn+5/6
h, i (6) :

H
n+1/2
h, i =

1

2
·
(

h
n+1/6
h, i + h

n+5/6
h, i

)

(6.2)

– LesEn+1
v, f (7) sont alors calculables.
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FIG. 6.2 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 3 (partie b).

– Enfin on détermine lesen+1
v, f (8) par continuité :

en+1
v, f = En+1

v, f (6.3)

6.1.1.2 rt = 4

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figures 6.3et 6.4. Nous posons les
mêmes prérequis que précédement.

– Trois relations d’interpolation temporelle linéaire sont utilisées pour déterminer leshh, e aux
datesn + 1/8, n + 3/8 etn + 5/8 (voir 1, 3 et 7) :



























h
n+1/8
h, e = 5

8
· H

n+1/2
h + 3

8
· H

n−1/2
h

h
n+3/8
h, e = 7

8
· H

n+1/2
h + 1

8
· H

n−1/2
h

h
n+5/8
h, e = 9

8
· H

n+1/2
h − 1

8
· H

n−1/2
h

(6.4)

– Dans ce cas toutes les composantes du petit maillage sont calculables jusqu’à la date(n + 7/8)∆t
frontières comprises et jusqu’à la date(n + 1)∆t frontières exclues (voir notamment 2, 5
et 9) .

– On détermine ensuite lesHn+1/2
h, i (6) par interpolation temporelle linéaire à partir desh

n+3/8
h, i

(4) et deshn+5/8
h, i (8) :

H
n+1/2
h, i =

1

2
·
(

h
n+3/8
h,i + h

n+5/8
h,i

)

(6.5)

– LesEn+1
v, f (10) sont alors calculables.

– Enfin on détermine lesen+1
v, f (11) par continuité :

en+1
v, f = En+1

v, f (6.6)
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FIG. 6.3 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 4 (partie a).

6.1.1.3 rt = 5

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figures 6.5et 6.6. Nous posons les
mêmes prérequis que précédement.

– Trois relations d’interpolation temporelle linéaires sont utilisées pour déterminer leshh, e
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FIG. 6.4 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 4 (partie b).

aux datesn + 1/10, n + 3/810 etn + 7/10 (voir 1, 3 et 7) :



























h
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h, e = 6
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n+1/2
h + 4

10
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n−1/2
h

h
n+3/10
h, e = 8

10
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n+1/2
h + 2

10
· H

n−1/2
h

h
n+7/10
h, e = 11

10
· H

n+1/2
h − 1

10
· H

n−1/2
h

(6.7)

– Dans ce cas toutes les composantes du petit maillage sont calculables jusqu’à la date(n + 9/10)∆t
frontières comprises et jusqu’à la date(n + 1)∆t frontières exclues (voir notamment 2, 5
et 9).

– On détermine ensuite lesHn+1/2
h, i (6) par interpolation temporelle linéaire à partir desh

n+3/10
h, i
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FIG. 6.5 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 5 (partie a).

(4) et deshn+7/10
h, i (8) :

H
n+1/2
h, i =

1

2
·
(

h
n+3/10
h,i + h

n+7/10
h,i

)

(6.8)

– LesEn+1
v, f (10) sont alors calculables.

– Enfin on détermine lesen+1
v, f (11) par continuité :

en+1
v, f = En+1

v, f (6.9)
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FIG. 6.6 – Vue d’ensemble du schéma temporel pourrt = 5 (partie b).

6.1.2 Résultats des tests

6.1.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation sont les mêmes que celles que nous avons utilisé dans le para-
graphe 4.1.2.1 (voir la figure 4.5), excepté le critère CFL dupetit maillage qui cette fois-ci doit-être
divisé parrt. La figure 6.7 montre les réflexions numériques obtenues. Nous constatons qu’elles
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sont pratiquement identiques d’un facteur de raffinement à l’autre, de plus les niveaux de réflexion
atteints sont faibles puisque nous avonsrn ≤ −50 dB pour λ

∆
≥ 20 etrn ≃ −40 dB pour λ

∆
= 10.
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FIG. 6.7 – Réflexions numériques.

6.1.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation sont les mêmes que celles que nous avons utilisé dans le para-
graphe 4.1.2.2 (voir la figure 4.7), excepté, encore une fois, le critère CFL du petit maillage qui
doit-être divisé parrt. Les figures 6.8 et 6.9 représentent les variations de la composanteEv du
champ électrique diffracté pour les différentes valeurs dert. La première figure est une vue en gros
plan tandis que la deuxième figure donne une vision d’ensemble du champ. Nous avons adopté
le même type de représentation pour la composanteev du champ électrique à l’intérieur du petit
maillage (voir les figures 6.10 et 6.11). Nous constatons qu’aucun phénomène d’instabilité ne se
produit sur une durée de simulation de50 µs, de plus il n’y a pas de champ résiduel. Ces résultats
ne donnent pas la preuve formelle de la stabilité de nos troismodèles, là encore l’adjectif « stable »
sera utilisé dans le contexte que nous avons expliqué dans laparagraphe 4.1.2.2.
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FIG. 6.8 – Champs diffractés (gros plan).
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FIG. 6.9 – Stabilité relative aux champs diffractés (vue d’ensemble).
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FIG. 6.10 – Champs dans le petit maillage (gros plan).
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FIG. 6.11 – Stabilité relative aux champs dans le petit maillage(vue d’ensemble).

6.2 Raffinement spatial avecrs = 3, 4 et 5

Maintenant que nous avons des schémas de raffinement temporel stables pourrt = 3, 4 et
5, nous pouvons nous intéresser aux modèles de sous-maillagespatiaux correspondant afin de
prédire les performances des modèles « successifs ». Nous étudions ainsi les propriétés de trois
algorithmes dont les facteurs de raffinement en espace valent 3, 4 et 5. Ces trois algorithmes ont
été choisis comme la généralisation aux facteurs de raffinement précédents, du schéma spatial du
paragraphe 4.2.

6.2.1 Présentation des schémas

6.2.1.1 Algorithme généralisé

Les trois schémas auxquels nous nous intéressons peuvent être illustrés avec la même vue d’en-

semble que nous avons représenté dans la figure 6.12. La séquence de calcul
(

n′, n′ + 1
2·rs

, n′ + 1
rs

)

est écrite de façon généralisée et elle peut se placer dans n’importe laquelle desrt sous-itérations
du schéma de raffinement temporel mis en place en amont. L’algorithme est le même quel que
soit le facteur de raffinement spatial considéré, ce sont simplement les relations d’interpolations
spatiales qui changent en fonction de la valeur ders. Nous présentons cet algorithme généralisé
dès maintenant alors que les relations d’interpolations sont détaillées dans les trois paragraphes
qui suivent.

– Calcul desHn′+1/(2·rs) dans le grand maillage, frontières comprises.
– Calcul desEn′+1/rs dans le grand maillage, frontières exclues.
– Calcul deshn′+1/(2·rs) dans le petit maillage, frontières comprises.
– Calcul desen′+1/rs dans le petit maillage, frontières exclues.
– Calcul desHn′+1/(2·rs)

h, i (1) par moyennage spatial à partir deshn′+1/(2·rs) environnants (voir
le paragraphe 6.2.1.2).
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– Calcul desEn′+1/rs

v, f (2) à l’aide des équations de Maxwell.

– Calcul desen′+1/rs

v, f (3) à partir desEn′+1/rs

v, f (2) par moyennage spatial. On interpole d’abord
le long de l’axe(Ov) (voir le paragraphe 6.2.1.3) et ensuite le long de l’axe(Oh) (voir le
paragraphe 6.2.1.4).

FIG. 6.12 – Vue d’ensemble des trois schémas (rs quelconque).

6.2.1.2 Calcul desHn′+1/(2·rs)
h, i

Le calcul deHn′+1/(2·rs)
h, i se généralise facilement pour toutes les valeurs ders, on a :

H
n′+1/(2·rs)
h, i =

1

r2
s

·

r2
s
∑

i=1

h
n′+1/(2·rs)
h, i (i) (6.10)

La figure 6.13 illustre l’équation 6.10 dans le cas particulier oùrs = 3.
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FIG. 6.13 – Moyennage spatial desh
n′+1/rs

h, i avecrs = 3.

6.2.1.3 Calcul desen′+1/rs

v, f le long de l’axe(Ov)

Ici nous avons détaillé le calcul deen′+1/rs

v, f en fonction de la valeur prise parrs. En effet, les
formules générales ne sont pas les mêmes selon quers est pair ou impair, ce qui rend les formules
générales peu lisibles. Cette remarque vaut également pourle paragraphe suivant.

– Pourrs = 3 on a :
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6
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6
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6
· E
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6
· E

n′+1/3
v, f, plus

(6.11)

voir la figure 6.14.

FIG. 6.14 – Interpolation dese
n′+ 1

3

v, f le long de l’axe(Ov) (rs = 3).
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– Pourrs = 4 on a :
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(6.12)

voir la figure 6.15.

FIG. 6.15 – Interpolation dese
n′+ 1

4

v, f le long de l’axe(Ov) (rs = 4).

– Et pourrs = 5 on a :
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(6.13)

Voir la figure 6.16.

FIG. 6.16 – Interpolation dese
n′+ 1

5

v, f le long de l’axe(Ov) (rs = 5).

6.2.1.4 Calcul desen′+1/rs

v, f le long de l’axe(Oh)

– Pourrs = 3 on a :
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(6.14)
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Voir la figure 6.17.

FIG. 6.17 – Interpolation dese
n′+ 1

3

v, f le long de l’axe(Oh) (rs = 3).

– Pourrs = 4 on a :
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(6.15)

Voir la figure 6.18.

FIG. 6.18 – Interpolation dese
n′+ 1

4

v, f le long de l’axe(Oh) (rs = 4).
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– Et pourrs = 5 on a :
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(6.16)

Voir la figure 6.19.

FIG. 6.19 – Interpolation dese
n′+ 1

5

v, f le long de l’axe(Oh) (rs = 5).

6.2.2 Résultats des tests

6.2.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation sont les mêmes que celles que nous avons utilisé dans le para-
graphe 4.2.2.1 (voir la figure 4.16), excepté le critère CFL du grand maillage qui doit-être divisé
par rs. La figure 6.20 montre les réflexions numériques obtenues pour les différentes valeurs de
rs. Les courbes sont très ressemblantes et font apparaître desniveaux de réflexion convenable
(rn < −40dB) tant queλ

∆
≥ 20.

Il est difficile de prévoir exactement les réflexions numériques des modèles « successifs » que
l’on peut construire avec les algorithmes que nous venons deprésenter2. Nous avons vu en effet
que les réflexions numériques ne s’additionnent pas, la réflexion du modèle « successif » est même
supérieur de10dB à la valeur calculée par addition (voir le paragraphe 4.3.2.1). En appliquant
cette petite règle empirique nous obtenons tout de même un ordre de grandeur. Dans le cas présent
cela nous donnerait approximativementrn ≤ −35 dB lorsqueλ

∆
≥ 20, pour les trois modèles.

2Nous avons manqué de temps pour les tester.
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FIG. 6.20 – Reflexions numériques.

6.2.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation sont les mêmes que celles que nous avons utilisé dans le para-
graphe 4.2.2.2 (voir la figure 4.18), excepté encore une fois, le critère CFL du grand maillage qui
doit-être divisé parrs. Les figures 6.21 à 6.26 montrent le champ diffracté ainsi quele champ
à l’intérieur du petit maillage pour les différentes valeurs ders. Nous avons regroupé les durées
de stabilité obtenues dans le tableau 6.2. Nous constatons que ces durées de stabilité augmentent
légèrement lorsque le facteur de raffinement croît et qu’elles sont plus importantes dans le grand
maillage.

Nous avons vu dans le paragraphe 4.3.2.3, que la durée de stabilité du modèle « successif » est
égale à celle du modèle spatial dans le petit maillage. Dans le grand maillage par contre, la durée
de stabilité du modèle « successif » est environ deux fois plus petite que celle du modèle spatial.
Finalement nous pouvons nous attendre à des durées de stabilité variant entre2 µs et 4 µs pour
des modèles « successifs » possédant des facteurs de raffinement égaux à3, 4 et5.
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FIG. 6.21 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pourrs = 3.
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FIG. 6.22 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pourrs = 3.
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FIG. 6.23 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pourrs = 4.
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FIG. 6.24 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pourrs = 4.
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FIG. 6.25 – Stabilité relative au champ diffracté (pointPd) pourrs = 5.
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FIG. 6.26 – Stabilité relative au champ dans le petit maillage (point Pi) pourrs = 5.

6.3 Pour résumer

La méthode de construction des modèles de sous-maillage quenous avons présenté dans le
paragraphe 4.3 semble se généraliser à des modèles possédant des facteurs de raffinement plus
élevé. A cette occasion nous avons mis à jour les durées de stabilité ainsi que les réflexions nu-
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rs 2 3 4 5

tstab (pointPd) 4.5 µs 7 µs 6.5 µs 8 µs
tstab (pointPi) 2.25 µs 4 µs 3.5 µs 4.25 µs

TAB. 6.2 – Durées de stabilité en fonction ders.

mériques auxquelles on peut s’attendre, pour des modèles « successifs » faisant intervenir des
facteurs de raffinement égaux à3, 4 et 5. Avec le modèle de raffinement spatial choisi, nous ob-
tenons2 µs ≤ tstab ≤ 4 µs et rn ≃ −35 dB pour λ

∆
= 20. Rappelons pour finir que ces résultats

sont approximatifs et qu’ils dépendent du nombre de couchesq séparant les frontières temporel et
spatial, ici nos résultats sont exprimés pourq = 1.
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Chapitre 7

Conclusion

A la lumière des résultats précédents, nous pouvons dire quenous avons atteint les objectifs
que nous nous étions fixé dans le paragraphe 2.3.1.

– Nous avons tout d’abord construit un schéma de sous-maillage dans un espace à trois di-
mensions, possédant une durée de stabilité suffisante pour être utilisé dans des problèmes
de diffraction. Ce schéma à été élaboré avec des facteurs de raffinement spatiotemporels
égaux à deux. La durée de stabilité obtenue est égale à2 µs dans les deux maillages pour
un volume raffiné comportant15× 15× 15 grandes cellules et nous avons montré que cette
durée augmente lorsque le volume du petit maillage augmente. En ce qui concerne la ré-
flexion numérique, nous avons obtenu un niveau de champ réfléchi égale à−48 dB pour un
échantillonnage spatial égale à20.

– Par la suite nous avons pu démontrer que les instabilités dece schéma étaient uniquement
dues aux relations d’interpolation qui interviennent dansle traitement spatial. Ceci à été
montré en étudiant séparément les parties temporelle et spatiale du schéma.

– Le fait d’avoir un algorithme temporel stable nous a donné l’idée de concevoir les schémas
de sous-maillage comme la succession du traitement temporel précédent et d’un certain
traitement spatial. Nous avons ainsi créé un modèle « successif » dont les performances
sont liées à celles des deux traitements séparés. Nous avonsétudié ce lien et nous avons
montré qu’il dépend à la fois du schéma spatial seul et de la distance séparant les deux
frontières mises en place dans ce nouveau modèle. Nous avonsalors cherché des modèles
spatiaux possédant de meilleures qualités que le modèle d’origine, malheureusement nous
n’en avons pas trouvé.

– Pour finir, nous avons généralisé notre méthode de construction à des schémas de sous-
maillage possédant des facteurs de raffinement plus élevés.Nous avons travaillé avec des
facteurs de raffinement égaux à trois, quatre et cinq. A cetteoccasion nous avons montré
la stabilité des modèles temporels et nous avons mis à jour les performances des schémas
spatiaux utilisés, afin de prédire les qualités des modèles «successifs » ainsi créés.

L’étude que nous venons de mener est riche en enseignements mais il nous manque finalement
l’essentiel, c’est à dire la stabilité des schémas de sous-maillages spatiaux. Nous savons qu’une
telle stabilité peut-être obtenue dans le cadre de méthodesconservatives, c’est à dire en utilisant
le principe de conservation de l’énergie électromagnétique entre les deux maillages. Ce dernier
point fait l’objet de la partie suivante.
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Quatrième partie

Modèles de sous-maillage basés sur des
méthodes de conservation de l’énergie
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Nous avons vu dans le paragraphe 2.2.2 que les modèles de sous-maillage conservatifs sont
le plus souvent présentés dans le cadre d’une méthode variationnelle. Ceci s’explique par le fait
qu’une telle méthode offre un environnement mathématique,dans lequel on démontre aisément,
que c’est la conservation de l’énergie qui assure la stabilité du schéma. Il est alors bien naturel de
retrouver ces modèles conservatifs dans un contexte variationnel.

Il faut noter que la méthode variationnelle à l’avantage d’être très générale, puiqu’elle permet
d’aborder dans un même formalisme des problèmes qui relèvent des différences finies, des vo-
lumes finis ou bien des éléments finis. Par contre, elle est abstraite et elle conduit souvent à des
programmes difficiles à mettre en oeuvre.

Partant de ce constat, nous avons dans un premier temps cherché à « traduire » cette méthode
dans un language compréhensible par la majorité des physiciens. Ensuite nous l’avons appliquée
de façon simplifiée aux modèles de raffinement spatiaux 2D-TEet 2D-TM. Pour terminer nous
avons essayé de construire un modèle de raffinement spatial en 3D en nous inspirant des deux
modèles précédents. Cette partie est organisée de la façon suivante :

– Nous présentons d’abord la méthode variationnelle dans son aspect le plus général. Pour
cela nous nous sommes basé sur les travaux de Thierry Fouquet[42].

– Ensuite nous avons appliqué une version simplifiée de cetteméthode au schéma de raffine-
ment spatial 2D-TE.

– A partir des résultats précédents nous avons construit le schéma de raffinement spatial 2D-
TM.

– Pour finir nous parlons très brièvement de la méthode que nous avions envisagé d’utiliser
pour le modèle 3D conservatif. Nous parlons au passé car cette méthode n’a pas fonctionné.
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Chapitre 8

La méthode variationnelle

8.1 Présentation du problème

Comme dans les développements précédents nous avons à résoudre un problème de transmi-
tion entre deux domaines. Le domaine fin sera représenté par un parallélépipède rectangle que
l’on noteraD. Ce dernier est entouré par un domaine grossier que l’on appeleraDext, Dext est un
ouvert. On noteraΣ la surface de séparation entre les deux domaines et−→n ext(M) et−→n int(M) les
normales àΣ au pointM , qui sont orientées respectivement vers l’extérieur deD et vers l’inté-
rieur deD. Remarquons que−→n ext(M) est la normale associée àD et que−→n int(M) est la normale
associée àDext. Ces conventions d’orientation sont classiques. Le champ électromagnétique sera
noté(−→e ,

−→
h ) dans le petit maillage et(

−→
E ,

−→
H ) dans le grand maillage. La concaténation des deux

champs sera notée(
−→
E o,

−→
H o). Précisons queD etDext sont placés dans le vide, caractérisé par les

constantes diélectriques et magnétiquesǫo etµo. L’ensemble de ces notations sont résumées dans
la figure suivante :

FIG. 8.1 – Vue d’ensemble du problème.

DansD ∪ Dext, les équations de Maxwel s’écrivent :










−→
rot(

−→
E o) = −µo ·

∂
−→
Ho

∂t

−→
rot(

−→
H o) = εo ·

∂
−→
E o

∂t

(8.1)
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Notre problème revient à déterminer le champ électromagnétique surΣ, qui va assurer le bon
couplage entre les deux domaines. Bien entendu,Σ devra au final se comporter comme une surface
transparente, c’est à dire qu’elle devra gêner le moins possible le passage de l’onde d’un maillage
à l’autre. Précisons pour terminer que nous cherchons à construire un schéma de sous-maillage
stable.

8.2 Découplage des deux domaines

De façon à découpler les deux domaines ont introduit comme variables suplémentaires les
grandeurs

−→
j et

−→
J définies sur l’interfaceΣ de la façon suivante1 :











−→
J (M, t) =

−→
H |Σ(M, t) ∧−→n int(M)

−→
j (M, t) =

−→
h |Σ(M, t) ∧ −→n ext(M)

(8.2)

La continuité du champ magnétique sur l’interfaceΣ nous permet d’écrire que :

−→
H |Σ(M, t) =

−→
h |Σ(M, t) (8.3)

de sorte que
−→
J et

−→
j sont liés par la relation :

−→
J = −

−→
j (8.4)

puisque :
−→n ext(M) = −−→n int(M) (8.5)

FIG. 8.2 – Définitions de
−→
J (M, t) et de

−→
j (M, t) .

Supposons un instant que
−→
J soit connu, alors il en est de même de

−→
H |Σ,t =

−→
h |Σ,t

2, ce qui est
suffisant pour calculer séparément le champ électromagnétique dans chacun des deux domaines.

1Nous avons noté ces variables supplémentaires
−→
J et

−→
j car elles s’identifient physiquement à des courants surfa-

ciques.
2En effet :

−→
H |Σ,t = −→n int ∧

−→
J et

−→
h |Σ,t = −→n ext ∧

−→
j . On peut alors vérifier à l’aide de 8.4 et de 8.5 que ces deux

quantités sont bien égales. De plus elles sont connues dès que
−→
J est connu.
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Ainsi nous avons bien réalisé un découplage. Il reste maintenant à déterminer
−→
J . Nous verrons

un peu plus loin que cette inconnue supplémentaire est déterminée, dès que l’on écrit la continuité
des traces tangentielles du champ électrique sur l’interfaceΣ :

−→
E |Σ,t(M, t) = −→e |Σ,t(M, t) (8.6)

FIG. 8.3 – Continuité des traces tangentielles du champ électrique surΣ .

Compte tenu de ce qui précède, le système d’équations 8.1 peut se mettre sous la forme sui-
vante :

dans le grand maillage :































εo ·
∂
−→
E

∂t
(M, t) −

−→
rot
(−→
H (M, t)

)

=
−→
0

µo ·
∂
−→
H

∂t
(M, t) +

−→
rot
(−→

E (M, t)
)

=
−→
0

−→
J (M, t) =

−→
H |Σ(M, t) ∧−→n int(M)

(8.7)

dans le petit maillage :































εo ·
∂−→e
∂t

(M, t) −
−→
rot
(−→

h (M, t)
)

=
−→
0

µo ·
∂
−→
h

∂t
(M, t) +

−→
rot (−→e (M, t)) =

−→
0

−→
j (M, t) =

−→
h |Σ(M, t) ∧ −→n ext(M)

(8.8)

avec la condition de raccord3 :

−→n int(M) ∧
[−→
E |Σ(M, t) ∧−→n int(M)

]

=

−→n ext(M) ∧
[−→e |Σ(M, t) ∧−→n ext(M)

]

(8.9)

3Les relations 8.9 et 8.6 sont bien équivalentes, puisque−→at = −→n ∧ (−→a ∧ −→n ) . En effet :−→n ∧ (−→a ∧ −→n ) =
−→a · (−→n • −→n ) −−→n · (−→a • −→n ) = −→a − an · −→n = −→a −−→an = −→at .
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8.3 Ecriture variationnelle du problème

8.3.1 Pourquoi l’écriture variationnelle ?

Intéressons nous un instant à la discrétisation spatiale dusystème d’équation précédent. La
démarche adoptée est très classique, elle consiste à choisir des éléments finis pour les approxi-
mations en espace du champ électromagnétique et du courant.Pour être plus précis, on dit que
l’équivalent discret d’un champ scalairea(M, t) s’écrit sous la forme :

adiscret(M, t) =
∑

i

∑

j

∑

k

ai,j,k(t) · Φi,j,k(M)

oùΦi,j,k(M) est une fonction parfaitement connue, appeléeélément fini. La construction pré-
cise des éléments finisΦi,j,k(M) n’est pas ce qui nous préoccupe pour le moment, nous y revien-
drons plus en détail dans la suite de cet exposé. Retenons simplement queΦi,j,k(M) est non nulle
dans un certain voisinageV de la cellule(i, j, k) et qu’elle est nulle en dehors de ce voisinage.
Dans la mesure où le maillage est suffisament serré par rapport aux variations spatiales dea(M, t),
on peut écrire que :

areel(M, t) = adiscret(M, t)

Ceci étant posé, précisons que les éléments finis associés aux composantes de
−→
E discret de

−→
H discret et de

−→
J discret ne sont généralement pas les mêmes, de sorte que l’on écrit :























Eσ(M, t) =
∑

i

∑

j

∑

k Eσ
i,j,k(t) · Γ

σ
i,j,k(M)

Hσ(M, t) =
∑

i

∑

j

∑

k Hσ
i,j,k(t) · ∆

σ
i,j,k(M)

Jσ(M, t) =
∑

l

∑

m Jσ
l,m(t) · Πσ

l,m(M)

(8.10)

dans le grand maillage et :























eσ(M, t) =
∑

p

∑

q

∑

r eσ
p,q,r(t) · γ

σ
p,q,r(M)

hσ(M, t) =
∑

p

∑

q

∑

r hσ
p,q,r(t) · δ

σ
p,q,r(M)

jσ(M, t) =
∑

s

∑

t j
σ
s,t(t) · π

σ
s,t(M)

(8.11)

dans le petit maillage.
Dans ce qui précèdeσ s’identifie àx à y ou àz. Les indicesi, j et k sont ceux de la dis-

crétisation dans le grand maillage, tandis quep, q et r sont les indices de discrétisation dans le
petit maillage. Ces deux séries d’indices sont reliées par des équations qui dépendent du facteur
de raffinement spatialrs. Pour le moment nous n’avons pas besoin de préciser ces équations, nous
le ferons au moment opportun. Remarquons enfin que les courants sont décomposés sur des élé-
ments finis à deux indices. Ceci tient au fait qu’ils sont définis sur une surface et non dans un
volume. A ce propos, nous pouvons préciser que le lien qui existe entre les indicesl et m et les
indicesi, j et k dépend de la façon dont on paramètre la surfaceΣ4. Nous reviendrons plus tard
sur ce paramétrage, cette question n’est pas essentielle pour le moment.

4Ce paramétrage conditionne aussi le lien qui existe entre les indicess et t et les indicesp, q et r.
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L’objectif est de déterminer les variations dans le temps des coefficients qui interviennent dans
les équations 8.10 et 8.11. Si on remplace directement ces dernières relations dans 8.7, 8.8 et 8.9,
on obtient un système très difficilement exploitable. A titre d’exemple la première équation qui
figure dans 8.7 donnerait en projection sur l’axe(Ox) :























ε0 ·
∑

i

∑

j

∑

k
d
dt

(

Ex
i, j, k

)

· Γx
i, j, k−

∑

i

∑

j

∑

k Hz
i, j, k ·

d
dy

(

∆z
i, j, k

)

+

∑

i

∑

j

∑

k Hy
i, j, k ·

d
dz

(

∆y
i, j, k

)

= 0

L’idée est de remanier la formulation de 8.7 , 8.8 et 8.9 pour obtenir un lien plus simple entre
les inconnues. C’est le but de l’écriture variationnelle qui va faire l’objet du paragraphe suivant.

8.3.2 Ecriture variationnelle

Soit
−→
Ω une fonction vectorielle indépendante du temps définie surDext. Multiplions scalaire-

ment par
−→
Ω la première équation qui figure dans 8.7 et intégrons le produit scalaire obtenu sur le

domaineDext. On obtient :

∫

Dext

εo ·
∂
−→
E

∂t
(M, t) •

−→
Ω(M) · dV −

∫

Dext

−→
rot
(−→
H (M, t)

)

•
−→
Ω(M) · dV = 0 (8.12)

Nous réalisons maintenant une permutation de
−→
H et de

−→
Ω dans la deuxième intégrale. Pour

cela nous utilisons l’identité vectorielle suivante :

div(
−→
H ∧

−→
Ω) =

−→
Ω •

−→
rot(

−→
H ) −

−→
H •

−→
rot(

−→
Ω)

que nous intégrons surDext :
∫

Dext

div(
−→
H ∧

−→
Ω) · dV =

∫

Dext

−→
Ω •

−→
rot(

−→
H ) · dV −

∫

Dext

−→
H •

−→
rot(

−→
Ω) · dV

Enfin nous utilisons le théorème d’Ostrogradsky :
∫

Dext

div(
−→
H ∧

−→
Ω) · dV =

∮

Σ

(
−−→
H|Σ ∧

−→
Ω) • d

−→
Σ

Nous obtenons alors pour le deuxième terme de 8.12 :
∫

Dext

−→
Ω •

−→
rot(

−→
H ) · dV =

∫

Dext

−→
H •

−→
rot(

−→
Ω) · dV +

∮

Σ

(
−−→
H|Σ ∧

−→
Ω) • d

−→
Σ (8.13)
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Pour finir, arrangeons un peu le produit mixte qui apparaît dans l’intégrale de surface :

(
−−→
H|Σ ∧

−→
Ω) • d

−→
Σ = (

−−→
H|Σ ∧

−→
Ω) • −→n int · dΣ = (−→n int ∧

−−→
H|Σ) •

−→
Ω · dΣ (8.14)

Nous pouvons écrire ce dernier terme en fonction de
−→
J . Pour cela calculons la quantité

−→
J •

−→n int ∧ (
−→
Ω ∧−→n int) :

−→
J • −→n int ∧ (

−→
Ω ∧ −→n int) =

−→
J • [

−→
Ω −−→n int · (

−→
Ω • −→n int)]

=
−→
J •

−→
Ω − (

−→
J • −→n int) · (

−→
Ω • −→n int)

Or
−→
J =

−−→
H|Σ ∧ −→n int, donc :

−→
J • −→n int = (

−−→
H|Σ ∧−→n int) •

−→n int =
−→
0

ainsi :
−→
J • −→n int ∧ (

−→
Ω ∧ −→n int) =

−→
J •

−→
Ω = (

−−→
H|Σ ∧ −→n int) •

−→
Ω (8.15)

Nous obtenons l’opposé du deuxième membre de 8.14.

Maintenant, on remplace 8.15 dans 8.14 puis 8.14 dans 8.13 etenfin 8.13 dans 8.12. On obtient
alors :

ǫo ·
d

dt

∫

Dext

−→
E (M, t) •

−→
Ω(M) · dV −

∫

Dext

−→
H (M, t) •

−→
rot
(−→

Ω(M)
)

· dV +

∮

Σ

−→
J (M, t) •

{

−→n int(M) ∧
[−→
Ω(M) ∧−→n int(M)

]}

· dΣ = 0 (8.16)

Pour la deuxième équation de 8.7 la démarche est similaire mais plus simple car nous n’ef-
fectuons pas de permutation. Soit donc

−→
φ une autre fonction vectorielle indépendante du temps

définie surDext. Comme précédement nous multiplions scalairement par
−→
φ la deuxième équation

de 8.7 et nous intégrons surDext. Nous obtenons alors directement :

µo ·
d

dt

∫

Dext

−→
H (M, t) •

−→
φ (M) · dV +

∫

Dext

−→
φ (M) •

−→
rot
(−→

E (M, t)
)

· dV = 0 (8.17)

Dans le petit maillage nous adoptons exactement la même technique de calcul. Ainsi en intro-
duisant−→ω et−→ϕ , les équivalents dans le petit maillage de

−→
Ω et de

−→
φ , on trouve :

ǫo ·
d

dt

∫

D

−→e (M, t) • −→ω (M) · dV −

∫

D

−→
h (M, t) •

−→
rot (−→ω (M)) · dV +

∮

Σ

−→
j (M, t) • {−→n ext(M) ∧ [−→ω (M) ∧−→n ext(M)]} · dΣ = 0 (8.18)

et :

µo ·
d

dt

∫

D

−→
h (M, t) • −→ϕ (M) · dV +

∫

D

−→ϕ (M) •
−→
rot (−→e (M, t)) · dV = 0 (8.19)
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Il reste maintenant à écrire la condition de raccord en faisant apparaitre
−→
J . Pour cela on

multiplie scalairement l’équation 8.9 par
−→
J et on intègre surΣ :

∮

Σ

−→
J (M, t) •

{

−→n int(M) ∧
[−→
E |Σ(M, t) ∧−→n int(M)

]}

· dΣ =

∮

Σ

−→
J (M, t) •

{−→n ext(M) ∧
[−→e |Σ(M, t) ∧−→n ext(M)

]}

· dΣ (8.20)

Finalement en remplaçant
−→
j par−

−→
J dans 8.18 on obtient :











































ǫo ·
d
dt

∫

Dext

−→
E •

−→
Ω · dV −

∫

Dext

−→
H •

−→
rot
(−→

Ω
)

· dV

+
∮

Σ

−→
J •

{

−→n int ∧
[−→
Ω ∧−→n int

]}

· dΣ = 0

µo ·
d
dt

∫

Dext

−→
H •

−→
φ · dV +

∫

Dext

−→
φ •

−→
rot
(−→

E
)

· dV = 0

(8.21)

dans le grand maillage, puis :


































ǫo ·
d
dt

∫

D
−→e • −→ω · dV −

∫

D

−→
h •

−→
rot (−→ω ) · dV

−
∮

Σ

−→
J • {−→n ext ∧ [−→ω ∧ −→n ext]} · dΣ = 0

µo ·
d
dt

∫

D

−→
h • −→ϕ · dV +

∫

D
−→ϕ •

−→
rot (−→e ) · dV = 0

(8.22)

dans le petit maillage, avec la condition de raccord :
∮

Σ

−→
J •

{

−→n int ∧
[−→
E |Σ ∧−→n int

]}

· dΣ =

∮

Σ

−→
J •

{−→n ext ∧
[−→e |Σ ∧ −→n ext

]}

· dΣ (8.23)

8.3.3 Notation en terme de produits scalaires et d’opérateurs

De façon à finaliser l’écriture des équations 8.21, 8.22 et 8.23 nous introduisons un certain
nombre de produits scalaires et d’opérateurs.

D’abord nous supposons que les couples de fonctions(
−→
E ,

−→
Ω), (

−→
H,

−→
φ ), (−→e ,−→ω ), (

−→
h ,−→ϕ ) et

ainsi que
−→
J , appartiennent chacun à un certain sous-espace vectoriel de fonctions. Ainsi on écrit :



























































(
−→
E ,

−→
Ω) ∈ V × V

(
−→
H,

−→
φ ) ∈ W × W

(−→e ,−→ω ) ∈ v × v

(
−→
h ,−→ϕ ) ∈ w × w

−→
J ∈ M
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Nous définissons alors les produits scalaires suivants :














































<, >V / : <
−→
f , −→g >V =

∫

Dext

−→
f • −→g · dV

<, >W / : <
−→
f , −→g >W =

∫

Dext

−→
f • −→g · dV

<, >v / : <
−→
f , −→g >v=

∫

D

−→
f • −→g · dV

<, >w / : <
−→
f , −→g >w=

∫

D

−→
f • −→g · dV

et les opérateurs suivants :










































































B/ : B(
−→
f , −→g ) =

∫

Dext

−→
rot
(−→

f
)

• −→g · dV

C/ : C(
−→
f , −→g ) =

∮

Σ

−→
f • {−→n int ∧ [−→g ∧−→n int]} · dΣ

b/ : b(
−→
f , −→g ) =

∫

D

−→
rot
(−→

f
)

• −→g · dV

c/ : c(
−→
f , −→g ) =

∮

Σ

−→
f • {−→n ext ∧ [−→g ∧ −→n ext]} · dΣ

Remarquons au passage que les opérateursC et c sont égaux par construction.

Finalement les équations 8.21, 8.22 et 8.23 s’écrivent sousla forme opérationnelle suivante :










ǫo ·
d
dt

<
−→
E ,

−→
Ω >V −B(

−→
Ω ,

−→
H ) + C(

−→
J ,

−→
Ω) = 0

µo ·
d
dt

<
−→
H,

−→
φ >W +B(

−→
E ,

−→
φ ) = 0

(8.24)

dans le grand maillage, puis :










ǫo ·
d
dt

< −→e ,−→ω >v − b(−→ω ,
−→
h ) − c(

−→
J ,−→ω ) = 0

µo ·
d
dt

<
−→
h ,−→ϕ >w + b(−→e ,−→ϕ ) = 0

(8.25)

dans le petit maillage, avec la condition de raccord :

C(
−→
J ,

−→
E ) = c(

−→
J ,−→e ) (8.26)

Cette écriture variationnelle de notre problème de départ est très peu intuitive. Cependant,
nous allons voir dans le paragraphe suivant qu’elle permet d’établir des relations simples entre les
différentes inconnues. En effet nous allons obtenir un simple système matriciel d’équations.

8.4 Discrétisation spatiale

Nous allons maintenant reprendre la technique de discrétisation dont on a parlé dans le para-
graphe 8.3.1. Avec l’écriture variationnelle que nous venons de mettre en place, nous allons voir
que cette technique de discrétisation conduit cette fois-ci à un système matriciel tout à fait exploi-
table. A ce stade de notre développement le facteur de raffinement spatialrs reste quelconque,
cette remarque est valable pour l’ensemble du paragraphe 8.4.
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8.4.1 Discrétisation des équations variationnelles

Soit
−→
E d et

−→
Ω d les équivalents discrets des deux éléments deV :

−→
E et

−→
Ω . On noteraVd l’espace

vectoriel d’appartenance de
−→
E d et de

−→
Ω d. Remarquons queVd est un sous-espace vectoriel deV .

On peut représenter schématiquement l’opération de discrétisation de la façon suivante :

(
−→
E ,

−→
Ω) ∈ V × V y (

−→
E d ,

−→
Ω d) ∈ Vd × Vd

Nous faisons de même pour les autres vecteurs. Nous obtenonsainsi :


























































(
−→
E ,

−→
Ω) ∈ V × V y (

−→
E d ,

−→
Ω d) ∈ Vd × Vd

(
−→
H ,

−→
φ ) ∈ W × W y (

−→
H d ,

−→
φ d) ∈ Wd × Wd

(−→e , −→ω ) ∈ v × v y (−→e d , −→ω d) ∈ vd × vd

(
−→
h , −→ϕ ) ∈ w × w y (

−→
h d , −→ϕ d) ∈ wd × wd

−→
J ∈ M y

−→
Jd ∈ Md

La version discrétisée des équations 8.24, 8.25 et 8.26 s’écrit ainsi :










ǫo ·
d
dt

<
−→
E d,

−→
Ω d >Vd

−B(
−→
Ω d,

−→
H d) + C(

−→
J d,

−→
Ω d) = 0

µo ·
d
dt

<
−→
H d,

−→
φ d >Wd

+B(
−→
E d,

−→
φ d) = 0

(8.27)

pour le grand maillage et :










ǫo ·
d
dt

< −→e d,
−→ω d >vd

−b(−→ω d,
−→
h d) − c(

−→
J d,

−→ω d) = 0

µo ·
d
dt

<
−→
h d,

−→ϕ d >wd
+b(−→e d,

−→ϕ d) = 0

(8.28)

pour le petit maillage. La condition de raccord donne quand àelle :

C(
−→
J d,

−→
E d) = c(

−→
J d,

−→e d) (8.29)

8.4.2 Passage à l’écriture matricielle

Nous allons maintenant décomposer sur des éléments finis tous les vecteurs discrets qui in-
terviennent. Pour cela nous choisissons des éléments finis différents dans chacun des espaces
vectoriels (ev) considérés. Ils seront notés :































































Γσ
i,j,k dansVd, ev d’appartenance de

−→
Ed et de

−→
Ωd.

∆σ
i,j,k dansWd, ev d’appartenance de

−→
Hd et de

−→
φd.

γσ
p,q,r dansvd, ev d’appartenance de−→ed et de−→ωd.

δσ
p,q,r danswd, ev d’appartenance de

−→
hd et de−→ϕd.

Πσ
l,m dansMd, ev d’appartenance de

−→
Jd.
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Nous avons déjà présenté ces notations dans le paragraphe 8.3.1 (voir les équations 8.10 et
8.11 ). Notons d’hors et déjà que l’élément finiπσ

s,t n’intervient plus puisqu’il est relatif à
−→
j et

que ce dernier à été remplacé par−
−→
J dans l’équation 8.18. Enfin reppelons queσ désigne tou-

joursx, y ouz.

A titre d’exemple écrivons la décomposition obtenue pour
−→
E d, élément deVd :

−→
E d(M, t) =

∑

σ = x, y, z

Eσ(M, t) ·
−→
i σ

avec :
−→
i x =

−→
i ,

−→
iy =

−→
j et

−→
iz =

−→
k . Compte tenu de 8.10 cela donne :

−→
E d(M, t) =

∑

σ = x, y, z

{

∑

i

∑

j

∑

k

Eσ
i,j,k(t) · Γ

σ
i,j,k(M)

}

·
−→
i σ

=
∑

σ = x, y, z

∑

i

∑

j

∑

k

Eσ
i,j,k(t) ·

−→
Γ σ

i,j,k(M)

avec :
−→
Γ σ

i,j,k(M) = Γσ
i,j,k(M) ·

−→
i σ

Pour alléger l’écriture de cette décomposition, on attribue un numéro à chacun des quadruplets
d’indices(σ, i, j, k) 5. Ce numéro sera désigné par la lettreα. Avec cette nouvelle notation on
peut écrire plus simplement :

−→
E d(M, t) =

∑

α

Eα(t) ·
−→
Γ α(M) (8.30)

Pour finir on introduit le vecteur colonneE(t) définit par :

E(t) =







...
Eα(t)

...







{
−→
Γ α}

(8.31)

E(t) représente alors le vecteur
−→
E d dans la base d’éléments finis constituée par

{−→
Γ α

}

α
.

Nous faisons la même chose pour les autres vecteurs discrétisés. Ainsi on aura l’ensemble des
vecteurs colonne suivants :







































































(E(t), Ω(t)) représentant de
(−→

E d,
−→
Ω d

)

dans
{−→

Γ α

}

base deVd

(H(t), φ(t)) représentant de
(−→
H d,

−→
φ d

)

dans
{−→

∆α

}

base deWd

(e(t), ω(t)) représentant de(−→e d,
−→ω d) dans{−→γ β} base devd

(h(t), ϕ(t)) représentant de
(−→

h d,
−→ϕ d

)

dans
{−→

δ β

}

base dewd

J(t) représentant de
−→
J d dans

{−→
Π ǫ

}

base deMd

(8.32)

Dans ce qui précèdeβ et ǫ sont les numéros respectifs des quadruplets d’indices(σ, p, q, r)
et (σ, l, m). Ces décompositions étant faites, nous pouvons les remplacer dans le système varia-
tionnel 8.27, 8.28 et 8.29, en posant toutefois :

5On reviendra plus en détail dans la suite sur la manière de numéroter les quadruplets.
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–
−→
Ω d =

−→
Γ α pour la première équation de 8.27.

–
−→
φ d =

−→
∆α pour la deuxième équation de 8.27.

– −→ω d = −→γ β pour la première équation de 8.28.

– Et enfin−→ϕ d =
−→
δ β pour la deuxième équation de 8.28.

Ceci revient à projeter chacune des équations sur l’un des éléments de base de l’espace vectoriel
qui lui est associé.

Regardons ce que cela donne pour la première équation de 8.27. Sa projection sur l’ élément
de base

−→
Γ α deVd s’écrit :

ǫo ·
d

dt
<

−→
E d,

−→
Γ α >Vd

−B(
−→
Γ α,

−→
H d) + C(

−→
J d,

−→
Γ α) = 0 (8.33)

Pour que la première équation de 8.27 soit valable quel que soit
−→
Ω d ∈ Vd, il suffit que 8.33

soit vérifiée quel que soit l’élément de base
−→
Γ α deVd, c’est à dire finalement quelque soitα .

Remplaçons maintenant les décompositions de
−→
E d de

−→
H d et de

−→
J d dans cette dernière rela-

tion :
Pour le premier terme on obtient :

<
−→
E d,

−→
Γ α >Vd

= <
∑

α′

Eα′(t) ·
−→
Γ α′(M),

−→
Γ α(M) >Vd

=
∑

α′

Eα′(t)· <
−→
Γ α′(M),

−→
Γ α(M) >Vd

On pose :
(ME)α′,α =<

−→
Γ α′(M),

−→
Γ α(M) >Vd

remarquons au passage que :

(ME)α′,α = (ME)α,α′

Alors :

<
−→
E d,

−→
Γ α >Vd

=
∑

α′

(ME)α,α′ · Eα′(t) (8.34)

Pour le deuxième terme on obtient :

B(
−→
Γ α,

−→
H d) = B

(

−→
Γ α(M),

∑

α′

Hα′(t) ·
−→
∆α′(M)

)

=
∑

α′

Hα′(t) · B
(−→

Γ α(M),
−→
∆α′(M)

)

On pose :

(B)α,α′ = B
(−→

Γ α(M),
−→
∆α′(M)

)

Alors :

B(
−→
Γ α,

−→
H d) =

∑

α′

(B)α,α′ · Hα′(t) (8.35)
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Pour le troisième terme on obtient :

C(
−→
J d,

−→
Γ α) = C

(

∑

ǫ

Jǫ(t) ·
−→
Π ǫ(M),

−→
Γ α(M)

)

=
∑

ǫ

Jǫ(t) · C
(−→

Π ǫ(M),
−→
Γ α(M)

)

On pose :

(C)ǫ,α = C
(−→

Π ǫ(M),
−→
Γ α(M)

)

Il vient alors :
C(

−→
J d,

−→
Γ α) =

∑

ǫ

(C)ǫ,α · Jǫ(t)

ou encore :
C(

−→
J d,

−→
Γ α) =

∑

ǫ

(tC)α,ǫ · Jǫ(t) (8.36)

Considérons maintenant les trois vecteurs colonne suivants :








...

<
−→
E d,

−→
Γ α >Vd

...









α









...

B
(−→

Γ α,
−→
H d

)

...









α









...

C
(−→

J d,
−→
Γ α

)

...









α

En utilisant les relations 8.34, 8.35 et 8.36 ces trois vecteurs colonne peuvent s’écrire sous la
forme :

MEE(t), BH(t) et
t
CJ(t)

avec :

ME = (((ME)α,α′))αα′

B = ((Bα,α′))α,α′

C = ((Cǫ,α))ǫ,α

Puisque la relation 8.33 doit être vraie quel que soitα, on peut écrire finalement la relation
matricielle suivante :

ǫo · ME ·
dE

dt
(t) −BH(t) + t

CJ(t) = 0 (8.37)

Pour les autres équations de 8.27 et de 8.28 on obtient de la même manière :

µo · MH

dH

dt
(t) + t

BE(t) = 0 (8.38)

ǫo ·me ·
de

dt
(t) − bh(t) − t

cJ(t) = 0 (8.39)
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et :µo ·mh

dh

dt
(t) + t

be(t) = 0 (8.40)

ou l’on à introduit les nouvelles matricesMH, me, mh, b etc. Les définitions de ces nouvelles
matrices sont consignées dans l’annexe C.

Pour la condition de raccord 8.29 on obtient en remplaçant les développements de
−→
J d de

−→
E d

et de−→e d :

C

(

∑

ǫ

Jǫ(t) ·
−→
Π ǫ(M),

∑

α

Eα(t) ·
−→
Γ α(M)

)

=

c

(

∑

ǫ

Jǫ(t) ·
−→
Π ǫ(M),

∑

β

eβ(t) · −→γ β(M)

)

ce qui donne :

∑

ǫ

∑

α

Jǫ(t) · Eα(t) · C
(−→

Π ǫ(M),
−→
Γ α(M)

)

=

∑

ǫ

∑

β

Jǫ(t) · eβ(t) · c
(−→

Π ǫ(M), −→γ β(M)
)

soit :
∑

ǫ

∑

α

Jǫ(t) · (C)ǫ,α · Eα(t) =

∑

ǫ

∑

β

Jǫ(t) · (c)ǫ,β · eβ(t)

ou encore :

∑

ǫ

Jǫ(t) ·

{

∑

α

(C)ǫ,α · Eα(t)

}

=

∑

ǫ

Jǫ(t) ·

{

∑

β

(c)ǫ,β · eβ(t)

}

Cette dernière équation est vérifiée quelque soitǫ, si on écrit :

∑

α

(C)ǫ,α · Eα(t) =

∑

β

(c)ǫ,β · eβ(t)

Relation que l’on peut mettre sous forme matricielle :

CE(t) = ce(t)

Résumons ce que nous avons obtenu :
dans le grand maillage :







ǫo · ME · dE

dt
(t) − BH(t) + t

CJ(t) = 0

µo · MH
dH

dt
(t) + t

BE(t) = 0

(8.41)
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dans le petit maillage :







ǫo · me ·
de

dt
(t) − bh(t) − t

cJ(t) = 0

µo · mh
dh

dt
(t) + t

be(t) = 0

(8.42)

condition de raccord :
CE(t) = ce(t) (8.43)

Les définitions détaillées de toutes les matrices qui interviennent dans ce système sont dans
l’annexe A.

Finalement les relations 8.41, 8.42 et 8.43 constituent un système matriciel que l’on n’aurait
pas pu obtenir sans l’écriture variationnelle. C’est en s’appuyant sur ce système matriciel que nous
allons petit à petit mettre en place un schéma de raffinement spatio-temporel conservatif et donc
stable.

8.4.3 Détermination du courant sur l’interface

Comme on le disait au début de cette partie c’est la conditionde raccord 8.436 qui permet de
déterminer le courant sur l’interfaceΣ. Nous pouvons à présent montrer ceci à l’aide du système
matriciel que l’on vient d’obtenir.

Multiplions la première équation de 8.41 parC ·M−1

E
puis la première équation de 8.42 par

c · m−1

e
et enfin faisons la différence entre les deux relations obtenues. Il vient après réorganisation

des termes :

ǫo ·

(

C ·
dE

dt
− c ·

de

dt

)

+
(

c · m−1

e
· b · h(t) − C · M−1

E
· B · H(t)

)

= −
(

C · M−1

E
·t C + c · m−1

e
·t c
)

· J(t)

Or d’après la condition de raccord 8.43, ona :

C ·E(t) = c · e(t)

soit :

C ·
dE

dt
= c ·

de

dt

si bien que :

(

C ·M−1

E
·t C + c · m−1

e
·t c
)

· J(t)

= C · M−1

E
· B · H(t) − c · m−1

e
· b · h(t) (8.44)

8.5 Discrétisation temporelle

A partir d’ici nous nous plaçons dans le cas particulier où les facteurs de raffinement en temps
et en espace sont égaux à deux :rt = 2, rs = 2.

6Continuité de la composante tangentielle de
−→
E sur l’interface.
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8.5.1 Schéma temporel de type « saute-mouton »

Comme le titre l’indique nous adoptons un schéma temporel detype « saute-mouton ». Si tous
les champs sont calculés dans l’intervalle de temps[n∆t, (n + 1) ∆t] où ∆t est le pas temporel
dans le grand maillage, alors :

– E(t) est remplacé par la séquenceE
n, E

n+1.
– H(t) est remplacé parHn+1/2.
– e(t) est remplacé par la séquencee

n, e
n+1/2, e

n+1.
– h(t) est remplacé par la séquenceh

n+1/4, h
n+3/4.

– J(t) est remplacé parJn+1/2.
Ces notations sont résumées sur la figure suivante :

FIG. 8.4 – Discrétisation temporelle de type « saute mouton ».

En ce qui concerne les opérateursd
dt

, nous faisons l’approximation classique de la dérivée
centrée (approximation à l’ordre deux). Donc :















































(

dA

dt

)n+1/2

gm
∼ An+1−An

∆t

(

da

dt

)n+1/4

pm
∼ an+1/2−an

∆t
2

(

da

dt

)n+3/4

pm
∼ an+1−an+1/2

∆t
2

Ceci étant posé, nous obtenons la discrétisation temporelle suivante pour notre système matri-
ciel :

dans le grand maillage :















µo · MH · Hn+1/2−Hn−1/2

∆t
+ t

B · En = 0

ǫo ·ME · E
n+1−E

n

∆t
−B · Hn+1/2 + t

C · Jn+1/2 = 0

(8.45)
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dans le petit maillage :











































































µo · mh · h
n+1/4−h

n−1/4

∆t
2

+ t
b · en = 0

ǫo · me ·
e
n+1/2−e

n

∆t
2

− b · hn+1/4 − t
c · Jn+1/2 = 0

µo ·mh · h
n+3/4−h

n+1/4

∆t
2

+ t
b · en+1/2 = 0

ǫo ·me ·
e
n+1−e

n+1/2

∆t
2

− b · hn+3/4 − t
c · Jn+1/2 = 0

(8.46)

On choisit d’exprimer la condition de raccord 8.43 à la datet =
{

1 + 1
2

}

∆t. Pour cela on
effectue les moyennes temporelles suivantes :















E
n+1/2 = En+En+1

2

e
n+1/2 = e

n+1/4+e
n+3/4

2

(8.47)

avec :














e
n+1/4 = en+en+1/2

2

e
n+3/4 = en+1/2+en+1

2

(8.48)

Cela donne :

C ·
E

n + E
n+1

2
= c ·

e
n + 2 · en+1/2 + e

n+1

4
(8.49)

Nous verrons un peu plus loin que cette façon de faire permet d’écrire la conservation de
l’énergie électomagnétique.

La discrétisation temporelle étant faite, montrons que toutes les inconnues sont calculables si
la quantitéJn+1/2 est connue :

– La première équation de 8.45 permet de calculerH
n+1/2 en fonction deHn−1/2 et deE

n,
qui sont les conditions initiales dans le grand maillage.

– La deuxième équation de 8.45 permet alors de déterminerE
n+1.

– La première équation de 8.46 permet de calculerh
n+1/4 en fonction dehn−1/4 et deen.

– la deuxième équation de 8.46 permet ensuite de calculere
n+1/2.

– La troisième équation de 8.46 permet alors de calculerh
n+3/4 en fonction dehn+1/4 et de

e
n+1/2.

– La quatrième équation de 8.46 permet enfin de déterminere
n+1.

8.5.2 Calcul deJn+1/2

Il faut maintenant déterminerJn+1/2 c’est à dire l’équivalent discret de la relation 8.44 du
paragraphe 8.4.3.
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Faisons la différence entre la quatrième équation de 8.46 etla deuxième équation de 8.46. On
obtient après réorganisation des termes :

2 · ǫo · me ·

(

e
n+1 − 2 · en+1/2 + e

n

∆t

)

− b ·
(

h
n+3/4 − h

n+1/4
)

= 0

A l’aide de la troisième équation de 8.46 on remplaceh
n+3/4 −h

n+1/4 en fonction deen+1/2.
On obtient :

e
n+1 + 2 · en+1/2 + e

n

4
=

(

Id −
c2 · ∆t2

16
· m−1

e
· b · m−1

h
·t b

)

· en+1/2

A l’aide de la deuxième équation de 8.46 on peut aussi écrire :

e
n+1/2 = e

n +
∆t

2 · ǫo
·m−1

e
·t c · Jn+1/2 +

∆t

2 · ǫo
·m−1

e
· b · hn+1/4

En remplaçant cette dernière équation dans la précédente onobtient :

e
n+1 + 2 · en+1/2 + e

n

4
=

∆t

2 · ǫo
·
(

a ·t c · Jn+1/2 + t
n+1/2

)

(8.50)

où l’on a posé :















a = m
−1

e
− c2·∆t2

16
· m−1

e
· b · m−1

h
·t b · m−1

e

t
n+1/2 = a ·

(

2·εo

∆t
· me · e

n + b · hn+1/4
)

(8.51)

Maintenant à partir de la deuxième équation de 8.45 on peut écrire :

E
n+1 + E

n

2
= −

∆t

2 · εo
·
(

M
−1

E
·t C · Jn+1/2 − T

n+1/2
)

(8.52)

avec :

T
n+1/2 = M

−1

E
·

(

2 · εo

∆t
· ME · En + B · Hn+1/2

)

(8.53)

Pour finir nous remplaçons 8.50 et 8.52 dans 8.49. On obtient alors :

{

C · M−1

E
·t C + c · a ·t c

}

· Jn+1/2 = C · Tn+1/2 − c · tn+1/2 (8.54)

Cette équation est très importante car elle montre qu’il estpossible d’obtenir le courant et donc
toutes les composantes du champ électromagnétique, dès queles calculs sont effectués à l’étape
n + 1/4 dans le petit maillage et à l’étapen + 1/2 dans le grand maillage.
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8.5.3 Condition de raccord discrète et conservation de l’énergie

La discrétisation que nous avons choisie pour la condition de raccord 8.43 n’est pas des plus
intuitive ! En effet, on aurait pu prendre directemente

n+1/2 comme approximation dee(t) à la
datet = (n + 1/2) · ∆t. Au lieu de cela nous avons posé (voir 8.47 et 8.48) :

e {t = (n + 1/2) · ∆t} ∼
e
n+1/4 + e

n+3/4

2
=

e
n + 2 · en+1/2 + e

n+1

4

En fait cette façon de faire permet de respecter la conservation de l’énergie électromagnétique.
C’est ce que nous allons montrer maintenant.

Reprenons les équations variationnelles obtenues au paragraphe 8.4.1. La première équation
de 8.27 était :

ǫo ·
d

dt
<

−→
E d,

−→
Ω d >Vd

−B(
−→
Ω d,

−→
H d) + C(

−→
J d,

−→
Ω d) = 0

Ecrivons cette relation à la datet = (n + 1/2) · ∆t. Il vient :

ǫo· <

−−−→
En+1

d −
−→
En

d

∆t
,
−→
Ω d >Vd

−B(
−→
Ω d,

−−−−→
H

n+1/2
d ) + C(

−−−−→
J

n+1/2
d ,

−→
Ω d) = 0

Posons :
−→
Ωd = 1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

. Il vient :

ǫo· <

−−−→
En+1

d −
−→
En

d

∆t
,

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

>Vd
−

B

{

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

,
−−−−→
H

n+1/2
d

}

+ C

{−−−−→
J

n+1/2
d ,

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

}

= 0 (8.55)

La deuxième équation de 8.27 donne à la datet = n · ∆t :

µo· <
1

2
·





−−−−→
H

n+1/2
d −

−−−−→
H

n−1/2
d

∆t



 ,
−→
φ d >Wd

= −B(
−→
En

d ,
−→
φ d)

et à la datet = (n + 1) · ∆t :

µo· <
1

2
·





−−−−→
H

n+3/2
d −

−−−−→
H

n+1/2
d

∆t



 ,
−→
φ d >Wd

= −B(
−−−→
En+1

d ,
−→
φ d)

En faisant la demi-somme des deux relations précédentes et en posant
−→
φ d =

−−−−→
H

n+1/2
d on peut

remplacer le deuxième terme de 8.55. On trouve :

εo

2 · ∆t
· <

−−−→
En+1

d ,
−−−→
En+1

d >Vd
−

εo

2 · ∆t
· <

−→
En

d ,
−→
En

d >Vd
+

µo

2 · ∆t
· <

−−−−→
H

n+3/2
d ,

−−−−→
H

n+1/2
d >Wd

−
µo

2 · ∆t
· <

−−−−→
H

n+1/2
d ,

−−−−→
H

n−1/2
d >Wd

=

−C

{−−−−→
J

n+1/2
d ,

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

}

(8.56)
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Cette dernière équation fait apparaitre la variation de l’énergie électromagnétique discrèteEn
em

du système. En effet :

En
em =

1

2
· εo· <

−→
En

d ,
−→
En

d > +
1

2
· µo· <

−−−−→
H

n+1/2
d ,

−−−−→
H

n−1/2
d > (8.57)

si bien que 8.56 s’écrit :

En+1
em − En

em

∆t
= −C

{−−−−→
J

n+1/2
d ,

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

}

(8.58)

Nous faisons le même type de calculs dans le petit maillage. Nons obtenons :































e
n+1/2
em −en

em
∆t
2

= c

{−−−−→
J

n+1/2
d , 1

2
·

(−−−→
e

n+1/2
d +

−→
en

d

)}

en+1
em −e

n+1/2
em

∆t
2

= c

{−−−−→
J

n+1/2
d , 1

2
·

(

−−→
en+1

d +
−−−→
e

n+1/2
d

)}

(8.59)

Or la conservation de l’énergie électromagnétique s’écrit:

1

2
·

(

e
n+1/2
em − en

em
∆t
2

+
en+1

em − e
n+1/2
em

∆t
2

)

+
En+1

em − En
em

∆t
= 0 (8.60)

Si bien que nous obtenons :

c

{−−−−→
J

n+1/2
d ,

1

4
·

(

−→
en

d + 2 ·
−−−→
e

n+1/2
d +

−−→
en+1

d

)}

−

C

{−−−−→
J

n+1/2
d ,

1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

}

= 0 (8.61)

Finalement si on compare cette dernière équation avec 8.29 :

C(
−→
J d,

−→
E d) = c(

−→
J d,

−→e d)

on obtient bien les approximations qui suivent à la datet = {n + 1/2} · ∆t :



























−→
Ed {t = (n + 1/2) · ∆t} = 1

2
·
(−−−→
En+1

d +
−→
En

d

)

−→ed {t = (n + 1/2) · ∆t} = 1
4
·

(

−→
en

d + 2 ·
−−−→
e

n+1/2
d +

−−→
en+1

d

)

Nous venons de démontrer que la façon de discrétiser la condition de raccord 8.43 est associée
à la conservation de l’énergie électromagnétique du système.
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8.6 Choix des espaces d’approximation

Dans le paragraphe 8.3.1 nous avons expliqué brièvement la technique de discrétisation spa-
tiale. C’est à dire que les champs sont remplacés par leurs équivalents discrets, qui eux-mêmes
sont décomposés sur un certain nombre d’éléments finis. Nousn’avions pas alors précisé la mé-
thode de construction de ces derniers. C’est ce que nous allons faire maintenant. Nous verrons
petit à petit que les éléments finis choisis pour(

−→
Ed,

−→ed ), (
−→
Hd,

−→
hd) et

−→
Jd sont ceux qui conduisent

au schéma de Yee dans chacun des deux domaines7.

8.6.1 Choix des éléments finis pour
−→
Ed

Dans cette partie nous allons donc présenter la façon dont sont construits les éléments finis
associés aux champs électriques.

Reprenons le développement de
−→
E d(M, t) dont nous avons parlé dans le paragraphe 8.4.2. On

avait :

−→
E d(M, t) =

∑

σ = x, y, z

∑

i

∑

j

∑

k

Eσ
i,j,k(t) ·

−−→
Γσ

i,j,k(M)

avec :

−−→
Γσ

i,j,k(M) = Γσ
i,j,k(M) ·

−→
i σ

Précisons maintenant ce que sont lesΓσ
i,j,k(M). Avant cela nous introduisons les deux fonc-

tionsAL etBL définies de la façon suivante :

AL(s) =























1
∆s

· {s − (L − 1) · ∆s} si : s ∈ [(L − 1)∆s, L∆s]

1
∆s

· {−s + (L + 1) · ∆s} si : s ∈ [L∆s, (L + 1)∆s]

0 sinon

(8.62)

FIG. 8.5 – Représentation graphique de la fonctionAL

et :

7Le choix des éléments finis est indépendant des facteurs de raffinementsrs etrt. Rappelons que ces deux derniers
sont égaux à deux.
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BL(s) =







1 si :s ∈ [L∆s, (L + 1)∆s]

0 si :s /∈ [L∆s, (L + 1)∆s]
(8.63)

FIG. 8.6 – Représentation graphique de la fonctionBL .

Bien entendu∆s représente le pas spatial sur l’axe(Os) dans le grand maillage.

Les fonctionsAL etBL étant données, nous définissons les éléments finisΓσ
i,j,k(M) par :























Γx
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Aj(y) · Ak(z)

Γy
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Bj(y) · Ak(z)

Γz
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Aj(y) · Bk(z)

(8.64)

Afin de bien visualiser les choses nous avons représenté les variations de la fonctionΓx
i,j,k dans

un plan de coupe du typex = cst.

Si x ∈ [i∆x, (i + 1)∆x], alorsBi(x) = 1 si bien que les variations par rapport ày et àz de
l’élément finiΓx

i,j,k sont données par les fonctionsAj etAk :
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j−1

j

j+1

k−1

k

k+1
0

0.5

1

y/∆yz/∆z

Γ ij 
k

 x

FIG. 8.7 – Variations deΓx
i,j,k par rapport aux variablesy et z .

Si x /∈ [i∆x, (i + 1)∆x], alorsBi(x) = 0 si bien queΓx
i,j,k reste nulle quelque soity et z.

Remarquons que le segment d’équation :






















y = j∆y

z = k∆z

x ∈ [i∆x, (i + 1)∆x]

est axe de symétrie deΓx
i,j,k.

Pour finir il faut noter que les éléments finis du grand maillage peuvent être considérés comme
nuls dans le petit maillage. Ceci tient au fait que lesΓσ

i,j,k ne sont pas définis dans le petit maillage.

Compte tenu de 8.64 on peut écrire pour
−→
E d(M, t) la décomposition suivante :

−→
E d(M, t) =

∑

i

∑

j

∑

k

{

Ex
i,j,k(t) · Bi(x) · Aj(y) · Ak(z) ·

−→
i +

Ey
i,j,k(t) · Ai(x) · Bj(y) · Ak(z) ·

−→
j +

Ez
i,j,k(t) · Ai(x) · Aj(y) · Bk(z) ·

−→
k
}

Dans le petit maillage on fait la même chose, c’est à dire que l’on écrit :






















γx
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · aq(y) · ar(z)

γy
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · bq(y) · ar(z)

γz
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · aq(y) · br(z)

(8.65)
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avec :

al(s) =























1
δs
· {s − (l − 1) · δs} si : s ∈ [(l − 1)δs, lδs]

1
δs
· {−s + (l + 1) · δs} si : s ∈ [lδs, (l + 1)δs]

0 sinon

(8.66)

et :

bl(s) =







1 si :s ∈ [lδs, (l + 1)δs]

0 si :s /∈ [lδs, (l + 1)δs]
(8.67)

où δs représente le pas spatial sur l’axe(Os) dans le petit maillage.

Ainsi :
−→e d(M, t) =

∑

p

∑

q

∑

r

{

ex
p,q,r(t) · bp(x) · aq(y) · ar(z) ·

−→
i +

ey
p,q,r(t) · ap(x) · bq(y) · ar(z) ·

−→
j +

ez
p,q,r(t) · ap(x) · aq(y) · br(z) ·

−→
k
}

8.6.2 Choix des éléments finis pour
−→
Hd

Nous adoptons ici des définitions similaires à celles du paragraphe précédent. Le développe-
ment de

−→
H d(M, t) s’écrit :

−→
H d(M, t) =

∑

σ = x, y, z

∑

i

∑

j

∑

k

Hσ
i,j,k(t) ·

−−−→
∆σ

i,j,k(M)

avec :

−−−→
∆σ

i,j,k(M) = ∆σ
i,j,k(M) ·

−→
i σ

Nous construisons les éléments finis∆σ
i,j,k de la façon suivante :























∆x
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Bj(y) · Bk(z)

∆y
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Aj(y) · Bk(z)

∆z
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Bj(y) · Ak(z)

(8.68)

Les fonctionsAL etBL sont les mêmes que celles que nous avons définies dans le paragraphe
précédent.

On a représenté les variations de∆x
i,j,k dans un plan de coupe du typex = cst :
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(x)

∆ ij 
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FIG. 8.8 – Variations de∆x
i,j,k dans le planx = cst , x ∈ [(i − 1)∆x, (i + 1) ∆x] .

Nous remarquons cette fois-ci que le secteur plan d’équation :






















x = i∆x

y ∈ [j∆y, (j + 1)∆y]

z ∈ [k∆z, (k + 1)∆z]

est plan de symétrie pour∆x
i,j,k.

Là aussi les éléments finis∆σ
i,j,k ne sont définis que dans le grand maillage, c’est à dire qu’ils

peuvent être considérés comme nuls dans le petit maillage.
En remplacant 8.68 dans le développement de

−→
H d(M, t) on obtient finalement :

−→
H d(M, t) =

∑

i

∑

j

∑

k

{

Hx
i,j,k(t) · Ai(x) · Bj(y) · Bk(z) ·

−→
i +

Hy
i,j,k(t) · Bi(x) · Aj(y) · Bk(z) ·

−→
j +

Hz
i,j,k(t) · Bi(x) · Bj(y) · Ak(z) ·

−→
k
}

Dans le petit maillage on fait la même chose, c’est à dire que l’on pose :






















δx
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · bq(y) · br(z)

δy
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · aq(y) · br(z)

δz
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · bq(y) · ar(z)

(8.69)
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Là aussi les fonctionsal et bl sont les mêmes que celles que nous avons définies dans le
paragraphe précédent.

Ainsi on a pour
−→
h d(M, t) :

−→
h d(M, t) =

∑

p

∑

q

∑

r

{

hx
p,q,r(t) · ap(x) · bq(y) · br(z) ·

−→
i +

hy
p,q,r(t) · bp(x) · aq(y) · br(z) ·

−→
j +

hz
p,q,r(t) · bp(x) · bq(y) · ar(z) ·

−→
k
}

8.6.3 Choix des éléments finis pour
−→
Jd

Pour le courant la construction des éléments finis est un peu plus délicate car
−→
J est défini sur

la surface ferméeΣ qui est constituée par la réunion de six faces. Ainsi nous devons construire,
face par face, les éléments finis associés à

−→
J . Afin de ne pas répéter six fois la même chose nous

travaillerons sur une surface générique qui pourra s’identifier à n’importe laquelle des six faces.
Ainsi on désigne par(uOv) notre surface de référence, sachant que(uOv) pourra être(xOy) ou
(zOx) ou encore(yOz). Ces notations étant posées, on développe

−→
Jd(M, t) comme nous l’avons

fait dans le paragraphe 8.4.2 pour
−→
E d(M, t). Cela donne :

−→
Jd(M, t) =

∑

ǫ

Jǫ(t) ·
−→
Πǫ(M)

Rappelons que dans une telle décompositionǫ désigne le numéro du triplet d’indices(σ, l, m).
Avec les notations que nous venons d’introduireσ s’identifie àu ou àv et les indicesl etm sont les
indices de discrétisation des axes(Ou) et(Ov) . Finalement on peut écrire pour la face considérée :

−→
Jd(M, t) =

∑

σ = u, v

∑

l

∑

m

Jσ
l,m(t) ·

−−→
Πσ

l,m(M)

avec :
−−→
Πσ

l,m(M) = Πσ
l,m(M) ·

−→
iσ

Nous définissons les éléments finisΠσ
l,m(M) de la façon suivante :







Πu
l,m(u, v) = Al(u) · Bm(v)

Πv
l,m(u, v) = Bl(u) · Am(v)

(8.70)

Les fonctionsAL etBL sont les mêmes que celles que nous avons définies lors de la construc-
tion des éléments finis associés à

−→
Ed(M, t) et à

−→
Hd(M, t).

Par définition, le vecteur
−−→
Πu

l,m sera rattaché au centre de l’arête d’équation :







u = l∆u

v ∈ [m∆v, (m + 1)∆v]
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FIG. 8.9 – Variations deΠu
l,m par rapport aux variablesu et v.

et le vecteur
−−→
Πv

l,m sera rattaché au centre de l’arête d’équation :







u ∈ [l∆u, (l + 1)∆u]

v = m∆v

FIG. 8.10 – Variations deΠv
l,m par rapport aux variablesu et v.

Sur les arêtes qui délimitent la face étudiée on a des « demi-éléments finis »̄Πσ
l,m. Les autres

moitiés de ces « demi-éléments finis »Π̄σ
l,m sont « reprises » sur les faces adjacentes aux quatres

arêtes qui délimitent notre face.
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FIG. 8.11 – Association de deux « demi éléments finis » sur une arrête.

Maintenant nous devons nous assurer de la conservation du courant sur l’interfaceΣ :

div
(−→
Jd(M, t)

)

=
−→
0 (8.71)

Pour que cette conservation soit bien vérifiée il y a une petite condition à respecter. Cette
condition est la suivante :

LES COEFFICIENTS DE DÉCOMPOSITION RELATIFS A DEUX« DEMI-ÉLÉMENTS FINIS» AS-
SOCIÉS SUR UNE ARÊTE, DOIVENT-ÊTRE LES MÊMES.

Sur l’exemple qui est illustré dans la figure 8.11 cela donnerait :

J̄w
l,n = J̄v

l,m (8.72)

La démonstration complète de ce résultat est dans l’annexe D.

8.7 Calcul des matrices

Avant de se lancer dans le calcul des différentes matrices, résumons les éléments que nous
avons en notre possession :

– En premier lieu, il y a les équations de Maxwell discrétisées en espace et en temps dans
chacun des deux domaines.
Dans le grand maillage on a :















µo · MH · Hn+1/2−Hn−1/2

∆t
+ t

B · En = 0

ǫo · ME · E
n+1−E

n

∆t
− B ·Hn+1/2 + t

C · Jn+1/2 = 0
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Et dans le petit maillage on a :











































































µo · mh · h
n+1/4−h

n−1/4

∆t
2

+ t
b · en = 0

ǫo ·me ·
e
n+1/2−e

n

∆t
2

− b · hn+1/4 − t
c · Jn+1/2 = 0

µo · mh · h
n+3/4−h

n+1/4

∆t
2

+ t
b · en+1/2 = 0

ǫo · me ·
e
n+1−e

n+1/2

∆t
2

− b · hn+3/4 − t
c · Jn+1/2 = 0

– Ensuite nous avons l’expression discrétisée du courant que l’on a obtenue à partir de la
condition de raccord 8.43. Rappelons que la méthode de discrétisation temporelle de 8.43
est équivalente à la conservation de l’énergie électromagnétique et donc équivalente à la
stabilité du schéma. Il en résulte que l’expression suivante du courant discret « comporte en
elle » la stabilité du schéma :

{

C · M−1

E
·t C + c · a ·t c

}

· Jn+1/2 = C · Tn+1/2 − c · tn+1/2

avec :























a = m
−1

e
− c2·∆t2

16
·m−1

e
· b · m−1

h
·t b · m−1

e

t
n+1/2 = a ·

(

2·εo

∆t
· me · e

n + b · hn+1/4
)

T
n+1/2 = M

−1

E
·
(

2·εo

∆t
· ME ·En + B · Hn+1/2

)

– Enfin nous avons les définitions des éléments finis :























Γx
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Aj(y) · Ak(z)

Γy
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Bj(y) · Ak(z)

Γz
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Aj(y) · Bk(z)























∆x
i,j,k(x, y, z) = Ai(x) · Bj(y) · Bk(z)

∆y
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Aj(y) · Bk(z)

∆z
i,j,k(x, y, z) = Bi(x) · Bj(y) · Ak(z)























γx
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · aq(y) · ar(z)

γy
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · bq(y) · ar(z)

γz
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · aq(y) · br(z)
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δx
p,q,r(x, y, z) = ap(x) · bq(y) · br(z)

δy
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · aq(y) · br(z)

δz
p,q,r(x, y, z) = bp(x) · bq(y) · ar(z)

et :






Πu
l,m(u, v) = Al(u) · Bm(v)

Πv
l,m(u, v) = Bl(u) · Am(v)

Maintenant nous devons calculer les matricesme, mh, b etc relatives au petit maillage, ainsi que
les matricesME, MH, B etC relatives au grand maillage. D’autre part il faudra aussi déterminer
m

−1

e
, m

−1

h
, t

b et t
c puisM

−1

E
, M

−1

H
, t

B et t
C. Ce travail est long à effectuer car les matrices

sont nombreuses et leurs composantes8 n’ont pas les mêmes valeurs selon les emplacements des
cellules que l’on considère ! Ceci va nous obliger à examinerbeaucoup de cas particuliers.

Cependant se sont les composantes de toutes ces matrices quidéterminent les divers coef-
ficients qui vont intervenir dans le schéma final. C’est pour cette raison que nous avons tenu à
présenter ce travail dans sa totalité et tout en restant précis. Toutefois pour ne pas trop allourdir
l’exposé, nous avons repporté les calculs des toutes ces matrices dans l’annexe E9.

8.8 Déduction du schéma spatio-temporel 3D

Nous avons enfin tous les éléments en main pour donner le schéma de raccordement spatio-
temporel. Les développements présentés dans les annexes E àL ont été long et parfois difficiles,
cependant ce travail a été nécessaire pour bien expliquer toutes les difficultés liées à la méthode
variationnelle. Nous allons maintenant pouvoir récolter les fruits de ces efforts.

Pour obtenir les équations du schéma, il suffit de développerles relations matricielles 8.45
et 8.46 que nous avons obtenues dans le paragraphe 8.5.1. Lors de ce développement, il faudra
bien sûr remplacer les composantes des matrices par les valeurs que nous avons obtenues dans
l’annexe E. Signalons avant de commencer que le schéma est donné en fonction des composantes
du courantJn+ 1

2 , ce dernier étant solution du système matriciel 8.54.

8.8.1 Emplacements des composantes

Pour bien comprendre le schéma de raccordement, il est nécessaire d’apporter des précisions
quant aux emplacements des composantes du champ électriqueet du champ magnétique10. Pour
cela nous allons nous baser sur les symétries des éléments finis.

8.8.1.1 Composantes du champ électrique

D’après les équations 8.10 du paragraphe 8.3.1, on peut écrire :

Ex(M, t) =
∑

i

∑

j

∑

k

Ex
i,j,k(t) · Γ

x
i,j,k(M)

8Dans le petit maillage (resp. grand maillage) nous appelons« composantes» d’une matricea (resp.A) les quan-
tités de la formeaσ, σ′

pqr, p′q′r′ (resp.Aσ, σ′

ijk, i′j′k′ ) et nous appelons «éléments de matrice» dea (resp.A) les quantités
aβ,β′ (resp.Aα,α′ ).

9Notons que ce dernier fait également référence aux annexes Fà L.
10Pour les composantes du courant les emplacements ont été définis dans le paragraphe 8.6.3.
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Dans ce développement la composanteEx
i,j,k s’interprète comme le coefficient de décompo-

sition deEx sur l’élément finiΓx
i,j,k. Or ce dernier admet comme axe de symétrie le segment

d’équation :






















y = j∆y

z = k∆z

x ∈ [i∆x, (i + 1)∆x]

Il est alors naturel de rattacher la composanteEx
i,j,k à ce segment. De plus la valeur de cette

composante ne change pas le long du segment si bien queEx
i,j,k peut-être précisément rattachée

au centre de celui-ci.Finalement les composantes du champ électrique sont placées au milieu des
arêtes des cellules.

FIG. 8.12 – Emplacements des composantes du champ électrique.

8.8.1.2 Composantes du champ magnétique

Nous faisons le même raisonnement pour les composantes du champ magnétique. L’élément
fini ∆x

i,j,k admet comme plan de symétrie le secteur plan d’équation :























x = i∆x

y ∈ [j∆y, (j + 1)∆y]

z ∈ [k∆z, (k + 1)∆z]

Ainsi la composanteHx
i,j,k peut-être rattachée à ce secteur plan. De plus la valeur de cette

composante reste inchangée dans tout le secteur plan si bienque Hx
i,j,k peut-être précisément

rattachée au centre de ce secteur plan.Finalement les composantes du champ magnétique sont
placées au centre des faces des cellules.
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FIG. 8.13 – Emplacements des composantes du champ magnétique.

8.8.1.3 Conclusion

Les emplacements des composantes du champ électromagnétique sont ceux du schéma de Yee.
Ceci est bien sûr intimement lié aux choix qui ont été fait pour les éléments finis.

8.8.2 Schéma pour les composantes appartenant au grand maillage

Dans ce paragraphe, ainsi que dans les trois suivants, nous developpons les équations du
schéma uniquement pour les composantes(Ex, ex) et (Hx, hx). Pour toutes les autres compo-
santes les résultats seront identiques à des permutations circulaires d’indices près.

Pour les composantes du champ électromagnétique situées dans les cellules appartenant à
Dext \ {Σ}, le schéma de raccordement est donné par le système matriciel 8.45 dans lequel on a
supprimé le courantJn+ 1

2 :

µo · MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
+ t

B · En = 0 (8.73)

ǫo · ME ·
E

n+1 − E
n

∆t
− B ·Hn+1/2 = 0 (8.74)

Nous devons maintenant développer ces équations.

8.8.2.1 Développement du premier terme de l’équation8.73

µo · MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
=

µ0

∆t
·
∑

α′

(MH)α,α′ ·
[

H
n+ 1

2

α′ − H
n− 1

2

α′

]

=

µ0

∆t
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

(MH)σ, σ′

ijk, i′j′k′ ·
[

H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′ − H
σ′, n− 1

2

i′j′k′

]
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Comme nous l’avons dit en introduction, nous développons les équations du schéma unique-
ment pour les composantes de type”x”. Ainsi il vient :

µo · MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
=

µ0

∆t
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

(MH)x, σ′

ijk, i′j′k′ ·
[

H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′ − H
σ′, n− 1

2

i′j′k′

]

D’après E.9 on a :

(MH)x, σ′

ijk, i′j′k′ =
1

2
· δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · ∆v · Nc {F⊥x (i, j, k)} · δx,σ′

Rappelons que dans cette formuleNc {F⊥x (i, j, k)} désigne le nombre de cellules qui en
même temps,∈ Dext et sont adjacentes à la face de la cellule(i, j, k) qui est orthogonale à la
direction”x”. Pour une cellule∈ Dext \ {Σ}, Nc {F⊥x (i, j, k)} = 2 si bien que :

(MH)x, σ′

ijk, i′j′k′ = δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · δx,σ′ · ∆v

On obtient donc :

µo · MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
=

µ0

∆t
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

·δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · δx,σ′ ·
[

H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′ − H
σ′, n− 1

2

i′j′k′

]

· ∆v

c’est à dire après « action » des symboles de Kroneker :

µo · MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
=

µ0

∆t
·
[

H
x, n+ 1

2

ijk − H
x, n− 1

2

ijk

]

· ∆v

soit en changeant un petit peu les notations :

µo ·MH ·
H

n+1/2 − H
n−1/2

∆t
=

µ0

∆t
·
[

H
n+ 1

2
x (i, j, k) − H

n− 1
2

x (i, j, k)
]

· ∆v (8.75)

8.8.2.2 Développement du deuxieme terme de l’équation 8.73

t
B · En =

∑

α′

(tB)α,α′ · En
α′

c’est à dire avecσ = x :

t
B · En =

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

(tB)x, σ′

ijk, i′j′k′ · E
σ′, n
i′j′k′
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Or d’après E.24 on a :

(tB)x, σ′

ijk, i′,j′,k′ = δz,σ′ · (1 − θi) · δi,i′ · δk,k′ · (δj+1,j′ − δj,j′) · ∆x · ∆z−

δy,σ′ · (1 − θi) δi,i′ · δj,j′ · (δk+1,k′ − δk,k′) · ∆x · ∆y

Dans cette formule, la quantitéθi est nulle tant que l’indicei se rapporte à une cellule∈
Dext \ {Σ}, ce qui est bien le cas dans la situation que nous considéronsici.

Ainsi on obtient :

t
B · En =

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

δz,σ′ · δi,i′ · δk,k′ · (δj+1,j′ − δj,j′) · E
σ′, n
i′j′k′ · ∆x · ∆z−

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

δy,σ′ · δi,i′ · δj,j′ · (δk+1,k′ − δk,k′) · Eσ′, n
i′j′k′ · ∆x · ∆y

soit après « action » des symboles de kroneker :

t
B ·En =

(

Ez, n
i,j+1,k − Ez, n

i,j,k

)

· ∆x · ∆z −
(

Ey, n
i,j,k+1 − Ey, n

i,j,k

)

· ∆x · ∆y

c’est à dire en changeant un petit peu les notations :

t
B · En = (En

z (i, j + 1, k) − En
z (i, j, k)) · ∆x · ∆z−

(

En
y (i, j, k + 1) − En

y (i, j, k)
)

· ∆x · ∆y (8.76)

Maintenant on remplace 8.75 et 8.76 dans l’équation 8.73, puis on divise le tout par∆v. Il
vient alors :

µ0 ·

(

H
n+ 1

2
x (i, j, k) − H

n− 1
2

x (i, j, k)
)

∆t
+

(En
z (i, j + 1, k) − En

z (i, j, k))

∆y
−

−

(

En
y (i, j, k + 1) − En

y (i, j, k)
)

∆z
= 0 (8.77)
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FIG. 8.14 – Calcul deH
n+ 1

2
x dans le grand maillage.

8.8.2.3 développement du premier terme de l’équation 8.74

on a :

ǫo · ME ·
E

n+1 − E
n

∆t
=

ǫ0

∆t
·
∑

α′

(ME)α,α′ ·
[

En+1
α′ − En

α′

]

Puisqueσ = x, cela donne :

ǫo · ME ·
E

n+1 −E
n

∆t
=

ǫ0

∆t
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

(ME)x, σ′

ijk, i′j′k′ ·
[

Eσ′, n+1
i′j′k′ − Eσ′, n

i′j′k′

]

D’après E.8 on a :

(ME)x, σ′

ijk, i′j′k′ =
1

4
· δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · ∆v · Nc {Ax (i, j, k)} · δx,σ′

Rappelons que dans cette formule, la quantitéNc {Ax (i, j, k)} représente le nombre de cel-
lules qui en même temps,∈ Dext et sont adjacentes à l’arête”x” de la cellule(i, j, k). Pour une
cellule∈ Dext \ {Σ}, Nc {Ax (i, j, k)} = 4 si bien que :

(ME)x, σ′

ijk, i′j′k′ = δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · δx,σ′ · ∆v

On obtient donc :

ǫo · ME ·
E

n+1 − E
n

∆t
=

ǫ0

∆t
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · δx,σ′ ·
[

Eσ′, n+1
i′j′k′ − Eσ′, n

i′j′k′

]

· ∆v
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soit après « action » des symboles de Kroneker :

ǫo ·ME ·
E

n+1 −E
n

∆t
=

ǫ0

∆t
·
[

Ex, n+1
ijk − Ex, n

ijk

]

· ∆v

c’est à dire avec nos petits changements de notations :

ǫo · ME ·
E

n+1 −E
n

∆t
=

ǫ0

∆t
·
[

En+1
x (i, j, k) − En

x (i, j, k)
]

· ∆v (8.78)

8.8.2.4 développement du deuxieme terme de l’équation8.74

on a :

B ·Hn+1/2 =
∑

α′

Bα,α′ · H
n+ 1

2

α′

puisqueσ = x, on obtient :

B · Hn+1/2 =
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

B
x, σ′

ijk, i′j′k′ · H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′

D’après E.23 on a :

(B)x, σ′

ijk, i′j′k′ = δz,σ′ · δi,i′ · δk,k′ {(1 − θk · gj) · δj,j′ − (1 − θk · dj) · δj−1,j′} · ∆x · ∆z−

δy,σ′ · δi,i′ · δj,j′ {(1 − θj · gk) · δk,k′ − (1 − θj · dk) · δk−1,k′} · ∆x · ∆y

Les coefficientsθj et θk sont nuls puisque nous sommes dans une cellule qui∈ Dext \ {Σ}.

Ainsi on obtient :

B ·Hn+1/2 =
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

δz,σ′ · δi,i′ · δk,k′ · (δj,j′ − δj−1,j′) · H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′ · ∆x · ∆z−

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

∑

k′

δy,σ′ · δi,i′ · δj,j′ · (δk,k′ − δk−1,k′) · H
σ′, n+ 1

2

i′j′k′ · ∆x · ∆y

c’est à dire après « action » des symboles de Kroneker :

B · Hn+1/2 =
(

H
z, n+ 1

2

i,j,k − H
z, n+ 1

2

i,j−1,k

)

· ∆x · ∆z−

(

H
y, n+ 1

2

i,j,k − H
y, n+ 1

2

i,j,k−1

)

· ∆x · ∆y
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soit plus simplement :

B ·Hn+1/2 =
(

H
n+ 1

2
z (i, j, k) − H

n+ 1
2

z (i, j − 1, k)
)

· ∆x · ∆z−

(

H
n+ 1

2
y (i, j, k) − H

n+ 1
2

y (i, j, k − 1)
)

· ∆x · ∆y (8.79)

Maintenant on remplace 8.78 et 8.79 dans l’équation 8.74, puis on divise le tout par∆v. Il
vient alors :

ǫ0 ·
(En+1

x (i, j, k) − En
x (i, j, k))

∆t
−

(

H
n+ 1

2
z (i, j, k) − H

n+ 1
2

z (i, j − 1, k)
)

∆y
+

(

H
n+ 1

2
y (i, j, k) − H

n+ 1
2

y (i, j, k − 1)
)

∆z
= 0 (8.80)

FIG. 8.15 – Calcul deEn+1
x dans le grand maillage.

Les relations 8.77 et 8.80 sont celles du schéma de Yee. On ne s’étonnera pas trop de ce
résultat puisque nous avons déjà vu que le choix des élémentsfinis, conduit à des emplacements
de composantes qui sont ceux du schéma de Yee.

8.8.3 Schéma pour les composantes appartenant au petit maillage

Pour les composantes du champ électromagnétique situées dans les cellules appartenant à
D \ {Σ}, les calculs sont exactement les mêmes, aussi nous donnons directement les résultats :
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pour la composantehx :







































































µ0 ·

„

h
n+1

4
x (p,q,r)−h

n−
1
4

x (p,q,r)

«

δt
+ (en

z (p,q+1,r)−en
z (p,q,r))

δy
−

(en
y (p,q,r+1)−en

y (p,q,r))
δz

= 0

µ0 ·

„

h
n+ 3

4
x (p,q,r)−h

n+1
4

x (p,q,r)

«

δt
+

„

e
n+1

2
z (p,q+1,r)−e

n+1
2

z (p,q,r)

«

δy
−

„

e
n+1

2
y (p,q,r+1)−e

n+1
2

y (p,q,r)

«

δz
= 0

(8.81)

FIG. 8.16 – Calcul deh
n+ 1

4
x dans le petit maillage.

pour la composanteex :











































































ǫ0 ·

„

e
n+1

2
x (p,q,r)−en

x(p,q,r)

«

δt
−

„

h
n+ 1

4
z (p,q,r)−h

n+1
4

z (p,q−1,r)

«

δy
+

„

h
n+1

4
y (p,q,r)−h

n+1
4

y (p,q,r−1)

«

δz
= 0

ǫ0 ·

„

en+1
x (p,q,r)−e

n+1
2

x (p,q,r)

«

δt
−

„

h
n+3

4
z (p,q,r)−h

n+3
4

z (p,q−1,r)

«

δy
+

„

h
n+3

4
y (p,q,r)−h

n+3
4

y (p,q,r−1)

«

δz
= 0

(8.82)
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FIG. 8.17 – Calcul dee
n+ 1

2
x dans le petit maillage.

8.8.4 Schéma pour les composantes du grand maillage, situées près de l’in-
terface ou sur l’interface

Les composantes du champ électromagnétique qui sont situées dans le voisinage de l’interface
Σ, peuvent être classées en quatre catégories.

La première catégorieconcerne les composantesHx qui sont paralèlles à l’interface. Ces com-
posantes appartiennent aux cellules qui sont accollées auxfacesY −, Y +, Z− etZ+ du côté exté-
rieur :

FIG. 8.18 – Cellules portant des composantesHx parallèles à l’interfaceΣ.

La deuxième catégorieconcerne les composantesHx qui sont orthogonales à l’interface. Ces
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composantes appartiennent aux cellules qui sont accolléesà la faceX− du côté intérieur ou aux
cellules qui sont accollées à la faceX+ du côté extérieur :

FIG. 8.19 – Cellules portant des composantesHx orthogonales à l’interfaceΣ.

La troisième catégorieconcerne les composantesEx qui sont orthogonales à l’interface. Ces
composantes appartiennent aux cellules qui sont accolléesaux facesX− etX+ du côté extérieur :

FIG. 8.20 – Cellules portant des composantesEx orthogonales à l’interfaceΣ.

La quatrième catégorieconcerne les composantesEx qui sont dans l’interface. Ces compo-
santes appartennent aux cellules qui sont accollées aux facesY − et Z− du côté intérieur, et aux
cellules qui sont accollées aux facesY + etZ+ du côté extérieur :
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FIG. 8.21 – Cellules portant des composantesEx dans l’interfaceΣ.

Cette petite classification va nous être utiles par la suite car nous devrons distinguer le cas où
les composantes calculées sont parallèles à l’interface, du cas où elles sont orthogonales à cette
même interface.

8.8.4.1 Schéma pour les composantesHx qui sont parallèles à l’interfaceΣ

Ici on peut reprendre point par point les calculs qui ont été fait dans les parties 1 et 2 du para-
graphe 8.8.2. Les seules choses qui peuvent éventuellementchanger sont les valeurs des quantités
Nc {F⊥x (i, j, k)}et θi qui interviennent dans les matricesMH et t

B. On peut vérifier facilement
que pour toutes les cellules qui sont accollées aux facesY −, Y +, Z− et Z+ du côté extérieur,
ces dernières valeurs ne changent pas. C’est à dire queNc {F⊥x (i, j, k)} reste égale à2 et que
θi reste nulle. Dans ce cas l’équation 8.77 est encore valable pour toutes les composantesHx qui
sont parallèles à l’interfaceΣ.

8.8.4.2 Schéma pour les composantesHx qui sont orthogonales à l’interfaceΣ

On se réfère toujours aux calculs qui ont été fait dans les parties 1 et 2 du paragraphe 8.8.2 mais
cette fois-ci nous devons considérer les cellules qui sont accollées à la faceX− du côté intérieur et
celles qui sont accollées à la faceX+ du côté extérieur. Pour de telles cellulesNc {F⊥x (i, j, k)} =
1 et θi = 1

2
, ce qui revient à introduire un facteur1

2
dans chacun des deux termes de l’équation

8.77. Ce facteur1
2

se simplifie si bien que 8.77 reste vraie pour toutes les composantesHx qui sont
orthogonales à l’interfaceΣ.

8.8.4.3 Schéma pour les composantesEx qui sont orthogonales à l’interfaceΣ

Dans cette section nous reprennons les calculs qui ont été fait dans les parties 3 et 4 du pa-
ragraphe 8.8.2 et nous considérons les cellules qui sont accollées aux facesX− et X+ du côté
extérieur. Pour de telles cellules on peut vérifier que la quantité Nc {Ax (i, j, k)} est égale à4
et que les termesθj et θk qui interviennent dans la matriceB sont nuls. De plus les éléments de
matrice det

C sont également nuls. En fait tout se passe comme si l’interface n’intervenait pas.
Dans ce cas l’équation 8.80 que nous avions obtenu reste valable pour les composantes qui sont
orthogonales à l’interfaceΣ.
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8.8.4.4 Schéma pour les composantesEx qui sont dans l’interface

Ce cas est plus compliqué que les précédents car cette fois-ci la composanteEx appartient à
l’interface, si bien que les éléments de matrice det

C ne sont pas nuls11. D’autre part les quantités
Nc {Ax (i, j, k)}, θL, gL et dL prennent des valeurs différentes selon que l’on se situe au milieu
de la face ou dans le voisinage d’une arête. Nous allons travailler avec la faceY −, sachant que les
résultats obtenus pourront se transposer facilement aux autres faces.

a) Cas ouEx est dans la faceY − hors arêtes :

FIG. 8.22 – ComposanteEx dansY − (hors arêtes) avec les quatres courants environnant.

Dans cette situationNc {Ax (i, j, k)} = 2, θj0 = 1
2
, gj0 = 1, dj0 = 0, θk = 1, gk = 1 et

dk = 1. Nous pouvons alors écrire les deux premiers termes de la deuxième équation de 8.45.
Techniquement on fait comme dans les parties 3 et 4 du paragraphe 8.8.2 on trouve :

ǫo · ME ·
E

n+1 − E
n

∆t
=

ǫ0

2 · ∆t
·
[

En+1
x (i, j0, k) − En

x (i, j0, k)
]

· ∆v (8.83)

et :

B · Hn+1/2 = −H
n+ 1

2
z (i, j0 − 1, k) · ∆x · ∆z−

1

2
·
(

H
n+ 1

2
y (i, j0, k) − H

n+ 1

2
y (i, j0, k − 1)

)

· ∆x · ∆y (8.84)

Il faut maintenant calculertC · Jn+1/2. On a :

t
C · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tC)α,ǫ · J
n+ 1

2
ǫ

avec :

(tC)α,ǫ =

6
∑

n=1

(tC)n
α,ǫ

11En fait on doit développer la deuxième équation de 8.45.

152



Or la faceY − correspond àn = 3, ainsi :

(tC)α,ǫ = (tC)3
α,ǫ

Donc :

t
C · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tC)3
α,ǫ · J

n+ 1

2
ǫ

c’est à dire que :

t
C · Jn+1/2 =

∑

σ′

∑

i′

∑

k′

(tC)3, σ, σ′

i,j,k, i′,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′

A partir de la relation E.31 qui donne(tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′, il est facile d’obtenir(tC)3, σ, σ′

i,j,k, i′,k′. On
raisonne par analogie ou on effectue une permutation circulaire sur les indices et les variables.
Cela donne :

(tC)3, σ, σ′

ijk, i′k′ =
1

4
· δσ,σ′ · δj,j0 · {δx,σ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gk · δk,k′ + dk · δk−1,k′)+

δz,σ · (gi · δi,i′ + di · δi−1,i′) · (δk,k′ + δk+1,k′)} · ∆x · ∆z

SurY − on aj = j0. De plus on travail pourσ = x, ainsi la relation précédente se simplifie :

(tC)3, x, σ′

i,j0,k, i′,k′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gk · δk,k′ + dk · δk−1,k′) · ∆x · ∆z

Vu que nous ne sommes pas dans le voisinage des arêtes, on peutdire quegk et dk sont tous
les deux égaux à1. Finalement on obtient après développement des termes :

(tC)3, x, σ′

i,j0,k, i′,k′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ · δk,k′ + δi+1,i′ · δk,k′ + δi,i′ · δk−1,k′ + δi+1,i′ · δk−1,k′) · ∆x · ∆z

Maintenant on peut exprimert
C · Jn+1/2 :

t
C · Jn+1/2 =

1

4
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ · δk,k′ + δi+1,i′ · δk,k′) · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ · ∆x · ∆z+

1

4
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ · δk−1,k′ + δi+1,i′ · δk−1,k′)J
σ′, n+ 1

2

i′k′ · ∆x · ∆z

soit après « action » des symboles de Kronecker :

t
C · Jn+1/2 =

1

4
·
(

J
x, n+ 1

2

i,k + J
x, n+ 1

2

i+1,k + J
x, n+ 1

2

i,k−1 + J
x, n+ 1

2

i+1,k−1

)

· ∆x · ∆z
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c’est à dire en changeant un peu les notations :
t
C · Jn+1/2 =

1

4

(

J
n+ 1

2
x (i, k) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k) + J
n+ 1

2
x (i, k − 1) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

∆x∆z (8.85)

Maintenant on reporte 8.83, 8.84 et 8.85 dans la deuxième équation de 8.45. Cela donne :

ǫ0

2 · ∆t
·
[

En+1
x (i, j0, k) − En

x (i, j0, k)
]

· ∆v + H
n+ 1

2
z (i, j0 − 1, k) · ∆x · ∆z+

1

2
·
(

H
n+ 1

2
y (i, j0, k) − H

n+ 1
2

y (i, j0, k − 1)
)

· ∆x · ∆y+

1

4
·
(

J
n+ 1

2
x (i, k) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k) + J
n+ 1

2
x (i, k − 1) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

· ∆x · ∆z

soit après réorganisation des termes :

ǫ0 ·
(En+1

x (i, j0, k) − En
x (i, j0, k))

∆t
+

2 · H
n+ 1

2
z (i, j0 − 1, k)

∆y
+

(

H
n+ 1

2
y (i, j0, k) − H

n+ 1

2
y (i, j0, k − 1)

)

∆z
+

1

2
·

(

J
n+ 1

2
x (i, k) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k) + J
n+ 1

2
x (i, k − 1) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

∆y
= 0 (8.86)

b) Cas ouEx est située sur l’arêteX1 :

FIG. 8.23 – ComposanteEx située sur l’arêteX1, avec les quatre courants environnant.

Dans cette situationNc {Ax (i, j, k)} = 3, θj0 = 1
2
, gj0 = 1, dj0 = 0, θk0

= 1
2
, gk0

= 1 et
dk0

= 0. Nous pouvons de nouveau écrire les deux premiers termes de la deuxième équation de
8.45, on trouve :

ǫo · ME ·
E

n+1 − E
n

∆t
=

3 · ǫ0

4 · ∆t
·
[

En+1
x (i, j0, k0) − En

x (i, j0, k0)
]

· ∆v (8.87)
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et :

B · Hn+1/2 =

{

1

2
H

n+ 1
2

z (i, j0, k0) − H
n+ 1

2
z (i, j0 − 1, k0)

}

· ∆x · ∆z−

{

1

2
H

n+ 1
2

y (i, j0, k0) − H
n+ 1

2
y (i, j0, k0 − 1)

}

· ∆x · ∆y (8.88)

PourtC · Jn+1/2 on a toujours :

t
C · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tC)α,ǫ · J
n+ 1

2
ǫ

avec :
(

t
C
)

α,ε
=

6
∑

n=1

(

t
C
)

n

α,ε

Mais cette fois-ci la composanteEx que nous calculons est située sur l’arêteX1 qui est l’inter-
section des facesY − et Z−. Nous devons donc considérer les éléments de matrice det

C sur ces
deux faces. Ainsi la somme précédente devient :

(

t
C
)

α,ε
=
(

t
C
)3

α,ε
+
(

t
C
)5

α,ε

Donc :

t
C · Jn+1/2 =

∑

ǫ

{

(tC)3
α,ǫ + (tC)5

α,ǫ

}

· J
n+ 1

2
ǫ

c’est à dire que :

t
C · Jn+1/2 =

∑

σ′

∑

i′

∑

k′

(tC)3, σ, σ′

ijk, i′k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ +

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

(tC)5, σ, σ′

ijk, i′,j′ · J
σ′, n+ 1

2

i′j′

Par analogie avec la relation E.31 on peut exprimer facilement (tC)3, σ, σ′

ijk, i′k′ et (tC)5, σ, σ′

i,jk, i′j′. On
trouve :

(tC )3, σ, σ′

ijk, i′k′ =
1

4
· δσ,σ′ · δj,j0 · {δx,σ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gk · δk,k′ + dk · δk−1,k′) +

δz,σ · (gi · δi,i′ + di · δi−1,i′) · (δk,k′ + δk+1,k′)} · ∆x · ∆z

et :

(tC )5, σ, σ′

ijk, i′j′ =
1

4
· δσ,σ′ · δk,k0

· {δx,σ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gj · δj,j′ + dj · δj−1,j′) +

δy,σ · (gi · δi,i′ + di · δi−1,i′) · (δj,j′ + δj+1,j′)} · ∆x · ∆y

Sur l’arêteX1 on aj = j0 et k = k0. De plus on travail pourσ = x, ainsi les deux relations
précédentes se simplifient :

(tC )3, x, σ′

i,j0,k0, i′,k′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gk0

· δk0,k′ + dk0
· δk0−1,k′) · ∆x · ∆z
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(tC )5, x, σ′

i,j0,k0, i′,j′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · (gjO

· δj0,j′ + dj0 · δj0−1,j′) · ∆x · ∆y

Pour les quantitésgL etdL qui interviennent dans le calcul det
C, on agL0

= 1 etdL0
= 0. On

obtient alors :

(tC )3, x, σ′

i,j0,k0, i′,k′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · δk0,k′ · ∆x · ∆z

(tC )5, x, σ′

i,j0,k0, i′,j′ =
1

4
· δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · δj0,j′ · ∆x · ∆y

Maintenant on peut exprimert
C · Jn+1/2 :

t
C · Jn+1/2 =

1

4
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · δk0,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ · ∆x · ∆z+

1

4
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

δx,σ′ · (δi,i′ + δi+1,i′) · δj0,j′ · J
σ′, n+ 1

2

i′j′ · ∆x · ∆y

soit après « action » des symboles de Kronecker :

t
C · Jn+1/2 =

1

4
·
(

J
x, n+ 1

2

i,k0
+ J

x, n+ 1

2

i+1,k0

)

· ∆x · ∆z+

1

4
·
(

J
x, n+ 1

2

i,j0
+ J

x, n+ 1
2

i+1,j0

)

· ∆x · ∆y

c’est à dire en changeant un peu les notations :

t
C · Jn+1/2 =

1

4
·
(

J
n+ 1

2
x (i, k0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

· ∆x · ∆z+

1

4
·
(

J
n+ 1

2
x (i, j0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, j0)
)

· ∆x · ∆y (8.89)

Maintenant on reporte 8.87, 8.88 et 8.89 dans la deuxième équation de 8.45. Cela donne :

3 · ǫ0

4 · ∆t
·
[

En+1
x (i, j0, k0) − En

x (i, j0, k0)
]

· ∆v−

{

1

2
H

n+ 1
2

z (i, j0, k0) − H
n+ 1

2
z (i, j0 − 1, k0)

}

· ∆x · ∆z+

{

1

2
H

n+ 1
2

y (i, j0, k0) − H
n+ 1

2
y (i, j0, k0 − 1)

}

· ∆x · ∆y+

1

4
·
(

J
n+ 1

2
x (i, k0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

· ∆x · ∆z+

1

4
·
(

J
n+ 1

2
x (i, j0) + J

n+ 1

2
x (i + 1, j0)

)

· ∆x · ∆y = 0

soit après réorganisation des termes :

ǫ0 ·
(En+1

x (i, j0, k0) − En
x (i, j0, k0))

∆t
−

156



4
6
· H

n+ 1
2

z (i, j0, k0) −
4
3
· H

n+ 1
2

z (i, j0 − 1, k0)

∆y
+

4
6
· H

n+ 1

2
y (i, j0, k0) −

4
3
· H

n+ 1

2
y (i, j0, k0 − 1)

∆z
+

1

3
·

(

J
n+ 1

2
x (i, k0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

∆y
+

1

3
·

(

J
n+ 1

2
x (i, j0) + J

n+ 1

2
x (i + 1, j0)

)

∆z
= 0 (8.90)

8.8.4.5 Conclusion

Le schéma spatiotemporel obtenu pour la composanteHx(i, j, k), est toujours donné par
l’équation 8.77 quel que soit son emplacement. Pour la composanteEx(i, j, k), le schéma est
donné par 8.80 tant qu’elle n’est pas dans l’interfaceΣ. Lorsque la composanteEx est dansΣ, il
faut utiliser l’équation 8.90.

8.8.5 Schéma pour les composantes du petit maillage, situées près de l’in-
terface ou sur l’interface

Pour les composantes du champ électromagnétique du petit maillage qui sont situées dans
le voisinage deΣ, les résultats sont similaires. Le calcul de la composantehx se fait toujours
avec les équations 8.81 quel que soit son emplacement. La composanteex se calcule avec les
équations 8.82 tant qu’elle n’est pas située sur l’interface Σ. Lorsque la composanteex est située
sur l’interfaceΣ, il faut utiliser des équations spécifiques qui font intervenir les courants. Ce
sont ces équations que nous allons déterminer. Pour cela il faut développer les deux équations
matricielles de 8.46 qui sont relatives au champ électrique:

ǫo ·me ·
e
n+1/2 − e

n

∆t
2

− b · hn+1/4 − t
c · Jn+1/2 = 0 (8.91)

et :

ǫo · me ·
e
n+1 − e

n+1/2

∆t
2

− b · hn+3/4 − t
c · Jn+1/2 = 0 (8.92)

Comme précédement nous allons travailler sur la faceY −, sachant que les résultats obtenus
pourront se transposer facilement aux autres faces.
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8.8.5.1 Cas oùex est dans la faceY − hors voisinage des arêtes

FIG. 8.24 – Composantesex dansY − (hors arêtes) avec les quatre courants environant.

Pour les deux premiers membres des équations 8.91 et 8.92, les calculs sont similaires à ce
que nous avons fait dans le grand maillage. Nous allons donner les résultats relatifs à l’équation
8.91, sachant que pour l’autre équation il suffira simplement de changer les indices temporels :

ǫo · me ·
e
n+1

2 − e
n

∆t
2

=
ǫ0

2 · ∆t
2

·
[

e
n+ 1

2
x (p, q0, r) − en

x (p, q0, r)
]

· δv (8.93)

et :

b · hn+1/4 = h
n+ 1

4
z (p, q0, r) · δx · δz−

1

2
·
(

h
n+ 1

4
y (p, q0, r) − h

n+ 1
4

y (p, q0, r − 1)
)

· δx · δy (8.94)

Il faut maintenant calculertc · Jn+1/2. On a :

t
c · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tc)β,ǫ · J
n+ 1

2
ǫ

avec :

(tC)β,ǫ =
6
∑

n=1

(tC)n
β,ǫ

Or la faceY − correspond àn = 3, ainsi :

(tC)β,ǫ = (tC)3
ε,ǫ
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Donc :

t
c · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tc)3
β,ǫ · J

n+ 1

2
ǫ

c’est à dire que :

t
c · Jn+1/2 =

∑

σ′

∑

p′

∑

r′

(tc)3, σ, σ′

p,q,r, i′,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′

A partir de des relations E.35 à E.38 qui donnent les composantes(tc)1, σ, σ′

p,q,r, j′,k′, il est facile

d’obtenir les quantités(tc)3, σ, σ′

p,q,r, i′,k′. On raisonne par analogie ou on effectue une permutation cir-
culaire sur les indices et les variables. Cela donne :

– pourp = 2i et r = 2k :

(tc)3, σ, σ′

2i,q,2k, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′) +

δz,σ · (g2i · δi,i′ + d2i · δi−1,i′) · (3 · δk,k′ + δk+1,k′)} · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

(tc)3, σ, σ′

2i+1,q,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · 2 · δk,k′+

δz,σ · 2 · δi,i′ · (δk,k′ + 3 · δk+1,k′)} · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

(tc)3, σ, σ′

2i+1,q,2k, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′)+

δz,σ · 2 · δi,i′ · (3 · δk,k′ + δk+1,k′)} · δx · δz

– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

(tc)3, σ, σ′

2i,q,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · 2 · δk,k′+

δz,σ · (g2i · δi,i′ + d2i · δi−1,i′) · (δk,k′ + 3 · δk+1,k′)} · δx · δz

SurY − on aq = q0. De plus on travail pourσ = x, ainsi les relations précédentes se simplifient :
– pourp = 2i et r = 2k :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · δx · δz
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Vu que nous ne sommes pas dans le voisinage des arêtes, on peutdire quegl et dl sont tous les
deux égaux à1. Finalement on obtient après développement des termes :

– pourp = 2i et r = 2k :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (δk,k′ + δk−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (δk,k′ + δk−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k+1, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · δx · δz

Maintenant on peut exprimert
c · Jn+1/2 :

– pourp = 2i et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (δk,k′ + δk−1,k′) · J
σ′, n+ 1

2

i′,k′ · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′,k′ · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (δk,k′ + δk−1,k′) · J
σ′, n+ 1

2

i′,k′ · δx · δz

– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · 2 · δk,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′,k′ · δx · δz

soit après « action » des symboles de Kronecker :
– pourp = 2i et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

3 · J
x, n+ 1

2

i,k + 3 · J
x, n+ 1

2

i,k−1 + J
x, n+ 1

2

i+1,k + J
x, n+ 1

2

i+1,k−1

)

· δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

2 · J
x, n+ 1

2

i,k + 6 · J
x, n+ 1

2

i+1,k

)

· δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

J
x, n+ 1

2

i,k + J
x, n+ 1

2

i,k−1 + 3 · J
x, n+ 1

2

i+1,k + 3 · J
x, n+ 1

2

i+1,k−1

)

· δx · δz
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– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

6 · J
x, n+ 1

2

i,k + 2 · J
x, n+ 1

2

i+1,k

)

· δx · δz

c’est à dire en changeant un peu les notations :
– pourp = 2i et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

3 · j
n+ 1

2
x (i, k) + 3 · j

n+ 1
2

x (i, k − 1) + j
n+ 1

2
x (i + 1, k) + j

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

·δx·δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

2 · j
n+ 1

2
x (i, k) + 6 · j

n+ 1

2
x (i + 1, k)

)

· δx · δz

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

j
n+ 1

2
x (i, k) + j

n+ 1
2

x (i, k − 1) + 3 · j
n+ 1

2
x (i + 1, k) + 3 · j

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

·δx·δz

– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

6 · J
n+ 1

2
x (i, k) + 2 · J

n+ 1
2

x (i + 1, k)
)

· δx · δz

Maintenant on reporte 8.93, 8.94 et les quatre relations précédentes dans l’équation 8.91. Cela
donne :

– pourp = 2i et r = 2k :

ǫ0·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r) − en

x (p, q0, r)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1
4

z (p, q0, r)

δy
+

(

h
n+ 1

4
y (p, q0, r) − h

n+ 1

4
y (p, q0, r − 1)

)

δz
−

1

4
·

(

3 · j
n+ 1

2
x (i, k) + 3 · j

n+ 1
2

x (i, k − 1) + j
n+ 1

2
x (i + 1, k) + j

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

δy
= 0

(8.95)
– pourp = 2i + 1 et r = 2k + 1 :

ǫ0·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r) − en

x (p, q0, r)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1
4

z (p, q0, r)

δy
+

(

h
n+ 1

4
y (p, q0, r) − h

n+ 1
4

y (p, q0, r − 1)
)

δz
−

1

4
·

(

2 · j
n+ 1

2
x (i, k) + 6 · j

n+ 1
2

x (i + 1, k)
)

δz
= 0 (8.96)

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

ǫ0·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r) − en

x (p, q0, r)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1

4
z (p, q0, r)

δy
+

(

h
n+ 1

4
y (p, q0, r) − h

n+ 1
4

y (p, q0, r − 1)
)

δz
−

1

4
·

(

j
n+ 1

2
x (i, k) + j

n+ 1
2

x (i, k − 1) + 3 · j
n+ 1

2
x (i + 1, k) + 3 · j

n+ 1
2

x (i + 1, k − 1)
)

δz
= 0

(8.97)
– pourp = 2i et r = 2k + 1 :

ǫ0·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r) − en

x (p, q0, r)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1
4

z (p, q0, r)

δy
+

(

h
n+ 1

4
y (p, q0, r) − h

n+ 1

4
y (p, q0, r − 1)

)

δz
−

1

4
·

(

6 · J
n+ 1

2
x (i, k) + 2 · J

n+ 1
2

x (i + 1, k)
)

δz
= 0 (8.98)
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8.8.5.2 Cas oùex est située sur l’arêteX1

FIG. 8.25 – Composantesex située sur l’arêteX1, avec les quatre courants environnant.

Pour les deux premiers membres de l’équation 8.91 les calculs sont similaires à ce que nous
avons fait du côté du grand maillage sur l’arêteX1. Nous obtenons :

ǫo · me ·
e
n+1

2 − e
n

∆t
2

=
ǫ0

4 · ∆t
2

·
[

e
n+ 1

2
x (p, q0, r0) − en

x (p, q0, r0)
]

· δv (8.99)

et :

b · hn+1/4 =
1

2
· h

n+ 1
4

z (p, q0, r0) · δx · δz−

1

2
· h

n+ 1
4

y (p, q0, r0) · δx · δy (8.100)

Pourtc · Jn+1/2 on a toujours :

t
c · Jn+1/2 =

∑

ǫ

(tc)β,ǫ · J
n+ 1

2
ǫ

avec :

(tc)β,ǫ =

6
∑

n=1

(tc)n
β,ǫ

Mais cette fois-ci la composanteex que nous calculons est située sur l’arêteX1 qui est l’inter-
section des facesY − et Z−. Nous devons donc considérer les éléments de matrice det

c sur ces
deux faces. Ainsi la somme précédente devient :

(tc)β,ǫ = (tc)3
β,ǫ + (tc)5

β,ǫ
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Donc :

t
c · Jn+1/2 =

∑

ǫ

{

(tc)3
β,ǫ + (tc)5

β,ǫ

}

· J
n+ 1

2
ǫ

c’est à dire que :

t
c · Jn+1/2 =

∑

σ′

∑

i′

∑

k′

(tc)3, σ, σ′

pqr, i′k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ +

∑

σ′

∑

i′

∑

j′

(tc)5, σ, σ′

pqr, i′,j′ · J
σ′, n+ 1

2

i′j′

A partir des relations E.35 à E.38 qui donnent les composantes (tc)1, σ, σ′

p,q,r, j′,k′, il est facile d’ob-

tenir les quantités(tc)3, σ, σ′

p,q,r, i′,k′ et (tc)5, σ, σ′

p,q,r, i′,j′. On raisonne par analogie ou on effectue une permu-

tation circulaire sur les indices et les variables. Remarquons que pour les composantes(tc)3, σ, σ′

p,q,r, i′,k′

l’indice r est nécessairement pair et que pour les composantes(tc)5, σ, σ′

p,q,r, i′,j′ l’indice q est nécessai-
rement pair. Ceci tient au fait que la composanteex est située sur l’arêteX1. On a donc :

– pourp = 2i et r = 2k :

(tc)3, σ, σ′

2i,q,2k, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′) +

δz,σ · (g2i · δi,i′ + d2i · δi−1,i′) · (3 · δk,k′ + δk+1,k′)} · δx · δz

– pourp = 2i et q = 2j :

(tc)5, σ, σ′

2i,2j,r, i′,j′ =
1

8
· δσ,σ′ · δr,r0

· {δx,σ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2j · δj,j′ + d2j · δj−1,j′) +

δy,σ · (g2i · δi,i′ + d2i · δi−1,i′) · (3 · δj,j′ + δj+1,j′)} · δx · δy

– pourp = 2i + 1 et r = 2k :

(tc)3, σ, σ′

2i+1,q,2k, i′,k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δq,q0

· {δx,σ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′)+

δz,σ · 2 · δi,i′ · (3 · δk,k′ + δk+1,k′)} · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et q = 2j :

(tc)5, σ, σ′

2i+1,2j,r i′,j′ =
1

8
· δσ,σ′ · δr,r0

· {δx,σ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2j · δj,j′ + d2j · δj−1,j′) +

δy,σ · 2 · δi,i′ · (3 · δj,j′ + δj+1,j′)} · δx · δy

Sur l’arêteX1 on aq = q0 et r = r0. De plus on travaille pourσ = x, ainsi les relations
précédentes se simplifient :

– pourp = 2i et r0 = 2k0 :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k0, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2k0

· δk0,k′ + d2k0
· δk0−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i et q0 = 2j0 :

(tc)5, x, σ′

2i,2j0,r0, i′,j′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · (g2j0 · δj0,j′ + d2j0 · δj0−1,j′) · δx · δy

– pourp = 2i + 1 et r0 = 2k0 :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k0, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2k0

· δk0,k′ + d2k0
· δk0−1,k′) · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et q0 = 2j0 :
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(tc)5, x, σ′

2i+1,2j0,r0 i′,j′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · (g2j0 · δj0,j′ + d2j0 · δj0−1,j′) · δx · δy

Pour les quantitésg2L etd2L qui interviennent dans le calcul det
c, on ag2L0

= 1 etd2L0
= 0.

On obtient alors :
– pourp = 2i et r0 = 2k0 :

(tc)3, x, σ′

2i,q0,2k0, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · δk0,k′ · δx · δz

– pourp = 2i et q0 = 2j0 :

(tc)5, x, σ′

2i,2j0,r0, i′,j′ =
1

8
· δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · δj0,j′ · δx · δy

– pourp = 2i + 1 et r0 = 2k0 :

(tc)3, x, σ′

2i+1,q0,2k0, i′,k′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · δk0,k′ · δx · δz

– pourp = 2i + 1 et q0 = 2j0 :

(tc)5, x, σ′

2i+1,2j0,r0 i′,j′ =
1

8
· δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · δj0,j′ · δx · δy

Maintenant on peut exprimert
c · Jn+1/2 :

– pourp = 2i , q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :
t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · δk0,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ · δx · δz+

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

δx,σ′ · (3 · δi,i′ + δi+1,i′) · δj0,j′ · J
σ′, n+ 1

2

i′j′ · δx · δy

– pourp = 2i + 1, q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

k′

δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · δk0,k′ · J
σ′, n+ 1

2

i′k′ · δx · δz+

1

8
·
∑

σ′

∑

i′

∑

j′

δx,σ′ · (δi,i′ + 3 · δi+1,i′) · δj0,j′ · J
σ′, n+ 1

2

i′j′ · δx · δy

soit après « action » des symboles de Kronecker :
– pourp = 2i , q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

3 · J
x, n+ 1

2

i,k0
+ J

x, n+ 1
2

i+1,k0

)

· δx · δz+

1

8
·
(

3 · J
x, n+ 1

2

i,j0
+ J

x, n+ 1
2

i+1,j0

)

· δx · δy

– pourp = 2i + 1, q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

J
x, n+ 1

2

i,k0
+ 3 · J

x, n+ 1
2

i+1,k0

)

· δx · δz+

1

8
·
(

J
x, n+ 1

2

i,j0
+ 3 · J

x, n+ 1
2

i+1,j0

)

· δx · δy

c’est à dire en changeant un peu les notations :
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– pourp = 2i , q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :
t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

3 · J
n+ 1

2
x (i, k0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

· δx · δz+

1

8
·
(

3 · J
n+ 1

2
x (i, j0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, j0)
)

· δx · δy

– pourp = 2i + 1, q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :

t
c · Jn+1/2 =

1

8
·
(

J
n+ 1

2
x (i, k0) + 3 · J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

· δx · δz+

1

8
·
(

J
n+ 1

2
x (i, j0) + 3 · J

n+ 1
2

x (i + 1, j0)
)

· δx · δy

Maintenant on reporte 8.99, 8.100 et les deux relations précédentes dans l’équation 8.91. Cela
donne :

pourp = 2i , q0 = 2j0 et r0 = 2k0 :

ǫ0 ·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r0) − en

x (p, q0, r0)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1

4
z (p, q0, r0)

δy
+

2 · h
n+ 1

4
y (p, q0, r0)

δz
−

1

2
·

(

3 · J
n+ 1

2
x (i, k0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

δy
−

1

2
·

(

3 · J
n+ 1

2
x (i, j0) + J

n+ 1
2

x (i + 1, j0)
)

δz
= 0 (8.101)

pourp = 2i + 1, q0 = 2j0 etr0 = 2k0 :

ǫ0 ·

(

e
n+ 1

2
x (p, q0, r0) − en

x (p, q0, r0)
)

∆t
2

−
2 · h

n+ 1
4

z (p, q0, r0)

δy
+

2 · h
n+ 1

4
y (p, q0, r0)

δz
−

1

2
·

(

J
n+ 1

2
x (i, k0) + 3 · J

n+ 1
2

x (i + 1, k0)
)

δy
−

1

2
·

(

J
n+ 1

2
x (i, j0) + 3 · J

n+ 1
2

x (i + 1, j0)
)

δz
= 0 (8.102)

8.9 Pour résumer

La méthode variationnelle que nous venons d’exposer peut serésumer de la façon suivante :
– Dans un premier temps nous avons découplé les domainesD et Dext en introduisant des

courants surfaciques~J et~j. La continuité du champ magnétique sur l’interface permet de
ne considérer qu’un seul de ces deux courants (~J), si bien que le champ électromagnétique
se calcule en fonction de ce courant et ceci de façon autonomedans les deux domaines. C’est
la continuité de la trace tangentielle du champ électrique qui fournit ensuite l’équation en~J
et qui donne finalement la solution du problème.

– Ensuite nous avons procédé à la discrétisation spatiale des équations découplées. La mé-
thode utilisée est celle des éléments finis. Cette méthode est très générale mais elle conduit à
un système d’équations inextriquable si le problème n’est pas formulé dans un « language »
adapté. L’utilisation de ce « language » (l’écriture variationnelle) conduit finalement à un
système d’équations matriciel plus facilement exploitable.
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– Dès lors la discrétisation temporelle a pu être abordée. Cette dernière est basée sur le très
classique schéma « saute-moutton ». A cette occasion nous avons montré que c’est la discré-
tisation temporelle de l’équation de continuité du champ électrique qui conduit à la conser-
vation de l’énergie et donc à la stabilité du schéma. Nous avons également mis à jour le
système d’équations relatif àJn+ 1

2 .
– Les équations discrètes étant obtenues, nous avons choisiles éléments finis afin de calculer

toutes les matrices intervenant dans le problème.
– Finalement nous avons développé les équations matricielles pour obtenir une écriture expli-

cite du schéma de raccordement spatiotemporel.
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Chapitre 9

Proposition d’une version simplifiée de la
méthode variationnelle pour le
sous-maillage spatial en 2D-TE

La méthode variationnelle développée dans le chapitre précédent consiste finalement à décou-
pler les domainesD et Dext en introduisant une variable d’échange (~J). En effet, les relations
8.21 et 8.22 montrent que le champ électromagnétique peut-être calculé uniquement en fonction
de cette variable et ceci de façon indépendante dans chacun des deux domaines. Cette variable
d’échange~J , est déterminée par la condition de raccord 8.23 qui exprimesimplement la conti-
nuité de la composante tangentielle du champ électrique surl’interface. Regardons d’un peu plus
près la relation 8.23. Elle s’écrit :

∮

Σ

−→
J •

{

−→n int ∧
[−→
E |Σ ∧−→n int

]}

· dΣ =

∮

Σ

−→
J •

{−→n ext ∧
[−→e |Σ ∧ −→n ext

]}

· dΣ

Les deux termes entre accolades ne sont autres que les composantes tangentielles des champs
électriques, si bien que la relation se simplifie en :

∮

Σ

−→
J •

−→
E |Σ, t · dΣ =

∮

Σ

−→
J • −→e |Σ, t · dΣ

ou encore1 :
∮

Σ

−→
J •

−→
E |Σ · dΣ =

∮

Σ

−→
J • −→e |Σ · dΣ

Dans le membre de gauche nous remplaçons
−→
J par son expression « grand maillage » :

−→
J (M, t) =

−→
H |Σ(M, t) ∧ −→n int(M)

tandis que dans le membre de droite nous le remplaçons par sonexpression « petit maillage »2 :

−→
j (M, t) =

−→
h |Σ(M, t) ∧−→n ext(M)

Il vient :
∮

Σ

{−→
H |Σ(M, t) ∧−→n int(M)

}

•
−→
E |Σ · dΣ =

∮

Σ

{−→
h |Σ(M, t) ∧ −→n ext(M)

}

• −→e |Σ · dΣ

1−→J est orthogonal à l’interface donc
−→
J •

−→
E |Σ, n = 0 si bien que

−→
J •

−→
E |Σ =

−→
J •
(−→

E |Σ, t +
−→
E |Σ, n

)

=
−→
J •

−→
E |Σ, t.

Même raisonement pour le membre de droite.
2Voir équation 8.2.
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Ce qui donne après une permutation circulaire des variablesdans les deux produits mixtes :

∮

Σ

{−→
E |Σ ∧

−→
H |Σ(M, t)

}

• d~Σint =

∮

Σ

{

−→e |Σ ∧
−→
h |Σ(M, t)

}

• d~Σext

Finalement la condition de raccord 8.23 est l’expression duthéorème de Poynting.Cependant
ce théorème est exploité ici d’une façon un peu particulière, puisqu’il permet uniquement de dé-
terminer la valeur commune3 du champ magnétique tangentiel à l’interface4. C’est à partir de cette
valeur que l’on calcule ensuite le champ électromagnétiquedans les deux domaines. Notons éga-
lement que le théorème de Poynting ne suffit pas à cette détermination, puisqu’il faut y adjoindre
la continuité de la composante tangentielle du champ électrique.

A la lumière de ce qui précède nous proposons une simplification de la méthode variationnelle.
Elle consiste à exploiter de façon beaucoup plus directe le théorème de Poynting. Nous l’avons
illustré sur un schéma de sous-maillage spatial pour un espace à deux dimensions et pour le mode
de propagation transverse électrique. Les simplificationsauxquelles nous avons pensé consistent
bien sûr à exploiter le théorème de Poynting sur l’interfacemais aussi à découpler les équations
obtenues afin qu’elles soient indépendantes d’une grande cellule à l’autre.

Le théorème de Poynting possède en effet l’avantage de décrire la conservation de l’énergie
uniquement sur l’interface c’est à dire localement, alors que la relationd

dt
(Eem) + d

dt
(eem) = 0

décrit cette même loi de conservation dans l’ensemble des deux maillages c’est à dire globalement.
Ceci constitue une première simplification non négligeable. La deuxième simplification provient
de la possibilité d’écrire la conservation du flux du vecteurde Poynting de façon autonome dans
chaque grande cellule.

9.1 Exploitation du théorème de Poynting

La façon la plus simple d’expliquer la manière dont nous utilisons le théorème de Poynting est
de donner directement une vue d’ensemble du schéma. Cette dernière est illustrée dans la figure
9.1.

Puisque le mode de propagation est le mode transverse électrique, nous n’avons que des com-
posantes de type «h » à traiter au niveau de l’interface5, remarquons également que le schéma est
conçu pour un facteur de raffinement égale à deux. La séquencetemporelle(n′, n′ + 1/4, n′ + 1/2)
est écrite de façon généralisée, puisqu’elle doit s’insérer dans chacune des deux sous-itérations
d’un certain schéma de raffinement temporel placé en amont.

Le but est d’obtenir un système de trois équations faisant intervenir les trois inconnues sui-
vantes :En′+1/2

h, f (5), e
n′+1/2
h, f, plus (4) et en′+1/2

h, f, moins (6). Avec de telles inconnues ce système est en
effet nécessairement relatif à une seule grande cellule6 si bien que nous réalisons le découplage
dont nous parlions précédement. Pour commencer nous écrivons la conservation du flux du vec-
teur de Poynting à la date(n′ + 1/4)∆t, ensuite nous émettons une hypothèse qui va nous per-
mettre d’obtenir le système d’équations découplées. Remarquons que le fait de travailler à la date
(n′ + 1/4)∆t nous amène à considérer temporairement les variablesE

n′+1/4
h, f (2), e

n′+1/4
h, f, plus (1) et

e
n′+1/4
h, f, moins (3). Elle sont bien sûr définies par les relations suivantes :

3Commune car il y a continuité.
4C’est ~J qui joue le rôle de cette valeur commune.
5Pour le champ électrique.
6Et aux deux petites cellules qui l’accompagnent.
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FIG. 9.1 – Exploitation du théorème de Poynting.



































E
n′+1/4
h, f = 1

2
·
(

En′

h, f + E
n′+1/2
h, f

)

e
n′+1/4
h, f, plus = 1

2
·
(

en′

h, f, plus + e
n′+1/2
h, f, plus

)

e
n′+1/4
h, f, moins = 1

2
·
(

en′

h, f, moins + e
n′+1/2
h, f, moins

)

(9.1)

9.2 Mise en équation

9.2.1 Construction des flux

Pour les explications concernant la construction des flux onse repportera à la figure 9.2.

169



FIG. 9.2 – Construction des flux à la date(n′ + 1/4)∆t.

Sur le tronçon de frontière délimité par la grande cellule, le flux du vecteur de Poynting s’écrit
sous la forme :

φn′+1/4 = Sn′+1/4
n · ∆h (9.2)

Dans cette relation,Sn′+1/4
n (6) est la composante du vecteur de Poynting orthogonale à la

frontière. Cette composante est construite à partir deE
n′+1/4
h, f (5) et deHn′+1/4

v, f (4) par la relation :

Sn′+1/4
n = E

n′+1/4
h, f · H

n′+1/4
v, f (9.3)

Sur les deux tronçons de frontière délimités par les deux petites cellules, les flux des vecteurs
de Poynting s’écrivent sous la forme :

ϕ
n′+1/4
plus = s

n′+1/4
n, plus ·

∆h

2
(9.4)

pour le tronçon supérieur et :

ϕ
n′+1/4
moins = s

n′+1/4
n, moins ·

∆h

2
(9.5)

pour le tronçon inférieur.
Dans ces deux relations,s

n′+1/4
n, plus (3) et sn′+1/4

n, moins (9) sont les composantes orthogonales à la
frontière des deux vecteurs de Poynting relatifs aux tronçons supérieur et inférieur. Ces deux
composantes sont construites à partir dee

n′+1/4
h, f, plus (2), hn′+1/4

v, f, plus (1), e
n′+1/4
h, f, moins (8) ethn′+1/4

v, f, moins (7)

170



à l’aide des relations :










s
n′+1/4
n, plus = e

n′+1/4
h, f, plus · h

n′+1/4
v, f, plus

s
n′+1/4
n, moins = e

n′+1/4
h, f, moins · h

n′+1/4
v, f, moins

(9.6)

9.2.2 Conservation du flux sur l’interface

Maintenant que nous avons construit les flux, nous pouvons écrire la relation de conservation
qu’ils vérifient à la date(n′ + 1/4)∆t. Cela donne :

φn′+1/4 = ϕ
n′+1/4
plus + ϕ

n′+1/4
moins (9.7)

c’est à dire en utilisant les relations du paragraphe précédent :

E
n′+1/4
h, f · H

n′+1/4
v, f =

1

2
·
(

e
n′+1/4
h, f, plus · h

n′+1/4
v, f, plus + e

n′+1/4
h, f, moins · h

n′+1/4
v, f, moins

)

(9.8)

9.2.3 Hypothèse et obtention d’un système d’équations découplées

A partir de l’équation 9.8 nous devons obtenir un système de trois équations faisant intervenir
les inconnuesEn′+1/2

h, f , e
n′+1/2
h, f, plus et en′+1/2

h, f, moins. Pour cela, nous nous inspirons de la démarche que
nous avons exposée dans la chapitre 8 à propos de la méthode variationnelle : Nous avions intro-
duit les courants surfaciques~J et~j à partir des champs~H et~h, puis nous avions écrit la continuité
du champ magnétique sur l’interface pour en déduire l’égalité ~J = −~j. Dès lors, le champ élec-
tromagnétique pouvait être calculé indépendament dans lesdeux maillages uniquement à partir de
~J , ce dernier courant étant déterminé par la relation de continuité de la composante tangentielle
du champ électrique sur l’interface.

Si à partir de la relation 9.8 nous voulons écrire la continuité de la composante tangentielle du
champ électrique, nous devons poser :











H
n′+1/4
v, f = h

n′+1/4
v, f, plus

H
n′+1/4
v, f = h

n′+1/4
v, f, moins

(9.9)

Dès lors, la relation 9.8 se réduit bien à une telle relation de continuité :

E
n′+1/4
h, f =

1

2
·
(

e
n′+1/4
h, f, plus + e

n′+1/4
h, f, moins

)

(9.10)

Nous obtenons ainsi les trois équations recherchées. A partir de maintenant les relations 9.9
constituent notre hypothèse et la relation 9.10 en est la conséquence.

Remarquons que 9.9 et 9.10 sont respectivement les équivalents locaux des relations 8.3 et 8.6
que nous avions obtenu dans le paragraphe 8.2. La différenceentre notre hypothèse et la méthode
variationnelle est qu’ici nous n’avons pas de courants surfaciques, ces derniers sont directement
remplacés par les composantes du champ magnétique sur la frontière, précisons également que la
résolution des équation va-être beaucoup plus directe.

9.2.4 Développement du système d’équation

Nous devons maintenant faire apparaître explicitement lesinconnues dans les équations 9.9 et
9.10. Pour cela il faut exprimerHn′+1/4

v, f , h
n′+1/4
v, f, plus et hn′+1/4

v, f, moins à partir des champs environnants.
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Nous allons expliquer le principe du calcul pourH
n′+1/4
v, f puis nous donnerons directement les

résultats pourhn′+1/4
v, f, plus ethn′+1/4

v, f, moins.

On utilise le développement de Taylor Mac-Laurin deH
n′+1/4
v à l’ordre un, dans le voisinage

de−∆n
2

(voir (4) et (12) dans la figure 9.2). Cela donne :

Hn′+1/4
v (−

∆n

2
) = Hn′+1/4

v (0) −
∆n

2
·

(

∂H
n′+1/4
v

∂n

)

(0)

La variablen = 0 représentant la frontière, nous obtenons :

Hn′+1/4
v, e = H

n′+1/4
v, f −

∆n

2
·

(

∂H
n′+1/4
v

∂n

)

f

Nous utilisons maintenant l’équation de Maxwell-Ampère pour exprimer

(

∂H
n′+1/4
v

∂n

)

f

en fonc-

tion des composantes du champ électrique sur l’interface. Cela donne, en utilisant les dérivées
centrées pour l’opérateur temporel :

(

∂H
n′+1/4
v

∂n

)

f

= −ε0 ·

(

E
n′+1/2
h, f − En′

h, f

)

∆t

Finalement on obtient :

H
n′+1/4
v, f = Hn′+1/4

v, e − ε0 ·
∆n

2 · ∆t
·
(

E
n′+1/2
h, f − En′

h, f

)

(9.11)

De la même façon on trouve pour les deux autres champs magnétiques les relations suivantes
( voir (10), (11), (1) et (7) dans la figure 9.2) :

h
n′+1/4
v, f, plus/moins = h

n′+1/4
v, i, plus/moins + ε0 ·

∆n

4 · ∆t
·
(

e
n′+1/2
h, f, plus/moins − en′

h, f, plus/moins

)

(9.12)

On remplace les relations 9.11 et 9.12 dans 9.9, on obtient alors les deux équations suivantes :















H
n′+1/4
v, e − ε0 ·

∆n
2·∆t

·
(

E
n′+1/2
h, f − En′

h, f

)

=

h
n′+1/4
v, i, plus/moins + ε0 ·

∆n
4·∆t

·
(

e
n′+1/2
h, f, plus/moins − en′

h, f, plus/moins

)

(9.13)

Pour terminer on remplace les définitions 9.1 dans l’équation 9.10, cela donne :

En′

h, f + E
n′+1/2
h, f =

1

2
·
(

en′

h, f, plus + en′

h, f, moins + e
n′+1/2
h, f, plus + e

n′+1/2
h, f, moins

)

(9.14)

9.2.5 Solution

Les équations 9.13 et 9.14 constituent un système de trois équations dont les inconnues sont
E

n′+1/2
h, f , e

n′+1/2
h, f, moins et e

n′+1/2
h, f, plus, les autres quantités sont connues car elles sont expriméesaux

datesn′∆t et (n′ + 1/4)∆t. Notre objectif est donc atteint. Il nous reste maintenant àdonner les
solutions de ce système, nous trouvons :
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E
n′+1/2
h, f = 1

3
· En′

h, f + 1
3
·
(

en′

h, f, moins + en′

h, f, plus

)

+

2·∆t
3·ǫ0·∆n

·
(

2 · H
n′+1/4
v, e − h

n′+1/4
v, i, moins − h

n′+1/4
v, i, plus

)

e
n′+1/2
h, f, moins/plus = en′

h, f, moins/plus − 2 ·
(

E
n′+1/2
h, f − En′

h, f

)

+

4·∆t
ǫ0·∆n

·
(

H
n′+1/4
v, e − h

n′+1/4
v, i, moins/plus

)

(9.15)

Remarquons que la deuxième équation de 9.15 nécessite d’abord le calcul deEn′+1/2
h, f à l’aide

de la première équation. Du point de vue mathématique la résolution du système n’est pas ache-
vée mais du point de vue numérique une telle méthode de résolution, que l’on peut qualifier de
« successive », ne pose aucun problème.

9.3 Algorithme

Il est maintenant facile de donner l’algorithme correspondant au schéma :
– On calcule lesHn′+1/4 dans le grand maillage.
– On calcule lesEn′+1/2 dans le grand maillage, frontière exclue.
– On calcule leshn′+1/4 dans le petit maillage.
– On calcule lesen′+1/2 dans le petit maillage frontière exclue.
– On complète le schéma en déterminant d’abord lesE

n′+1/2
h, f avec la première équation de

9.15 et ensuite lesen′+1/2
h, f, moins/plus à l’aide de la deuxième équation.

9.4 Résultats

9.4.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation que nous avons prises pour la réflexion numérique sont illustrées
dans la figure 9.3.

Le grand maillage comporte45×45 grandes cellules de dimensions∆x = ∆y = 0.15 m (non
représenté sur la figure). Le petit maillage et les surfaces de Huygens sontcentrésà l’intérieur
du grand maillage, toutes les dimensions relatives à ce centrage sont précisées sur la figure. Le
facteur de raffinement utilisé ici est égale à deux, si bien que le petit maillage comporte30 × 30
petites cellules de dimensionsδx = δy = 0.075 m. Nous rappelons que dans ce type de test,
le petit maillage est vide et que l’onde incidente se propagede gauche à droite le long de l’axe
(On) 7. L’onde réfléchie est enregistrée au pointPrn situé deux grandes cellules avant la surface
de Huygens (zone de champ diffracté). Les variations temporelles du champ électrique~E associé

à l’onde incidente, sont représentées par une fonction Gaussienne d’amplitude
∥

∥

∥

~E
∥

∥

∥
= 1 V/m. La

plus grande fréquence qui intervient dans le spectre de Fourier de cette onde estfmax = 200 MHz.
Ceci correspond à un échantillonnage spatial minimum (λmin

∆x=∆y
) égale à10 dans le grand maillage.

Nous rappelons également que l’onde réfléchie est analysée en fréquence. C’est à dire que nous
mesurons, en fonction de la fréquence et au pointPrn, la quantité :

rn(f) = 20 · log







∣

∣

∣
Ẽh, rflchie(f)

∣

∣

∣

∣

∣

∣
Ẽh, rfrence(f)

∣

∣

∣







7Le lecteur pourra se repporter au paragraphe 2.4.2.1 pour obtenir plus de détails sur ce type de simulation.
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FIG. 9.3 – Test de la réflexion numérique.

si on analyse le champ électrique, ou bien la quantité :

rn(f) = 20 · log







∣

∣

∣
H̃v, rflchie(f)

∣

∣

∣

∣

∣

∣
H̃v, rfrence(f)

∣

∣

∣







si on analyse le champ magnétique. Pour terminer, précisonsque le critère CFL du grand
maillage est égale à0.485 tandis que celui du petit maillage est égale à0.97.

Maintenant que les choses sont bien posées nous pouvons présenter les résultats obtenus. Nous
avons mesuré les réflexions numériques relatives aux composantesEh etHv. Elles sont représen-
tées dans la figure 9.4.
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FIG. 9.4 – Réflexions numériques pourEh etHv mesurées au pointPrn.

Dans les deux cas nous obtenonsrn ≤ −48 dB pour λ
∆

≥ 20 ce qui est satisfaisant. Pour
10 ≤ λ

∆
≤ 20 la réflexion augmente jusqu’à−30 dB.

9.4.2 Stabilité

Les conditions de simulation que nous avons prises pour tester la stabilité sont illustrées
dans la figure 9.5. Le grand maillage comporte toujours45 × 45 grandes cellules de dimensions
∆x = ∆y = 0.15 m. Le petit maillage, les surfaces de Huygens et la structure métallique sont
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centrésà l’intérieur du grand maillage, toutes les dimensions relatives à ces centrages sont préci-
sées sur la figure. Le facteur de rafinement utilisé ici est toujours égale à deux, si bien que le petit
maillage comporte encore une fois30 × 30 petites cellules de dimensionsδx = δy = 0.075 m.
Nous rappelons que dans ce type de test, le petit maillage comporte une structure métallique
diffractante et que l’onde incidente se propage en incidence oblique8. Le champ électromagné-
tique est enregistré à l’intérieur du petit maillage (pointPisur la figure) ainsi que dans la zone
de champ diffracté (pointPd sur la figure). Les variations temporelles du champ électrique ~E
associé à l’onde incidente, sont toujours représentées parune fonction Gaussienne d’amplitude
∥

∥

∥

~E
∥

∥

∥
= 1 V/m. La plus grande fréquence qui intervient dans le spectre de Fourier de cette onde

est encorefmax = 200 MHz. Ceci correspond à un échantillonnage spatial minimum (λmin

∆x=∆y
)

égale à10 dans le grand maillage, comme dans la simulation précédente.

FIG. 9.5 – Test de la stabilité.

Les courbes 9.6 à 9.9 montrent le champHv diffracté (pointPd) ainsi que le champhv à
l’intérieur du petit maillage (pointPi) avec deux points de vue différents. Une vue en gros plan
est proposée afin de montrer les variations du champ magnétique et la vue d’ensemble permet
d’apprécier la stabilité de l’algorithme. Pour chaque courbe nous avons également représenté les
variations des champs magnétiques obtenus sans la présencedu sous-maillage. Les résultats obte-
nus montrent que l’algorithme est stable et qu’il calcule correctement les champs, notons tout de
même que c’est également le cas pour le schéma d’interpolation correspondant, si bien que l’ap-
plication de la conservation de l’énergie n’était pas nécessaire ici. Cependant nous avons montré
la possibilité de mettre en oeuvre une telle méthode, méthode qui sera par contre incontournable
dans le cas du modèle 2D-TM.

8Le lecteur pourra se reporter cette fois-ci au paragraphe 2.4.2.2 pour obtenir plus de détails sur ce type de simu-
lation.
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FIG. 9.6 – Champs magnétiques diffractés relevés au pointPd (vue en gros plan).
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FIG. 9.7 – Champs magnétiques diffractés relevés au pointPd (vue d’ensemble).
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FIG. 9.8 – Champs magnétiques dans le petit maillage relevés au point Pi (vue en gros plan).
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FIG. 9.9 – Champs magnétiques dans le petit maillage relevés au point Pi (vue d’ensemble).
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Chapitre 10

Proposition d’une méthode variationnelle
simplifiée pour le sous-maillage spatial en
2D-TM

Nous pouvons passer du modèle 2D-TE au modèle 2-TM en permutant les rôles de~E et de~H.
Cependant nous ne devons pas considérer la même frontière que précédement car la permutation
dont nous venons de parler nous amènerait alors à deux situations radicalement différentes pour
les emplacements des composantes sur l’interface. Notre méthode consiste d’abord à décaler le
petit maillage par rapport au grand maillage d’une demi-petite cellule dans les deux directions,
puis ensuite à considérerl’interface qui est extérieure au petit maillage et qui est distante d’une
demi-petite cellule de ce dernier (voir la figure 10.1). Dansce cas la conservation du flux du
vecteur de Poynting s’applique exactement comme dans le modèle 2D-TM à ceci près que les
rôles de~E et de~H sont permutés. Remarquons également que cette méthode nouspermet d’éviter
un traitement spécifique pour les composantes du champ électrique qui sont situées dans les coins
(voir figure 10.2).

10.1 Principe du modèle 2D-TM

La figure 10.1 illustre la situation géométrique dans laquelle nous nous plaçons maintenant,
elle donne également une vue d’ensemble du schéma.

La figure 10.2 montre l’emplacement des divers composantes de champ dans le voisinage d’un
coin.

Nous pouvons distinguer trois frontières : la frontière du grand maillage (GM), la frontière du
petit maillage(PM) et entre les deux, l’interface (I) sur laquelle la conservation du flux est prise en
compte.

Les rôles de~E et de ~H ont été permuté dans l’algorithme mais pas dans les cellulesde Yee.
Compte tenu de la nouvelle géométrie de notre problème, celanous pemet de mettre en équation
sur l’interface (I) les composantesH

n′+1/2
h, f (2), hn′+1/2

h, f, moins (3) ethn′+1/2
h, f, plus (1) comme nous l’avions

fait pour les composantesEn′+1/2
h, f , e

n′+1/2
h, f, moins et en′+1/2

h, f, plus dans le modèle 2D-TE. A la lumière de
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FIG. 10.1 – Géométrie et vue d’ensemble du schéma 2D-TM.

ce qui précède nous pouvons donner directement les solutions :


























































H
n′+1/2
h, f = 1

3
· Hn′

h, f + 1
3
·
(

hn′

h, f, moins + hn′

h, f, plus

)

−

2·∆t
3·µ0·∆n

·
(

2 · E
n′+1/4
v, e − e

n′+1/4
v, i, moins − e

n′+1/4
v, i, plus

)

h
n′+1/2
h, f, moins/plus = hn′

h, f, moins/plus − 2 ·
(

H
n′+1/2
h, f − Hn′

h, f

)

−

4·∆t
µ0·∆n

·
(

e
n′+1/4
v, e − e

n′+1/4
v, i, moins/plus

)

(10.1)
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FIG. 10.2 – Voisinage d’un coin.

10.2 Algorithme

L’algorithme est similaire à celui du modèle 2D-TE sauf que les rôles de~E et de ~H sont
permutés :

– On calcule lesEn′+1/4 dans le grand maillage, frontière GM comprise.
– On calcule lesHn′+1/2 dans le grand maillage, frontière GM comprise.
– On calcule lesen′+1/4 dans le petit maillage, frontière PM comprise.
– On calcule leshn′+1/2 dans le petit maillage, frontière PM comprise.
– On complète le schéma en déterminant d’abord lesH

n′+1/2
h, f (2) avec la première équation

de 10.1 et ensuite leshn′+1/2
h, f, moins/plus (1 et 3) à l’aide de la deuxième équation. Cette déter-

mination se fait sur l’interface (I) qui est située entre lesfrontières du grand maillage et du
petit maillage (voir la figure 10.1).

10.3 Résultats

10.3.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation que nous avons prises pour la réflexion numérique sont illustrées
dans la figure 9.10. Le grand maillage comporte45 × 45 grandes cellules de dimensions∆x =
∆y = 0.15 m (non représenté sur la figure). Le petit maillage et les surfaces de Huygens sont
centrésà l’intérieur du grand maillage, toutes les dimensions relatives à ce centrage sont précisées
sur la figure. Le facteur de rafinement utilisé ici est égale à deux, mais le petit maillage comporte
31× 31 petites cellules de dimensionsδx = δy = 0.075 m. Cette situation est du au fait que nous
avons décalé le petit maillage d’une demi petite cellule dans chaque direction, nous avons alors
nécessairement un nombre impair de petites cellules. Nous rappelons que dans ce type de test,
le petit maillage est vide et que l’onde incidente se propagede gauche à droite le long de l’axe
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(On) 1. L’onde réfléchie est enregistrée au pointPrn situé deux grandes cellules avant la surface
de Huygens (zone de champ diffracté). Les variations temporelles du champ électrique~E associé

à l’onde incidente, sont représentées par une fonction Gaussienne d’amplitude
∥

∥

∥

~E
∥

∥

∥
= 1 V/m. La

plus grande fréquence qui intervient dans le spectre de Fourier de cette onde estfmax = 200 MHz.
Ceci correspond à un échantillonnage spatial minimum (λmin

∆x=∆y
) ègale à10 dans le grand maillage.

Nous rappelons également que l’onde réfléchie est analysée en fréquence. C’est à dire que nous
mesurons, en fonction de la fréquence et au pointPrn, la quantité :

rn(f) = 20 · log
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si on analyse le champ électrique, ou bien la quantité :

rn(f) = 20 · log
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si on analyse le champ magnétique. Pour terminer, précisonsque le critère CFL du grand
maillage est égale à0.42 tandis que celui du petit maillage est égale à0.84. Ces critères ont dus
être diminués par rapport au cas 2D-TE afin que l’algorithme ne diverge pas dès le début de la
simulation.

FIG. 10.3 – Test de la réflexion numérique.

Nous avons mesuré les réflexions numériques relatives aux composantesEv etHh. Elles sont
représentées dans la figure 10.4. Dans les deux cas nous obtenonsrn ≤ −48 dB pour λ

∆
≥ 20 ce

qui est satisfaisant. Pour10 ≤ λ
∆

≤ 20 la réflexion augmente jusqu’à−30 dB. Nous constatons
que les niveaux de réflexion obtenus sont comparables à ceux que nous avons obtenus avec le mo-
dèle 2D-TE. Ceci n’est pas très étonant puisque les modèles 2D-TE et 2D-TM sont réciproques2.

1Le lecteur pourra se repporter au paragraphe 2.4.2.1 pour obtenir plus de détails sur ce type de simulation.
2A ceci près que le modèle 2DTM présente un petit maillage décalé d’une demi petit cellule dans chaque direction.

Ce décalage n’existe pas avec le modèle 2DTE.
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FIG. 10.4 – Réflexions numériques pourEv etHh mesurées au pointPrn.

10.3.2 Stabilité

Les conditions de simulation que nous avons prises pour tester la stabilité sont illustrées dans
la figure 10.5. Le grand maillage comporte toujours45 × 45 grandes cellules de dimensions
∆x = ∆y = 0.15 m. Le petit maillage et les surfaces de Huygens sontcentrésà l’intérieur
du grand maillage, par contre la structure métallique n’estpas exactement centréesur le petit
maillage puisque ce dernier comporte un nombre impair de petites cellules. Toutes les dimensions
relatives à ces centrages, qu’ils soient exacts où non, sontprécisées sur la figure. Le facteur de
rafinement utilisé ici est toujours égale à deux. Le petit maillage comporte encore une fois31×31
petites cellules de dimensionsδx = δy = 0.075 m. Nous rappelons que dans ce type de test, le
petit maillage comporte une structure métallique diffractante et que l’onde incidente se propage
en incidence oblique3. Le champ électromagnétique est enregistré à l’intérieur du petit maillage
(point Pisur la figure) ainsi que dans la zone de champ diffracté (pointPd sur la figure). Les va-
riations temporelles du champ électrique~E associé à l’onde incidente, sont toujours représentées

par une fonction Gaussienne d’amplitude
∥

∥

∥

~E
∥

∥

∥
= 1 V/m. La plus grande fréquence qui intervient

dans le spectre de Fourier de cette onde est encorefmax = 200 MHz. Ceci correspond à un échan-
tillonnage spatial minimum (λmin

∆x=∆y
) ègale à10 dans le grand maillage, comme dans la simulation

précédente .

Les courbes 10.6 à 10.9 montrent le champEv diffracté (pointPd) ainsi que le champev à
l’intérieur du petit maillage (pointPi) avec deux points de vue différents. Une vue en gros plan est
proposée afin de montrer les variations du champ électrique et la vue d’ensemble permet d’appré-
cier la stabilité de l’algorithme. Pour chaque courbe nous avons également représenté les variations
des champs électriques obtenus sans la présence du sous-maillage. Nous constatons une fois de
plus que l’algorithme est stable et qu’il calcule correctement les champs, alors que la version in-
terpolée de ce modèle n’est pas stable4. Finalement la conservation de l’énergie s’applique aussi
simplement que dans le cas du modèle 2D-TE et elle permet de plus d’obtenir la stabilisation du
modèle 2D-TM.

3Le lecteur pourra se repporter cette fois-ci au paragraphe 2.4.2.2 pour obtenir plus de détails sur ce type de
simulation.

4Non représentée ici.
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FIG. 10.5 – Test de la stabilité.
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FIG. 10.6 – Champs électriques diffractés relevés au pointPd (vue en gros plan).
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FIG. 10.7 – Champs électriques diffractés relevés au pointPd (vue d’ensemble).
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FIG. 10.8 – Champs électriques dans le petit maillage relevés aupointPi (vue en gros plan).
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FIG. 10.9 – Champs électriques dans le petit maillage relevés aupointPi (vue d’ensemble).
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Chapitre 11

Conclusion

Dans cette partie nous avons répondu partiellement aux objectifs que nous nous étions fixé
dans le paragraphe 2.3.2. Nous avons bien présenté la méthode variationnelle en détail et en uti-
lisant des outils mathématiques simples ; mais nous n’avonsréalisé la stabilisation des modèles
de sous-maillage que dans un espace à deux dimensions et seulement avec une version simplifiée
de la méthode variationnelle. De plus l’élaboration d’un schéma de raffinement spatial 3D basé
uniquement sur le théorème de Poynting, semble difficile à réaliser à l’aide de simples équations
de flux découplées. Cela tient à la disposition des composantes(Eh, eh) et (Ev, ev). En effet, on
ne peut pas utiliser en même temps la méthode du modèle 2D-TE pour le couple(Eh, eh) et la
méthode du modèle 2D-TM pour le couple(Ev, ev), à cause du décalage des cellules que cette
dernière méthode implique. Cela aurait été pourtant la méthode la plus simple. Nous avons alors
construit un modèle utilisant des flux centrés1 sur les faces et un traitement spécifique sur les
arêtes. Malheureusement cette stratégie n’a pas fonctionné, les algorithmes relatifs aux faces et
aux arêtes sont stables lorsqu’ils fonctionnent séparément mais ils produisent des instabilités lors-
qu’ils fonctionnent ensemble. Nous pensons que ce comportement est dû au fait que nos équations
de conservation sont écrites localement sur chaque grande cellule. Il semblerait que le découplage
des équations de flux, qui donne de bons résultats en deux dimensions, ne soit pas appliquable
dans un espace à trois dimensions.

1Ceci permet d’écrire le même système d’équations pour les deux couples d’inconnues(Eh, eh) et (Ev, ev).
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Nous avons commencé par élaborer un schéma de sous-maillage3D basé sur des relations
d’interpolation. Ce schéma, qui a été conçu avec un facteur de raffinement égale à deux, produit
des instabilités. Ce comportement est classique lorsque des relations d’interpolation sont utilisées.
La réflexion numérique obtenue (−50 dB pour λ

∆
= 20) est satisfaisante et la durée de stabilité

(tstab = 2 µs) est suffisament grande pour que le schéma puisse-être utilisé dans des problèmes
de diffraction. Nous avons également montré que la durée de stabilité de l’algorithme augmente
au fur et à mesure que le volume du petit maillage augmente. Cepoint, qui n’a jamais été signalé
dans la littérature, favorise les grandes simulations.

Ensuite nous avons prouvé que les instabilités de ce modèle sont dues uniquement au raffi-
nement spatial. Pour cela nous avons extrait les parties temporelle et spatiale et nous les avons
étudié séparément. A l’issu de cette étude nous avons en effet constaté que l’algorithme temporel
ne présente aucun phénomène de divergence sur une durée de simulation allant jusqu’à50 µs.
Nous avons ainsi mis à jour la stabilité numérique de la partie temporelle du schéma initial. Nous
pensons que l’algorithme temporel est conservatif mais nous ne l’avons pas démontré, ce point
pourra faire l’objet de futures recherches.

Le simple fait d’avoir obtenu un traitement temporel stablenous a donné l’idée de concevoir
les schémas de sous-maillage comme la succession d’un algorithme temporel stable et d’un certain
algorithme spatial. Dans le cadre de cette nouvelle conception, nous avons cherché à établir le lien
qui existe entre les propriétés du modèle successif et les propriétés des algorithmes séparés. Nous
avons d’abord montré que ce lien dépend peu de l’épaisseur qui sépare les frontières temporelle et
spatiale du modèle successif. La durée de stabilité dans le petit maillage et la réflexion numérique
ne dépendent pas de cette épaisseur, seule la durée de stabilité dans le grand maillage augmente
lorsque l’épaisseur augmente. Ensuite nous avons fixé au minimun cette épaisseur et nous avons
montré que les propriétés du modèle successif sont approximativement fixés par celles du modèle
spatial seul.

A la lumière de l’étude précédente, nous nous sommes concentré sur les modèles de raffine-
ment spatiaux. Nous avons testé un schéma de type « gradient »dans lequel les composantes de
~h situées à l’extérieur du petit maillage sont déterminés à l’aide des variations spatiales de~H.
Ensuite nous avons essayé un autre schéma que nous avons qualifié de « réciproque » dans lequel
nous avons symétrisé les traitements effectués de part et d’autre de la frontière. Nous avons égale-
ment testé un modèle utilisant des relations d’interpolation quadratiques, et pour finir nous avons
essayé un schéma de recouvrement. Les résultats obtenus montrent que tous ces schémas ont des
comportement similaires, c’est à dire qu’ils sont tous tôt où tard le siège d’instabilités. Nous avons
tout de même remarqué que le schéma de type gradient possède des propriétés convenables, il ne
produit pas de champ résiduel et la durée de stabilité obtenue est comparable à celle du schéma de
départ.

Pour finir cette partie concernant les interpolations, nousavons généralisé notre méthode de
conception à des schémas possédant des facteurs de raffinement plus élevés. C’est ainsi que nous
mettons à jour des algorithmes temporels stables pour des facteurs de raffinement égaux à trois,
quatre et cinq. Comme précédement la stabilité est obtenue sur une durée de simulation égale à
50 µs et nous pensons là aussi que ces trois schémas temporels sontconservatifs, bien sûr ceci
reste à démontrer mathématiquement. Trois modèles de sous-maillage spatial sont finalement étu-
diés (un pour chaque facteur de raffinement), les durées de stabilité obtenues sont alors semblables
à celles du modèle spatial pour lequelrs = 2.

Partant de ce dernier constat nous avons abordé les méthodesde sous-maillage basées sur la
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conservation de l’énergie électromagnétique. Ces méthodes permettent en effet d’obtenir la stabi-
lité des algorithmes, cependant elles sont développées dans des cadres mathématiques abstraits si
bien qu’elles sont difficilement transposables dans le cadre des différences finies centrées. Ainsi
nous avons repris la méthode variationnelle en l’expliquant dans tous ces détails. Ce travail pé-
dagogique devait être fait afin de rendre cette méthode plus accessible. Nous sommes partis des
équations de Maxwell écrites dans les deux domaines, nous avons ensuite découplé ces équations
en introduisant des courants surfaciques, le système obtenu a ensuite été écrit sous forme varia-
tionnelle afin que la décomposition en éléments finis mène à unsystème matriciel exploitable.
Nous avons ensuite procédé à la discrétisation temporel du système matriciel et nous avons mon-
tré le lien qui existe entre la conservation de l’énergie et la manière de discrétiser la condition de
continuité du champ électrique sur l’interface. Nous avonsfinalement développé tous les éléments
de matrice du système d’équations et ainsi obtenu le schéma final de raccordement.

Même lorsqu’elle est traduite en termes simples la méthode variationnelle reste compliquée
à mettre en oeuvre. Nous avons alors cherché une méthode équivalente et plus simple. Pour cela
nous avons utilisé directement le théorème de Poynting sur l’interface, puis nous avons proposé
une hypothèse permettant de découpler les équations discrètes de conservation. Cette méthode
simplifiée a été appliquée avec succès aux modèles spatiaux 2D-TE et 2D-TM, la stabilisation
de ces deux schémas a effectivement été obtenue. Naturellement nous avons essayé d’appliquer
notre méthode au modèle spatial 3D. La disposition des composantes que l’on trouve dans ce cas,
nous a alors amenée à utiliser des flux centrés sur les faces età effectuer un traitement particulier
au niveau des arêtes. Cette dernière méthode n’a pas fonctionnée et nous pensons que cela est
du au découplage des équations. Ce dernier point devrait faire l’objet de futures recherches, nous
pensons qu’il est possible de trouver une autre simplification de la méthode variationnelle qui
soit appliquable au modèle spatial 3D. Si cela n’est pas le cas nous aurons toujours la possibilité
d’adapter la méthode variationnelle initiale au cas du sous-maillage spatial 3D.
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Annexe A

Equations de Maxwell discrétisées

A.1 Equations discrètes dans le vide

A.1.1 Pour les composantes du champ électrique
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A.1.2 Pour les composantes du champ magnétique
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A.2 Equations discrètes dans les milieux diélectriques et ma-
gnétiques

A.2.1 Pour les composantes du champ électrique
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A.2.2 Pour les composantes du champ magnétique
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Les coefficientsAl etBl sont donnés par :

Al =
1 − σl·∆t

2·εl

1 + σl·∆t
2·εl

et :

Bl =
1

1 + σl·∆t
2·εl

avecl = x, y où z.
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Annexe B

Champ diffracté et champ à l’intérieur du
petit maillage en fonction du nombre de
cellules q

B.1 Champs diffractés
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FIG. B.1 – Champ diffracté pourq = 1.
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FIG. B.2 – Champ diffracté pourq = 2.
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FIG. B.3 – Champ diffracté pourq = 3.
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FIG. B.4 – Champ diffracté pourq = 4.
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FIG. B.5 – Champ diffracté pourq = 5.

B.2 Champs à l’intérieur du petit maillage
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FIG. B.6 – Champ dans le petit maillage pourq = 1.
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FIG. B.7 – Champ dans le petit maillage pourq = 2.
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FIG. B.8 – Champ dans le petit maillage pourq = 3.
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FIG. B.9 – Champ dans le petit maillage pourq = 4.
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FIG. B.10 – Champ dans le petit maillage pourq = 5.
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Annexe C

Définition des matrices

Les matricesME, MH, B etC sont relatives au grand maillage et elles sont définies par :






































ME = (((ME)α,α′))αα′

MH = (((MH)α,α′))α,α′

B = ((Bα,α′))α,α′

C = ((Cǫ,α))ǫ,α

(C.1)

avec :
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(C.2)

Les matricesme, mh, b etc sont relatives au petit maillage et elles sont définies par :






































me = (((me)β,β′))β,β′

mh = (((mh)β,β′)β,β′

b = ((bβ,β′))β,β′

c = ((cǫ,β))ǫ,β

(C.3)

avec :















































(me)β,β′ =< −→γ β(M), −→γ β′(M) >vd

(mh)β,β′ =<
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δ β(M),
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δ β′(M) >wd

(b)β,β′ = b
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−→γ β(M),
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(c)ǫ,β = c
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(C.4)

195



Annexe D

Conservation de
−→
J d sur Σ

Prenons la divergence du courant discret
−→
J d . Cela donne :

div
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(D.1)

A l’aide des relations 8.70, 8.62 et 8.63 et en introduisant la fonctionYl,m définie par :

Yl,m(u, v) =







1 si : (u, v) ∈ [l∆u, (l + 1)∆u] × [m∆v, (m + 1)∆v]

0 si : (u, v) /∈ [l∆u, (l + 1)∆u] × [m∆v, (m + 1)∆v]
(D.2)

on montre que :






















div
(−−→
Πu

l,m(M)
)

=
∂Πu

l,m

∂u
(M) = Yl−1, m(u, v) − Yl, m(u, v)

et : div
(−−→
Πv

l,m(M)
)

=
∂Πv

l,m

∂v
(M) = Yl, m−1(u, v) − Yl, m(u, v)

(D.3)

Avec cependant les quatres cas particuliers suivants, relatifs aux arêtes :


















∂Π̄u
1,m

∂u
(M) = −Y1, m(u, v)

∂Π̄u
lm+1,m

∂u
(M) = Ylm, m(u, v)

(D.4)

et :



















∂Π̄v
l,1

∂v
(M) = −Yl, 1(u, v)

∂Π̄v
l,mm+1

∂v
(M) = Yl, mm(u, v)

(D.5)

En remplaçant D.3 , D.4 et D.5 dans D.1 on trouve :

div
(−→
Jd(M, t)

)

= −

mm+1
∑

m=1

Ju
1,m ·Y1,m +

mm+1
∑

m=1

Ju
lm+1,m ·Ylm,m+
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lm
∑

l=2

mm+1
∑

m=1

Ju
l,m · (Yl−1,m −Yl,m)−

lm+1
∑

l=1

Jv
l,1 · Yl,1 +

lm+1
∑

l=1

Jv
l,mm+1 · Yl,mm+

mm
∑

m=2

lm+1
∑

l=1

Jv
l,m · (Yl,m−1 − Yl,m)

soit après réorganisation des termes :

div
(−→
Jd(M, t)

)

= Σmm+1
m=1 Σlm

l=1

(

Ju
l+1,m − Ju

l,m

)

+

Σlm+1
l=1 Σmm

m=1

(

Jv
l,m+1 − Jv

l,m

)

Dans chaque double somme de cette dernière expression les termes s’annulent deux à deux,
sauf le premier et le dernier. Il reste donc :

div
(−→
Jd(M, t)

)

= Σmm+1
m=1

[

Ju
lm+1,m − Ju

1,m

]

+

Σlm+1
l=1

[

Jv
l,mm+1 − Jv

l,1

]

(D.6)

Ainsi sur la face considérée, nous trouvons que la divergence n’est pas nulle à cause des coéf-
ficients de décompositionJσ

l,m(t) qui se situent sur les arêtes. Ces coefficients sont heureusement
compensés par leurs homologues des faces adjacentes, à condition toutefois de garder le même co-
efficient de décomposition pour chacun des couples qui sont constitués par deux « demi éléments
finis ».

FIG. D.1 – Association de deux « demi éléments finis » sur une arrête.

Avec cette condition nous avons bien sûr l’ensemble de la surfaceΣ :
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div
(−→
Jd(M, t)

)

=
−→
0 (D.7)
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Annexe E

Calcul des matrices

Avant de commencer précisons une convention d’écriture. Elle est la suivante : lorsque l’on
calcule la quantité(X)a, a′ ou bien la quantité transposée(X)a′, a, il est supposé que les indices
représentés para sontfixéset que les indices représentés para′ sontvariables.

E.1 Calcul des composantes deme

E.1.1 Calculs généraux

D’après les relations de définition C.4, on a :

(me)β,β′ =< −→γ β(M), −→γ β′(M) >vd
=

∫

D

−→γβ(M) • −→γβ′(M) · dVM

Or :






β = (σ, p, q, r)

et : β ′ = (σ′, p′, q′, r′)

donc :

(me)β,β′ =

∫

D

γσ
p,q,r(M) · γσ′

p′,q′,r′(M) ·
−→
iσ •

−→
iσ′ · dVM

Mais :
−→
iσ •

−→
iσ′ = δσ,σ′

où δσ,σ′ représente le symbole de Kronecker. Si bien que :

(me)β,β′ = (me)
σ, σ′

pqr, p′q′r′ =

∫

D

γσ
p,q,r(M) · γσ′

p′,q′,r′(M) · δσ,σ′ · dVM

Cette dernière relation nous montre que la composante(me)
σ, σ′

pqr, p′q′r′ est nulle lorsqueσ′ 6= σ .
Ainsi les seuls termes que nous avons à déterminer sont de la forme(me)

σ, σ
pqr, p′q′r′ . Dans ce cas il

est possible d’écrire une version simplifiée de la relation précédente, c’est à dire :

(me)
σ, σ′

pqr, p′q′r′ = (me)
σ, σ
pqr, p′q′r′ · δσ,σ′

avec :

(me)
σ, σ
pqr, p′q′r′ =

∫

D

γσ
p,q,r(M) · γσ

p′,q′,r′(M) · dVM
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Dans tout ce qui suit nous prenonsσ = x , sachant que les résultats obtenus se transposerons
facilement aux cas oùσ = y et z . En remplacant la relation de définition 8.65 de l’élément fini
γx

p,q,r dans la relation précédente, on obtient :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ ·

∫

D

bp(x) · aq(y) · ar(z) · bp′(x) · aq′(y) · ar′(z) · dVM

Dans cette dernière expression, l’intégrant est un produitde fonctions d’une seule variable.
Dans ce cas l’intégrale sur le domaineD peut s’écrire comme le produit de trois intégrales
simples :

∫

D
dVM ≡

∫

x
dx ·

∫

y
dy ·

∫

z
dz . Ainsi :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ ·

∫

x

bp · bp′ · dx ·

∫

y

aq · aq′ · dy ·

∫

z

ar · ar′ · dz

Posons :






Al,l′ =
∫

s
al(s) · al′(s) · ds

et : Bl,l′ =
∫

s
bl(s) · bl′(s) · ds

(E.1)

Dans ce cas on obtient :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · Bp,p′ · Aq,q′ · Ar,r′ (E.2)

Il faut maintenant déterminer les expressions des quantités Bp,p′ , Aq,q′ et Ar,r′. De manière
plus générale cela revient à calculer les coefficientsAl,l′ et Bl,l′. Les détails de leurs calculs sont
exposés dans les annexes F et G. Les résultats sont les suivants :

Bl,l′ = δl,l′ · δs

et :

Al,l′ = θl · δl,l′ · δs

avec :
– θl = 1

2
si M(p, q, r) appartient au plan d’équations = l0 · δs ou bien au plan d’équation

s = (lm + 1) · δs.
– θl = 1 dans les autres cas.

Maintenant que les coefficientsAl,l′ et Bl,l′ sont connus, on peut reporter leurs expressions dans
E.2. Cela donne :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · δp,p′ · θq · δq,q′ · θr · δr,r′ · δv (E.3)

avecδv = δx · δy · δz.
Nous voyons que le résultat obtenu dépend de l’emplacement du pointM (p, q, r) via les deux

coefficientsθq et θr.

E.1.2 récapitulatif

Pour cette partie on se rapportera à la figure suivante :
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FIG. E.1 – Vue d’ensemble des faces, des arêtes et des coins.

Dans l’expression E.3 le termeθq · θr peut prendre les valeurs1
4
, 1

2
ou 1 selon l’emplacement

du pointM (p, q, r). En fait il y a trois cas à envisager.

a) Le pointM (p, q, r) est situé sur :
– Les facesY − etY +, arêtesZ1, Z2, Z3 etZ4 inclues et arêtesX1, X2, X3 etX4 exclues.
– Les facesZ− etZ+, arêtesY1, Y2, Y3 etY4 inclues et arêtesX1, X2, X3 etX4 exclues.

Alors θq · θr = 1
2

si bien que :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

2
· δx,σ′ · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv

b) Le pointM (p, q, r) est situé sur les arêtesX1, X2, X3 ouX4. Alors θq · θr = 1
4

si bien que :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

4
· δx,σ′ · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv

c) Le pointM (p, q, r) est situé :
– dans∈ D r {Σ}.
– sur les facesX− etX+, arêtes exclues.

Alors, θq · θr = 1 si bien que :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv
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Nous pouvons résumer ces trois cas en écrivant :

(me)
x, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

4
· δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv · Nc {ax (p, q, r)} · δx,σ′

oùNc {ax (p, q, r)} est le nombre de cellules qui en même temps appartiennent àD et ont en
commun l’arêtex de la cellule(p, q, r) , c’est à dire l’arête d’équation :























x ∈ [pδx, (p + 1)δx]

y = qδy

z = rδz

Pour les composantes(me)
y, σ′

pqr, p′q′r′ et (me)
z, σ′

pqr, p′q′r′, nous obtenons deux relations similaires,
si bien que l’on peut écrire le résultat général suivant :

(me)
σ, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

4
· δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv · Nc {aσ (p, q, r)} · δσ,σ′ (E.4)

avec :Nc {aσ (p, q, r)} = le nombre de cellules qui en même temps,∈ D et ont en commun
l’arêteσ de la cellule(p, q, r).

E.2 Calcul des composantes dem−1
e

Nous venons de montrer que la matriceme est diagonale. Dans ce casm
−1

e
est également

diagonale et les éléments diagonaux dem
−1

e
sont les inverses des éléments diagonaux deme.

E.3 Calcul des composantes demh

Nous allons montrer dans cette partie qu’il est également possible d’écrire une formule géné-
rale analogue à E.4 pour les composantes demh.

E.3.1 Calculs généraux

D’après la relation de définition C.4, on a :

(mh)β,β′ =<
−→
δ β(M),

−→
δ β′(M) >wd

=

∫

D

−→
δβ (M) •

−→
δβ′(M) · dVM

Or :






β = (σ, p, q, r)

et : β ′ = (σ′, p′, q′, r′)

donc :

(mh)β,β′ =

∫

D

δσ
p,q,r(M) · δσ′

p′,q′,r′(M) ·
−→
iσ •

−→
iσ′ · dVM

Mais :
−→
iσ •

−→
iσ′ = δσ,σ′

si bien que :

(mh)β,β′ = (mh)σ, σ′

pqr, p′q′r′ =

∫

D

δσ
p,q,r(M) · δσ′

p′,q′,r′(M) · δσ,σ′ · dVM
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Cette dernière relation nous montre que les composantes(mh)σ, σ′

pqr, p′q′r′ sont nulles lorsque
σ′ 6= σ. Ainsi les seuls termes que nous avons à déterminer sont de laforme(mh)σ, σ

pqr, p′q′r′. Dans
ce cas il est possible d’écrire une version simplifiée de la relation précédente, c’est à dire :

(mh)σ, σ′

pqr, p′q′r′ = (mh)σ, σ
pqr, p′q′r′ · δσ,σ′

avec :

(mh)σ, σ
pqr, p′q′r′ =

∫

D

δσ
p,q,r(M) · δσ

p′,q′,r′(M) · dVM

Dans tout ce qui suit nous prenonsσ = x , sachant que les résultats obtenus se transposerons
facilement aux cas oùσ = y et z. A l’aide des relations de définition 8.69 des éléments finisδx

p,q,r

, la relation précédente devient :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ ·

∫

D

ap(x) · bq(y) · br(z) · ap′(x) · bq′(y) · br′(z) · dVM

L’intégrant qui intervient dans cette dernière expressionest un produit de fonctions d’une seule
variable, si bien que l’intégrale sur le domaineD peut s’écrire comme le produit de trois intégrales
simples :

∫

D
dVM =

∫

x
dx ·

∫

y
dy ·

∫

z
dz . Donc :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ ·

∫

x

ap · ap′ · dx ·

∫

y

bq · bq′ · dy ·

∫

z

br · br′ · dz

C’est à dire compte tenu de E.1 :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · Ap,p′ · Bq,q′ · Br,r′ (E.5)

Les expressions des quantitésAl,l′ et Bl,l′ ont déjà été établies dans les annexes F et G. Nous
pouvons donc remplacer leurs expressions dans E.5. Cela donne :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · θp · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv (E.6)

Cette fois-ci nous voyons que le résultat obtenu dépend de l’emplacement du pointM (p, q, r)
via le coefficientsθp.

E.3.2 récapitulatif

Dans cette partie on se repportera de nouveau à la figure E.1.
Dans l’expression E.6 le termeθp peut prendre les valeurs1

2
ou1 selon l’emplacement du point

M (p, q, r). En fait il n’y a que deux cas à envisager.

a) Le pointM (p, q, r) est situé sur les facesX− et X+, arêtes et coins inclus. Alorsθp = 1
2

si bien que :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

2
· δx,σ′ · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv

b) Le pointM (p, q, r) est situé :
– dans∈ D r {Σ}.
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– sur les facesY − et Y +, arêtesZ1, Z2, Z3 et Z4 exclues et arêtesX1, X2, X3 et X4 inclues
(sans les coins).

– sur les facesZ− et Z+, arêtesY1, Y2, Y3 et Y4 exclues et arêtesX1, X2, X3 et X4 inclues
(sans les coins).

Alors θp = 1 si bien que :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv

Nous pouvons résumer ces deux cas en écrivant :

(mh)x, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

2
· δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv · Nc {f⊥x (p, q, r)} · δx,σ′

où Nc {f⊥x (p, q, r)} représente le nombre de cellules qui en même temps,∈ D et ont en
commun la face de la cellule(p, q, r) orthogonal à la directionx , c’est à dire le secteur plan
d’équation :























x = pδx

y ∈ [qδy, (q + 1)δy]

z ∈ [rδz, (r + 1)δz]

Pour les composantes(mh)y, σ′

pqr, p′q′r′ et (mh)z, σ′

pqr, p′q′r′ nous obtenons deux relations similaires,
si bien que l’on peut écrire le résultat général suivant :

(mh)σ, σ′

pqr, p′q′r′ =
1

2
· δp,p′ · δq,q′ · δr,r′ · δv · Nc {f⊥σ (p, q, r)} · δσ,σ′ (E.7)

avec :Nc {f⊥σ (p, q, r)} = nombre de cellules qui en même temps,∈ D et ont en commun la
face de la cellule(p, q, r) orthogonal à la directionσ.

E.4 Calcul des composantes dem−1

h

Nous venons de montrer que la matricemh est diagonale. Dans ce casm
−1

h
est également

diagonale et les éléments diagonaux dem
−1

h
sont les inverses des éléments diagonaux demh.

E.5 Résultats pour les composantes deME, M−1

E
, MH, etM−1

H

E.5.1 PourME

La règle pratique que nous avons trouvé pourme (E.4) se généralise dans le grand maillage,
il suffit simplement d’adapter les notations. Ainsi :

(ME)σ, σ′

ijk, i′j′k′ =
1

4
· δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · ∆v · Nc {Aσ (i, j, k)} · δσ,σ′ (E.8)

avec :Nc {Aσ (i, j, k)} = nombre de cellules qui en même temps,∈ Dext et ont en commun
l’arèteσ de la cellule(i, j, k) . Dans la relation E.8 on a bien sûr :∆v = ∆x · ∆y · ∆z .
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E.5.2 PourM−1

E

M
−1

E
est diagonale et les éléments diagonaux deM

−1

E
sont les inverses des éléments diagonaux

deME.

E.5.3 PourMH

Là aussi la règle pratique que nous avons trouvé pourmh (E.7) se généralise dans le grand
maillage, il suffit comme précédement d’adapter les notations. Ainsi :

(MH)σ, σ′

ijk, i′j′k′ =
1

2
· δi,i′ · δj,j′ · δk,k′ · ∆v · Nc {F⊥σ (i, j, k)} · δσ,σ′ (E.9)

avec :Nc {F⊥σ (i, j, k)} = nombre de cellules qui en même temps,∈ Dext et ont en commun
la face de la cellule(i, j, k) orthogonal à la directionσ.

E.5.4 PourM−1

H

M
−1

H
est diagonale et les éléments diagonaux deM

−1

H
sont les inverses des éléments diagonaux

deMH.

E.6 Calcul des composantes deb

E.6.1 Calculs généraux

D’après la relation C.4, nous avons :

(b)β,β′ = b
(

−→γ β(M),
−→
δ β′(M)

)

=

∫

D

−→
rot (−→γβ(M)) •

−→
δβ′(M) · dVM

Or :






β = (σ, p, q, r)

et : β ′ = (σ′, p′, q′, r′)

ainsi :

(b)β,β′ = (b)σ, σ′

pqr, p′q′r′ =

∫

D

−→
rot
(

γσ
p,q,r(M) ·

−→
iσ

)

• δσ′

p′,q′,r′(M) ·
−→
iσ′ · dVM

A ce stade du calcul, nous devons déterminer les valeurs deσ′ qui conduisent à une com-
posante(b)σ, σ′

pqr, p′q′r′ non nulle lorsqueσ est fixé. Pour cela il faut d’abord calculer la quantité
−→
rot
(

γσ
p,q,r ·

−→
iσ

)

pour les trois valeurs possibles deσ. Cela donne :

– Pourσ = x :

−→
rot
(

γx
p,q,r ·

−→
i
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
∂zγ

x
p,q,r

−∂yγ
x
p,q,r

– Pourσ = y :

−→
rot
(

γy
p,q,r ·

−→
j
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−∂zγ
y
p,q,r

0
∂xγ

y
p,q,r
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– Et pourσ = z :

−→
rot
(

γz
p,q,r ·

−→
k
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
∂yγ

z
p,q,r

∂xγ
z
p,q,r

0

Ceci étant fait, nous voyons que pourσ = x il y a deux valeurs deσ′, σ′ = y et σ′ = z, qui
conduisent à des composantes non nulles. Ces deux composantes sont :







(b)x, y
pqr, p′q′r′ =

∫

D
∂zγ

x
p,q,r · δ

y
p′,q′,r′ · dVM

et : (b)x, z
pqr, p′q′r′ = −

∫

D
∂yγ

x
p,q,r · δ

z
p′,q′,r′ · dVM

(E.10)

Lorsqueσ = y les composantes sont non nulles pourσ′ = x et pourσ′ = z :







(b)y, x
pqr, p′q′r′ = −

∫

D
∂zγ

y
p,q,r · δ

x
p′,q′,r′ · dVM

et : (b)y, z
pqr, p′q′r′ =

∫

D
∂xγ

y
p,q,r · δ

z
p′,q′,r′ · dVM

(E.11)

Enfin, lorsqueσ = z les composantes sont non nulles pourσ′ = x et pourσ′ = y :







(b)z, x
pqr, p′q′r′ =

∫

D
∂yγ

z
p,q,r · δ

x
p′,q′,r′ · dVM

et : (b)z, y
pqr, p′q′r′ = −

∫

D
∂xγ

z
p,q,r · δ

y
p′,q′,r′ · dVM

(E.12)

Maintenant il faut expliciter toutes les quantités qui apparaissent dans E.10 , E.11 et E.12.
Pour cela nous nous servons des relations de définition 8.65 et 8.69 des éléments finisγσ

p,q,r(M)
et δσ

p,q,r(M) . Nous allons voir ce que cela donne pour la première expression de E.10, puis nous
donnerons directement les résultats pour les autres.

(b)x, y
pqr, p′q′r′ =

∫

D

∂zγ
x
p,q,r · δ

y
p′,q′,r′ · dVM =

∫

D

∂z {bp(x) · aq(y) · ar(z)} · {bp′(x) · aq′(y) · br′(z)} · dVM

Une fois de plus l’intégrant et un produit de fonctions d’uneseule variable, si bien que l’inté-
grale sur le domaineD peut s’écrire sous la forme :

∫

D
dVM =

∫

x
dx ·

∫

y
dy ·

∫

z
dz . Ainsi :

(b)x, y
pqr, p′q′r′ =

∫

x

bp(x) · bp′(x) · dx ·

∫

y

aq(y) · aq′(y) · dy ·

∫

z

∂ar

∂z
(z) · br′(z) · dz

c’est à dire que :

(b)x, y
pqr, p′q′r′ = Bp,p′ · Aq,q′ ·

∫

z

∂ar

∂z
· br′ · dz

On pose :

Ds
l,l′ =

∫

s

∂al

∂s
(s) · bl′(s) · ds (E.13)

Il vient alors :
(b)x, y

pqr, p′q′r′ = Bp,p′ · Aq,q′ · D
z
r,r′ (E.14)
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Pour les autres expressions de E.10 , E.11 et E.12 nous obtenons :























































(b)x, z
pqr, p′q′r′ = −Bp,p′ · D

y
q,q′ · Ar,r′

(b)y, x
pqr, p′q′r′ = −Ap,p′ · Bq,q′ · D

z
r,r′

(b)y, z
pqr, p′q′r′ = Dx

p,p′ · Bq,q′ · Ar,r′

(b)z, x
pqr, p′q′r′ = Ap,p′ · D

y
q,q′ · Br,r′

(b)z, y
pqr, p′q′r′ = −Dx

p,p′ · Aq,q′ · Br,r′

(E.15)

Finalement pourσ = x on peut écrire la composante(b)x, σ′

pqr, p′q′r′ sous la forme :

(b)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δy,σ′ ·
(

Bp,p′ · Aq,q′ · D
z
r,r′

)

− δz,σ′ ·
(

Bp,p′ · D
y
q,q′ · Ar,r′

)

(E.16)

De même pourσ = y on écrira :

(b)y, σ′

pqr, p′q′r′ = δz,σ′ ·
(

Dx
p,p′ · Bq,q′ · Ar,r′

)

− δx,σ′ ·
(

Ap,p′ · Bq,q′ · D
z
r,r′

)

(E.17)

Et enfin pourσ = z on aura :

(b)z, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ ·
(

Ap,p′ · D
y
q,q′ · Br,r′

)

− δy,σ′ ·
(

Dx
p,p′ · Aq,q′ · Br,r′

)

(E.18)

Nous voyons bien apparaitre les trois composantes du rotationnel.

Les quantitésBl,l′ etAl,l′sont déjà connues, il ne nous reste plus qu’à déterminer le coefficient
Ds

l,l′. Les calculs de ce dernier sont dans l’annexe H. Pour résumeron a :

Bl,l′ = δl,l′ · δs

puis :

Al,l′ = θl · δl,l′ · δs

avec :
– θl = 1

2
si M(p, q, r) appartient au plan d’équations = l0 · δs ou bien au plan d’équation

s = (lm + 1) · δs.
– θl = 1 dans les autres cas.

et enfin :

Ds
l,l′ = − (gl · δl,l′ − dl · δl−1,l′)

avec :























(gl, dl) = (1, 0) si : l = l0

(gl, dl) = (0, 1) si : l = lm + 1

(gl, dl) = (1, 1) sinon
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E.6.2 Expression des composantes deb

Maintenant nous pouvons remplacer les expressions des coefficientsAl,l′, Bl,l′ etDs
l,l′ dans les

équations E.16, E.17 et E.18. Nous obtenons :

(b)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δz,σ′ · δp,p′ · {θr · δr,r′ · (gq · δq,q′ − dq · δq−1,q′)} · δx · δz−

δy,σ′ · δp,p′ · {θq · δq,q′ · (gr · δr,r′ − dr · δr−1,r′)} · δx · δy (E.19)

pourσ = x puis :

(b)y, σ′

pqr, p′q′r′ = δx,σ′ · δq,q′ · {θp · δp,p′ (gr · δr,r′ − dr · δr−1,r′)} · δy · δx−

δz,σ′ · δq,q′ · {θr · δr,r′ · (gp · δp,p′ − dp · δp−1,p′)} · δy · δz (E.20)

pourσ = y et enfin :

(b)z, σ′

pqr, p′q′r′ = δy,σ′ · δr,r′ · {θq · δq,q′ · (gp · δ,p,p′ − dp · δp−1,p′)} · δz · δy−

δx,σ′ · δr,r′ · {θp · δp,p′ · (gq · δq,q′ − dq · δq−1,q′)} · δz · δx (E.21)

pourσ = z.

E.7 Calcul des composantes detb

Cette fois il faut calculer les éléments de matrice(tb)β,β′. Rappelons que d’après notre conven-
tion d’écriture, les indicesβ sont fixés et les indicesβ ′ sont variables. Par définition de l’opéra-
tion de transposition, on peut dire que(tb)β,β′ = bβ′,β ainsi nous devons calculer les compo-
santesbσ′, σ

p′q′r′, pqr, les indices(σ, p, q, r) étant fixés. Comme dans le paragraphe précédent nous
travaillons pourσ = x. Il faut alors déterminer les valeurs deσ′ qui donnent des composantes
b

σ′, x
p′q′r′, pqr non nulles. D’après E.15 ces composantes sont non nulles lorsqueσ′ = y ouz et on a1 :

b
y, x
p′q′r′, pqr = −Ap′,p · Bq′,q · D

z
r′,r

b
z, x
p′q′r′, pqr = Ap′,p · D

y
q′,q · Br′,r

Maintenant il faut déterminer les « coefficients transposés» Al′,l, Bl′,l et Ds
l′,l, l’indice l étant

bien sûr fixé. PourBl′,l c’est très simple puisque ce coefficient est proportionnel au symbole de
Kronekerδl′,l. Dans ce cas on peut directement écrire la relationBl′,l = Bl,l′. PourAl′,l c’est
également assez simple. Nous partons de son expression :

Al′,l = θl′ · δl′,l · δs

Il suffit de remarquer queAl,l est la seule valeur non nulle deA et que de ce fait, la discussion
sur l’indice l′, valeur deθl′ , se ramène à une discussion sur l’indicel. En d’autres termesθl′ = θl

si bien que :
Al′,l = θl · δl′,l

Or δl′,l = δl,l′ si bien queAl′,l = Al,l′. Pour le coefficientDs
l′,l le résultat ne s’obtient pas si faci-

lement. Il faut reprendre point par point la méthode de calcul que nous avons exposé dans l’annexe
H, en tenant compte du fait que c’est l’indice de droite qui est fixé. Nous donnons directement le
résultat :

Ds
l′,l = δl+1,l′ − δl,l′

1A une permutation d’indices près.
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Compte tenu de ce qui précède, on peut écrire :

(tb)x, σ′

pqr, p′q′r′ = b
σ′, x
p′q′r′, pqr =

δz,σ′ · Ap′,p · D
y
q′,q · Br′,r − δy,σ′ · Ap′,p · Bq′,q · D

z
r′,r =

δz,σ′ · Ap,p′ · D
y
q′,q · Br,r′ − δy,σ′ · Ap,p′ · Bq,q′ · D

z
r′,r

soit :

(tb)x, σ′

pqr, p′q′r′ = δz,σ′ · θp · δp,p′ · δr,r′ · (δq+1,q′ − δq,q′) · δx · δz−

δy,σ′ · θp · δp,p′ · δq,q′ · (δr+1,r′ − δr,r′) · δx · δy (E.22)

Pourσ = y et z on a des résultats similaires que l’on peut obtenir en faisant des permutations
circulaires sur les indices.

E.8 Calcul des composantes deB

Pour cette partie nous nous basons sur les calculs du paragraphe E.6. Nous avions obtenu :

(b)x, y
pqr, p′q′r′ =

∫

D

∂z {bp(x) · aq(y) · ar(z)} · {bp′(x) · aq′(y) · br′(z)} · dVM

Nous pouvons écrire l’équivalent de cette relation dans le grand maillage, pour cela il suffit
simplement de changer les notations. On obtient :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ =

∫

Dext

∂z {Bi(x) · Aj(y) · Ak(z)} · {Bi′(x) · Aj′(y) · Bk′(z)} · dVM

Par contre, on ne peut pas cette fois-ci écrire l’intégrale sur le domaineDext comme un pro-
duit de trois intégrales simples. Ceci est du au fait que l’intégrant lui-même n’est pas un produit
de fonctions d’une seule variable, contrairement aux apparences. Pour bien comprendre ceci, rep-
portons nous aux figures qui suivent et prenons l’exemple de la fonctionAj(y).
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FIG. E.2 – FonctionsAj(y) lorsquej ∈] −∞, j0 − 1] ∪ [jm + 2, +∞[.

FIG. E.3 – FonctionsAj(y) lorsquej ∈ [j0 + 1, jm].

210



FIG. E.4 – FonctionsAj(y) lorsquej = j0.

FIG. E.5 – fonctionsAj(y) lorsquej = jm + 1.

Si j ∈]−∞, j0−1]∪[jm+2, +∞[ (voir E.2) les variations par rapport ày de la fonctionAj(y)
sont toujours les mêmes quelles que soit les valeurs des indicesi et k. Si j ∈ [j0 + 1, jm] (voir
E.3) la fonctionAj(y) est nulle lorsque les indicesi etk désignent une cellule∈ D et cette même
fonction est non nulle lorsque les indicesi et k désignent une cellule∈ Dext. Enfin, sij = j0 ou
jm + 1 (voir E.4 et E.5) la fonctionAj(y) n’est jamais nulle mais elle n’est pas la même selon
que les indicesi et k désignent une cellule∈ D ou une cellule∈ Dext. En fin de compte il existe
des valeurs dej pour lesquelles la fonctionAj(y) dépend implicitement des variablesx et z. De
la même façon il existe des valeurs de l’ indicek pour lesquelles la fonction∂Ak

∂z
(z) dépendent

implicitement des variablesx et y. On peut faire la même analyse pour les fonctionsAj′, Bi et
Bi′ . Finalement les fonctions qui interviennent dans l’intégrant ne dépendent pas réellement d’une
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seule variable, c’est pour cette raison que nous ne pouvons pas appliquer le théorème de Fubini.

Pour ce sortir de cette impasse, on écrit :
∫

Dext

f(M) · dVM =

∫

R×R×R

f(M) · dVM −

∫

D

f(M) · dVM

L’avantage d’une telle décomposition est que dans chacune des deux intégrales du membre de
droite le problème précédent ne se présente plus. En effet pour une fonction quelconque du type
QL(s), il n’existe aucune valeur deL pour laquelle les variations deQL seraient dépendantes de
variables autres ques. Ainsi nous pouvons appliquer le théorème de Fubini.

Compte tenu de ce que nous venons de dire(B)x, y
ijk, i′j′k′ s’écrit sous la forme :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ =

∫

R×R×R

∂z {Bi(x) · Aj(y) · Ak(z)} · {Bi′(x) · Aj′(y) · Bk′(z)} · dVM−

∫

D

∂z {Bi(x) · Aj(y) · Ak(z)} · {Bi′(x) · Aj′(y) · Bk′(z)} · dVM

c’est à dire en appliquant le théorème de Fubini :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ =

∫

R×R×R

Bi · Bi′ · dx ·

∫

R×R×R

Aj · Aj′ · dy ·

∫

R×R×R

∂Ak

∂z
· Bk′ · dz−

∫

D

Bi · Bi′ · dx ·

∫

D

Aj · Aj′ · dy ·

∫

D

∂Ak

∂z
· Bk′ · dz

Maintenant on pose :










































































{AL,L′}
R×R×R

=
∫

s∈R×R×R
AL(s) · AL′(s) · ds

{BL,L′}
R×R×R

=
∫

s∈R×R×R
BL(s) · BL′(s) · ds

{

Ds
L,L′

}

R×R×R
=
∫

s∈R×R×R

∂AL

∂s
(s) · BL′(s) · ds

{AL,L′}D =
∫

s∈D
AL(s) · AL′(s) · ds · ds

{BL,L′}D =
∫

s∈D
BL(s) · BL′(s) · ds · ds

{

Ds
L,L′

}

D
=
∫

s∈D
∂AL

∂s
(s) · BL′(s) · ds · ds

Alors l’équation précédente s’écrit :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ = {Bi,i′}R×R×R

· {Aj,j′}R×R×R
·
{

Dz
k,k′

}

R×R×R
−

{Bi,i′}D · {Aj,j′}D ·
{

Dz
k,k′

}

D

En se repportant à l’annexe F, il est facile de constater que{Bi,i′}R×R×R
= {Bi,i′}D = Bi,i′ =

δi,i′ · ∆x.
Les calculs de{Aj,j′}R×R×R

et de
{

Dz
k,k′

}

R×R×R
se font comme dans la partie 3 des annexes

G et H. On trouve :
{Aj,j′}R×R×R

= δj,j′ · ∆y
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et :

{

Dz
k,k′

}

R×R×R
= − (δk,k′ − δk−1,k′)

Pour les quantités{Aj,j′}D et
{

Dz
k,k′

}

D
, il suffit de reprendre les résultats finaux obtenus dans

les annexes G et H2 en adoptant toutefois les notations du grand maillage. Il y atout de même
une petite nuance à apporter, à savoir que par définition, lesquantités précédentes sont nulles si le
point M (i, j, k) ∈ Dext \ {Σ}. Cette petite nuance nous oblige à modifier la discussion surles
valeurs prises par la grandeurθL (voir annexe G). Compte tenu de ces remarques on a :

{Aj,j′}D = θj · δj,j′ · ∆y

avec :
– θj = 1

2
si la cellule(i, j, k) est accollée à la faceY − du côté intérieur ou à la faceY + du

côté extérieur.
– θj = 1 si la cellule(i, j, k) ∈ D \ {cellules accollées àY −}.
– θj = 0 dans tous les autres cas.

FIG. E.6 – Valeurs prises parθj .

et :
{

Dz
k,k′

}

D
= − (gk · δk,k′ − dk · δk−1,k′)

avec :






















(gk, dk) = (1, 0) si : k = k0

(gk, dk) = (0, 1) si : k = km + 1

(gk, dk) = (1, 1) sinon

Maintenant nous pouvons regrouper tout ceci dans l’expression de(B)x, y
ijk, i′j′k′. On obtient :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ = −δi,i′ · ∆x · δj,j′ · ∆y · (δk,k′ − δk−1,k′)+

δi,i′ · ∆x · θj · δj,j′ · ∆y · (gk · δk,k′ − dk · δk−1,k′)

2En effet dans ces deux annexes les calculs ont été effectués dans le domaineD.
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Soit en factorisant :

(B)x, y
ijk, i′j′k′ = −δi,i′ · δj,j′ {(1 − θj · gk) · δk,k′ − (1 − θj · dk) · δk−1,k′} · ∆x · ∆y

Par analogie avec la relation précédente on a pour(B)x, z
ijk, i′j′k′ :

(B)x, z
ijk, i′j′k′ = δi,i′ · δk,k′ {(1 − θk · gj) · δj,j′ − (1 − θk · dj) · δj−1,j′} · ∆x · ∆z

En compactant ces deux dernières relations on obtient le terme général(B)x, σ′

ijk, i′j′k′ :

(B)x, σ′

ijk, i′j′k′ = δz,σ′ · δi,i′ · δk,k′ {(1 − θk · gj) · δj,j′ − (1 − θk · dj) · δj−1,j′} · ∆x · ∆z−

δy,σ′ · δi,i′ · δj,j′ {(1 − θj · gk) · δk,k′ − (1 − θj · dk) · δk−1,k′} · ∆x · ∆y (E.23)

Lorsqueσ = y et z on obtient des relations du même type. Pour les obtenir, on fait des
permutations circulaires sur les indices et les variables.

E.9 Résultats pour les composantes detB

Dans cette partie nous devons déterminer les éléments de matrice (tB)α,α′. Rappelons que
d’après notre convention d’écriture les indicesα sont fixés et les indicesα′ sont variables. Par dé-
finition de l’opération de transposition, on peut dire que(tB)α,α′ = Bα′,α. Ainsi nous devons cal-
culer les composantesBσ′, σ

i′j′k′, ijk, les indices(σ, i, j, k) étant fixés. Comme dans les paragraphes
précédents nous travaillons pourσ = x. Il faut alors déterminer les valeurs deσ′ qui donnent
des composantesBσ′, x

i′j′k′, ijk non nulles. En permutant les indices « prime » et non « prime » on
peut dire que cela revient à chercher les valeurs deσ pour lesquelles les quantitésBσ, x

ijk, i′,j′,k′ sont
non nulles. Nous pouvons nous inspirer des relations E.10, E.11 et E.12 du paragraphe E.6, en
adoptant toutefois les notations du grand maillage. On trouve alors que les composantes sont non
nulles lorsqueσ′ = y ou z et on a :

(B)y, x
i′,j′,k′, ijk = −

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM

(B)z, x
i′,j′,k′, ijk =

∫

Dext

∂yΓ
z
i′,j′,k′ · ∆x

ijk · dVM

Finalement(tB)x, σ′

ijk, i′,j′,k′ peut s’écrire sous la forme :

(tB)x, σ′

ijk, i′,j′,k′ = δz,σ′ ·

∫

Dext

∂yΓ
z
i′,j′,k′ · ∆x

ijk · dVM−

δy,σ′ ·

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM
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Nous allons maintenant nous occuper de la quantité−
∫

Dext
∂zΓ

y
i′,j′,k′ ·∆x

ijk · dVM . En utilisant
les relations de définition 8.64 et 8.68 des éléments finisΓσ

i,j,k et∆σ
ijk, on peut écrire que :

−

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM =

−

∫

Dext

∂z {Ai′(x) · Bj′(y) · Ak′(z)} · {Ai(x) · Bj(y) · Bk(z)} · dVM

Comme dans le paragraphe précédent, il n’est pas possible d’écrire l’intégrale sur le domaine
Dext comme le produit de trois intégrales simples. Ceci tient au fait que l’intégrant ne s’écrit pas
comme le produit de fonctions d’une seule variable. On utilise alors la même astuce que dans le
paragraphe précédent, c’est à dire que l’on écrit :

∫

Dext

f(M) · dVM =

∫

R×R×R

f(M) · dVM −

∫

D

f(M) · dVM

Dans ce cas on obtient :

−

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM =

−{Ai,i′}R×R×R
· {Bj,j′}R×R×R

·
{

Dz
k′,k

}

R×R×R
+

{Ai,i′}D · {Bj,j′}D ·
{

Dz
k′,k

}

D

Ces quantités ont déjà été calculées dans le paragraphe précédent, mis à part
{

Dz
k′,k

}

R×R×R
et

{

Dz
k′,k

}

D
. On a donc :

{Bj,j′}R×R×R
= {Bj,j′}D = Bj,j′ = δj,j′ · ∆y

puis :

{Ai,i′}R×R×R
= δi,i′ · ∆x

et :
{Ai,i′}D = θi · δi,i′ · ∆x

avec :
– θi = 1

2
si la cellule(i, j, k) est accollée à la faceX− du côté intérieur ou à la faceX+ du

côté extérieur.
– θi = 1 si la cellule(i, j, k) ∈ D \ {cellules accollées àX−}.
– θi = 0 dans tous les autres cas.

Pour
{

Dz
k′,k

}

R×R×R
on reprend la même technique de calcul que dans la partie 3 de l’annexe H,

sauf que l’indice fixé se situe à droite et non à gauche. On trouve :

{

Dz
k′,k

}

R×R×R
= (δk+1,k′ − δk,k′)

Pour
{

Dz
k′,k

}

D
on trouve le même résultat :

{

Dz
k′,k

}

D
= (δk+1,k′ − δk,k′)
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Maintenant nous pouvons regrouper nos résultats. On obtient :

−

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM =

−δi,i′ · ∆x · δj,j′ · ∆y · (δk+1,k′ − δk,k′) +

θi · δi,i′ · ∆x · δj,j′ · ∆y · (δk+1,k′ − δk,k′)

C’est à dire en factorisant :

−

∫

Dext

∂zΓ
y
i′,j′,k′ · ∆

x
ijk · dVM =

− (1 − θi) δi,i′ · δj,j′ · (δk+1,k′ − δk,k′) · ∆x · ∆y

Pour
∫

Dext
∂yΓ

z
i′,j′,k′ · ∆x

ijk · dVM on trouve par analogie :

∫

Dext

∂yΓ
z
i′,j′,k′ · ∆x

ijk · dVM =

(1 − θi) · δi,i′ · δk,k′ · (δj+1,j′ − δj,j′) · ∆x · ∆z

Finalement la quantité(tB)x, σ′

ijk, i′,j′,k′ est donnée par :

(tB)x, σ′

ijk, i′,j′,k′ = δz,σ′ · (1 − θi) · δi,i′ · δk,k′ · (δj+1,j′ − δj,j′) · ∆x · ∆z−

δy,σ′ · (1 − θi) δi,i′ · δj,j′ · (δk+1,k′ − δk,k′) · ∆x · ∆y (E.24)

Lorsqueσ = y et z on obtient des relations du même type. Pour les obtenir, on fait des
permutations circulaires sur les indices et les variables.

E.10 Calcul des composantes detC

E.10.1 Calculs généraux

D’après la relation de définition C.2, on a :

(tC)α,ǫ = Cǫ,α = C
[−→
Π ǫ(M),

−→
Γ α(M)

]

=

∮

Σ

−→
Π ǫ(M) •

{

−→n int ∧
(−→

Γ α(M) ∧−→n int

)}

· dΣ

Or −→n int ∧
(−→

Γ α(M) ∧−→n int

)

=
−→
Γ α|Σ,t(M) où la quantité

−→
Γ α|Σ,t(M) désigne la partie tan-

gentielle de la restriction de
−→
Γ α surΣ. Dans ce cas on a :

(tC)α,ǫ =

∮

Σ

−→
Π ǫ(M) •

−→
Γ α|Σ,t(M) · dΣ
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La surfaceΣ est constituée par la réunion de six faces, ce que l’on peut écrire sous la forme
Σ =

⋃6
n=1 Σn. Ainsi on peut écrire :

(tC)α,ǫ =
6
∑

n=1

(tC)n
α,ǫ (E.25)

avec :

(tC)n
α,ǫ =

∮

Σn

−→
Π ǫ(M) •

−→
Γ α|Σn,t(M) · dΣn (E.26)

Notre objectif est donc de déterminer les(tC)n
α,ǫ pourn ∈ [1, 6]. Nous allons juste faire le

calcul de(tC)1
α,ǫ

3, sachant que pour les autres composantes(tC)n
α,ǫ les résultats s’obtiennent par

permutation circulaire des indices.

E.10.2 Calcul de(tC)1
α,ǫ

–
−→
Γ α est de la formeΓσ

i,j,k ·
−→
i σ avecσ = x, y ou z. Dans ce cas la restriction de

−→
Γ α sur la

faceX− s’écrit simplement :

−→
Γ α|X− = Γσ

i,j,k|X− ·
−→
i σ

avecσ = x, y ouz et la partie tangentielle de cette restriction s’écrit :

−→
Γ α|X−,t = Γσ

i,j,k|X− ·
−→
i σ

avecσ = y ou z seulement.
– Sur la faceX− l’élément fini

−→
Π ǫ s’écrit sous la forme :

−→
Π ǫ = Πσ′

j′,k′ ·
−→
i σ′

avecσ′ = y ouz seulement.
Ainsi :

(tC)1
α,ǫ =

∮

X−

Πσ′

j′,k′ ·
−→
i σ′ • Γσ

i,j,k|X− ·
−→
i σ · dy · dz

c’est à dire que :

(tC)1
α,ǫ = (tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′ = δσ,σ′ ·

∮

X−

Πσ′

j′,k′ · Γσ
i,j,k|X− · dy · dz

Cette dernière relation nous montre que les composantes(tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′ sont nulles lorsqueσ′ 6=

σ. Ainsi les seuls termes que nous avons à déterminer sont de laforme(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′. Dans ce cas il

est possible d’écrire une version simplifiée de la relation précédente, c’est à dire :

(tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′ = (tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ · δσ,σ′ (E.27)

avec :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ =

∮

X−

Πσ
j′,k′ · Γσ

i,j,k|X− · dy · dz (E.28)

3La correspondance entre l’indicen et les différentes faces est la suivante :n = (1, 2) correspond aux facesX−

etX+, n = (3, 4) correspond aux facesY − etY + et enfinn = (5, 6) correspond aux facesZ− etZ+.
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Maintenant il faut expliciter la quantitéΓσ
i,j,k|X− :

SurX− on aσ = y ouσ = z si bien queΓσ
i,j,k|X− = Γy

i,j,k|X− ouΓz
i,j,k|X−. Ainsi :

Γσ
i,j,k|X− =







Ai(x)|X− · Bj(y) · Ak(z) si : σ = y

Ai(x)|X− · Aj(y) · Bk(z) si : σ = z

Dans les deux cas il faut déterminer la restriction de la fonction Ai(x) surX−. Nous avons
représenté sur le même graphique les variations des fonctionsAi lorsquei = i0 − 1, i0 et i0 + 1 :

FIG. E.7 – Représentation graphique des fonctionsAi0−1, Ai0 etAi0+1.

Le seul cas où la restriction deAi surX− est non nulle, est le cas oùi = i0 et cette restriction
vaut1. Ainsi :

Ai(x)|X− = δi0,i

Dans ce cas :

Γσ
i,j,k|X− =







Bj(y) · Ak(z) · δi0,i si : σ = y

Aj(y) · Bk(z) · δi0,i si : σ = z

En reportant ce dernier résultat dans E.28 on obtient :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ =







δi,i0 ·
∫

X−
Πy

j′k′ · Bj(y) · Ak(z) · dy · dz si : σ = y

δi,i0 ·
∫

X−
Πz

j′k′ · Aj(y) · Bk(z) · dy · dz si : σ = z

ce que l’on peut compacter en écrivant :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ = δi,i0 ·

{

δy,σ ·

∫

X−

Πy
j′k′ · Bj(y) · Ak(z) · dy · dz+

δz,σ ·

∫

X−

Πz
j′k′ · Aj(y) · Bk(z) · dy · dz

}

soit compte tenu des relations de définition 8.70 des éléments finisΠσ
l,m :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ = δi,i0 ·

{

δy,σ ·

∫

X−

Aj′(y) · Bk′(z) · Bj(y) · Ak(z) · dy · dz+
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δz,σ ·

∫

X−

Bj′(y) · Ak′(z) · Aj(y) · Bk(z) · dy · dz

}

c’est à dire après réorganisation des termes :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ = δi,i0 ·

{

δy,σ ·

∫

y

Bj · Aj′ · dy ·

∫

z

Ak · Bk′ · dz+

δz,σ ·

∫

y

Aj · Bj′ · dy ·

∫

z

Bk · Ak′ · dz

}

Maintenant on pose :






FL,L′ =
∫

s
AL(s) · BL′(s) · ds

GL,L′ =
∫

s
BL(s) · AL′(s) · ds

(E.29)

Il vient alors :

(tC)1, σ, σ
ijk, j′k′ = δi,i0 · {δy,σ · Gj,j′ · Fk,k′ + δz,σ · Fj,j′ · Gk,k′}

Enfin en tenant compte de E.27, on obtient le résultat final suivant :

(tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′ = δσ,σ′ · δi,i0 · {δy,σ · Gj,j′ · Fk,k′ + δz,σ · Fj,j′ · Gk,k′} (E.30)

Les calculs des coefficientsFL,L′ et GL,L′ sont dans les annexes I et J. Les résultats sont les
suivants :

FL,L′ =
1

2
· (gL · δL,L′ + dL · δL−1,L′) · ∆s

avec :

(gL, dL) =























(1, 0) si : L = L0

(0, 1) si : L = Lm + 1

(1, 1) sinon

puis :

GL,L′ =
1

2
· (δL,L′ + δL+1,L′) · ∆s

Maintenant il ne reste plus qu’à remplacer les expressions des coefficientsFL,L′ etGL,L′ dans
E.30. Cela donne :

(tC)1, σ, σ′

ijk, j′k′ =
1

4
· δσ,σ′ · δi,i0 · {δy,σ · (δj,j′ + δj+1,j′) · (gk · δk,k′ + dk · δk−1,k′)+

δz,σ · (gj · δj,j′ + dj · δj−1,j′) · (δk,k′ + δk+1,k′)} · ∆y · ∆z (E.31)
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E.11 Calcul des composantes deC

Cette fois-ci on doit calculer les éléments de matriceCε,α sachant que les indicesǫ sont fixés et
que les indicesα sont variables. Nous pouvons reprendre les résultats obtenus dans le paragraphe
précédent en permutant les indices. Cela donne :

Cǫ,α =

6
∑

n=1

C
n
ǫ,α

avec :

C
n
ǫ,α =

∮

Σn

−→
Π ǫ(M) •

−→
Γ α|Σn,t(M) · dΣn

Une fois de plus on se concentre uniquement sur le calcul de lacomposanteC1
ǫ,α. On trouve :

C
1, σ, σ′

jk, i′j′k′ = C
1, σ, σ
jk, i′j′k′ · δσ,σ′

avec :

C
1, σ, σ
jk, i′j′k′ =

∮

X−

Πσ
j,k · Γ

σ
i′,j′,k′|X− · dy · dz

Le calcul de l’intégrale se fait comme dans le paragraphe précédent, il y a juste les indices
« prime » et non « prime » à permuter. Ainsi :

C
1, σ, σ′

jk, i′j′k′ = δσ,σ′ · δi′,i0 ·

{

δy,σ ·

∫

y

Bj′ · Aj · dy ·

∫

z

Ak′ · Bk · dz+

δz,σ ·

∫

y

Aj′ · Bj · dy ·

∫

z

Bk′ · Ak · dz

}

Compte tenu de E.29 cela donne :

C
1, σ, σ′

jk, i′j′k′ = δσ,σ′ · δi′,i0 · {δy,σ · Fj,j′ · Gk,k′+

δz,σ · Gj,j′ · Fk,k′}

Pour terminer, les expressions des coefficientsFL,L′ et GL,L′ sont remplacées dans la relation
précédente. Il vient alors :

C
1, σ, σ′

jk, i′j′k′ =
1

4
· δσ,σ′ · δi′,i0 · {δy,σ · (gj · δj,j′ + dj · δj−1,j′) · (δk,k′ + δk+1,k′) +

δz,σ · (δj,j′ + δj+1,j′) · (gk · δk,k′ + dk · δk−1,k′)} · ∆y · ∆z (E.32)

E.12 Calcul des composantes detc

La technique de calcul des(tc)β,ǫ est la même que celle des(tC)α,ǫ , il faut simplement tenir
compte du fait que les deux maillages sont traités en même temps. Dans ce cas, les résultats du
paragraphe E.10 sont transposés en remplacant les indicesα par les indicesβ. On a ainsi :

(tc)β,ǫ =

6
∑

n=1

(tc)n
β,ǫ
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avec :

(tc)n
β,ǫ =

∮

Σn

−→
Π ǫ(M) • −→γ β|Σn,t(M) · dΣn

Et pourn = 1, on trouve :

(tc)1, σ, σ′

pqr j′k′ = δσ,σ′ · δp,p0
·

{

δy,σ ·

∫

y

bq · Aj′ · dy ·

∫

z

ar · Bk′ · dz+

δz,σ ·

∫

y

aq · Bj′ · dy ·

∫

z

br · Ak′ · dz

}

On pose :






Fl,L′ =
∫

s
al(s) · BL′(s) · ds

Gl,L′ =
∫

s
bl(s) · AL′(s) · ds

(E.33)

si bien que :

(tc)1, σ, σ′

pqr j′k′ = δσ,σ′ · δp,p0
· {δy,σ · Gq,j′ · Fr,k′ + δz,σ · Fq,j′ · Gr,k′} (E.34)

Les calculs détaillés des coefficientsFl,L′ etGl,L′ sont dans les annexes K et L. Les résultats sont
les suivants :

– pourl = 2L :

F2L,L′ =
1

2
· (g2L · δL,L′ + d2L · δL−1,L′) · δs

avec :

(g2L, d2L) =























(1 , 0) si : l = 2L = 2L0

(0, 1) si : l = 2L = 2Lm + 2

(1, 1) sinon

et :

G2L,L′ =
1

4
· (3 · δL,L′ + δL+1,L′) · δs

– pourl = 2L + 1 :
F2L+1,L′ = δL,L′ · δs

et :

G2L+1,L′ =
1

4
· (δL,L′ + 3 · δL+1,L′) · δs

Maintenant il ne reste plus qu’à remplacer ces expressions dans E.34. Le résultat obtenu ne
va pas être le même selon que les indicesq et r sont pairs ou impairs. Il y a donc quatre cas à
envisager :

1) q = 2j et r = 2k :

(tc)1, σ, σ′

p,2j,2k j′k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δp,p0

· {δy,σ · (3 · δj,j′ + δj+1,j′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′) +

δz,σ · (3 · δk,k′ + δk+1,k′) · (g2j · δj,j′ + d2j · δj−1,j′)} · δy · δz (E.35)
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2) q = 2j + 1 et r = 2k + 1 :

(tc)1, σ, σ′

pqr j′k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δp,p0

· {δy,σ · (δj,j′ + 3 · δj+1,j′) · 2 · δk,k′+

δz,σ · (δk,k′ + 3 · δk+1,k′) · 2 · δj,j′} · δy · δz (E.36)

3) q = 2j + 1 et r = 2k :

(tc)1, σ, σ′

pqr j′k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δp,p0

· {δy,σ · (δj,j′ + 3 · δj+1,j′) · (g2k · δk,k′ + d2k · δk−1,k′)+

δz,σ · 2 · δj,j′ · (3 · δk,k′ + δk+1,k′)} · δy · δz (E.37)

4) q = 2j et r = 2k + 1 :

(tc)1, σ, σ′

pqr j′k′ =
1

8
· δσ,σ′ · δp,p0

· {δy,σ · (3 · δj,j′ + δj+1,j′) · 2 · δk,k′+

δz,σ · (g2j · δj,j′ + d2j · δj−1,j′) · (δk,k′ + 3 · δk+1,k′)} · δy · δz (E.38)

E.13 Calcul des composantes dec

Nous devons déterminer les éléments de matricecǫ,β. La technique de calcul est la même
que pour les éléments de matricescǫ,α, il suffit simplement de remplacer les indicesα par les
indicesβ. Comme dans le paragraphe précédent, cela revient à tenir compte des deux maillages
simultanément. Ainsi en s’inspirant des résultats du paragraphe E.11 on peut écrire :

cǫ,β =

6
∑

n=1

c
n
ǫ,β

avec :

c
n
ǫ,β =

∮

Σn

−→
Π ǫ(M) •

−→
Γ β|Σn,t(M) · dΣn

Et pourn = 1, on trouve :

c
1, σ, σ′

jk, p′q′r′ = δσ,σ′ · δp′,p0
·

{

δy,σ ·

∫

y

bq′ · Aj · dy ·

∫

z

ar′ · Bk · dz+

δz,σ ·

∫

y

aq′ · Bj · dy ·

∫

z

br′ · Ak · dz

}

On pose :






FL,l′ =
∫

s
AL(s) · bl′(s) · ds

GL,l′ =
∫

s
BL(s) · al′(s) · ds

(E.39)

si bien que :

c
1, σ, σ′

jk, p′q′r′ = δσ,σ′ · δp′,p0
· {δy,σ · Fj,q′ · Gk,r′ + δz,σ · Gj,q′ · Fk,r′} (E.40)
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Les calculs détaillés des coefficientsFL,l′ et GL,l′ sont dans les annexes K et L. Les résultats
sont les suivants :

FL,l′ =
1

2
· (δ2L,l′ + 2 · δ2L+1,l′ + δ2L+2,l′) · δs

et :

GL,l′ =
1

4
· (dL · δ2L−2,l′ + 3 · dL · δ2L−1,l′ + 3 · gL · δ2L,l′ + gL · δ2L+1,l′) · δs

avec :

(gL, dL) =























(1, 0) si : L = L0

(0, 1) si : L = Lm + 1

(1, 1) sinon

En remplacant ces dernières expressions dans E.40 on trouvefinalement :

c
1, σ, σ′

jk, p′q′r′ =
1

8
· δσ,σ′ · δp′,p0

· {δy,σ · (δ2j,q′ + 2 · δ2j+1,q′ + δ2j+2,q′) ·

(dk · δ2k−2,r′ + 3 · dk · δ2k−1,r′ + 3 · gk · δ2k,r′ + gk · δ2k+1,r′)+

δz,σ · (δ2k,r′ + 2 · δ2k+1,r′ + δ2k+2,r′) ·

(dj · δ2j−2,q′ + 3 · dj · δ2j−1,q′ + 3 · gj · δ2j,q′ + gj · δ2j+1,q′)} · δy · δz (E.41)
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Annexe F

Calcul desBl,l′

Rappelons que :

Bl,l′ =

∫

s

bl(s) · bl′(s) · ds

Nous avons représenté sur la même figure les variations de la fonctionbl ainsi que les variations
des fonctionsbl′ lorsquel′ = l − 1, l et l + 1. Nous avons fait ces représentations dans les trois
situations géométriques suivantes :

– Près de la surfaceS− d’équations = l0 · δs (l = l0) voir figure F.1.
– Près de la surfaceS+ d’équations = (lm + 1) · δs (l = lm) voir figure F.2.
– Entre les surfacesS− etS+ (l0 < l < lm) voir figureF.3.

FIG. F.1 – Représentations graphiques des fonctionsbl0 et bl′ .

FIG. F.2 – Représentations graphiques des fonctionsblm et bl′ .
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FIG. F.3 – Représentations graphiques des fonctionsbl et bl′ .

Rappelons que les éléments finisγσ
p,q,r sont nuls à l’extérieur du petit maillage. Ainsi les fonc-

tions bl0 et blm+1 qui ont leur support dans le grand maillage, peuvent être considérées comme
nulles. C’est pour cette raison que nous les avons représenté en pointillé. A l’aide des trois figures
précédentes on constate aisément que les fonctionbl etbl′ ont des supports disjoints lorsquel′ 6= l.
Ainsi bl · bl′ ≡ 0 si l 6= l′ et :

b2
l (x) =







1 si :s ∈ [lδs, (l + 1)δs]

0 si :s /∈ [lδs, (l + 1)δs]

Dans ce cas :

Bl,l′ =

∫

s

bl(s) · bl′(s) · ds = δl,l′ ·

∫

s

b2
l (s) · ds

= δl,l′ ·

∫ (l+1)·δs

l·δs

1 · ds = δl,l′ · δs

Nous pouvons conclure que :

Bl,l′ = δl,l′ · δs (F.1)
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Annexe G

Calcul desAl,l′

Rappelons que :

Al,l′ =

∫

s

al(s) · al′(s) · ds

Comme dans l’annexe précédent nous avons représenté sur la même figure les variations de la
fonctional ainsi que les variations des fonctionsal′ lorsquel′ = l − 1, l et l + 1. Encore une fois
nous avons fait ces représentations dans les trois situations géométriques suivantes :

– Près de la surfaceS− d’équations = l0 · δs (l = l0) voir figure G.1.
– Près de la surfaceS+ d’équations = (lm + 1) · δs (l = lm + 1) voir figure G.2.
– Entre les surfacesS− etS+ (l0 < l < lm + 1) voir figureG.3.

FIG. G.1 – Représentations graphiques des fonctionsal0 etal′ .
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FIG. G.2 – Représentations graphiques des fonctionsalm+1 etal′ .

FIG. G.3 – Représentations graphiques des fonctionsal etal′ .

Comme dans l’annexe précédent nous avons représenté en pointillé les fonctionsal qui ont
leur support, ou une partie de leur support, dans le grand maillage.

1) Regardons ce qui se passe près deS− :
Les fonctionsal0 et al′ ont des supports disjoints sil′ ≤ l0 − 2 et si l′ ≥ l0 + 2, on en déduit

queAl0,l′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc à examiner les cas oùl′ = l0 − 1, l0 et l0 + 1.
– Pourl′ = l0−1, on aal0 ·al0−1 = 0. En effet le support de la fonctional0−1 étant entièrement

inclu dans le grand maillage, on peut considérer que cette dernière est nulle. AinsiAl0,l0−1 =
0.

– Pourl′ = l0, on aal0 ·al0 6= 0 mais dans le calcul deAl0,l0 on ne doit prendre en compte que
« la partie de la fonction »al0 qui a son support dans le petit maillage. En d’autre terme on
considère la restriction de la fonctional0 sur l’intervalle[l0δs, (l0 + 1)δs]. Ainsi :

Al0,l0 =

∫ (l0+1)·δs

l0·δs

a2
l0
(s) · ds =

∫ (l0+1)·δs

l0·δs

1

δs2
· (−s + (l0 + 1) · δs) ds =

1

3
· δs

– Pourl′ = l0 + 1, on aal0 · al0+1 6= 0 et pour le calcul deAl0,l0+1 on prend en compte
l’intersection des supports deal0 et deal0+1, c’est à dire l’intervalle[l0δs, (l0+1)δs]. Ainsi :

Al0,l0+1 =

∫ (l0+1)·δs

l0·δs

1

δs
· (−s + (l0 + 1) · δs) ·

1

δs
· (s − l0δs) ds =

1

6
· δs
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On peut regrouper ces trois résultats dans le tableau suivant :

l′ l0 − 1 l0 l0 + 1

Al0,l′ 0 1
3
· δs 1

6
· δs

TAB. G.1 – Valeurs deAl0,l′ près deS−.

2) Près deS+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve le résultat suivant :

l′ lm lm + 1 lm + 2

Alm+1,l′
1
6
· δs 1

3
· δs 0

TAB. G.2 – Valeurs deAlm+1,l′ près deS+.

3) EntreS− etS+ :
Les fonctionsal etal′ ont des supports disjoints sil′ ≤ l − 2 et sil′ ≥ l + 2, on en déduit que

Al,l′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste maintenant à examiner les casoù l′ = l − 1, l et l + 1.
– Pour l′ = l − 1, on aal · al−1 6= 0 et le calcul deAl,l−1 se fait sur{support deal} ∩
{support deal−1} = [(l − 1)δs, lδs]. Ainsi :

Al,l−1 =

∫ l·δs

(l−1)·δs

1

δs
· (s − (l − 1) · δs) ·

1

δs
· (−s + l · δs) ds =

1

6
· δs

– Pourl′ = l, on a bien sûral · al 6= 0 et le calcul deAl,l se fait sur le support deal, c’est à
dire l’intervalle [(l − 1)δs, (l + 1)δs]. Ainsi :

Al,l =

∫ l·δs

(l−1)·δs

1

δs
· (s − (l − 1) · δs)2 · ds+

∫ (l+1)·δs

l·δs

1

δs
· (−s + (l + 1) · δs)2 · ds =

2

3
· δs

– Pour l′ = l + 1, on aal · al+1 6= 0 et le calcul deAl,l+1 se fait sur{support deal} ∩
{support deal+1} = [lδs, (l + 1)δs]. Ainsi :

Al,l+1 =

∫ (l+1)·δs

l·δs

1

δs
· (s − l · δs) ·

1

δs
· (−s + (l + 1) · δs) ds =

1

6
· δs

Nous avons regroupé les résultats dans le tableau suivant :

l′ l − 1 l l + 1

Al,l′
1
6
· δs 2

3
· δs 1

6
· δs

TAB. G.3 – Valeurs deAl,l′ entreS− etS+.

Les résultats précédents montrent que les quantitésAl,l′ sont non diagonales. Pour remédier à
ce problème on utilise une approximation nommée «condensation de masse». Cette approxima-
tion consiste à annuler les valeurs deAl,l′ pour lesquellesl′ 6= l et à ajouter à la quantitéAl,l les
valeurs que nous avons supprimées. Il a été montré que cette façon de faire ne change pas l’ordre
d’approximation du modèle, c’est à dire ici l’ordre deux. L’application de cette approximation aux
quantitésAl,l′ donne les résultats suivants :
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l′ l0 − 1 l0 l0 + 1

Al0,l′ 0 1
3
· δs + 1

6
· δs = 1

2
· δs 0

TAB. G.4 – Valeurs deAl0,l′ près deS− après « condensation de masse ».

soit :

Al0,l′ =
1

2
· δl0,l′ · δs

l′ lm lm + 1 lm + 2

Alm+1,l′ 0 1
6
· δs + 1

3
· δs = 1

2
· δs 0

TAB. G.5 – Valeurs deAlm+1,l′ près deS+ après « condensation de masse ».

soit :

Alm+1,l′ =
1

2
· δlm+1,l′ · δs

l′ l − 1 l l + 1

Al,l′ 0 1
6
· δs + 2

3
· δs + 1

6
· δs = δs 0

TAB. G.6 – Valeurs deAl,l′ entreS− etS+ après « condensation de masse ».

soit :
Al,l′ = δl,l′ · δs

Ces trois dernières relations peuvent être compactées en écrivant :

Al,l′ = θl · δl,l′ · δs (G.1)

avec :
– θl = 1

2
si M(p, q, r) appartient au plan d’équations = l0 · δs ou bien au plan d’équation

s = (lm + 1) · δs.
– θl = 1 dans les autres cas.

FIG. G.4 – Valeurs prises parθl.
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Annexe H

Calcul desDs
l,l′

Nous avons représenté sur la même figure les variations de la fonction ∂al

∂s
ainsi que les varia-

tions des fonctionsbl′ lorsquel′ = l − 1 et l. Nous avons fait ces représentations dans les trois
situations géométriques suivantes :

– Près de la surfaceS− d’équations = l0 · δs (l = l0) voir figure H.1.
– Près de la surfaceS+ d’équations = (lm + 1) · δs (l = lm + 1) voir figure H.2.
– Entre les surfacesS− etS+ (l0 < l < lm + 1) voir figureH.3.

FIG. H.1 – Représentations graphiques des fonctions
∂al0

∂s
et bl′ .

Nous avons représenté en pointillé les fonctions qui ont leur support, ou une partie de leur
support, dans le grand maillage.

1) Regardons ce qui se passe près deS− :
Les fonctions

∂al0

∂s
et bl′ ont des supports disjoints sil′ ≥ l0 + 1 et sil′ ≤ l0 − 2, on en déduit

queDs
l0,l′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste à examiner les cas oùl′ = l0 − 1 et l0.

– Pourl′ = l0−1, on a
∂al0

∂s
·bl0−1 = 0. En effet le support de la fonctionbl0−1 étant entièrement
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FIG. H.2 – Représentations graphiques des fonctions∂alm+1

∂s
et bl′ .

FIG. H.3 – Représentations graphiques des fonctions∂al

∂s
et bl′ .

inclu dans le grand maillage, on peut considérer que cette dernière est nulle. AinsiDs
l0,l0−1 =

0.
– Pourl′ = l0, on a

∂al0

∂s
· bl0 6= 0 mais dans le calcul deDs

l0,l0
on ne doit prendre en compte
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que « la partie de la fonction »
∂al0

∂s
qui a son support dans le petit maillage. En d’autre terme

on considère la restriction de la fonction
∂al0

∂s
sur l’intervalle[l0δs, (l0 + 1)δs]. Ainsi :

Ds
l0,l0 =

∫ (l0+1)·δs

l0·δs

∂al0

∂s
· bl0 · ds =

1

δs
·

∫ (l0+1)·δs

l0·δs

−1 · 1 · ds = −1

Finalement :
Ds

l0,l′ = −δl0,l′ sur :S−

2) Près deS+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve :

Ds
lm+1,l′ = δlm,l′ sur :S+

3) EntreS− etS+ :
Les fonctions∂al

∂s
et bl′ ont des supports disjoints sil′ ≤ l − 2 et sil′ ≥ l + 1, on en déduit que

Ds
l,l′ = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les cas oùl′ = l − 1 et l.

– Pourl′ = l − 1, on a ∂al

∂s
· bl−1 6= 0 et le calcul deDs

l,l−1 se fait sur
{

support de∂al

∂s

}

∩
{support debl−1} = [(l − 1)δs, lδs]. Ainsi :

Ds
l,l−1 =

∫ l·δs

(l−1)·δs

1

δs
· ds = 1

– Pourl′ = l, on a bien sûr∂al

∂s
· bl 6= 0 et le calcul deDs

l,l se fait sur
{

support de∂al

∂s

}

∩
{support debl} = [lδ, (l + 1)δs]. Ainsi :

Ds
l,l =

∫ (l+1)·δs

l·δs

−
1

δs

· ds = −1

Finalement on a entreS− etS+ :

Ds
l,l′ = (δl−1,l′ − δl,l′)

Les trois résultats que nous venons d’obtenir peuvent s’écrire sous la forme générale suivante :

Ds
l,l′ = − (gl · δl,l′ − dl · δl−1,l′) (H.1)

avec :






















(gl, dl) = (1, 0) si : l = l0

(gl, dl) = (0, 1) si : l = lm + 1

(gl, dl) = (1, 1) sinon

(H.2)
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Annexe I

Calcul desFL,L′

Rappelons que :

FL,L′ =

∫

s

AL(s) · BL′(s) · ds

Nous avons représenté sur le même graphique les variations de la fonctionAL ainsi que les
variations des fonctionsBL′ lorsqueL′ = L etL− 1. Nous avons fait ces représentations dans les
trois situations géométriques suivantes :

– Près de l’arêteA− d’équations = L0∆s (L = L0) voir figure I.1.
– Près de l’arêteA+ d’équations = (Lm + 1)∆s (L = Lm + 1) voir figure I.2.
– Entre les arêtesA− etA+ (L0 < L < Lm + 1) voir figure I.3.

FIG. I.1 – Représentations graphiques des fonctionsAL0
etBL′ .

FIG. I.2 – Représentations graphiques des fonctionsALm+1 etBL′ .
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FIG. I.3 – Représentations graphiques des fonctionsAL etBL′ .

1) Regardons ce qui se passe près de l’arêteA− :
Les fonctionsAL0

et BL′ ont des supports disjoints siL′ ≤ L0 − 2 et siL′ ≥ L0 + 1 . Ainsi
FL0,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste à examiner les cas oùL′ = L0 − 1 etL0.

– PourL′ = L0 − 1, on aAL0
· BL0−1 = 0 car la fonctionBL0−1 à son support en dehors de

la surfaceΣ. Donc :FL0,L0−1 = 0.
– PourL′ = L0 :

FL0,L0
=

∫ (L0+1)∆s

L0∆s

1

∆s
· (−s + (L0 + 1)∆s) · ds =

1

2
· ∆s

Ainsi :

FL0,L′ =
1

2
· δL0,L′ · ∆s

2) Près de l’arêteA+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve :

FLm+1,L′ =
1

2
· δLm,L′ · ∆s

3) Entre les arêtesA− et A+ :
Les fonctionsAL et BL′ ont des supports disjoints siL′ ≤ L − 2 et si L′ ≥ L + 1. Ainsi

FL,L′ = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les cas oùL′ = L − 1 etL.
– PourL′ = L − 1 :

FL,L−1 =

∫ L∆s

(L−1)∆s

1

∆s
· (s − (L − 1)∆s) · ds =

1

2
· ∆s

– PourL′ = L :

FL,L =

∫ (L+1)∆s

L∆s

1

∆s
· (−s + (L + 1)∆s) · ds =

1

2
· ∆s

Ainsi :

FL,L′ =
1

2
· (δL−1,L′ + δL,L′) · ∆s

On peut regrouper ces trois résultats en écrivant :

FL,L′ =
1

2
· (gL · δL,L′ + dL · δL−1,L′) · ∆s (I.1)
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avec :

(gL, dL) =























(1, 0) si : L = L0

(0, 1) si : L = Lm + 1

(1, 1) sinon

(I.2)
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Annexe J

Calcul desGL,L′

Rappelons que :

GL,L′ =

∫

s

BL(s) · AL′(s) · ds

Nous avons représenté sur le même graphique les variations de la fonctionBL ainsi que les
variations des fonctionsAL′ lorsqueL′ = L etL + 1. Nous avons fait ces représentations dans les
trois situations géométriques suivantes :

– Près de l’arêteA− d’équations = L0∆s (L = L0) voir figure J.1.
– Près de l’arêteA+ d’équations = (Lm + 1)∆s (L = Lm) voir figure J.2.
– Entre les arêtesA− etA+ (L0 < L < Lm) voir figure J.3.

FIG. J.1 – Représentations graphiques des fonctionsBL0
etAL′ .

1) Regardons ce qui se passe près de l’arêteA− :
Les fonctionsBL0

et AL′ ont des supports disjoints siL′ ≤ L0 − 1 et siL′ ≥ L0 + 2. Ainsi
GL0,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste à examiner les cas oùL′ = L0 etL0 + 1.

– PourL′ = L0 :

GL0,L0
=

∫ (L0+1)∆s

L0∆s

1

∆s
· (−s + (L0 + 1)∆s) · ds =

1

2
· ∆s

– PourL′ = L0 + 1 :

GL0,L0+1 =

∫ (L0+1)∆s

L0∆s

1

∆s
· (s − L0∆s) · ds =

1

2
· ∆s
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FIG. J.2 – Représentations graphiques des fonctionsBLm etAL′ .

FIG. J.3 – Représentations graphiques des fonctionsBL etAL′ .

Ainsi :

GL0,L′ =
1

2
· (δL0,L′ + δL0+1,L′) · ∆s

2) Près de l’arêteA+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve :

GLm,L′ =
1

2
· (δLm,L′ + δLm+1,L′) · ∆s

3) Entre les arêtesA− et A+ :
Les fonctionsBL et AL′ ont des supports disjoints siL′ ≤ L − 1 et si L′ ≥ L + 2. Ainsi

GL,L′ = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les cas oùL′ = L etL + 1.
– PourL′ = L :

GL,L =

∫ (L+1)∆s

L∆s

1

∆s
· (−s + (L + 1)∆s) · ds =

1

2
· ∆s

– PourL′ = L + 1 :

GL,L+1 =

∫ (L+1)∆s

L∆s

1

∆s
· (s − L∆s) · ds =

1

2
· ∆s
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Ainsi :

GL,L′ =
1

2
· (δL,L′ + δL+1,L′) · ∆s

On peut regrouper ces trois résultats en écrivant :

GL,L′ =
1

2
· (δL,L′ + δL+1,L′) · ∆s (J.1)
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Annexe K

Calcul desFl,L′ et desFL,l′

K.1 Calcul desFl,L′

Rappelons que :

Fl,L′ =

∫

s

al(s) · BL′(s) · ds

Nous avons représenté sur le même graphique les variations des fonctionsal lorsquel = 2L
et lorsquel = 2L + 1, ainsi que les variations des fonctionsBL′ lorsqueL′ = L et L − 1. Nous
avons fait ces représentations dans les trois situations géométriques suivantes :

– Près de l’arêteA− d’équations = 2L0δs (l = 2L0et2L0 + 1) voir figure K.1.
– Près de l’arêteA+ d’équations = (2Lm + 2)δs (l = 2Lm + 1 et2Lm + 2) voir figure K.2.
– Entre les arêtesA− etA+ (l = 2L et2L + 1) voir figure K.3.

FIG. K.1 – Représentations graphiques des fonctionsa2L0
, a2L0+1 etBL′ .

1) Regardons ce qui se passe près de l’arêteA− :
LorsqueL′ ≤ L0 − 2 et lorsqueL′ ≥ L0 + 1, le support de la fonctionBL′n’a aucune partie

commune avec le support de la fonctiona2L0
, ni avec celui de la fonctiona2L0+1. On en déduit

queF2LO ,L′ = 0 et queF2LO+1,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc à examiner les cas où
L′ = L0 − 1 etL0.

– PourL′ = L0 − 1 la fonctionBL0−1 est nulle, car son support est en dehors de la surface
Σ. Ainsi a2L0

· BL0−1 = 0 et a2L0+1 · BL0−1 = 0. On en déduit queF2L0,L0−1 = 0 et que
F2L0+1,L0−1 = 0.
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FIG. K.2 – Représentations graphiques des fonctionsa2Lm+1, a2Lm+2 etBL′ .

FIG. K.3 – Représentations graphiques des fonctionsa2L, a2L+1 etBL′ .

– PourL′ = L0, on aa2L0
· BL0

6= 0 eta2L0+1 · BL0
6= 0 et :

F2L0,L0
=

∫

s

a2L0
(s) · BL0

(s) · ds =

∫ (2L0+1)δs

2L0δs

1

δs
· (−s + (2L0 + 1)δs) · ds =

1

2
· δs

Puis :

F2L0+1,L0
=

∫

s

a2L0+1(s) · BL0
(s) · ds =

∫ (2L0+1)δs

2L0δs

1

δs
· (s − 2L0δs) · ds +

∫ (2L0+2)δs

(2L0+1)δs

1

δs
· (−s + (2L0 + 2)δs) · ds = δs
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Ainsi :






F2L0,L′ = 1
2
· δL0,L′ · δs

F2L0+1,L′ = δL0,L′ · δs

2) Près de l’arêteA+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve :







F2Lm+1,L′ = δLm,L′ · δs

F2L0+2,L′ = 1
2
· δLm,L′ · δs

3) Entre les arêtesA− et A+ :
PourL′ ≤ L− 2 et pourL′ ≥ L + 1, le support de la fonctionBL′n’a aucune partie commune

avec le support de la fonctiona2L, ni avec celui de la fonctiona2L+1. On en déduit queF2L,L′ = 0
et queF2L+1,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc à examiner les cas oùL′ = L − 1 etL.

– PourL′ = L − 1, on aa2L · BL−1 6= 0 eta2L+1 · BL−1 = 0. Donc :

F2L,L−1 =

∫

s

a2L(s) · BL−1(s) · ds =

∫ 2Lδs

(2L−1)δs

1

δs
· (s − (2L − 1)δs) · ds =

1

2
· δs

et :

F2L+1,L−1 =

∫

s

a2L+1(s) · BL−1(s) · ds = 0

– PourL′ = L, on aa2L · BL 6= 0 eta2L+1 · BL 6= 0. Donc :

F2L,L =

∫

s

a2L(s) · BL(s) · ds =

∫ (2L+1)δs

2Lδs

1

δs
· (−s + (2L + 1)δs) · ds =

1

2
· δs

et :

F2L+1,L =

∫

s

a2L+1(s) · BL(s) · ds =

∫ (2L+1)δs

2Lδs

1

δs
· (s − 2Lδs) · ds +

∫ (2L+2)δs

(2L+1)δs

1

δs
· (−s − (2L + 2)δs) · ds = δs

Ainsi :






F2L,L′ = 1
2
· (δL−1,L′ + δL,L′) · δs

F2L+1,L′ = δL,L′ · δs

On peut regrouper tous ces résultats en écrivant :

F2L,L′ =
1

2
· (g2L · δL−1,L′ + d2L · δL,L′) · δs (K.1)

avec :
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(g2L, d2L) =























(1, 0) si : l = 2L = 2L0

(0, 1) si : l = 2L = 2Lm + 2

(1, 1) sinon

(K.2)

et :

F2L+1,L′ = δL,L′ · δs (K.3)

K.2 Calcul desFL,l′

Rappelons que :

FL,l′ =

∫

s

AL(s) · bl′(s) · ds

La technique de calcul est toujours un peu la même, c’est à dire que l’on se base sur les
représentations graphiques des fonctionsAL et bl′ afin de déterminer les intersections de leurs
supports. Après on intègre sur ces intersections les produitsAL · bl′ . Le résultat est le suivant :

FL,l′ =
1

2
· (δ2L,l′ + 2 · δ2L+1,l′ + δ2L+2,l′) · δs (K.4)
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Annexe L

Calcul desGl,L′ et desGL,l′

L.1 Calcul desGl,L′

Rappelons que :

Gl,L′ =

∫

s

bl(s) · AL′(s) · ds

Nous avons représenté sur le même graphique les variations des fonctionsbl lorsquel = 2L
et2L + 1, ainsi que les variations des fonctionsAL′ lorsqueL′ = L etL + 1. Nous avons fait ces
représentations dans les trois situations géométriques suivantes :

– Près de l’arêteA− d’équations = 2L0δs (l = 2L0et2L0 + 1) voir figure L.1.
– Près de l’arêteA+ d’équations = (2Lm + 2)δs (l = 2Lm et2Lm + 1) voir figure L.2.
– Entre les arêtesA− etA+ (l = 2L et2L + 1) voir figure L.3.

FIG. L.1 – Représentations graphiques des fonctionsb2L0
, b2L0+1 etAL′ .

1) Regardons ce qui se passe près de l’arêteA− :
LorsqueL′ ≤ L0 − 1 et lorsqueL′ ≥ L0 + 2, le support de la fonctionAL′n’a aucune partie

commune avec le support de la fonctionb2L0
, ni avec celui de la fonctionb2L0+1. On en déduit

queG2LO ,L′ = 0 et queF2LO+1,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc à examiner les cas où
L′ = L0 etL0 + 1.

– PourL′ = L0, on ab2L0
· AL0

6= 0 et b2L0+1 · AL0
6= 0 et :

G2L0,L0
=

∫

s

b2L0
(s) · AL0

(s) · ds =
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FIG. L.2 – Représentations graphiques des fonctionsb2Lm , b2Lm+1 etAL′ .

FIG. L.3 – Représentations graphiques des fonctionsb2L, b2L+1 etAL′ .

∫ (2L0+1)δs

2L0δs

1

∆s
· (−s + (L0 + 1)∆s) · ds =

3

4
· δs

Puis :

G2L0+1,L0
=

∫

s

b2L0+1(s) · AL0
(s) · ds =

∫ (2L0+2)δs

(2L0+1)δs

1

∆s
· (−s + (L0 + 1)∆s) · ds =

1

4
· δs

– PourL′ = L0 + 1, on ab2L0
· AL0+1 6= 0 et b2L0+1 · AL0+1 6= 0 et :

G2L0,L0+1 =

∫

s

b2L0
(s) · AL0+1(s) · ds =

∫ (2L0+1)δs

2L0δs

1

∆s
· (s − L0∆s) · ds =

1

4
· δs

puis :

G2L0+1,L0+1 =

∫

s

b2L0+1(s) · AL0+1(s) · ds =

∫ (2L0+2)δs

(2L0+1)δs

1

∆s
· (s − L0∆s) · ds =

3

4
· δs
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Ainsi :






G2L0,L′ = 1
4
· (3 · δL0,L′ + δL0+1,L′) · δs

G2L0+1,L′ = 1
4
· (δL0,L′ + 3 · δL0+1,L′) · δs

2) Près de l’arêteA+ :
La situation est la même que la précédente à une symétrie près. On trouve :







G2Lm,L′ = 1
4
· (3 · δLm,L′ + δLm+1,L′) · δs

G2Lm+1,L′ = 1
4
· (δLm,L′ + 3 · δLm+1,L′) · δs

3) Entre les arêtesA− et A+ :
PourL′ ≤ L− 1 et pourL′ ≥ L + 2, le support de la fonctionAL′n’a aucune partie commune

avec le support de la fonctionb2L, ni avec celui de la fonctionb2L+1. On en déduit queG2L,L′ = 0
et queG2L+1,L′ = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc à examiner les cas oùL′ = L etL + 1.

– PourL′ = L, on ab2L · AL 6= 0 et b2L+1 · AL 6= 0. Donc :

G2L,L =

∫

s

b2L(s) · AL(s) · ds =

∫ (2L+1)δs

2Lδs

1

∆s
· (−s + (L + 1)∆s) · ds =

3

4
· δs

et :

G2L+1,L =

∫

s

b2L+1(s) · AL(s) · ds =

∫ (2L+2)δs

(2L+1)δs

1

∆s
· (−s + (L + 1)∆s) · ds =

1

4
· δs

– PourL′ = L + 1, on ab2L · AL+1 6= 0 et b2L+1 · AL+1 6= 0. Donc :

G2L,L+1 =

∫

s

b2L(s) · AL+1(s) · ds =

∫ (2L+1)δs

2Lδs

1

∆s
· (s − L∆s) · ds =

1

4
· δs

et :

G2L+1,L+1 =

∫

s

b2L+1(s) · AL+1(s) · ds =

∫ (2L+2)δs

(2L+1)δs

1

∆s
· (s − L∆s) · ds =

3

4
· δs

Ainsi :






G2L,L′ = 1
4
· (3 · δL,L′ + δL+1,L′) · δs

G2L+1,L′ = 1
4
· (δL,L′ + 3 · δL+1,L′) · δs

On peut regrouper tous ces résultats en écrivant :






G2L,L′ = 1
4
· (3 · δL,L′ + δL+1,L′) · δs

G2L+1,L′ = 1
4
· (δL,L′ + 3 · δL+1,L′) · δs

(L.1)

quelque soitL ∈ [L0, Lm].
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L.2 Calcul desGL,l′

Rappelons que :

GL,l′ =

∫

s

BL(s) · al′(s) · ds

On se base sur les représentations graphiques des fonctionsBL et al′ afin de déterminer les
intersections de leurs supports. Après cela on intègre sur ces intersections les produitsBL · al′. On
trouve :

GL,l′ =
1

4
· (dL · δ2L−2,l′ + 3 · dL · δ2L−1,l′ + 3 · gL · δ2L,l′ + gL · δ2L+1,l′) · δs (L.2)

avec :

(gL, dL) =























(1, 0) si : L = L0

(0, 1) si : L = Lm + 1

(1, 1) sinon

(L.3)
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Résumé 
 
 
 

Dans ce rapport nous commençons par élaborer un schéma de sous-maillage 3D basé sur 

des relations d’interpolation. Le facteur de raffinement utilisé est égale à deux. La réflexion 

numérique et la stabilité que nous obtenons nous permettent alors de traiter des problèmes de 

diffraction. Nous étudions ensuite séparément les parties temporelle et spatiale de ce schéma puis 

nous montrons la stabilité numérique de l’algorithme temporel. Ainsi nous prouvons que les 

instabilités produite par le schéma sont dues à l’algorithme spatial seul, de plus nous mettons à 

jour une nouvelle façon de concevoir les schémas de sous-maillage, puisque dorénavant ces 

derniers sont conçus comme la succession d’un algorithme temporel stable et d’un certain schéma 

de raffinement spatial. 

 

Nous montrons finalement que cette nouvelle méthode de construction peut s’appliquer 

aussi à des schémas de sous-maillage possédant des facteurs de raffinement plus élevés (3, 4 et 

5), en particulier nous démontrons la stabilité numérique des schémas de raffinement temporels 

en 1/3, 1/4 et 1/5. 

 

Dans la seconde partie de ce rapport nous expliquons en détail la formulation 

variationnelle de la méthode des éléments finis présentée par T. Fouquet dans sa thèse. Par la 

suite nous proposons une version simplifiée de cette formulation basée sur le théorème de 

Poynting, puis nous l’appliquons avec succès à la stabilisation des schémas de sous-maillage 2D-

TE et 2D-TM. 
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