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Premiere partie

Introduction générale



Les simulations numériques sont apparues dans les annéraci) aux premiers dévelop-
pements de l'informatique. L'accroissement des puissadeecalcul des ordinateurs permet au-
jourd’hui d’étudier des problemes que I'on ne pouvait pagrder autrefois. Les capacités dont
nous disposons maintenant, nous permettent en effet deléosisdes situations de plus en plus
proches de la réalité. Les domaines d’'application des sitioumls numériques sont nombreuy, ils
concernent, pour n’en citer que quelques uns, la mécanigsidluides, la mécanique classique,
I'élasticité, la résistance des matériaux, I'électron@gme, la physique quantique etc.... Les im-
plications sont importantes aussi bien sur le plan théerigue dans la pratique. Les simulations
permettent par exemple de réduire les durées de conceptaonne les colt de fabrication d’'un
produit, ce qui est treés important pour la compétitivité de mdustries. Sur le plan théorique, ce
sont ces mémes simulations qui ont permis récement de proaxaines conjectures mathéma-
tiques.

Notre domaine d’application est I'électromagnétisme. pgacipales méthodes numériques
qui s’y rapportent sont la méthode des moments, les élénfiaigsla TLM (Transmission Line
Matrix) et la FDTD. Ces méthodes sont actuellement les seylie fonctionnent réellement en
3D, de plus elles sont utilisables aussi bien dans le domameorel que fréquentiel. L'équipe
de recherche dans lequel ces travaux ont été effectue€(ORM. de Limoges, équipe D.E.M.)
mene des recherches sur les méthodes numeériques tempdiida méthode FDTD. Cette der-
niere a fait I'objet de nombreux développements depuis tatjmm en 1966 de I'article de Yee,
article fondateur de la méthode. Aujourd’hui, nous dispssau sein de I'équipe de recherche
d’un logiciel trés complet basé sur la FDTD nommé « TRIDIMOtxjei permet d'intégrer des
environements trés variés dans les simulations.

Le sujet de ce mémoire concerne le probleme du sous-maitlage la méthode des diffé-
rences finies centrées utilisant des maillages orthogostauniformes. Ces travaux seront utilisés
pour élaborer un nouveau module qui sera intégré dans le«co&DIMO ».

La premiére partie de ce travail concerne un certain nomémgetéralités sur la méthode des
différences finies et le probleme du sous-maillage. Darte pairtie introductive nous présentons
le cadre dans lequel nous avons travaillé, ce qui nous permnselite de bien poser le sujet. Pour
commencer la méthode FDTD ainsi que les principaux outilsstyurattachent sont expliqués,
puis nous présentons en détail la fagcon dont les schémas)quogés et étudiés tout au long de ce
texte. Un travail bibliographique est également effectué.

La deuxiéme partie est consacrée aux techniques d’inegipol Nous commencons par pré-
senter un schéma de sous-maillage 3D possédant un facteaffidement égale a deux. Ensuite
nous étudions les instabilités de ce schéma et nous proundekes sont duent uniguement au
raffinement spatial. Cette étude nous a conduit a considéeenouvelle méthode de conception
des schémas de sous-maillage, conception que nous geogsapar la suite a des facteurs de
raffinement plus élevés.

Dans la troisieme partie nous abordons les méthodes densaillage qui sont basées sur la
conservation de I'énergie électromagnétique. Ces méthomleduisent a des schémas stables mais
elles sont développées dans des cadres mathématiquebghesta si bien qu’elles rebutent tres
souvent les physiciens, de plus elles donnent lieu & desgroges difficiles a mettre en oeuvre.
Nous commencons alors par un travail de « traduction » que affactuons sur la méthode va-
riationnelle. Cette derniere est ainsi exposée en détaibe$ nous attachons particulierement au
calcul des éléments de matrice. Pour finir nous montrong gstipossible d’appliquer simple-
ment cette méthode dans des cas concrets. C’est ainsi gaestaimilisons les modeles 2D-TE et
2D-TM.



Deuxieme partie

Geénéralités sur la méthode des différences
finies et le sous-maillage
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Nous présentons dans cette partie tous les €léments quétrenitiles a la compréhention de
ce texte. Elle est articulée autour de deux chapitres. Laijered’entre eux concerne la méthode
des différences finies centrées et le second aborde le preldla sous-maillage dans sa globalité.

Dans le premier chapitre, nous expliquons d’abord la tepde discrétisation des équations
de Maxwell élaborée par Yee. Ensuite nous mettons en lu@séngropriétés des algorithmes qui
utilisent les équations de Maxwell discrétes obtenuesstGimsi que nous parlons de la stabilité
de la méthode FDTD, du critére C.F.L, de la dispersion nugoéret de I'échantillonnage spatial.
La maniere de générer les ondes dans le volume de calculast&nt expliquée, nous présen-
tons ainsi le théoreme de Schelkunoff et les surfaces de é¢hsyd-es PML de Bérenger dont
I'importance n’est plus & démontrer sont également préssniNous abordons aussi les milieux
matériels (milieux diélectriques, milieux magnétiquesnducteurs parfaits, milieux dispersifs
etc..) en expliqguant brievement la facon dont ils sont pris@mpte numériquement. Pour termi-
ner nous parlons du programme « TRIDIMO » de I'l.R.C.0.M goasavons utilisé tout au long
de ces travaux.

Le deuxieme chapitre aborde le probléme du sous-maillage sia généralité. Nous présen-
tons d’abord I'utilité du raffinement spatiotemporel adlaid’'un exemple simple qui montre clai-
rement les économies en ressources informatiques quediatr@aliser. Ensuite nous présentons
les principaux travaux qui ont été faits sur ce sujet et pauda ces derniers nous nous fixons des
objectifs a atteindre. Pour finir nous précisons la facont teexmodeles de sous-maillage seront
présentés et étudiés.

11



Chapitre 1

La méthode des différences finies centrées

1.1 Préambule

De facon a ne pas allourdir la présentation de ce qui va snms considérons les équations
de Maxwell uniquement dans le vide et en I'absence de chatgscourants. Nous verrons plus
loin comment les milieux matériels sont pris en compte etro@mt les ondes électromagnétiques
sont générées dans le volume de calcul. Compte tenu de gettéhiese, le systeme de Maxwell
se réduit a :

(1.1)

div (ﬁ) =0
Nous allons voir maintenant que les deux derniéeres équatleri.1 n’ont pas besoin d'étre

prise en compte. Pour montrer ceci appliquons 'opérataugrgence aux deux équations en ro-
tationnel. On obtient alors :
& (aiv (E)) =0

2 (div (H)) =0
Ces deux relations prouvent qu& (E) etdiv (F[) sont des champs indépendants du temps.

Puisque ces deux champs sont nuls a l'instaat0!, on déduit de ce qui précéde qu'ils restent
nuls pour tout > 0. Dans ce cas les équations en rotationnel sont suffisantes.

Il est temps maintenant d’expliquer la méthode de dis@titis. Ceci fait I'objet des deux
paragraphes suivants.

(1.2)

1.2 Discretisation temporelle des eéquations de Maxwell

Les deux équations en rotationnel dont nous parlions pefnédt peuvent s’écrire sous la
forme générale suivante :

of

ot

L\Voir les deux derniéres équations de 1.1.

(7 t)y=X-g(r, t) (1.3)




Occupons nous d’abord de la discrétisation temporelle 8le 1.

1.2.1 Différences centrées temporelles

On discrétise le temps en remplacant la variable continp@ une suite de valeur, de la
formet, = nAt. At représente le pas temporel. Si on décide de discrétisemlgsteiniguement
pourt > 0 on aalors: € N.

Les variations dans le temps dé7, t) sont connues si on connait 'ensemble dds’, nAt}
pourn € N. L'idée est de construire un équivalent discret de I’om’uag permettant d’effectuer
un calcul itératif deg {7, nAt}.

Pour cela considérons les développements de Taylor adalelix def {7, nAt} etdef {7, (n + 1) At}
au voisinage de ladatg, 1 = (n + 3) At. Cela donne :

Fi7 nAt}:f{F, <n+%) At}—%~At~g—{{ﬁ <n+%) At}-i-

1 O*f (. 1
oA {r, (n+§) At} (1.4)
et:
{7, (n+1)At}2f{F, <n+%) At}+%-At-g—{{ﬁ (n+%) At}+
1 PF (. 1
g-Atz T {r, (n+§> At} (1.5)

Formons la différence 1.5-1.4. |l vient :

FAF, (n+1) At} — F{F, nAt}ﬁAt'%{{F’ <n+%) At}

Dans la suite, on adopte la notation suivanfe 7, nAt} = f* (). Dans ce casona:

FrH () - (7) = At (2—{) G

Finalement nous obtenons I'approximation suivante :

(8_f> o P70 ) w6

ot At

qui est valable jusqu’aux termes d’ordre deux.
Le taux de variation qui apparait dans le membre de droite.@ecbnstitue un équivalent

discret de I'opérateuf- au pointt,,, 1 = (n + 1) At et cet équivalent discret est valable a 'ordre
deux enAt.

L'équivalent discret de I’opératet& étant construit, il est maintenant facile de montrer que
I’équation 1.3 se résoud de facon itérative. Pour cela éos\.3 a la date‘w% = (n + %) At. |l

vient : X
— n+—
0 2 1
(—8{ ) (F)=\-g"*5 (7)
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A l'aide de 1.6 on obtient immédiatement :
P~ U (7) + AN g () (1.7)

A partir du moment ou la fonctiog (7, t) est connue, ce qui est obligatoire pour pouvoir
résoudre I'équation 1.3, lg&+2 () sont connus/n € N. Il est alors possible d’obtenjf** (7)
a partir def™ (7). Linitialisation du systémé permet finalement de calculer 1¢8 (7¥) Vn € N,

1.2.2 Application au systéme d’équations de Maxwell

La premiere équation du systeme 1.1 s’obtient en poﬁamtﬁ, A= é etg = rot <ﬁ> dans
I'équation 1.3. La relation de récurence 1.7 donne alors :

o o 1 o/ =\ "t
B (7) ~ B (7) + At — - {rot (H)} " (7) (1.8)
€0
Pour la deuxiéme équation du systeme 1.1 on [foseﬁ A= —i etj=rot (E) puis on
remplace l'indicen par lI'indicen — % dans la relation de récurence 1.7. On obtient ainsi :

- - 1 S /=\)"
™5 (7) ~ H™3 (7) — At~ — - {rot (E)} (7) (1.9)
Ho
Les relations 1.8 et 1.9 peuvent se résoudre par itératiacsessives et en alternance, pour
cela il suffit simplement d’initialiser le systéme d’équetti Montrons ceci brievement.
Posons :

—

75 (7) = i ()

E°(7) = &(f)
ﬁ(f‘) et ¢(r) étant des champs connus. Alors I'équation 1.9, appliquée av= 0, permet
de calculers (7). Ensuite, I'équation 1.8, appliquée elle aussi awee 0, permet de calculer
E' (7). Les champdi: (7) et E* () étant connus on peut appliquer de nouveau le processus pour
déterminerfl 2 (7) et £2 (7) et ainsi de suite.
Pour conclure nous pouvons dire que les valeur& d€) et deE () sont déterminées dans le

temps de fagon itératives et en alternance, on parle de med&dute-mouton ». Ceci est illustré
dans la figure 1.1.

jale ok jak E
| |
! \

FiG. 1.1 — Modeéle « saute-mouton ».

1.3 Discrétisation spatiale des équations de Maxwell : lekBéma
de Yee

On discrétise I'espace en remplacant les variables cogginuy et z par trois suites de va-
leursz;, y; etz de la former; = iAx, y; = jAy etz, = kAz. Az, Ay et Az représentent les

20n pose par exempl® (7) = k (7) ot/ () est un champ connu.
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pas spatiaux le long des ax@sx), (Oy) et(Oz). Ceci revient a remplacer I'espace affine Eucli-
dien continu par un réseau de points situés aux noeuds diilleetgdimentionnelle. Si les axes
(Ox), (Oy) et(Oz) sont orthogonaux, cas que nous considérons ici, la gritlerientionnelle est
constituée par la juxtaposition de parallélépipédes nges nommeés cellules. On parle alors de
maillage orthogonal. On dira qu’une cellule donnée porteuméro(:, j, k) si le point origine
de cette cellule correspond au noed, , de coordonnée§Az, jAy, kAz). Ce systéme de
numérotation est illustré dans la figure 1.2.

A<

Cellule (i, j,k)

vy “

ON. s iAxi+ jAyj+k-Azk

FIG. 1.2 — Numérotation des cellules.
Les indiceg, j etk sont bornés, c’est a dire que :

l S [me7 imar]
.j € [.]mma jma:v]

k S [kmzna kmax]

Ceci permet évidement de délimiter un volume de calcul fini.

Maintenant que le décors est mis en place, notre objectifeeslculer les équivalents discrets
des deux rotationnels qui apparaissent dans les équatidret 1.9. Bien entendu cela revient a
déterminer les équivalents discrets des opératdurs: et ;.

L'idée simple et géniale gqu’'a eu Yee en 1966 [1], consistes&ituer dans chaque cellule
les six composantes du champ électromagnétique de facom@eckes equivalents discrets des
opérateurs spatiaux soient eux aussi des taux de variamrés. On obtient ainsi un schéma qui
est a I'ordre deux a la fois en espace et en temps.

La répartition des composantes est illustrée sur la figuge: 1.

— Les composantes dé sont placées au milieu des arétes.

— Les composanes dé sont placées au milieu des faces.

Ainsi dans une celluléi, j, k) et a une datée quelconque on a:

H,(t)=H, {iAx, (j + %) Ay, (k: + %) Az, t}
H, (t) = H, {(i+ 3) Az, jAy, (k+3) Az, t} (1.10)
H.(t)=H.{(i+1) Az, (j+1) Ay, kAz, t}
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Cellule (i, ], k)

H A/

Fic. 1.3 — Cellule de Yee.

puis :
E,(t) = E, {(i+3) Az, jAy, kAz, t}

E,(t) = E, {iAz, (j +3) Ay, kAz, t} (1.11)

E.(t)=FE, {iAx, JAy, (k: + %) Az, t}

Dans la suite, on adopte la notation suivante(iAz, jAy, kAz, t) = A; ; x(t). Dans ce cas
les composantes précédentes s’écrivent :

( H, (t) = H:v,i,j—i—%,k—i—%(t)

Hy(t) = Hy ;1 5p12(1) (1.12)

L H, (t) = Hz,z'—i—%,j—l—%,k(t)
et:

/

E,(t) = E:(:J—l—%,j,k(t)

E,(t) = Ey,i,j—i—%,k(t) (1.13)

L E, (t) = Ezz] k—i—%(t)
Pour montrer que l'idée de Yee fonctionne bien, effectuardigcrétisation spatiale des équa-
tions 1.8 et 1.9 en projection sur 'ax®z). La projection sufOz) de I'équation 1.8 s’écrit :

EM () ~ B" (7) + At {(%) " (7) — (a;;r)nJr% (F)}

€o

Etant donné I'emplacement de la composaitelans la cellulé:, j, k), 7 désigne nécessai-
rement le triplet(iAz, jAy, (k + 1) Az) (voir 1.11). Il vient alors :

1 1
_— ) At OH,\""? OH,\""2
B e R A N
0 i\ kL Y /i e+l
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Or:

1 1
1 nty nt3
nts H =2 -H 2 .
(8Hy) 2 ~ y7l+%7.]7k+% y7l_%7.77k+%
Ox iy ke L Ax
et:

1 1
n+s n+s
n_;’_l H 2 _ H 2
<8HZB) 2 ~ "E77‘7.]+%7k+% "E7Z7.]_%7k+l
9y i\ k+d Ay

2
Ce qui donne finalement :

n+i n+3
1 1T Ty 1
n+1 ~ N + g . Y, i+5, 0, k+3 Y,i—35,J. k+3 .
T Ac
n+3 _ Hn—l—%
L1 1 -1 1
@4, j+5,k+5 2,4, =5, k+3
Ay
Ce calcul est illustré dans la figure 1.4
AV
n+1/2

gt X0, j+1U2,k+1/2 Cellule (i,j k)

i, k+1/2 /

n+1/2 n+1/2

y i—1/2,j,k+1/2 y,i+112,j, k+1/2

—
n+1/2
X0, j—12,k+1/2
> X
®

Z

FIG. 1.4 — Calcul de&™t*
Z,1 ,],k"rg
La projection sur 'axéOz) de I'équation 1.9 s’écrit

mt o=t o- () 0- (52) o)

dy
Etant donné 'emplacement de la composaﬁii;edans la cellulé:, j, k), 7 désigne nécessai-
rement le triplet((i + 3) Az, (j + 1) Ay, kAz) (voir 1.10). Dans ce cas on a

1
n+3

1

o At OE,\" OE,\"
zyiti g+t e T Tzt g+t e -
297 297 Fo O i+3,5+3.k Ay i+3,5+3.k

17

(1.14)



Or:

<0Ey>" virtirth " Pl
Ox i+, 43,k Az
et:
OE,\" E;L,H%,jﬂ,k - ;,i—k%,j,k’
( Oy ) - Ay

it+5.+5.k
Ce qui donne finalement :

nty ~ H" 2 _ A4t
Z7Z+%7]+%7k o Zvl"_%?]—"_%vk MO

n

_ n
Ex,i—i—%,j—i—l,k

;

Ex,z'+§,j7k

n

n p—
Y, i+l 5+5,k Y, i, j+3.k

Ay

Ce calcul estillustré dans la figure 1.5.

(1.15)

}

Cellule (i, ], k)

v, i+1,j+1/2,k

Ay
n
x, i+ 12,41,k
»
L4
A n+1/2 A
n 2 i+ 1/2,j+112.k n
v i j+112,k @
> >
Z @ n
x,i+1/2,5,k

Fic. 1.5 — Calcul de¥

z

La démarche est la méme pour les autres projections desi@umat8 et 1.9. Nous avons
consigné les six équations de Maxwell discrétisées en esgiaan temps dans la premiere partie

de 'annexe A.

n—l—%
Vit gtk

1.4 Stabilité de la méthode : le critere CFL

L'algorithme itératif temporel que nous avons

approche mathématique rigoureuse. Taflove [2] a

décrit demparagraphe 1.2 peut faire appa-
raitre des solutions numériques non physiques. Cellestoignt alors conduire a une divergence
du calcul et donc a des résultats faux. Les problemes ddisgiates algorithmes numériques
ont été étudiés par Courant, Friedrich et Levy (CFL), aing gar Von Neumann, a partir d’'une
par la appéqué une telle approche ala mé-
thode FDTD. Une généralisation du critére de stabilité aistésnes d’équations hyperboliques,

dont le systeme de Maxwell est un cas particulier, a été ggale proposé par Mrozowski [3].
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Nous avons choisi ici de présenter la méthode CFL car ells parait plus pédagogique que les
autres méthodes, de plus, elle nous oblige a considérerdtém de dispersion dont nous aurons
besoin dans le paragraphe suivant.

Notonse, I'espace vectoriel des solutions du systeme de Maxwellélise. Afin d’étudier la
stabilité de ces solutions nous devons d’abord exprimedegseres sous une forme qui est a la
fois simple et générale. L'idée est de construire une basg adeartir de I'ensemble des vecteurs
propres communs aux opérateurs de dérivation discretssémble des modes de Fourier discrets,
définis par :

fo g (DAt iAx, jAy, kAz) = exp{l- (W nAt — k; - iAz —ky - j- Ay — k, - kAz)}

constitue une telle baseCe dernier point est facile a montrer. Avant de commenagnagons
que la quantitef, : (nAt, iAz, jAy, kAz) sera dorénavant noteg’; (w k;) ceci va nous
permettre d’ alleger la présentation de ce qui va suivre.

Calculons 'action de 'opératew; i ore: sur fi'; x <w, E) . Celadonne:

_,>} N flnji (w, E) — ik (w k)

Ok discret {fz 3.k <W k At

exp{l-(w-(n+3)At—...)}—exp{l-(w-(n—3)At—....)}

At
exp {l~w . %} Sk <w, /Z) —exp{—l-w . %} Sk (w, E) B
At B
At
2 S“Ew i) "ok (w0, F) (1.16)

Cette derniere relation prouve bien age ;. (w, E) est vecteur propre de I'opératadiry; .. :

avec la valeur propreM Des calculs tout a fait similaires permettent de montrex qu
Iiik <w k;) est également vecteur propre des operatoutiS.cret, Oy discret €1 0 discrer AVEC lES

Au Az
valeurs propres respectlv {’“z },Nsm{;y } t2lsm{AkZZ }.

Maintenant que nous avons ‘une basecg;laous pouvons exprimer simplement les solutions :

Z J, / /
weR* JEkeR3

2J7

™y

" (u) k;) dw - di (1.17)

>

L'algorithme de calcul ne présentera pas de probleme degiinee s'il traite une solution
physique. Pour celales chamES] , tH}', , doivent étre initialisés conformément aux équations
de Maxwell. Mais cela ne suffit pas. Il faut en plus que les tsmhs physiques dont on parle
puissent étre traitées correctement par I'algorithmeaGappose que tous les modes de Fourier
qui interviennent dans 1.17 se propagent correctementldzmistle de calcul. En d’autres termes

il faut s’assurer que les quantités;’, , (w k;) eth- Sk (w k;) sont bien solution de I'équation
de propagation discrétey € R+ etVk € R3. Ces deux guantités seront notées respectivement
e“eth”.

3La quantitdl vérifie : 12 = —1.
40, aiseret €St la Notation que nous avons choisie pour désigner I'étpniv discret de I'opérateur de dérivation
temporel.
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Commencons par exprimer les opératedrg,...; et ﬁdimet. Pourd; gisere: ON A :

@ discret (6_*) = 5 8t discret {firfj,k (w’ E) } -

2-l-sin{w-%} -
At '

Ssoit :
9 _2~l-sin{w~%}
t discret — At

et pourV giseres ON A -

am discret

az discret
e, - f

Vdiscret (e_‘k) = ay discret  /\ €y * Z,Lj,k (w7 k) =

8y discret {ez : 2'771]'7]@ (w, k)} - 8y discret {ey . f;’sz W, k)}

2lsm{ky- > } n = 2lsm{kz 22} n
z Ay i, 4,k w7k: +6y. Az i, 5,k w’k
posons :
2lsin{kz %
Az
. A
0= 2lsm{ky-7y
Ay
ZIsin{kz Tz
Az

dans ce cas le résultat précédent s’écrit plus simplement :

ﬁdiscret (é*) =—I- fiy,Lj,k ((U, E) CUNE=

—L-uN(e)
finalement on obtient :
6discret = _l : ﬁ/\
Compte tenu de 1.18 et de 1.20 I'équation de Maxwell-Ampé&eis :

2-l~sin{w-%} .
At '

—l-uN <71*> =&q-
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(1.21)



et I'équation de Maxwell-Faraday devient :

] .q . At
—l~ﬁ/\<71*> _ g 2 Sm:;w ol (1.22)

Pour terminer on effectue le produit vectoriel a gauche éguation 1.21 par le vectetr puis
on remplace le membre de droite a I'aide de la relation 1.220kxient alors :

4 - sin? . At .

c? - At?

On pourrait établir une équation similaire patit Ainsi e¢* et h* sont solution de I'équation
de propagation discréte si :
B 4~sin2{w~%}

12
1.24
||| A (1.24)
c'estadiresi:
o (k- A) sl (k1) sn?{ho ¥}
Ax? Ay? Az?

in2 {o. At
sin® {w- 5'} (1.25)

c? - At?

Cette derniere relation est I'équivalent discret de I'égurade dispersion. Elle donne le lien
entre les valeurs dé et dew des modes de Fourier qui peuvent se propager. Or cette équati
de dispersion discréte n’est pas toujours vérifiee pouewlds valeurs dé et dew, sauf si une
certaine condition est satisfaite. C’est ce que nous aktlnsider maintenant.

D’aprés 1.24 nous avons :

2 2

12

c? - |||
or: A
t

sin® {w —} <1 VYweR"
si bien que :
4
At < ——s
¢ - [|al]

Pour que ceci soit vérifié on doit s’assurer que :

4
A < (—)
Nl ) i

).~ =T
CSRTrTP) = oz T
™ ins ¢ g

4

2. (_4_ _4_ _4_
¢ (A:c2 + Ay? + Az2>

or:

Il vient finalement : .
At < (1.26)

e (st amtas)
C’est cette condition, nommée condition CFL, qui nous assgue tous les modes de Fourier

peuvent se propager dans le maillage. Finalement une omeEtmment initialisée sera bien prise
en charge par I'algorithme sous cette condition.
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Les conditions CFL dans des espaces a deux dimensions et dimaasion se déduisent
immédiatement de 1.26.

Dans un espace 2D on a:
1

At < - (1.27)
1 1 )\?2
e (= +35)
et dans un espace 1D on a:
1 A
At < r=— (1.28)
c(z2)* °
Les inégalités 1.26, 1.27 et 1.28 peuvent s’écrire soustado
At < Atmas
en posant respectivement :
1
Atmax 1
¢ (s + abr + o)
1
Atmax 1
(e 5)
et A
Atmax =
C
Dans la plupart des simulations le pas temporel est fixé a 9¥2¢ ... :
At =0.97 - Atyas (1.29)

1.5 Ladispersion numerigue et I'échantillonnage spatial

1.5.1 Calcul de la vitesse de phase numérique

A partir de la relation de dispersion 1.25 nous pouvons mettréquation la vitesse de propa-
gation de chaque mode de Fourier. Cette vitesse est apptdésevde phase numérique et on la
notew,,. Par définition du vecteur d'onde on a :

Il faut maintenant exprimer. D’aprés 1.24v vérifie I'équation suivante :

4 - gin? {uw%}

2
||U|| - C2 Atz

c'estadire:
. 2-}sin{w-%}}
il = ——%
Pour que le maillage temporel puisse représenter correcteles variations dans le temps du
mode de Fourier, il faut que le pas de temjssoit bien inférieur a la périodé de ce mode :
2! < 1. Ainsi nous avons - 4! < m, si bien quelsin {w - 2! }| = sin {w - £L}. Il vient alors :

2~sin{w~%
c- At

lall =
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On peut extrairev de cette derniére équation. Cela donne :

c-At- ||1Z||}

w = arcsin
2

Or ||Z|| s’exprime en fonction des composantes du vecteur d’an@eir 1.19), il vient alors :

2 s si? (k- 3} sin? {82} sin® (k- 3\
w—Kt-arcsm c-At-( A + % + =

Soit finalement :

2
Upn = — 7511 X
-]
- R e S I U S (A S A
arcsin c-At-( AL + N + = (1.30)

Il ne faut pas oublier que les composantesfdmnt fonction dey,,, :

( — W,
e
— W
ky_vpn Cy
— W,
| k=6

Dans ces trois dernieres relations e, ete, représentent les coordonnées du vecteur unitaire
€ qui est colinéaire &s. Compte tenu de ce que nous venons de dire, la relation 1 3@sente
comme une équation en,,. Une telle équation peut étre résolue a l'aide du procédatité&le
Newton [4]. Un tel procédé ne sera pas nécessaire car narslatts ici des valeurs dg,, tres
proches de. Nous pouvons alors faire une approximation en remplagamwaleurs précédentes
dek,, k, etk, par:

_ w _ 27
kx—z‘ezv— B e
T w _ 27
ky =56 =5 ¢
L w _ 27
k.=%-e, =% e,

C
Nous obtenons ainsi une premiéere approximatiom,gejui est largement suffisante. Finale-
menton a:

2
Upn & ——— =7 X
At k]
1
wesin ) AL TR R T A (131

SAvec les angle$ ety des coordonnées sphériques, on a :

e; = sin (0) - cos ()
ey =sin (6) - sin ()

e, = cos (0)
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Cette relation montre que la vitesse de propagation d’'uneavde Fourier dépend des pas
spatio-temporels et surtout de la direction de propagation a donc un phénomeéne de dis-
persion. Ceci peut se comprendre facilement. La répantgjmatiale des composantes du champ
électromagnétique dans les cellules fait que I'onde ne kowphas exactement le méme milieu
selon toutes les directions. Il y a pour 'onde une |égers@nipie. Cette anisotropie est due a
la méthode de discrétisation spatiale des équations de Blexalest pour cette raison que I'on
qualifie la dispersion de numérique.

Nous avons étudié le comportement«qg dans un maillage cubiquedz = Ay = Az) et
dans un maillage non uniforme qui présente un pas spatialifférent des deux autres pas spa-
tiaux (Ax = Ay = A). Les résultats sont décrits dans les deux paragraphessuiva

1.5.2 Malillage cubique

Le réseau de courbes de la figure 1.6 représente les vagate#* en fonction deg ¢ pour
plusieurs directions.

1.002 T T T T T T T T T

0.998
0 =55°, p=45°

O 099% 0=70° ¢@=45° 8
~
8 8=90°, p= 45°
> 0994} @ .
0=90° @=30°
0.992 |- .
0 =90°, @=20°
0.99 0=90° @=0° b
0988 | | | | | | | | |
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
ANA

FIG. 1.6 — Variations dé2* en fonction deg pour plusieurs directions.

— Pour une direction donnée nous constatons que la disparsimérique diminue lorsque
I'échantillonnage spatial augmente. Ceci est tres logigule maillage est tres serré vis a
vis de la longueur de I'onde, cette derniere ne voit plus perttion des composantes dans
les cellules. Dans ce cas I'anisotropie disparait.

— Pour un échantillonnage spatial donné, la dispersion rigogest maximale si 'onde se
propage le long de I'un des axes du repére, par contre elfaiaghale si 'onde se propage
dans la directiorip = 45°, § = 55°) et ses semblables par symétrie.

La quantité% qui représente le nombre de cellules par longueur d’'ondeasmée échantillonnage spatial.
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1.5.3 Maillage non uniforme

Les réseaux de courbes des figures 1.7 et 1.8 représententiketions de™* en fonction de
2 pour plusieurs valeurs d& (dans la figure 1. Az < A tandis que dans la figure 1/8: > A).
Nous avons fait ces représentations lorsque I'onde se geoledong de I'axéOx).
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0.99| Ax=A 1

n
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FIG. 1.7 — Variations dé2* en fonction de% pourAx < A. L'onde se propage le long de I'axe
(Ox).
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FIG. 1.8 — Variations dez en fonction deg pourAx > A. L'onde se propage le long de I'axe
(Ox).

— La dispersion numérique diminue lorsque I'échantillaymapatial augmente, quer soit
plus petit ou plus grand qua.
— Pour un échantillonnage spatial fixé, la dispersion nwjpérdevient tres petite fix < A.
Pour finir on peut dire que la dispersion numérique augmensgjlie le pas temporel diminue. Ce
dernier point est illustré sur la figure 1.9.
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FIG. 1.9 — Variations de* en fonction de% pour différentes valeurs daAt (le maillage est
cubique et 'onde se propage le long de I'dxer))

1.5.4 Conclusion

Lors du traitement d'un signal quelconque, si on ne veut rasg&né par la dispersion numé-
rique, il faut prendre un échantillonnage spatial suffissauhs oublier que ce dernier doit étre basé
sur la plus petite longueur d’onde qui intervient dans lecteede Fourier du signal. Cependant
I’échantillonnage ne doit pas étre trop fort de facon a nespigrer la mémoire vive du calculateur
et de facon a ne pas trop allonger le temps de calcul. Danspeyldes simulationég—i” est fixé
a10 ou a20.

1.6 La génération des ondes et les surfaces de Huygens

Pour générer une excitation dans le maillage, on déternmakiquement le champ électro-
magneétique correspondant a cette excitation, puis ongafeeles valeurs de ce champ au niveau
des cellules qui sont supposées représenter les sourcés;drade répercuter les valeurs analy-
tigues du champ dans la grille de calcul, dépend de la naggsalurces que I'on veut modéliser.
Dans le cas des sources localisées telles que les sourcesrm@@toou les sources de tension, on
injecte directement les valeurs analytiques de certaioegposantes d&ou deh dans la cellule
concernée. Dans le cas des sources non localisées, sourcgngutilisées par exemple pour
générer une onde incidente, on utilise plutét le conceptsiefaces de Huygens [5]. C’est ce
concept que nous expliquons dans les paragraphes qui suiven

1.6.1 Le théoreme de Schelkunoff et les surfaces de Huygens

Considérons un objet quelconque illuminé par une onderélactgnétique incidente. Cet objet
va produire un champ diffracté qui va se superposer au chaaigent. Il regne alors autour de la
structure une zone de champ total qui occupe tout le volunoaldel.

Considérons maintenant une surface fermgentourant 'objet diffractant. Cette surface,
nommeée surface de Huygens, délimite deux zones qui seroé¢so;,; et D.,,. Le théoréme
de Schelkunoff [6] stipule qu’il est toujours possible deutver des courants surfaciques élec-
triques et magnétiqueg et 17, de sorte que le champ incident soit confiné dans. Ainsi le
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champ total n’apparait plus que dabs,; et le champ diffracté se trouve isolé dabs,; (voir
figure 1.10). En d’autres termes les couraft®t 177, sont capable de générer I'onde incidente
dansD;,; et de I'annuler dan®.,;. On peut également dire, et c’est une autre facon de voir les
choses, qug, etni, compensent la discontinuité du champ électromagnétiguepparait sur la
surfaceX. Un calcul effectué au sens des distributions [7] permetptiener j, ets7, en fonction
du champ incident :
jo =T A H;- 6 (M)
(1.32)
1y = —it A E; - 0 (M)

Dans cette derniére expressiBn(/) est la distribution de Dirac associée a la surface’est
adire que :
de(M)=0 siM¢¥x
52(M)—>—|—OO SiMeX

et désigne le vecteur unitaire normaktamais orienté vers l'intérieur dg.

o -
| } +]v
| n < n 4
\ ! .
*P®* @
\

- - | - -
> ‘ (EI’HI) | 2 (Et’Ht)
‘ '

(E A (E,.H,)

FiGc. 1.10 — lllustration du théoréme de Schelkunoff.

Le théoréme de Schelkunoff étant présenté il est maintdaaiie de comprendre comment
créer une excitation dans le maillage. On calcule analgtiggnt le champ incident que I'on veut
générer, puis on releve les valeurs de ce champ au niveawsdedae. ce qui permet d’obtenir
les valeurs dg,, et derZ,, enfin ces derniéres valeurs sont implantées dans I'algoetde calcul.

1.6.2 Intérét des surfaces de Huygens

Les surfaces de Huygens sont particulierement bien adaptéétude des problemes de dif-
fraction puisque le champ diffracté se retrouve seul dans, ce qui facilite beaucoup son ana-
lyse. D'autre part la méthode d'implantation numériquejgdet denz, dont nous avons parlé
précédement permet de générer n'importe quel type d’ondtarid que cette méthode d’'implan-
tation a été grandement améliorée par C. Guiffaut [8] lorsetetravaux de recherche, a tel point
que le champ diffracté résiduel (champ diffracté en I'alosette structure) est inférieur-a65d B
sur toute la bande de fréquence.

Pour finir signalons que les surfaces de Huygens sont avaugament utilisées dans les trans-
formations champ proche champ lointain, ainsi que danad@tdes antennes filaires. Pour les
transformations champ proche champ lointain, l'utilisatdes surfaces de Huygens permet en
effet de ne pas insérer dans la grille de calcul la zone sinée le champ proche et le champ
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lointain. Dans le méme ordre d’idée les antennes filairestrpas besoin d'étre explicitement
mises en place dans la grille de calcul.

1.7 Les conditions aux frontieres et les PML

Nous avons déja vu que le maillage est confiné dans un ceréuime de calcul. Ceci est
nécessaire afin de limiter 'espace mémoire utilisé ainsilgudurée d’exécution de I'algorithme
itératif.

Cela veut dire que les équations de Maxwell discrétiséasgedbétre tronquées au niveau des
frontiéres qui délimitent le volume de calcul. Cette tranica ne doit pas étre quelconque. Elle
doit permettre en effet de simuler la propagation de n’ingquelle onde sortante vers l'infini. Si
cette condition n’est pas vérifiee, de multiples réflexianpreduisent sur les frontiéres lors d’'une
simulation.

Une telle mise a jour des composantes sur les frontieres$ péssun probleme trivial. Nous
présentons ici I'évolution historique des travaux qui ot fits a ce sujet depuis plus de vingt
ans. Ensuite nous présenterons les PML de Bérenger (Peféatched Layers) qui supplantent
encore aujourd’hui toutes les méthodes qui ont été dévekxppar le passe.

Les recherches concernant les conditions absorbantes@ubiefes ont débutées en méme
temps que les premiers développement de la méthode FDTR,&cttire dans les années 70. Les
couches adaptées de Holland [9] furent les premieres atsusai intérét, malgre une efficacité
limitée aux seules ondes qui sortent orthogonalement aumtiéres. Ensuite, est apparue toute la
famille des opérateurs aux dérivées partielles en espame teimps. L'élaboration de ces opéra-
teurs senseés simuler I'absorbtion des ondes sortantdsasse sur I'équation de Helmoltz. C’est
Bayliss et Turkel [10] qui les premiers ont proposés une fdation en coordonnées sphériques
et cylindriques de ces opérateurs. Cependant leur traviaiené difficilement transposables en
coordonnées cartésiennes.

Enquist et Majda [11] ont proposés un opérateur adapté aasdononées cartésiennes, en
divisant suivant chaque axe, I'’équation de Helmoltz en dmérateurs correspondant aux deux
sens de propagation. Mur [12] a décrit un schéma aux dife&®finies centrées prenant en compte
'opérateur d’Enquist et Majda. Par la suite ce schéma a miaré par Joly et Mercier [13]
notamment pour le traitement des arétes et des coins en 3D.

Trefethen et Halpern [14] ont généralisé le schéma de Muréeeldppant I'opérateur d’En-
quist et Majda sous forme de fonctions rationnelles. C’dgtdbin [15] qui a parachevé la géné-
ralisation de I'opérateur d’Enquist et Majda en faisantapfire de maniére explicite les angles
d’absorption au sein d’'un nouvel opérateur. En dépit dedesiefforts, le taux de réflexion généré
par les opérateurs aux frontiéres ne descend pas en dessedsdB a —50d B en espace libre.
En outre, les frontieres doivent étre placées a une dizaneetlules de la structure traitée pour
éviter des perturbations trop importantes. On notera dagsechnique de « superabsorbtion » de
Mei-Fang [16], c’est une procédure de réduction d’erreumpgumet d’améliorer, principalement
en incidence normale, I'efficacité des opérateurs aux igogg. Une autre technique basée sur
I'extrapolation du champ sortant est proposée par Liao ¢1A]. Elle a I'avantage de ne pas étre
sensible a I'angle d’incidence ni aux variations de la \@éede phase. Néanmoins, elle poserait
des problemes de stabilité.

L'évolution lente des performances des couches absorbarsebi une forte accélération avec
'avénement des PML de Bérenger [18] en 1994. Les PML ont mésignent fin aux recherches
sur les précédents types de conditions aux frontiéres tew gbnt théoriquement parfaites dans
leur absorption des ondes sortantes. On peut les voir conmaeggénéralisation de la couche
adaptée de Holland, avec une impédance égale entre chasgheeaguels que soient I'angle d’in-
cidence, la fréquence et le type de polarisation. L'espaceattul est entouré de couches parfai-
tement adaptées qui vont atténuer les ondes qui les trangngee a des conductivités électriques
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et magnétiques. Leur efficacité et leur simplicité de miseanre se payent toutefois par un codt
mémoire et un temps de calcul qui peuvent doubler vu que ehagmposante de champ doit-étre
subdivisée en deux sous-composantes sur lesquelles disctivités spécifiques sont appliquées.
Par exemple pour la composarfieon a :

E.=FE.,+ Ezy

A E., est associée une conductivité, qui va permettre une absorption suivant I'axer).
A E,, est associee une conductivité, qui va permettre une absorption suivant I'axey). Par
permutation circulaire des indices, on déduit les mémescéasons pour les dix autres com-
posantes. En tout, on arrive a un systéme composé de douagodgu Les PML originales de
Bérenger [19], [20] doivent respecter les régles suivantes
— Adaptation d'impédance :
Oe,s Om, i .
— =—> 1=z, youz
€ Hi
— Adaptation transverse entre deux milieux diélectriquesein d’une couche PML :

Oe¢,i,1 o Oe¢,i,2 o O¢,0

)

€i,1 €i,2 €o

— Profil de conductivité croissant dans les couches PML aéwuit#r des réflexions parasites
liees a la différentiation en espace.
Le coefficient de réflexion théorique est donné par :

R (9) - R (O)COS(B)

R(0) :eXp{c_jO -/Oda(p)-dp}

d est I'épaisseur des couches PMLo€l) représente la conductivité longitudinale.
Les PML de Bérenger peuvent offrir un coefficient de réflexioférieur a —80dB. Elles
peuvent en outre étre placées tres pres (deux cellules)sdritaure traitée.

avec .

1.8 Prise en compte des milieux matériels

Les équations de Maxwell que nous avons considéré dans dgrpphe 1.1 étaient écrites
dans le vide et en I'absence de toutes sources. Il nous restganant a expliquer comment les
milieux matériels sont pris en compte dans I'algorithme alew.

Commencons par décrire le cas des milieux diélectriquesaghnitiques, homogenes, aniso-
tropes et pouvant faire I'objet de pertes électriques. Bleuels milieux les équations de Maxwell
s’écrivent sous la forme :

rot (E) =—- of
(1.33)
r5t<ﬁ> :5-E+§-%§
Ou i, o et £ sont des tenseurs diagonaux représentant respectivem@atrméabilité, la
conductivité et la permittivité :

jrs
Hy

=i
I

e
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La discrétisation du systéme 1.33 se fait exactement setomémes techniques de calcul que
celles que nous avons exposées dans le paragraphe 1.1 Uag®es discrétes obtenues différent
de celles que nous avons établies dans le paragraphe lglieoment par des coefficients multi-

plicatifs qui sont fonction deg;, o; ete;. Nous avons consigné ces équations discretes dans la
deuxieme partie de I'annexe A.

Pour traiter les milieux inhomogeénes il suffit de remplaesr ¢onstantes;, o; ete; par des
tablaux a trois dimensions, afin de prendre en compte leati@ms d’'une cellule a l'autre de la
perméabilité, de la conductivité et de la perméabilitétardarde ce principe les équations discréti-
sées dont nous avons parlé dans le paragraphe précédeuntiksables, il N’y a aucun probleme
de principe, il faut simplement étre conscient que la qoé@rte mémoire vive requise est plus
importante que lors du traitement d’un milieu homogeéne.

Les conducteurs parfaits sont quand a eux pris en comptepsant les conditions :
Ex,=0 (1.34)

La figure 1.11 illustre la situation des conducteurs pasfait

surface X

intérieur

-

intérieur

Conducteur parfait

FIG. 1.11 — Conditions aux limites sur un conducteur parfait.

Il faut savoir que la discrétisation de 1.34 pose des probtede précision au niveau des arétes
et des coins des structures métalliques. Cependant demaslaxistent pour remédier a ce genre
de probleme ([21] et [22]).

Pour terminer il faut mentionner le cas des milieux disger8ans rentrer dans les détails, on
peut dire que ces milieux sont décrits par les modeles de ®ebgle Lorentz. Ces deux modeles
fournissent chacun une expression temporelle de la péritdéttaisant intervenir la fonction ex-
ponentielle du temps. Dés lors le produit de convolutidft) = &(¢) ® E (¢) peut se mettre sous
forme récurssive, ce qui permet d'intégrer les valeurs desposantes d® (t) dans I'algorithme
de calcul.
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1.9 Lecode « TRIDIMO » de I'l.R.C.O.M

Le code FDTD dont nous disposons se nomme « TRIDIMO ». || aé&téldppé a partir d’oc-
tobre 2001 par C. Guiffaut chargé de recherche au CNRS, pReheix directeur de recherche
au CNRS et directeur de I'équipe et par C. Giraudon dans leddelsa thése.

Le language de programmation utilisé est le fortran 90. lagy@mme posséde une structure
modulaire et utilise au maximum les possibilités offertaslfgncapsulation des données.

Outre les fonctionnalités dont nous avons parlé dans legpaphes précédents, « TRIDIMO »
gére également les fils et les torons filaires, les milieugtfdas, les CPML et les maillages non
uniformes. Il dispose également de tout un ensemble deifmscsources utilisables avec les
surfaces de Huygens ou en injection directe (sources dteessources de courant).

Notons pour finir qu’un langage de script utilisant des lealist des mots clés est disponible

pour faciliter I'écriture des fichiers d’entrée et que de hoeuses possibilités sont offertes pour
le stockage des données.
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Chapitre 2

Le sous-maillage

2.1 Les enjeux du sous-maillage

Etudier I'influence d’un rayonnement incident sur un objeténiel est un probleme qui revient
tres fréquement dans les simulations numériques. De tlleles nécessitent parfois des moyens
informatiques trés importants. C'est notamment le cagjlordes objets étudiés présentent des dé-
tails géométriques tres fins par rapport & leurs dimensixtgsieures. Dans une telle situation, les
dimensions des cellules de Yee doivent-étre inférieuresdanensions des détails géométriques
les plus fins, ce qui revient a considérer un trés grand nouhieellules, surtout lorsque I'objet
est grand. Il faut alors disposer d’'une tres grande quaaitéhémoire vive.

Des besoins informatiques conséquents sont égalemelis fecggue I'on est confronté a des
variations trés rapides du champ électromagnétique. Gedivas nécessitent un échantillonnage
temporel important ce qui peut conduire a des temps de catotibitifs. Dans un tel cas il faut
disposer d’'un calculateur cadencé a haute fréequence.

Un bon moyen pour remédier a ce genre de probléme consisteigeages grilles de calcul
possédant des pas spatiotemporels plus petits que ceuxgdédale départ. On parle alors de
sous-maillage ou de raffinement spatiotemporel. Dans unipreexemple, les grilles « fines » sont
insérées sur les détails géomériques de I'objet et dansubeétae exemple, elles sont insérées
dans les régions ou le champ varie rapidement.

Nous avons pris comme illustration I'exemple d’un boitiergronique renfermant deux pistes
paralleles assimilables a des fils minces. Les dimensiorte dbspositif sont précisées dans la
figure 2.1.

Le but des simulations est d’étudier le couplage électror@éague qui se produit entre les
deux fils minces (étude de la diaphonie par exemple) .

— Une premiere simulation est effectuée sans sous-maiiageec des cellules cubiques de

2 mm de c6té. Le nombre total de cellules est ddno x 50 x 20 = 100000. Il y a

6 composantes de champ a calculer dans chaque cellule, caigunftotal de600 000
composantes a déterminer. En supposant que chaque cortgpesamécessite une place
mémoire del octets (réel simple précision), on obtient finalement urentjté de mémoire
requise égale 2400 000 octets.

— Une deuxiéme simulation est effectuée avec un sous-meikace sur les deux fils. Il est
constitué de deux rangés tié) cellules cubiques d&mm de coté (voir figure 2.2). Le reste
du volume, c’est a dire le grand maillage, est constitué dlales cubiques dé0 mm de
c6té. Le petit maillage comporte airXi0 cellules, ce qui représent@00 composantes de
champ et dond800 octets d’information. Le grand maillage comporte appraadivement
20 x 10 x 4 = 800 cellules, c’est a dird800 composantes de champ, so#200 octets
d’'information. La deuxieme simulation requiere finalemené quantité de mémoire égale
a24 000 octets.

La simulation faisant intervenir le sous-maillage demafimtBement cent fois moins de mémoire
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FIG. 2.1 — Baoitier électronique.

Vue de dessus
Petit maillage

Grand maillage

Vue de coté

FIG. 2.2 — Sous-maillage des deux fils minces.

gue la premiere simulation! Elle fait également intervargnt fois moins de cellules, ce qui va
aussi se ressentir sur le temps de calcul. Nous voyons avexaraple simple que le sous-maillage
permet de réaliser de tres grandes économies en moyensatfques.

Le gain de mémoire et de temps réalisé avec le sous-mailtagig, lorsque le rapport entre
les dimensions des grandes cellules et des petites cedludgaente. Ce rapport est appelé facteur
de raffinement spatial, on le notera Notons que-, était égale & dans notre illustration. De la
méme facon, on définit le facteur de raffinement temparebmme étant le rapport entre les pas
temporels du grand maillage et du petit maillage. Nous verdans la suite que etr; peuvent
étre égaux ou différents.
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2.2 Etatdel'art

L'idée d'utiliser des grilles raffinées est dans le fond assenple. Par contre la facon de les
mettre en place dans le grand maillage n’est pas évidentisee&n effet, a chaque itération tem-
porelle il faut mettre en relation les composantes du chaegirémagnétique de part et d'autre
de la frontiére qui sépare les deux maillages et les manifirgsocéder sont multiples!

La littérature sur ce sujet ne manque pas. Nous proposoue if@ire un tour d’horizion des
travaux qui ont été réalisés sur le probléme du sous-mailldgus avons subdivisé cette biblio-
graphie en deux sous-paragraphes, le premier concerneskbedes d’interpolation et le second
concerne les méthodes basées sur la conservation de igérdegtromagnétique. Etant donné
le libellé de notre sujet, nous nous sommes plus parti@ment intéressé aux publications de
sous-maillage relatives a la méthode FDTD utilisant dedlaggs orthogonaux et uniformes.

2.2.1 Bibliographie sur les méthodes d’interpolation

Le premier programme faisant intervenir deux maillagegediints, a été élaboré par Kunz et
Simpson en 1981 [23]. Leur technigue nommée “expansiomtqub”, consistait a effectuer
séparément les traitements dans le grand maillage et dgetitenaillage. Un premier calcul
effectué dans le domaine grossier, permettait d’obtesivddeurs du champ électromagnétique
sur l'interface au cours du temps. Ces valeurs étaient aloickées en mémoire pour étre en-
suite replacées sur l'interface lors d’un deuxiéme tragetreffectué cette fois-ci dans le maillage
fin. Le temps d’exécution d’un tel algorithme était cepengmahibitif a cause des opérations de
stockage et de lecture des valeurs du champs sur l'interface

Le premier schéma de sous-maillage faisant interveniraitetnent simultanné des deux do-
maines, a été proposé par Kim et Hoefer en 1990 [24]. Kim efét@nt proposé un tel schéma
pour un espace a deux dimensions et pour le mode de propatratisverse électriqgue. Le méme
facteur de raffinement a été choisi en espace et en temps, afinirddes critéres de stabilité
identiques dans chacune des deux grilles. Ce facteur deemtéint était égale a 4. Le schéma
proposeé était basé sur des relations linéaires d’intetipolan espace et en temps, appliquées aux
composantes tangentielles dsituées sur l'interface, et aux composantesiisituées sur les
cellules adjacentes a la frontiére du coté intérieur. Léswag ont appliqué leur algorithme au cas
de la diffraction d’'une onde électromagnétique par unectire métallique. La comparaison de
leurs résultats avec le méme probleme traité sans le soiliageaa permis de valider leur méth-
ode. Les auteurs signalent cependant I'existence de réfigxiarasites assez importantes surtout
lorsque I'échantillonnage spatial est faible.

En 1991 Zivanovic, Yee et Mei [25] ont généralisé I'algonith de Kim et de Hoefer pour un
espace a trois dimensions mais avec des facteurs de raffin@mespace et en temps égaux a
deux et non a quatre. Les auteurs ont testé leur nouveau ensdelin guide d’onde rectangu-
laire présentant une brutale discontinuité de sectiomsj gime sur un guide d’onde rectangulaire et
uniforme mais possédant un diaphragme. La comparaisonuderiesultats avec les deux mémes
problémes traités en maillage uniforme, a permis de valaenéthode. Cette derniére porte le
nom de méthode VSSM (Variable Step Size Method). Dans le n#&titde, les auteurs ont en-
suite présenté un autre modeéle de sous-maillage en tromndions mais possédant cette fois-ci
des facteurs de raffinement en espace et en temps égaux.alteog£héma proposé n’est pas
basé sur des interpolations linéaires mais plutét sur kxélisation de I'équation de propagation.
Cette derniére est en effet utilisée pour calculer les caaptes tangentielles desur I'interface.
Notons que cette méthode nécessite la connaissance du ehamgehors des limites du petit
maillage. Ce dernier a alors été déterminé a partir des ceamges de, a l'aide de relations
d’interpolation quadratiques. Cette nouvelle méthodetavélidée sur des simulations faisant in-
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tervenir des guides d’onde 1D, 2D et 3D et des microstripsohoque cette série de tests intitulé
dans l'article “Stability tests of the VSSM” concerne la gigdon de la méthode, plutdt que sa
stabilité.

Ce dernier schéma a été repris par Prescott Schuley [26] @A rb@is seulement dans le cas
d’'un espace a deux dimensions. Leur schéma differe du peatgdr la méthode de calcul du
Laplacien de= sur l'interface. En effet dans la méthode VSSM le chairgitué en dehors des
limites du petit maillage est d’abord calculé & partir desiposantes dé& avoisinantes a l'aide
de relations d’interpolation quadratiques et c’est seelenaprés que le Laplacien est déterminé.
Dans cette nouvelle méthode, nommée méthode MRA (Mesh Beféint Algorithm), les com-
posantes du Laplacien desont directement interpolées a partir des composantesgladian de
E. Les auteurs étudient ensuite le comportement de la réfleximérique produite par I'interface
en fonction de la fréequence. Cette étude est menée lors diomaation faisant intervenir un guide
d’onde rectangulaire. Des réflexions de 0,65% sont annsncépendant les fréquences utilisées
ne sont pas précisées.

En 1995 Shimizu, Okoniewski et Stuchly [27] proposent uneaathéma basé sur des inter-
polations linéaires en espace et en temps. Ces derniéregpgiguées a la fois aux composantes
du champ électrique et aux composantes du champ magnétigéesspres de l'interface. Les
auteurs étudient ensuite le comportement de la réflexiorénigore de I'interface en fonction de
la fréquence. Pour cela une simulation faisant intervemiguide d’onde cylindrique est réalisée.
Des réflexions de 0.6% sont annoncées pour un échantillersr[&gialﬁ égale a 20.

En 1997 Chevalier, Luebbers et Cable [28] proposent un saldarsous-maillage trés orig-
inal en ce sens que des matériaux diélectrigues ou parfaiteoonducteurs peuvent traverser
l'interface. Les frontieres qui existent entre ces matéxiat le milieu environnant (I'air ou le
vide) doivent étre orthogonales a l'interface. En d’autezmes les matériaux peuvent traverser
I'interface mais orthogonalement a celle-ci. Pour éviterté confusion dans les explications qui
suivent, I'interface entre les deux maillages sera natétles frontiéres citées précédement seront
notéesF. Considérons d’abord le cas d’'un diélectrique. Au niveaudey a discontinuité de
la composante normale du champ électriqﬁe,17F -+ EQ,LF) et continuité de la composante
normale du champ magnétiquél(l,F = ﬁu,p). PuisqueF' est orthogonale &, F[LL,F et
H,, r s'identifient respectivement &, ;5 et aH, ;5. Ainsi la relationH, | » = H, | r en-
traine I'égalitéH, ;, », = H, , x Si bien que 'on peut considérer un unique chafip s, en tout

point de. Le méme raisonnement peut étre fait a propos}?gg. Finalement le schéma de
raccordement entre les deux grilles peut étre effectuépeiidament des matériaux si ce dernier
est basé sur la continuité des composantes tangentiellesasinp magnétique au niveau de
Hy s = hys. Cest pour cette raison que les emplacements des chaigisi ont été per-
mutés dans les cellules de Yee. D’autre part les facteuraffieement impairs ont été privilégiés
afin que certaines composantesfdg , et deh,, . se situent au méme endroit. Le schéma a
été programmeé pour un espace a trois dimensions et avec tenrfale raffinement égale a trois.
Des interpolations temporelles quadratiques ont étéséaab pour déterminer les vaIeurszgg

aux dategn + 1/3)At et (n + 2/3)At. Les composantes d_é/’g qui ne sont pas placées aux

mémes endroits que celles @/,E sont quand a elles calculées par des interpolations sgstial
linéaires. Pour les matériaux parfaitement conducteutétaarche précédente est encore valable,
elle demande juste une modification des interpolationsapatau niveau des points dequi sont
proches des conducteurs. Notons cependant que certaimestimms ont dues étre effectuées sur
les composantes deet dec situées pres d&, ainsi que les composantes Emlacées dans le
petit maillage et pres de. Sans ces corrections le modele n’est pas stable. Les autetvalidé
leur modeéle en simulant la diffraction d’'une onde par uneespldiélectrique, ainsi que le rayon-
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nement émis par un antenne monopolaire.

La méme année Okoniewski, Okoniewska et Stuchly [29] prepbsin nouveau schéma
d’interpolation 3D avec un facteur de raffinement égale axddia grille fine est décalée par
rapport au grand maillage d’'une demi petite cellule dangwha des trois directions. De plus
une zone de recouvrement entre les deux maillage est misacen [pépaisseur de cette bande de
recouvrement est égale a la largeur d’une grande cellulgiriterpolations utilisées sont de trois
types: linéaires, spline cubique et «spline shape prasgsviLe but est d’obtenir une réflexion
numerique qui soit la plus basse possible. Le schéma utiliea splines cubiques est le meilleur
des trois et il donne une réflexion de -65dB%n

Toujours en 1997 [30] Kapoor propose a son tour un schémawgersaillage avec un facteur
de raffinement égale a trois. Ce schéma, qui semble étregamogé en 2D, utilise des relations
d’interpolations linéaires dans une zone de recouvremenit IlEpaisseur est égale a celle d’'une
grande cellule. L'auteur présente un procédé de raccondieemel5 étapes. Malheureusement les
indices temporels ne sont pas précisés de sorte qu'il €gtil@ifde savoir exactement les traite-
ments qui ont été effectués.

La méme année White, Iskander et Huang [31] propose uneajésadion de la méthode MRA
pour un espace a trois dimensions. De plus le facteur deeaftint peut varier de 2 a 10. Ce nou-
veau code nommeé code MGDM est comparé avec la méthode VSSMedagimulations faisant
intervenir un guide d’onde a section rectangulaire. |l appaue les erreurs commises avec la
méthode MGDM sont plus petites que celles générées par loaetySSM. De plus, selon le
facteur de raffinement utilisé, le critere CFL doit étre abéia des valeurs inférieures a 0.5 lors
de l'utilisation de la méthode VSSM, alors qu'il reste égal@.5 avec le code MGDM dans les
mémes circonstances.

Toujours en 1997 Krishnaiah et Railton [32] adoptent une atéhe un peu différente des
précédentes, c’est a dire qu’ils modélisent l'interfacé&alé d’un circuit équivalent, cependant
des relations d’interpolation sont encore utilisées. €atéthode est appliquée en 2D pour un
facteur de raffinement égale a trois et elle est testée sustaesures diélectriques contenues dans
un guide d’onde. Les auteurs ont constaté que leur algogitbst stable sur un grand nombre
d’itérations (valeur non précisée).

En 1999 Yu et Mittra [33] élaborent un modéle 3D possédanaatefir de raffinement égale a
cing. Ce modéle posséde une région transitoire située lestoeux grilles. Grace a cette région,
les composantes du champ électromagnétique sur la frerdigpetit maillage sont calculées a
I'aide des champs électriques et magnétiques du grandageill Des relations d’interpolation
linéaires en espace et en temps sont utilisées. Les autktienmment une réflexion numeérique
inférieure a—52dB en % ainsi que la stabilité de I'algorithme lorsqueé < 0.5 - dt,,., dans
les deux grilles. Nous remarquons cependant que la durémbligité de I'algorithme n’est pas
donnée.

La méme année Chaillou Wiart et Tabbara [34] utilisent kaithme d’Okoniewski en I'appliquant
successivement a plusieurs grilles imbriquées 'une dansré. Les deux maillages sont ainsi
séparés par une zone intermédiaire dans laquelle les faateuaffinement augmentent progres-
sivement. Les auteurs ont obtenu la stabilité du schémaosino itérations pour un facteur de
raffinement allant jusqu’a6. Pour des facteurs de raffinement plus élevés la durée détstdb
schéma diminue. La réflexion numérique varie de 1% a 40/1%eselon le facteur de raffinement
envisageé.
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En 2001 White, Yun et Iskander [35] proposent une génétaisae la technique de Cheval-
lier Luebbers et Cable. Comme dans cette derniére puldithinterface peut traverser un diélec-
trique mais cette fois-ci le facteur de raffinement peut-@guelconque. Une étude détaillée est
menée a propos de la précision de I'algorithme mais les dutéestabilité obtenues ne sont pas
précisées.

En 2002 Wang et Teixeira [36] ont développé un modéle 2D-Tis dequel les interpolations
sont optimisées en fonction de I'angle d’arrivé de I'ondeidiente. La méthode est compliquée
mais elle permet de réduire la réflexion numérique dansioesalirections (notamment 45°).

En 2004 Sun et Choi [37] proposent un modele 2D-TM basé sustaétisation spatiale du
Laplacien au niveau de l'interface. Une telle discrétmapermet en effet de déterminer les com-
posantes du champ de part et d’autre de la frontiere. Ce mat#ieloppé pour un facteur de
raffinement égale a trois, est comparé avec d’autres mogdedesntés dans la littérature, notam-
ment avec le modéle hybride FDTD (2,4). La stabilité de letrésna est obtenue s 000
itérations mais pas au-dela.

2.2.2 Bibliographie sur les méthodes conservatives

Les travaux sur ce sujet ne sont pas tres nombreux, de pliantlappel a des formalismes math-
ématiques tres élaborés.

Thoma et Weiland [38] et [39] exposent la technique FIT (f€inntegration Technique) qui
se présente comme une généralisation de la méthode FDTE.t€etinique utilise les flux et les
circulations des composantes du champ électromagnétapuge dbux espaces duaux. Une telle
formulation se préte bien a I'écriture de la conservatioti@eergie électromagnétique. D’ailleurs
un critére de stabilité est établi [39].

Un peu plus tard Bonilla et Wong [40] présentent un schémaods-maillage 3D basé sur
la méthode des éléments finis. Ce modele qui utilise un fackeuaffinement égale a trois est
utilisé pour modéliser un téléphonne mobile. Les auteunmeient pas en avant la conservation
de I'énergie électromagnétique et la stabilité du schérastipas testée.

En 2000 Fouquet [42] présente une thése sur le raffinementdiage spatio-temporel pour
les équations de Mawell. Dans la premiére partie de son destits’intéresse aux phénomenes
d’instabilité produits par les schémas d’interpolatiorand la deuxieme partie il présente deux
schémas de sous-maillage basés sur la conservation d'engi€uliscrete. Ce travail qui est
présenté directement dans le cadre des différences finmgees, concerne d’abord un modéle
1D puis ensuite un modele 2D-TE. Dans la derniére partie detre@aux, Fouquet généralise
I'approche précédente en utilisant la méthode des élérfiaigsApres avoir ré-écrit le probléme
sous forme variationnelle, les éléments finis sont intredpiiis un schéma de raccordement 3D
est explicité en termes de différences finies.

En 2004 Marrone et Mittra [41] utilisent la méthode CM (CelétMod) dans des modéles 2D.
Cette méthode qui est tres ressemblante a la méthode Flpdenmet de trouver deux criteres de
stabilité.
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2.3 Les objectifs fixes

A I'issu de ce tour d’horizon on s’apercoit qu’il y a deux fdles de méthodes pour traiter un
probléeme de sous-maillage. La premiere est la famille deboaés d’interpolation. Ces méthodes
sont généralement assez simples a mettre en oeuvre, pae &lels ont tendance a produire
des instabilités surtout lorsque les durées de simulatahimportantes. La deuxieme regroupe
les méthodes qui sont basées sur la conservation de I'énélegtromagnétique discréte. Ces
dernieres sont théoriquement stables mais elles sonildifig mettre en oeuvre car elles sont trés
souvent développées dans des cadres mathématiquestabbtoais avons remarqué par ailleurs
que les schémas de sous-maillage ne sont pas totalemeititégpdt que les performances des
algorithmes sont établies dans des contextes flous.

Partant de ces divers constats nous nous sommes fixés desfsbjatteindre, aussi bien pour
les méthodes d’interpolation que pour les méthodes baséés conservation de I'énergie. Nous
avons consignés ces objectifs dans les deux paragraphsgigemt.

2.3.1 Obijectifs a atteindre pour les méthodes d’interpolabn

— Elaborer un schéma de sous-maillage en 3D présentant vée die stabilité suffisante.

— Déterminer si les instabilités sont dues au traitementiadpseul, au traitement temporel
seul ou bien au deux a la fois.

— A partir de ce qui précede, élaborer une méthode de cotisinues schémas permettant
de mieux maitriser les instabilités.

2.3.2 Obijectifs a atteindre pour les méthodes basées sur lartservation de
I'énergie

— Présenter une méthode basée sur la conservation de ignargpide d’outils mathéma-
tiques accessibles a la plupart des physiciens. Pour ceils amns pris comme point de
départ la méthode variationnelle présentée par T. Foud@ét [

— Proposer une version simplifiée de cette méthode variaitmet I'appliquer a la stabilisa-
tion d’un algorithme de sous-maillage.

Parallelement aux objectifs que nous venons de présentsrawxmns également tenu a produire
un document qui soit aussi clair que possiladiest notre objectif pédagogiquéour cela nous
avons veillé a conserver les mémes notations tout au long deéenoire, nous n’avons pas non
plus hésité a présenter des dessins, des courbes et demutablehaque fois que cela nous a
paru nécessaire. De nombreux paragraphes et sous-pdragmam également été utilisés afin de
bien structurer les idées présentées. Ceci se fait parfioigriment de la longueur de I'exposé,
cependant nous espérons que ces longueurs ne nuiront pasrageéhension du texte.

2.4 Meéthode de présentation et d’étude des modeles de sous-
maillage

Dans ce paragraphe nous expliquons la facon dont nous altésenter et étudier les modeles
de sous-maillage. Il nous a parru important pour la claretd’ekposé de présenter ces deux
aspects avant méme de considérer un modele particulier.
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2.4.1 Présentation

Afin de bien cadrer notre sujet nous avons limité notre étudenaodeles de sous-maillage
utilisant la méthode des différences finies centrées avearddllages othogonaux et uniformes.
Dans un tel contexte il est possible de donner une reprégemsample et concise d’'un modéle de
sous-maillage. Pour cela on représente sur un axe tempwrejuite de figures montrant chacune
une vue en coupe de la frontiére et des cellules qui y sontéesoChaque figure est relative a
une seule itération temporelle et montre une seule grarntidecaccolée a la frontiére, acompa-
gnée des? petites cellules qui lui font face du cété du petit maillaga figure 2.3 apporte une
illustration de notre méthode de représentation dans lecas= r; = 2.

h
° > —>
T

f

S T T h}’l+1/4

2 Frontiere —|

 / Hn+1/2 en+1/2

T T hn+3/4

E”+1 n+1

FIG. 2.3 — Représentation d’un schéma de sous-maillageravea; = 2.
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Sur cette figure I'axe temporel est orienté vers le bas, ladymaillage est situé sur la partie
gauche du dessin tandis que le petit maillage se situe sartia proite. En suivant I'axe du temps
du c6té du grand maillage, on trouve la séquence de cAlculH ™2 et E"*1. On reconnait ici le
schéma de type « saute moutton » relatif au grand maillageukzant I'axe du temps du coté du
petit maillage, on trouve la séquence de caléylh™* 1, e"+z, h"+1 ete"t!. On reconnait cette
fois-ci deux schémas de type « saute mouton » successifsji @stglogique puisque le facteur
de raffinement temporel, est égale a deux. En d’autres termes il y a bien deux sowsidns
temporelles dans le petit maillage pour une itération terglfdans le grand maillage. Le facteur
de raffinement spatial, étant aussi égale a deux, nous avons quatres petites sahuface d’'une
grande cellule.

Les axes utilisés sont notéSn), (Oh) et(Ow). Le plan(O, h, v) représentera toujours la face
que nous étudions. L'axgn) est orthogonal a cette face et sera toujours orienté vertgtieur
du petit maillage. Les composantes du champ électromagnétique sont repgésenir les figures
avec la convention suivante pour les couleurs :

— En rouge pour les composantes paralléles a l{éxe),

— En vert pour les composantes paralléles a @),

— En bleu pour les composantes paralléles a 'aX@et.

La disposition des composantes dans les cellules est coaefan schéma de Yee.

Ce mode de représentation étant adopté il est alors plde fiekpliquer un modéle de sous-
maillage. En effet, il suffira de présenter les relationseyustent entre les composantes des deux
maillages et ceci pour chaque itération temporelle. Lespmsantes concernées par ces relations
seront toujours illustrées sur notre dessin, d’autre pkas seront légendées et numérotées. Les re-
lations seront expliquées par des équations et illustréiedgs figures supplémentaires. Le schéma
de sous-maillage se présentera donc comme une sorte dimg liktstré » des opérations qu'il
faut effectuer a chaque itération temporelle.

Précisons pour terminer que les limites du domaine de catmtlmodélisées par des PML.

2.4.2 Meéthode d’étude

Il nous reste maintenant a préciser la fagcon dont nous étudides modeles élaborés. Les
deux propriétés les plus importantes d’un schéma de sou&geesont la réflexion numérique et
la stabilité. Notre méthode d’étude consistera donc a aralystématiquement ces deux aspects.

2.4.2.1 Laréflexion numérique

Quelle que soit la méthode utilisée pour traiter I'integfacette derniere n’est jamais totale-
ment transparente. C’est a dire que toute onde électrortiggaéyui traverse la frontiére entre
les deux maillages produit nécessairement une onde réfléChést le phénomeéne de réflexion
numérique. La figure 2.4 illustre notre méthode de mesure déflexion numérique.

Nous avons fait le choix de mesurer cette réflexion en utitisaeincidence normalet ceci
pour tous les schémas de sous-maillage que nous avons teatésoucis de simplicité, nous
avons volontairement laissé de coté I'étude des variatieria réflexion numérique en fonction de
I'angle d’incidencé 3. Limportant pour nous a été d’obtenir & chaque famsordre de grandeur
de la réflexion en utilisant toujours le méme procédé de neesur

1Ce choix de notation & été motivé par le fait que nous n’avass/pulu particulariser notre étude a I'une des six
faces constituant la frontiereQy, 2Oz, yOz etc...). Par ailleurs c’est cette méme notation que noussasypstéma-
tiguement utilisée dans ledructures de donnéate nos programmes, le principe étant que les « axes géidralis
(Oh), (Ov) et(On) s'identifient successivement aux axes réels du repére as ded’exécution du programme.

2Comme cela se fait souvent en utilisant des guides d’ondecele L) .

3De telles variations sont d’ailleurs assez faibles.
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FIG. 2.4 — Mesure de la réflexion numérique.

Une onde électromagnétique plane est générée dans le graitidga par I'intermédiaire
d’'une surface de Huygens. L'onde se progage de gauche & deditng de I'axe(On) et elle
est polarisée linéairement le long de I'af@v). Elle traverse le petit maillage qui est vide, de
part en part et de gauche a droite. Les six faces qui délitiigguetit maillage et qui constituent
I'ensemble de I'interface, produisent des réflexions agabtes a un champ diffracté. Ce champ
se retrouve seul dans la zone de champ diffracté située iéneade la surface de Huygens. C’est
ici méme que I'on place un point d'observation nommé*. Notons que toutes les dimensions
seront précisées pour chaque simulation.

Les variations au cours du temps de sont caractérisées par une Gausienne d’amplitude
1V/m. La plus grande fréquence intervenant dans le spectre déeFde cette Gaussienne sera
notéef, ... et la longueur d’onde correspondante sera naige. Nous avons choisit pour cette
composante particuliere du spectre un nombre d’échamtiiges spatiaux égaleld, c’est a
dire que siA,,.. représente le plus grand pas spatial dans le grand maillagereous aurons
ﬁT = 10. La valeur deA,,.. étant fixée, toutes les autres composantes du spectre ost alo
un nombre d’échantillonnages spatiaux supérietif.aAinsi I'analyse en fréquence du signal
réfléchi nous donnera la réflexion produite par chacun desesdé Fourier sachant que leur
nombre d’échantillonnages spatiaux varielde +oc.

Il nous reste maintenant a définir préciséement le coeffiaentéflexion numérique. Comme
nous l'avons dit précédement I'onde réfléchie est analysdeéguence. Nous notorss, ,.(¢) le

4Par convention, un point d’observation désigne l'origirelal cellule de Yee dans laquelle les composantes du
champ électromagnétique sont relevées.
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signal réfléchi e, ,.(f) sa transformée de Fourier. Le coefficient de réflexion nuguérest alors
défini par :

E.0(0)]
Bores (£)]

Dans cette relatioﬂ,,ref(f) désigne la transformée de Fourier d’'un certain signal dé- réf
rence. Ce signal est obtenu au paihy lors d’'une simulation ou le petit maillage est absent.
Nous représenterons finalement les variations,den fonction de la fréquencg pour f €
[0, fmaz). Lacorrespondance entfeetﬁ estillustrée surlafigure 2.5. Nous utiliserons souvent

azx

cette correspondance dans les commentaires concernafiebdan numérique.

ro(f) = 20 x logy,

0 f’n(lx/z fm(,l.x

I I I .

I I —
+ oo 20 10

A l l l
I I I

max

FiG. 2.5 — Correspondance entfeet z2—.

2.4.2.2 La stabilité

De nombreux algorithmes de sous-maillage présentent desépnes de stabilité lorsque
les durées de simulation sont importantes. Cela se mamifestune divergence dans les deux
maillages de toutes les composantes du champ électrongmé®our apprécier la durée de sta-
bilité d’'un modeéle de raffinement on peut en principe effecniimporte quelle simulation. Nous
avons cependant pris deux précautions. En premier lieu anarss évité de faire des simulations
avec un sous-maillage vide, de facon a étre proche des cmmsldi’utilisation réelles du pro-
gramme. Pour cela nous avons placé un bloc métallique daesitenaillage. Ensuite nous avons
fait en sorte de tester chaque modéle dans les mémes cosdifio d’étre sir de bien comparer
ce qui est comparable. Cette derniere précaution est tigartante car les durées de stabilité d’'un
méme algorithme peuvent beaucoup varier d’une simulaticauére. La figure 2.6 illustre notre
méthode de mesure de la stabilité.

Le métal, le petit maillage et le volume délimité par les acels de Huygens, possédent les
mémes proportions et sont centrés les uns par rapport atesadtinsi les plus grandes diago-
nales de ces trois volumes sont confondues en un seul axeoggeamons choisi comme axe de
a45° °. Ce dernier est représenté sur la figure 2.7.

Les variations dans le temps dieseront caractérisées par la méme fonction Gaussienne que
celle que nous utilisons pour mesurer la réflexion numérigggechamp électromagnétique est
observé au cours du temps, dans la zone de champ diffradt# (@9 et a l'intérieur du petit
maillage (pointP;). On représentera les variations des trois composantesata électrique au
cours du temps. Notons enfin que toutes les dimensions gaéxisées pour chaque simulation.

SLimportant est de conserver cet angle pour toutes les sitius.

42



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v
7
N Th ou v . 7
/
/
—
/
,/
p
/
,/
1 2 3
//
//
. métal
- P
a i
e interface

;T .
; surface de Huygens

2 Po 1 zonede champ diffracté (GM)

2 : zone de champ total (GM )

3 : intérieur du petit maillage ( PM)

—» :vers PML

FiG. 2.6 — Mesure de la stabilité.

FIG. 2.7 — Définition de I'angle de polarisation.
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Troisieme partie

Modeles de sous-maillage basés sur des
methodes d’interpolation
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Dans cette partie nous commencgons par présenter un schésmusinaillage basé sur des
relations d'interpolation linéaires. Ce schéma est él@dltans un espace a trois dimensions et
pour des facteurs de raffinement en espace et en temps égauxale réflexion numeérique
obtenue est convenable, cependant le schéma donne lieushé&lesmenes d’instabilité lorsque
les durées de simulation sont importantes.

Nous cherchons alors a en savoir un peu plus sur 'origineedeirtstabilités, le but ultime
étant de les atténuer voir méme de les éliminer. Pour cela pmposons une méthode originale
qui consiste a séparer les traitements temporel et spaitiaés dans le schéma de sous-maillage
de départ. Ce dernier se trouve ainsi décomposé en dewithiges successifs qui peuvent étre
étudiés séparément. L'étude de ces deux algorithmes noorepalors de prouver que c’est uni-
guement le traitement spatial qui est a I'origine des inktéb et que c’est également lui qui fixe,
a peu de choses pres, les qualités du modeéle « décomposé ».

A la lumiére de ce qui précede nous nous concentrons surfieement spatial. A cette oc-
casion nous avons comparé plusieurs modeles de sousgrailéabut étant de sélectionner le
meilleur d’entre eux.

Dans le dernier chapitre de cette partie nous appliquorre mouvelle méthode de construc-
tion a des schémas de sous-maillage possédant des factewaffidement plus élevés. Nous
construisons ainsi des algorithmes temporels et spatiaggéulant des facteurs de raffinement
égaux a3, 4 et 5. Nous montrons alors que tous les modeles de raffinementoreiiptroduits
sont stables et nous mettons en évidence les performansesadieles spatiaux, afin d’en déduire
les performances des modéles « décomposeés ».
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Chapitre 3

Présentation d’'un schéma baseé sur des
Interpolations

3.1 Leschéma

Nous nous plagcons dans un espace a trois dimensions. Lear&ade raffinement en espace et
en tempsry, etr; sont égaux a deux, ceci nous permet de conserver le ménre €& dans les
deux maillages. Les explications qui suivent ainsi que tgations adoptées sont resumées dans
la figure 3.1 qui donne une vue d’ensemble du schéma.

Nous supposons que tous les calculs ont été effectués gubgtapen inclue. Nous devons
donc mettre a jour le champ électromagnétique dans Ie graithge aux étapes + 5 Letn+1,
ainsi que dans le petit maillage aux etapets4, n+ 3Nty 3 etn+ 1. Pour commencer les calculs
suivants sont effectués par différences finies sur Ies &mﬂie Maxwell :

— Etapen + i : Les composantes desont calculées dans le petit maillage, frontieres com-
prises.

— Etapen + % : Les composantes desont calculées dans le petit maillage sauf sur les fron-
tieres et les composantes Hesont calculées dans le grand maillage frontiéres comprises

— Etapen + 1 : Les composantes dE sont calculées dans le grand maillage, sauf sur les
frontiéres.

Pour gue toutes les mises a jour puissent étre effectuées dewvons déterminer les composantes
du champ électrique sur les frontieres aux étapes 3 1 etn + 1. Ces derniéres seront notées

et 2 ep 2, et eter ], du coté du petit maillage ﬂ”’}l et £ du coté du grand maillage.
Les indicesv et h se rapportent aux axé®v) et (Oh) du repére et I'indicef désigne la fron-
tiere. Notons que les composantgs’,'/* et 5"/ n’existent pas dans 'algorithme, elles servent
simplement d’intermédiaire de caIcuI Dans tout ce qui saits travaillons uniquement avec les
composantes de typeuw, les calculs étant similaires en tout point pour les coraptsde type

« h ». Sauf mention contraire les numéros entre parenthéseppertent a la figure 3.1.

Le schéma est le suivant :
— Pour commencer on détermine 8§ %"/* (3) et lesH/* (1) & partir desh"+'/* qui
viennent d’étre calculés. Pour cela on utilise les rela;tniimterpolatlon spatiales suivantes::

=L )
3.1
nt+1/4 1 4 nt+1/4 . 31
Hn f — 1 Ei:l hn,f (7’>
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FIG. 3.1 — Vue d’ensemble du schéma d’interpolation.

Ces relations, qui correspondent a un moyennage spatidljlkstrées sur la figure 3.2.
Lindice 7 désigne l'intérieur du petit maillage et I'indiecese rapporte a I'ax€On).

— Ensuite on calcule le8; """ (2) & partir des'7;'~"/* qui ont été mémorisés au tour précé-
dent et des’CI,Tl”’l/2 qui viennent d’étre déterminés dans la premiéere phase delc&our
cela on utilise I'interpolation temporelle linéaire suna :
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AV AV
R R(2) W) R (2)
H:,:m ® ® HZ +; /4 ® O
g B
© @ ® ®
R3) L R (4) n R 3) | R 4) h
h & e §

a1 il )
FiG. 3.2 — Détermination deH, ;* et desH, * par moyennage spatial.

n 1 - 3
Hh,tl/‘l - HY 2, 2

. H? (3.2)

Cette relation est illustrée dans la figure 3.3. L'indéadésigne I'extérieur du petit maillage.

n+1/2
H:+e1/4 H Y
Hn—l/2
" | | [ t
I i i > _t
n—1/2 n—1/4 n n+1/4 n+1/2

n 1 - - . ;s =
FiG. 3.3 — Détermination deHh;4 par interpolation temporelle linéaire.

— Alaide des équations de Maxwell on peut alors obtenigs'"/*(4).

— On détermine ensuite le§",”* (5) & partir desz!"'/* (4) toujours par moyennage spatial.
On moyenne d’abord le long de I'ax®wv) et ensuite le long de I'ax@oh) :

n+1/2 R n+1/2 1 n+1/2
v, f,moins — 4 EU,f,O + 1’ Ev, f,moins
(3.3)
n+l1/2 3 n+1/2 1 n+1/2
o fiptus = 3" Bo,r00 T3 B fptus
nt1/2 L av12 0 nv1p2
Cofe =73 <6v,f79 t €yt ) (3.4)

Les relations 3.3 et 3.4 sont illustrées sur les figures 33=tDans ces deux illustrations
nous avons’ = n + % Les indices utilisés se comprennent sans ambiguité.

— On peut alors calculer lgg*+3/* dans le petit maillage, frontiéres comprises, a l'aide des
équations de Maxwell.

48



2

v, f, plus

e
En' w v, f, plus
v, f,0

n/
pe

v, f, moins

v
=

ne

v, [, moins

n'=n+1/2 ou n+1

FiG. 3.4 — Calcul desgjf7 moins €1 de&aﬁ:ﬁplus par moyennage spatial le long de I'aj@v).

1%

ev,f,g ev,f,c ev,f,d

n@ >h
n'=n+1/2 ou n+1

FiG. 3.5 — Calcul desﬁ'm par moyennage spatial le long de I'a@h).

3
— Ensuite on détermine Iefé,?:‘* (7) & partir desh"+3/4 qui viennent d’étre calculés. On uti-
lise les mémes relations d’interpolation que dans les éau=B.1 :

4
Hy =2y ) (35)
i=1

L'équation 3.5 est illustrée sur la figure 3.6.
1
— Maintenant on peut obtenir Iéﬁ,?j? (6) par interpolation temporelle linéaire :

n-l-l 1 n 1 n
Hy ;* = 5 'Hh:l/‘l + 5" Hh:3/4 (3.6)

49



AV
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n+3/4 ® ®
Hh,i \
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® ®
hz+3/4(3) h;:+3/4(4)
» n
h &

FIG. 3.6 — Détermination deH par moyennage spatial.

Cette relation est illustrée sur la figure 3.7.

Hn+3/4
Hn+l/2 h,i

h,i

Hn+l/4

h,i

»
I I v

n+1/4 n+1/2 n+3/4

FIG. 3.7 — Détermination deH par interpolation temporelle linéaire.

— ATaide des équations de Maxwell on peut finalement cardekaE”“ (8), a partir desquels
on détermine IeB"Jr ! par moyennage spatial. Ces moyennages (ou interpolatomseja
été décrites dans Ies relations 3.3 et 3.4 et illustrées @anBgures 3.4 et 3.5. Il suffit
simplement de remplacejhL parn + 1.

3.2 Reésultats des tests

Les tests ont été effectués selon les méthodes présenteekedemragraphe 2.4.2. Nous pré-
cisons ici les valeurs numériques des différents parasgbigs nous présentons les courbes ob-
tenues accompagnées de commentaires.

3.2.1 Réflexion numérigue

Les parametres géomeétriques sont donnés dans la figure 8. IB grand maillage nous
avons prisA .. = Az = Ay = Az = 0.15m ce qui correspond ., = 200 M H = pour
un échantillonnage spatial minimum égaléta Le pas temporel\¢ est fixé ad7% du pas tem-
porel maximunAt,,... Dans le petit maillage nous avons évidement= éy = 6z = 0.075m
etdt = At/2 ce qui nous permet de conserver le méme critére de stabilgéépggcédement :
0t = 0.97 - dt,q. (VOir relation 1.29 du paragraphe 1.4).
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Les cotations sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FIG. 3.8 — Test de la réflexion numérique.

La réflexion numérigue obtenue est représentée sur la figardeBe est inférieur a-48 dB
pour% > 20, par contre elle croit jusqu'a25dB pour% = 10. Nous disposons ainsi d’'une
réflexion numérique assez petite pour un échantillonnageagpaisonnabler{, = —48 d B pour
% = 20 par exemple). Ces résultats nous montrent également quééens. n'est pas utilisable

pour des échantillonnages spatiaux inférieu2.a

-20

|
w
o
T
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|
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Réflexion (dB)

|
~
o
T
1

|
o)
o
o

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fréquence (MHz) x 10°

FIG. 3.9 — Réflexion numérique.

3.2.2 Stabilité

Toutes les dimensions utilisées dans cette simulationrésoimées dans la figure 3.10. Les
pas spatiotemporels sont identiques a ceux de la simulptégedente. La fonction Gaussienne
utilisée est également la mémefet,, vaut toujour200 M H z. L'onde incidente arrive en inci-
dence oblique c’est a dire qée= ¢ = 45° (voir figure 2.7 du paragraphe 2.4.2).

Le champ diffracté est enregistré au paoityt Ces variations dans le temps sont représentées
dans la figure 3.11. Le champ a lintérieur du petit maillage enregistré au poinP; et ces
variations sont représentées dans la figure 3.12.

Sur les deux courbes précédentes nous constatons la peebenchamp résiduel qui com-
mence a diverger pout;,.., > tuaw = 2 us. Ce phénomene qui se produit simultanément dans
les deux volumes nous montre que le schéma est instable Mjeocement est classique lorsque
des relations d’interpolation sont utilisées. Notons oela@t que notre algorithme pourrait-étre
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Champ (V/m)

) 15 gc S
“ >
7/
—~
7/
//
10 pc 7
10 pc ~ 10 pc
10 g¢ [ ’ ‘ 10 gc
‘> >
5pc 7
«—> 7
K métal
- P
s i
7 petit maillage
2 gc /
; S :
: o ;
e surface de Huygens
e
. R ) )
P, Toutes les cotes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).
FIG. 3.10 — Test de la stabilité.
0.015 T T T T
— Ex
0.01F — g I
0.005 - 7
: it
—0.005 - b
-0.01 ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 25
temps (s) x107°

FIG. 3.11 — Stabilité relative au champ diffracté (pairy).

utilisé dans des problemes de diffraction, étant donné ga@lerniers ne demandent pas toujours
des durées de simulation trop grandes.

Avant d’aller plus loin nous devons apporter quelques giéos sur la facon d’estimer les

durées de stabilité. En effet, une telle estimation rest@tos un peu suggestive, elle dépend par
exemple de I'echelle adoptée sur I'axe des ordonnées. tldimus adopter un critere commun
d’évaluation de ces durées, méme si ce dernier est quialitaius proposons par exemple de
définir la durée de stabilité comme étant la durée au boutjieslke la remontée du signal atteint 5
a 10% de I'amplitude du signal observé. Ce critére simpla adopté tout au long de ce mémoire.
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FIG. 3.12 — Stabilité relative au champ dans le petit maillageifg 7).

3.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volume s@imaillé

Il nous a paru intéressant d’analyser le comportement deéedule stabilité lorsque le volume
du petit maillage augmente, tous les autres parametresfég@s Une telle analyse n’a jamais été
présentée dans la littérature et nous semble riche en ereseénts, de plus elle nous permettra

ultérieurement de faire de meilleurs comparaisons engaifférents schémas. La figure 3.13
montre la fagon dont nous avons paramétré les dimensionstdunaillage.

20+a gc ,
< » /,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /
s 7
o
: / |
! 7/ 1
. a ge L
| < L |
| / 3
; 7 i
| e |
/
10 pc ///
a—>5 pc “a—5 pc
i 10 gc [ ’ ‘ " 10 gc
«—— métal |

| >
K E{(a—5)/2} pc
i 7~ P
| / i
e petit maillage
2 gc /

4—}‘ A > n

I |

// surface de Huygens

» . L
~ P, Toutes les cOtes sont identiques

le long des axes (Oh) et (Ov).

FiG. 3.13 — Tests de la stabilité en fonction du volume soustéail

Le petit volume est un cube dont les arétes comportgmnandes cellules. Dans la simulation
précédente nous avions= 15, ici nous allons travailler ave¢ = 30, a = 45 eta = 60. Comme
précédement nous avons cherché a placer le point d’obsan/tentre I'interface et la surface
du métal. Cependant le nombre de petites cellules sépagardenix surfaces peut-étre pair ou
impair si bien que nous avons choisi de placer entre le giat I'interface, un nombre de petites
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cellules égal & {*-°}. Ceci nous permet de placer approximativement le pointskokation
entre les deux surfaces.

Les résultats obtenus sont présentés dans les courbes 319 a

0.01 T T T T T T T

— Ex
Ey
— Ez

©

[=}

=}

a
T

Champ (V/m)

-0.005 -

-0.01 I I I I I I I
0

0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
temps (s) x107°
FIG. 3.14 — Stabilité relative au champ diffracté (paify) poura = 30.
1 T T T T T T T
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E — ez
S o05f : » -
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5_9 0
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_05 | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
temps (S) x107°
FiG. 3.15 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagentp?,) poura = 30.
0.01 T T T T T T T T
’g 0.005 |-
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e l
@©
6 -0.005
_001 | | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
temps (s) x10°

FIG. 3.16 — Stabilité relative au champ diffracté (poify) poura = 45.

Nous constatons que I'amplidude du champ résiduel dimindaraet a mesure que le volume
sous-maillé augmente. Ce champ résiduel se voit biengeut5 dans les deux maillages et pour
a = 30 dans le grand maillage, puis il disparait dans les autrés Désutre part nous constatons
que la durée de stabilité devient de plus en plus grande pgise progressivement 8@.s pour
a = 15 a4 us poura = 60 dans le grand maillage (poii;) et de2 s poura = 15 a5.5 us pour
a = 60 dans le petit maillage (poirt;). Ces résultats sont regroupés dans le tableau 3.2.

1Ces appréciations dépendent évidement de I'échelle agloptést simplement une tendance que nous voulons
monter.
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FiG. 3.17 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) poura = 45.
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FIG. 3.18 — Stabilité relative au champ diffracté (poky) poura = 60.
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FiG. 3.19 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagentp?,) poura = 60.

| a | 15 [ 30 | 45 | 60 |
tstap (POINtPY) | 2us | 3us | 3.5us | 4us
tstar (POINtP) | 2us | 3.5us | 4.5us | 5.5 us

TAB. 3.2 — Durées de stabilité en fonction de

Ce phénomene n’est pas facile a interpréter. Nous savongquésence du champ résiduel
est due a l'utilisation des relations d’interpolation maisst difficile de comprendre pourquoi
ce dernier s’atténue lorsque le domaine sous-maillé deples grand. Une explication possible
peut-étre proposée si I'on considére le front de I'onderdiffée. Ce dernier présente des petits
rayons de courbure dans le voisinage du métal, nous sommefetrdans la zone de champ
proche. Ainsi, des erreurs numériques assez importantégygnéerées par les relations d’inter-
polation spatiales, qui représentent dans ce cas une ap@ton tres grossiere des variations
spatiales du champ. On comprend alors que ces erreurs puisenuer et ainsi retarder le mo-
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ment de la divergence lorsque la frontiére s’éloigne de teeate champ proche. Quoiqu’il en soit
ce n’'est pas la seule explication car ce phénomeéne se péghlgment lorsque le petit maillage
est vide.

3.3 Pour résumer

Nous avons mis en place un schéma de raffinement spatiotehigaé sur des relations d’in-
terpolation. Il présente une durée de stabilité suffisapte ptre utilisé dans des problemes de
diffraction (ts..s = 2 us), de plus la réflexion numérique est satisfaisanté(d B pour% = 20).
Par ailleurs nous avons constaté que la durée de stabiliigente lorsque le volume du petit
maillage augmente. Nous verrons dans la suite que ce coempent est assez général.
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Chapitre 4

Séparation du traitement spatial et du
traitement temporel

Dans ce chapitre nous avons cherché a mieux cerner les paé@esiide divergence rencontrées
dans le modele précédent. L'idée a été d’extraire de ce radel@aitement temporel d’'une part et
le traitement spatial d’autre part, afin de savoir quelldaeptart de chacun de ces deux traitements
dans les phénomenes d’instabilité. En s’appuyant sur kdtats obtenus, nous élaborons alors
une nouvelle méthode de conception des schémas de solagmalle chapitre est organisé en
trois paragraphes :

— Le paragraphe 4.1 est consacré au traitement temporel seus présentons d’abord I'al-
gorithme puis nous comparons ses performances avec calkhéma spatiotemporel pré-
senté dans le chapitre précédent.

— Dans le paragraphe 4.2 la méme étude est réalisée pouitéeteat spatial.

— Dans le paragraphe 4.3 nous proposons une nouvelle métleaztnstuction des schémas
de sous-maillage, qui consiste a utiliser successivenesntiéux algorithmes précédents.
Nous montrons alors de quelle facon les performances dewena modeéle « successif »
dépendent des algorithmes temporel et spatial qui le ¢doesti

4.1 Le traitement temporel seul

4.1.1 Leschéma

Une vue d’ensemble du schéma temporel est proposée dansria4ig.

L'algorithme est obtenu en ne prenant que la « partie tenfiporales traitements présentés
dans le paragraphe 3.1. Ces traitements se résument erdfaikdnterpolations temporelles sur
les composantes de typé ® et «v » du champ magnétique. La premiere interpolation a lieu dans
le grand maillage a la date+ 1/4 et la deuxiéme a lieu dans le petit maillage a la date1/2.
Cela donne finalement la procédure suivante :

— Calcul des{"*'/2 dans le grand maillage, frontiéres comprises.

— Calcul desz"*! dans le grand maillage, sauf sur les frontieres.

— Calcul desh™*'/* dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™*1/2 dans le petit maillage, sauf sur les fontiéres.

— Calcul desh, "/ (1) par interpolation temporelle & partir d&&'~*/? et desH,"*"/* (voir
figure 4.2) :

3

n 1 n—
hh;1/4 - HY vz, 2

. HpHY? (4.1)

— Calcul des"'/? (3) a l'aide des équations de Maxwell
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FIG. 4.1 — Vue d’ensemble du schéma temporel.

— Calcul desi™3/* dans le petit maillage, frontiéres comprises.
— Calcul desf1;"*'/* (4) par interpolation temporelle & partir d&’;* (2) et desh; " (5)
(voir figure 4.3) :
2 1 oL/

1 n+3/4
h,i 9 hi +§'hh,i/ (4-2)

— Calcul desE;}f}1 (6) a I'aide des équations de Maxwell.
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FIG. 4.2 — Détermination dds,l;‘* par interpolation temporelle.
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n+1/2
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FIG. 4.3 — Détermination deH,’jjl/z par interpolation temporelle.

— Calcul de&ﬁf}l (7) par continuité (voir figure 4.4) :

n+l _ n+1
Ly =ey

n+1

n+1
E v f

v, f

e

(4.3)

» h

n®

FIG. 4.4 — Continité entréZ)" " ete] !},
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4.1.2 Reésultats des tests

4.1.2.1 Réflexion numérique

Tous les parametres de ce test sont identiques a ceux quavanssdéfini dans le paragraphe

3.2.1, excepté les pas spatiaux du petit maillage qui restentiques a ceux du grand mailldge
Les dimensions utilisées sont rappelées dans la figure 4.5.

. 35 gc .
2 gc 15 gc
« ¥ 3
10 gc 10 g¢ |
. S e e e — —n
P ‘
m

Toutes les cotes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FIG. 4.5 — Test de la réflexion numérique.

La courbe 4.6 donne la réflexion numérique obtenue (en bEELe.est inférieur a&-55dB
pour 3 > 20 et elle croit jusqu'a-40 dB seulement poug = 10. Cette réflexion est inférieure
a celle que nous avons obtenue avec le schéma spatioter(groradrt). L'écart est de0 dB en
moyenne dans le domaine des hautes fréquewﬁ:% (10, 20]) et de10 dB en moyenne dans le

domaine des basses fréquencgs} 20). Finalement ce niveau de réflexion numérique est tres
satisfaisant méme pour un échantillonnage spatial allesofy'al0.

-100

Réflexion (dB)

-120

— temporel seul
—— spatiotemporel
-140 L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
frequence (MHz) x 10°

FIG. 4.6 — Réflexion numérique.

4.1.2.2 Stabilité

Les parameétres de ce test sont identiqgues a ceux que nous atiise dans le paragraphe
3.2.2. Encore une fois la seule différence vient du faitlquir a pas de sous-maillage spatial, si

1En vertu de la relation 1.29, cela nous oblige a prendre ugareriCFL deux fois plus petit que dans le grand
maillage :0t = 0.485 - §tyas-
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bien que I'intérieur du petit domaine est paramétré en terdeegrandes cellules. La figure 4.7
résume la situation.

25 gc ,
“ >
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /
e
s
s
/ |
) 15 gc o |
< > :
/ |
/ |
e |
5 gc 7 5gc |
D EEEE— —>] :
10 gc 10 gc |
2 gc 7
«—> 7
. métal
- P
s i

petit maillage

: // |

; AN i

e surface de Huygens
/’ P Toutes les cOtes sont identiques

le long des axes (Oh) et (Ov).

FiG. 4.7 — Test de la stabilité.

Les courbes 4.8 a 4.11 montrent le champ diffracté et le chiamab a I'intérieur du petit
domaine. La durée totale de la simulation étant importéiite£) nous avons adopté deux points
de vue pour la représentation de ces deux champs. La vue smplgmo permet de montrer les
variations du champ diffracté et du champ dans le petit doeydandis que la vue d’ensemble
permet d’apprécier la stabilité de I'algorithme.

Nous constatons qu'’il y a trés peu de champ résiduel et quraphénomeéne de divergence ne
se produit pour une durée de simulation allant jus@@as. Nous pensons que notre algorithme
est stable car 'amplitude du champ résiduel diminue ausdurtemps. Cet argument n’est pas
une preuve mais simplement un indice, de ce fait, la stéhilt I'algorithme reste a démontrer.
Quoi gu’il en soit, tout ce que nous disons dans la suite seiapour une durée de simulation
allant jusqu’as0 s et I'adjectif « stable » sera dorénavant utilisé dans ceecaat

4.2 Le traitement spatial seul

4.2.1 Leschéma

Une vue d’ensemble du schéma spatial est proposée dansria4ig2.

L'algorithme est obtenu en ne prenant que le traitementiapatatif & la premiere sous-
itération du schéma présenté dans le paragraphe 3.1. Nousesdonc dans une certaine sous-
itération que nous avons noté(n’, n' + i, n' + %) Cela donne en fin de compte la procédure
suivante :
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Champ (V/m) Champ (V/m) Champ (V/m)

Champ (V/m)

0.015

— Ex
0.01fF - B’ H
0.005 - -
0
—0.005 - -
_001 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (s) x107
FIG. 4.8 — Champ diffracté (gros plan).
0.015
— Ex
0.01F — g I
0.005 |- -
0
—0.005 - =
_001 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
temps (s) x10°
FIG. 4.9 — Stabilité relative au champ diffracté (vue d’enseshbl
1
— ex
ey
— ez
0.5F 7
-05 | | | |
1 2 3 4 5 6
temps (s) x10°
FIG. 4.10 — Champ dans le petit maillage (gros plan).
1
— ex
ey
— ez
0.5 7
0
_05 | | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
temps (s) x10°

FIG. 4.11 — Stabilité relative au champ dans le petit maillage (¥ ensemble).

— Calcul desH™ *'/* dans le grand maillage, frontiéres comprises.
— Calcul desE™ /2 dans le grand maillage, sauf sur les frontiéres.
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FIG. 4.12 — Vue d’ensemble du schéma spatial.

— Calcul desi™ '/ dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™'*1/2 dans le petit maillage, sauf sur les frontiéres.

— Calcul desHZ 2“/4 (1) a partir des quatrk; +H /4( ) environnants par interpolation spatiale
(voir figure 4. 13)

Y = Z P A (4.4)

— Calcul desZ /% (2) & l'aide des équations de Maxwell.

— Calcul des” }rl/z (3) & partir des, /'/* par interpolations spatiales. On interpole dabord
lelongde I’ axe(Ov) et ensuite le Iong de I'ax@)h) (voir les figures 4.14 et 4.15) :

n/+1/2 3 n'+1/2 1 n'+1/2
v, fymoins — 4 Ev, 7,0 + 1’ Ev,f,moins
(4.5)
n'+1/2 3 n'+1/2 1 n'+1/2
ofoptus = 1" Fo g0 T 1 B g ptus
e '+1/2 1 n'+1/2 n'+1/2
Cofe T 5 (evj,g T fd ) (4.6)
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hn’+1/4(1) hn’+1/4(2)

h

n'+1/4 ® ®
hii \
® ®

hn’+rl/4<3) hn'+1/4(4)

v
S

h &

n/+1 . . .
FIG. 4.13 — Détermination de@h,j‘* par interpolation spatiale.

TV
n'+1/2 J
v, f, plus
n'+1/2
e
En'+l/2 v, f, plus
v, f,0 |
n'+1/2
v, f, moins
ne » h
En'+1/2 4
v, [, moins

/41
n'+3

n'+1
FIG. 4.14 — Calcul des” 2 etdes, ;2.

v, f, moins

par interpolation spatiale le long de I'ax@v).

4.2.2 Reésultats des tests
4.2.2.1 Réflexion numérique

Les conditions du test sont identiques a celles que nousgu@sentées dans la paragraphe
3.2.1, excepté le pas temporel du grand maillage qui estiglena celui du petit maillageLes
dimensions utilisées sont rappelées dans la figure 4.16.

2Cette fois-ci c’est le critére CFL du grand maillage qui ap@nAt = 0.485 - At,az-

64



n'+1/2 en’+1/2 en’+1/2
v,f,g v, f,c v,f,d
n® > h

1

FIG. 4.15 — Calcul desg” 2 par interpolation spatiale le long de I'ax@h).

v7f7c
. 35 gc .
2¢c, 15 ge
- 10 ge 10 g¢
e —pp —n
Prn |

Toutes les cdtes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FIG. 4.16 — Test de la réflexion numérique.

La courbe 4.17 donne la réflexion numérique obtenue (en bigle) est inférieur a50 dB
pour % > 20 et elle croit jusqu'a—25dB pour% = 10. Cette réflexion est trés voisine de
celle que nous avons obtenue avec le schéma spatiotemeore¢(t). Ceci donne I'impression
que le traitement spatial que nous venons d’extraire inmpeaaéflexion numérique au modéle
spatiotemporel.

4.2.2.2 Stabilité

Nous reprenons les conditions de simulation définies daparggraphe 3.2.2. Comme nous
I'avons dit précédement il y a juste le pas temporel du graaiflage qui a changé. Les dimensions
utilisées sont résumées dans la figure 4.18.

Les courbes 4.19 et 4.20 montrent de nouveau la présencecdamp résiduel qui fini par
diverger. La durée de stabilité est 2lgs dans le petit maillage comme avec le modele spatiotem-
porel, par contre elle est deus dans le grand maillage, c’est a dire deux fois plus grandavge
le modéle spatiotemporel. Il semble que le modele de rafiamtrapatial seul est un peu plus
stable que le modéle de raffinement spatiotemporel. Noaasiloir dans le paragraphe suivant
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FIG. 4.17 — Réflexion numérique.
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FiG. 4.18 — Test de la stabilité.

que cette tendance se confirme lorsque le volume sous-raagi@ente.

0.01

0.005

Champ (V/Im)

-0.005

-0.01
0

0.5 1 15 2 25 3
temps (s)

FIG. 4.19 — Stabilité relative au champ diffracté (poity).
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FIG. 4.20 — Stabilité relative au champ dans le petit maillageifg 7).

4.2.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volumeais-maillé

Les simulations effectuées ici sont identiques a cellesxqus avons faites dans le paragraphe
3.2.3, excepté le pas temporel du grand maillage qui estigiena celui du petit maillage, comme
précédement. Les dimensions utilisées sont resuméesalfigsre 4.21.

a+20 gc ,
< » o
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v
7
s
s
/ |
. a gc o |
At » / i
/ |
/ |
e |
y
10 pc ,,//
a—35 pc “a-5 pc
10 ge [ 7 “—’ 10g
«— métal ‘
//
«—
/./l
o p E{(a—5)/2} pc
s i

petit maillage

- surface de Huygens

T Toutes les cOtes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FiG. 4.21 — Tests de la stabilité en fonction du volume soustéail

Les courbes 4.22 a 4.27 montrent les évolutions du chamadié et du champ a l'intérieur
du petit maillage en fonction du volume de ce dernier. Nousstatons, comme avec le schéma
spatiotemporel, une diminution de I'amplitude du champdésl et une augmentation des du-
rées de stabilité. Le tableau 4.2 résume les résultats whténtitre de comparaison nous avons
également recopié le tableau que nous avions obtenu aveadelespatiotemporel (tableau 4.4).

Nous constatons que les gains de stabilité obtenus avecdelende raffinement spatial seul
sont plus important que ceux obtenus avec le modele spatpatel. Ces gains de stabilité qui
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ne sont pas négligeables montrent que notre modéle de raffimtespatial est plus robuste que le
modéele d’origine.

0.01

o
o
S
G

-0.005

Champ (V/m)

-0.01
0

‘ a ‘ 15 ‘ 30 ‘ 45 ‘ 60 ‘
tstap (POINtPy) | dps | Tus | 11 us | 14 us
tstap (POINLP) | 2us | dpus | 6Gus | 8us

TAB. 4.2 — Durées de stabilité pour le modéle spatial.

‘ a ‘ 15 ‘ 30 ‘ 45 ‘ 60 ‘
tstap (POINtPY) | 2us | 3us | 3.5bus | 4us
tstar (POINLP) | 2us | 3.5us | 4.5us | 5.5 us

TAB. 4.4 — Durées de stabilité pour le modeéle spatiotemporel.

1 2 3 4 5 6 7
temps (s)

FIG. 4.22 — Stabilité relative au champ diffracté (poky) poura = 30.

Champ (V/m)

Il Il Il Il

1 2 3 4
temps (s)

FiG. 4.23 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) poura = 30.

4.3 Le traitement temporel suivi du traitement spatial

Le traitement temporel est stable et il présente une réfleriomérique plus petite que le
schéma de départ. Le traitement spatial posséde une réflenimérique comparable a celle du
schéma de départ mais il est plus stable que ce dernier. IBiobat les deux algorithmes séparés
présentent de meilleures propriétés que le schéma de dBloars nous sommes alors demandé
comment créer un nouveau modéle de raffinement spatiotaingairhériterait des qualités des
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FIG. 4.24 — Stabilité relative au champ diffracté (paify) poura = 45.
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FiG. 4.25 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) poura = 45.
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FIG. 4.26 — Stabilité relative au champ diffracté (poky) poura = 60.
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FIG. 4.27 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagentp”,) poura = 60.

deux algorithmes précédents. L'idée la plus simple coasighettre ces deux programmes bout
a bout. Nous avons donc créé un nouveau modeéle de sousgaaijla se présente comme la
succession du schéma temporel et du schéma spatial, pussaons étudié les propriétés de ce
nouveau modele. Nous pouvons d’hors et déja remarquer dgiesagon de concevoir les schémas
de sous-maillage a I'avantage de confiner les instabilitédsastement spatial seul. En effet, nous
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venons de montrer que le traitement temporel est stable.

4.3.1 Leschéma

Une vue d’ensemble du nouveau modéle est proposée dansra4i@8. Il y a cette fois-ci
trois domaines a considérer : le grand maillage, la zonenrédiaire, et le petit maillage. La zone
intermédiaire d’épaisseurgrandes cellules est séparée du grand maillage par unéeh@ie
nous avons appelée frontiére temporelle puisque c’estalldéfinit le lieu ou le traitement tem-
porel commence. Le petit maillage est séparé de la zonemgtiaire par une deuxieme frontiére
gue nous avons nommeée frontiére spatiale puisque c’estiécigjtraitement spatial commence.

Le schéma est obtenu en appliquant conjointement I'alyoet du paragraphe 4.1.1 sur la
frontiere temporelle et I'algorithme du paragraphe 4.1t la frontiere spatiale. Remarquons
que le méme traitement spatial est appliqué dans les delseitérations(n, n 4+ i, n 4+ %) et
(n+ 4, n+ 2, n+1). Nous n'avons pas détaillé les équations ni les figures daasune des
étapes de I'algorithme, puisque que cela a déja été fait ldardeux paragraphes cités précéde-
ment. Les indices «i », « ft », « fs», « ft—e» et «ft—zi», qui apparaissent dans les Iégendes de
la figure 4.28, veulent dire respectivement « zone interaigap, « frontiere temporelle », « fron-
tiere spatiale », « frontiére temporelle du c6té du grandlatge » et « frontiere temporelle du cotée
de la zone intermédiaire ».

L'algorithme est le suivant :

— Calcul des{"*'/2 dans le grand maillage, frontiére temporelle comprise.

— Calcul desz"*! dans le grand maillage, sauf sur la frontiére temporelle.

— Calcul desh™*'/* dans le petit maillage, frontiére spatiale comprise.

— Calcul des{"*'/* dans la zone intermédiaire, frontiéres temporelle et afgatiomprises.

— Calcul desi7;'/* (1) par interpolation temporelle.

— Calcul desi7;t'/* (3) par interpolation spatiale.

— Calcul des" /2 dans la zone intermédiaire, sauf sur les frontiéres tenfiparespatiale.
— Calcul des™*1/2 dans le petit maillage, sauf sur la frontiére spatiale.

— Calcul dest)',”* (4) & l'aide des équations de Maxwell.

— Calcul destZ)//* (6) & 'aide des équations de Maxwell.

— Calcul de&"“/2 (7) par interpolations spatiales.

— Calcul desH"+3/4 dans la zone intermédiaire, frontieres temporelle et afgatiomprises.
— Calcul desh™ 3/ dans le petit maillage, frontiére spatiale comprise.

— Calcul desH"t*/* (9) par interpolation spatiale.

— Calcul desF["+1/2(5) a partir de (2) et de (8) par interpolation temporelle.

— Calcul desE™*! dans la zone intermédiaire, sauf sur les frontiéres tentiparespatiale.
— Calcul des™*! dans le petit maillage, sauf sur la frontiere spatiale.

— Calcul desE;”}i . (10) a I'aide des equations de Maxwell.

— Calcul destZ;__; (11) a l'aide des équations de Maxwell.

— Calcul desE;”;i (12) a I'aide des équations de Maxwell.

— Calcul de&ﬁﬂ (13) par interpolation spatiale.
4.3.2 Reésultats des tests
4.3.2.1 Comportement de la réflexion numérique en fonctionealq

Nous avons simulé la réflexion numérique pour plusieurssdgars de la zone intermédiaire.
Pour cela nous avons fait varier le nomprde grandes cellules dea 5. Les dimensions utilisées
sont illustrées dans la figure 4.29. Dans le grand maillages avonsAz = Ay = Az = 0.15m
et At = 0.97- At,..... Dans la zone intermédiaire les pas spatiaux sont idergigueux du grand
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FIG. 4.28 — Vue d’ensemble des schémas temporel et spatialssiisce

maillage etAt.; = At/2 3. Dans le petit maillage le pas temporel est identique a ciela zone

30n a dans ce casit,; = 0.485 - Atyaz, -
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intermédiare etz = dy = 6z = 0.075m *. L'onde utilisée a les mémes caractéristiques que dans
les simulations précédentes.

. 35 gc .
15+2q gc
2 gc
‘ﬁ, 15 gc
10 gc ) 10 g¢ =
**** 0***3”—V**~***”*** - — N
| q q
P “» >

Toutes les cOtes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FIG. 4.29 — Test de la réflexion numérique.

Le réseau de courbes de la figure 4.30 montre les résultagaubtLe premier constat que
nous pouvons faire est que la réflexion numérique de notregaaumodele ne dépend pas de
I'épaisseur de la zone intermédiaire.

La courbe qui est en pointillés noirs a été construite a ipdds réflexions numeériques du
schéma spatial et du schéma temporel. Nous avons additi@sreeux réflexions sur une échelle
linéaire puis nous avons retranscit le résultat obtenu sa@ehelle logarithmique. Evidement les
réflexions numériques ne s’additionnent pas mais ellesseilent pour donner un résultat assez
voisin® de celui obtenu avec notre nouveau modéle.
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N /
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fréquence (Hz) x 10°

FIG. 4.30 — Réflexion numérique.

4.3.2.2 Comportement de la stabilité en fonction de g

Comme pour la réflexion numérique, nous avons testé la géallé notre schéma pour plu-
sieurs épaisseurs de la zone intermédiaire. Les paranggtoesétriques de ces tests sont illustrés

40On a alors 5t = 0.97 - 6tmas-
SA 10 dB prés pour les basses fréquences, pour les hautes fréquaroesordance est assez bonne.
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dans la figure 4.31. Les parameétres spatiotemporels et tastédstiques de I'onde n’ont pas
changés par rapport au paragraphe précédent.
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le long des axes (Oh) et (Ov).

FiG. 4.31 — Test de la stabilité.

Les courbes obtenues sont dans I'annexe B. Nous constatiens glurée de stabilité reste
égale a2.25 us dans le petit maillage quelle que soit la valeurg@ddans le grand maillage la
situation est un peu différente, la durée de stabilité ageod & augmenter lorsqgeaugmente.
Nous avons résumeé ces résultats dans le tableau 4.6.

Ce comportement peut s’interpréter en terme de couplage kst deux interfaces. Lorsque
g = 1 les deux frontieres sont proches 'une de l'autre si bien mpiee modele a tendance a se
comporter comme le modeéle spatiotemporel de départ : noieshobs effectivement les mémes
durées de stabilité dans les deux maillages. Lorggaegmente, les deux frontiéres deviennent
indépendantes I'une de I'autre. Dans ce cas, le champ dul gnaiilage tend a ne dépendre que
de la frontiere temporelle, si bien que ce dernier deviemilde en plus stable. Le champ du petit
maillage a quant a lui tendance a ne dépendre que de la fi®spatiale, si bien que ce dernier
hérite de la durée de stabilité du modele spatial qui esbtogjégale 2.25 us lorsque le volume
est fixe.

| q |+ [ 2 [ 3 | 4 [ 5
tstap (POINtPy) | 2.25 us | 2.5 s 3us | 3.25us | 3.5us
tsiap (POINLP;) | 2.25 s | 2.25us | 2.25 pus | 2.25 us | 2.25 us

TAB. 4.6 — Durées de stabilité en fonction gle
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4.3.2.3 Comportement de la stabilité en fonction du volumeaais-maillé pour g=1

Nous avons intérét a ce que la zone intermédiaire soit lagstite possible, nous avons donc
choisitq = 1. Ensuite nous avons testé le comportement de la stabilf@hetion du volume sous-
maillé afin de voir si notre modéle hérite bien de la robugteksschéma de raffinement spatial
seul. Les dimensions utilisées sont résumées dans la fig®2e Une fois de plus les parametres
sont identiques a ceux que nous avons utilisés dans le pplfagprécédent, excepté la direction
d’arrivé de I'onde incidente.
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""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 7
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// i
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< »
/
1 gc 1 gc
> 10 pc 7 >
a—>5 “a-5
10 gc e > 10 gc
Q—P./// ’t l
‘L P, méta
] b
/ _ !
L E{(a—5)/2] T

petit maillage

3 n . L oge
e zone intermédiaire

,/ surface de Huygens

Toutes les cOtes sont identiques
le long des axes (Oh) et (Ov).

FiG. 4.32 — Tests de la stabilité en fonction du volume soustéail

Les courbes 4.33 a 4.40 montrent les résultats obtenus. &lars regroupé les durées de
stabilité dans le tableau 4.8. A titre de comparaison noosgegalement recopié les tableaux
obtenus avec le modeéle spatiotemporel et avec le modelalsppableaux 4.10 et 4.12).

Notre nouveau schéma hérite partiellement des qualités alela de raffinement spatial.
En effet, les durées de stabilité obtenues dans le petitagaibugmentent de la méme maniere
gu’avec le modéle de raffinement spatial, par contre dansledgmaillage ces durées augmentent
moins® mais elles sont tout de méme plus importantes qu’avec le lmegpatiotemporel de dé-
part.

SElles sont approximativement deux fois plus petites qutdgenodeéle de raffinement spatial seul.
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FIG. 4.34 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) poura = 15.
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FIG. 4.36 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) poura = 30.

4.4 Pour résumer
Nous sommes partis d’'un schéma de sous-maillage basé getatémns d’'interpolation. Nous

avons montré que ce schéma posséde une réflexion numérigne eurée de stabilité conve-
nables. Ensuite nous en avons extrait deux algorithmes que avons étudié séparément. Le
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FIG. 4.40 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagentp?,) poura = 60.

premier d’entre eux, I'algorithme temporel, est stable réspnte une réflexion numérique plus
basse que le schéma de départ. Le deuxieme, I'algorithnimlspaésente une réflexion numé-
rique comparable au schéma de départ tout en étant un pestahls que ce dernier. Finalement
nous avons obtenu la réponse a la question que nous nousgasidébut : « C’est le raffinement
spatial qui est a I'origine des instabilités ».
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| a | 15 [ 30 | 45 | 60 |
tstar (POINtPy) | 2.25 s | dpus | 6us | 7us
tsiap (POINtP;) | 2.25 pus | 4pus | 6 us | 8us

TAB. 4.8 — Durées de stabilité obtenues.

‘ a ‘ 15 ‘ 30 ‘ 45 ‘ 60 ‘
tstap (POINtPY) | 2us | 3us | 3.5bus | 4us
tstap (POINtP) | 2us | 3.5us | 4.5us | 5.5 us

TAB. 4.10 — Durées de stabilité obtenues avec le modéle spatote!.

| a | 15 [ 30 | 45 | 60 |
tstar (POINtPY) | dps | Tus | 11 pus | 14 ps
tstap (POINLP) | 2us | dpus | 6Gus | 8us

TAB. 4.12 — Durées de stabilité obtenues avec le modéle spatial.

Le fait d’avoir un algorithme temporel stable nous a donigeE de concevoir les schémas
de sous-maillage comme la succession d’un algorithme tegheod’un algorithme spatial. Cette
facon de faire permet a coup sdr de confiner les problemestdhilité au modéle de raffinement
spatial seul, de plus elle simplifie la programmation et ealliennous permet maintenant de nous
concentrer uniquement sur le raffinement spatial.

Ensuite nous avons cherché les liens entre les propriétés deuveau modele « successif »
et les propriétés des algorithmes temporel et spatial 6ép&inalement le modéle « successif »
présente des qualités tres voisines de celles du schém#idemeent spatial seul. De plus nous
avons montré qu'il est meilleur que le schéma spatiotenplerdépart mais ceci est accessoire.

A la lumiére de ce qui précede il faut maintenant cherchera@ma de raffinement spatial
performant et pouquoi pas, stable. C’est le but du chapitreujt.
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Chapitre 5

Recherche du meilleur schéma spatial

Dans ce chapitre nous avons comparé plusieurs modeélesfuemadnt spatial. Les trois pre-
miers modéles qui ne font intervenir gu’une seule frontigtiéisent des techniques d’interpolation
inspirées de ce que I'on peut trouver dans la littératureql&trieme modele est un modeéle de
recouvrement.

5.1 Trois méthodes de raffinement spatial n’utilisant qu’ure
seule frontiere

5.1.1 Présentation des trois schémas
5.1.1.1 Vue d’ensemble des trois schémas au cours du temps

Les trois schémas présentés ci-aprés peuvent étre ikestar la méme vue d’ensemble que
nous avons représenté dans la figure 5.1. Rappelons quiedingeut-étre égaleaou an+1/2
selon que 'on se trouve dans la premiére ou la deuxieme isénagion temporelle.

5.1.1.2 Une méthode de type « gradient »

Cette méthode consiste & déterminerig$"/* (1) & partir des variations spatiales d&g *'/*
environnants, afin de pouvoir calculer léé“” (4) avec les équations de Maxwell. Ensuite les

E!"'? (3) sont déterminés & partir de?ﬁ*l/2 (4) par des relations d’interpolation spatiales. C'est
en quelque sorte le modéle inverse de celw que nous avaise jlisqu’a présent.

Pour étre plus précis, I'algorithme est le suivant :

— Calcul desH™*'/* dans le grand maillage, frontiéres comprises.
— Calcul desE™ +1/2 dans le grand maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desi™ '/ dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™'*'/2 dans le petit maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desH +4 (2) par interpolation spatiale & partir des quathgs §/* environnants
(voir figure 5. 2)

)th—t

4
Z n+1/4 (5.1)

AIH

— Calcul desh; '/* (1) par interpolations spatiales & partir d&§ ~'/* environnants. On
interpole d’abord dans les plans paralléles au p@ann, v) (voir figure 5.3), ce qui permet
de déterminer lea” /* etlesh’ T/ puis ensuite le long de I'axeOh) (voir figure

h,e, plus h, e, moins
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FIG. 5.1 — Vue d’ensemble des trois schémas spatiaux.

hn’+1/4(1) hn’+1/4(2)

h

n+1/4 @ ®
h,i \
X
® ®

hn'+1/4<3) hn'+1/4(4)

v
S

h &

n/41 . . :
FiG. 5.2 — Calcul desﬁlmfF4 par interpolation spatiale.
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5.4), ce qui permet de déterminer lgs’"/* :

( / ’ ’
n'+1/4 3 3 n'+1/4 1 n'+1/4
h,e,plus — 4 ° (Z~Hh,e,0 _'_Z‘Hh,i,O +

1 3 n'+1/4 1 n'+1/4
1 (Z ’ Hh,e,plus + 1 Hh,i,plus)
(5.2)
n'+1/4 3 3 n’+1/4 1 n'+1/4
hh,e,moins — 1’ (Z ’ Hh,e,O + 1° Hh,i,O ) +
1 3 n'+1/4 1 n'+1/4
L 1’ <Z ’ Hh,e,moins + 1 Hh,i,moins)
n'+1/4 1 n'+1/4 n'+1/4
h,e,c 5 ’ <hh,e,plus + hh,e,moins (53)
AV
n'+1/4 n'+1/4
h,e, plus <>< /x h,i, plus
n'+1/4
h,e, plus
n'+1/4 n'+1/4
h,e0 6‘@ />< h,i,0
n'+1/4
h ® h,e, moins )
n'+1/4 n'+1/4
h,e,moins‘/\><\\ ‘/\><\‘ h,i, moins
frontiere /
FIG. 5.3 — Interpolations dans les plans paralléles au @lam, v).
— Calcul des’”’ t'/* (4) a I'aide des équations de Maxwell.
— Calcul dest)’ /*/? (3) par interpolation spatiale (voir figure 5.5) :
n'+1/2 1 n'+1/2 n'+1/2
Ev,f - 5 ( v, f, plus + v, f, moins (54)
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FIG. 5.4 — Interpolation le long de I'ax@h).

en'+l/2
v, f, plus
T n'+1/2
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v, f, moins

n'+1/2
E, ; T

v
=

n®

FIG. 5.5 — Calcul desE f parlnterpolatlonspatlale

5.1.1.3 Une méthode « réciproque »

Cette méthode consiste a symeétriser les traitements effecte part et d’autre de la frontiére,
c’est pour cette raison que nous I'avons qualifié de « réqipeos. Ainsi lesh;, +1/4(1) et IesH" b
(2), qui sont situés de part et d’autre de l'interface, saterminés par des relations d’ mterpola—

tions spatiales, ce qui permet alors de calculee}es'? (4) et lesE!’ /'/? (3) avec les équations
de Maxwell. Le but de cette méthode est de ne stipuler aumjatrcm d’interpolation entre les
composantes du champ électrique sur la frontiere.

Cela donne l'algorithme suivant :

— Calcul desH™ *+'/* dans le grand maillage, frontiéres comprises.
— Calcul destE™ +1/2 dans le grand maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desi™ /4 dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™' /2 dans le petit maillage, frontiéres exclues.

/4 1 /
— Calcul desH, | * (2 par interpolation spatiale a partir des qua §/* environnants
h,i
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(voir figure 5.6) :

4
n’ 1 1 n’ .
Hy =7 m ) (5.5)

AV
hz’+1/4(1) h2'+1/4(2)
n+1/4 ® ®
Hh,i \
h2’+1/4(3) h2’+1/4(4)
> N
h &

1yl
FIG. 5.6 — Calcul desHZj‘* par interpolation spatiale.

— Calcul desh; '/* (1) par interpolations spatiales & partir d&§ ~*/* environnants. On
interpole d’abord dans les plans paralléles au plann, v) (voir figure 5.7), ce qui permet
de déterminer lea” /* etlesh! T/*  puis ensuite le long de I'axeOh) (voir figure

h,e, plus h, e, moins

5.8), ce qui permet de déterminer g5/ :

7e7c
( / / /
n'+1/4 3 3 n/+1/4 1 n'+1/4
hh,e,plus_Z~ <Z~Hh,e,O _'_Z‘Hh,i,O +

1 3 n’'+1/4 1 n’'41/4
1 (Z - H + 1 H >

h, e, plus h, i, plus

(5.6)
n'+1/4 3 3 n’+1/4 1 n'+1/4
hh,e,moins_1~ (Z'Hh,e,O _'_Z'Hh,i,o +
1 3 n'+1/4 1 n'+1/4
L 1’ <Z ’ Hh,e,moins + 1 Hh,i,moins

n'4+1/4 1 n'+1/4 n'+1/4

hh7 e,c 5 ' <hh, e, haut + hh,e,bas (57)

— Calcul des’”’ /% (4) a I'aide des équations de Maxwell.

— Calcul desZ 1'% (3) & 'aide des équations de Maxwell.

5.1.1.4 Une méthode d’interpolation quadratique

Cette méthode n’est pas tres différente de celle que nousgw@senté dans le paragraphe
4.2, nous avons simplement remplacé la méthode de C&|Clﬁggéé2 (4) le long de I'axg(Ov),
par une méthode polynomiale. Au lieu d’utiliser une relat@interpolation linéaire, nous avons
cherché le polynome de degré deux qui passe par les troisrsale chamgz” /2 gr+l/2

v, f,moins? v, f,0
etE" 72 | puis nous en avons déduit l€s} '/ (voir I'équation 5.9 et la figure 5.10). Cette mé-
thode permet d’établir un lien du second ordre entre lessidagcomposantes du champ électrique
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FIG. 5.7 — Interpolations dans les plans paralléles au @lam, v).
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FIG. 5.8 — Interpolation le long de I'ax@h).

sur I'interface. Notons que ['utilisation d’'une interptitan quadratique n’est pas utile le long de
I'axe (Oh) car les valeurs a déterminer sont centrées, si bien que lasteme des valeurs de
gauche et des valeurs de droite est déja une relation ad'@eux. Remarquons pour finir que
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notre méthode revient a utiliser un développement de Tayke-Laurin a I'ordre deux dans le-
quel les dérivées premiere et seconde sont des dérivéaéemnt

L'algorithme est le suivant :

— Calcul des{™*'/* dans le grand maillage, frontiéres comprises.
— Calcul desE™ +1/2 dans le grand maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desv™ '/ dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™ /2 dans le petit maillage, frontiéres exclues.

/o1 !
— Calcul desH,?j‘* (2) par interpolation spatiale a partir des quat/hés“/4 environnants
(voir figure 5.9) :

)th—t

4
Z n+1/4 (58)

q>|+~

AV

hz’+1/4(1) hz’+1/4(2)
n'+1/4 ® ®
h,i \

X)
hz’+1/4(3) hz'+1/4(4)
» n

h &

n'41 . . .
FIG. 5.9 — Calcul desﬁlmfF4 par interpolation spatiale.

— Calcul desiZ] 1'% (3) par les équations de Maxwell.

— Calcul des), 7 e (4) & partir desZ T'/* (3). Une interpolation quadratique est utilisée le
long de I’ axe(Ov) (voir figure 5. 10) tandls qu’une interpolation linéaire attisée le long
de I'axe(Oh) (voir figure 5.11) :

en/+1/2 _ é ) <_3 ) En/+1/g 130 EZ,fJ,FOI/z L5, En/+1/2>

v, f, plus v, f,moins v, f,plus
(5.9)
n'+1/2 1 n/+1/2 n'+1/2 n'+1/2
€y, f,moins — 32 ° (5 ’ Ev,f,moins +30- Ev,f,O -3 Ev,f,plus)
n'+1/2 1 n'+1/2 n'+1/2
Cofe T 5 (em Fg T Cufd ) (5.10)

5.1.2 Résultats des tests
5.1.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation utilisées ici sont les mémaes cplles que nous avons adopté
dans le paragraphe 4.2.2.1 (voir figure 4.16). Les réfleximmmaériques des trois modeles que
nous venons de présenter sont illustrées dans la figure Belodéle « réciproque » présente
une réflexion numérique acceptable uniqguement HAbLE 40, dans le cas contraire ce modele
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v, f, plus
n'+1/2
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g2 vo S plus
v, f,0 #
n'+1/2
v, f, moins
ne » h
n'+1/2 4
v, [, moins

FIG. 5.10 — Interpolations quadratiques le long de I'é&e).

v
n'+1/2 n'+1/2 en'+1/2
v, f.8 v, f.c v,f.d
ne® > h

FiG. 5.11 — Interpolation linéaire le long de I'ax@h).

est tres mauvais, il présente méme une réflexion supérietivmité lorsquef > 1.4 MHz!
Les autres modeles présentent des réflexions convenabtqud% > 20. Remarquons que le
modéle quadratique n’est pas meilleur que son homologeéaili@, leurs réflexions numériques
respectives sont d’ailleurs quasiment identiques.

5.1.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation utilisées pour mesurer laillsont les mémes que celles que
nous avons adopté dans le paragraphe 4.2.2.2 (voir figuBg 4.4s résultats obtenus sont illustrés
dans les courbes 5.13 a 5.18. Une fois de plus nous constgierie modéle « réciproque » n’est
pas tres bon puisqu’il présente des durées de stabilitéenfés al ;s dans les deux domaines,
de plus le niveau de champ résiduel est tres important dagrsfel maillage. Le modéle « qua-
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FIG. 5.12 — Réflexions numériques des trois schémas.

dratigue » est comparable au modeéle spatial que nous avea®@dpé dans le paragraphe 4.2, les
durées de stabilité et les niveaux de champ résiduel sorffadrsinilaires. Finalement le modéle
de type « gradient » est le seul qui peut faire concurrencealeta spatial évoqué ci-dessus. En
effet, non seulement les durées de stabilité sont du mémme dedgrandeur mais en plus il n’y a
pas de champ résiduel.
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FiIG. 5.13 — Stabilité relative au champ diffracté (poity) pour le modéle de type « gradiant ».
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FIG. 5.14 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenfpP;) pour le modéle de type
« gradiant ».

5.2 Une meéthode de recouvrement
Nous avons mis ce modele de raffinement spatial dans un ppfag part car il est struc-
turellement différent des trois modeles que nous venongékepter : il présente en effet deux

frontieéres qui encadrent une zone de recouvrement communeeux maillages.
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FiG. 5.15 — Stabilité relative au champ diffracté (poity) pour le modeéle « réciproque ».
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FIG. 5.16 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenfpP;) pour le modéle « réci-
proque ».
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FIG. 5.17 — Stabilité relative au champ diffracté (poify) pour le modéle de « quadratique ».
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FIG. 5.18 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenfpP;) pour le modéle de type
« quadratique ».

5.2.1 Le schéma

Une vue d’ensemble de ce schéma est présentée dans la figjQrd ée est d'utiliser la

- . / ~ - /
zone commune aux deux maillages pour calculer directenesit! ;/* (2) & partir desz?’ }/?

1C’est a dire sans utiliser les équations de Maxwell.
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(1) sur la frontiére du petit maillage (frontiére de gauoéﬁel)asEZ}’j/ % (3) & partir de&Z:;{j/ % (4)

sur la frontiere du grand maillage (frontiére de droite).

A t 1 t 1t 1
__E" T N _J I S -
t 1 t 1t 1
® > VO@——H»:’—ro —e > »]

| t

1
—> e >

At H'A L, e 1
2 —> e >
I &

t 1

S S e
%

° o ——rr—5re ——> —b
A t 1 tr 1
y ol T N _ﬁj . e eI
1 t 1 1
— <
° o ?——N»:'—V? —>e b
1et?2 3etd

frontiere gauche frontiere droite

. opn'+1/2 . n'+1/2 . opn'+1/2 .oon'+1/2
1. Ev’fg 2. €, 4 3. Ev’fd Tl

FiGg. 5.19 — Vue d’ensemble du schéma de recouvrement.

Cela donne l'algorithme suivant :

— Calcul desH™ '/ dans le grand maillage, frontiére de droite comprise.
— Calcul des™'*+1/2 dans le grand maillage, frontiére de droite exclue.
— Calcul desv™ /4 dans le petit maillage, frontiére de gauche comprise.
— Calcul des™'*'/2 dans le petit maillage, frontiére de gauche exclue.

— Calcul des!’ ;% (3) & partir des” % (4) par interpolation spatiale (voir figure 5.20) :

En’+l/2 o

v, fd, plus v, fd, moins

DN | —

— Calcul deg | /* (2) apartir dez)’ /* (1) par interpolation spatiale. On interpole d'abord
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en'+l/2
v, fd, plus

n'+1/2
Ev,fd T

en’+1/2
v, fd, moins

n® » h

n/+1 . . .
FiG. 5.20 — Calcul des/, ;fdz par interpolation spatiale.

le long de I'axe(Ow) (voir figure 5.21) et ensuite le long de I'ax@*h) (voir figure 5.22) :

n'+1/2 3 n'+1/2 1 n'+1/2
v, fg,plus — 14~ L, fe0 T 1 Ev,fg,plus
(5.12)
n'+1/2 3 n'+1/2 1 n'+1/2
v, fg,moins — 4 Ev, fg,0 + 1’ Ev,fg,moins
n'4+1/2 1 o n+1/2 n'+1/2
v, fg.c = 2 (ev, fo.9 T Cv, fg.d (5.13)
T 1%
n'+1/2 J
v, fg, plus
n'+1/2
€ /
g2 v fg plus
v, fg.,0 #
n'+1/2
v, fg, moins
ne » h
n'+1/2 4
v, fg, moins
FiG. 5.21 — Calcul des” *2 etdes” "> ar interpolation le long de I'axg0v)
e v, fg, moins v, fg,plus P p g v).
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n'+1/2 n'+1/2 n'+1/2
v,f8.8 v, fg.c v,fg.d
ne » h

FiG. 5.22 — Calcul des:f:}rjc par interpolation le long de I'ax@)h).

5.2.2 Résultats des tests

5.2.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation sont toujours les mémes. Laxi@ih numérique obtenue est
représentée dans la figure 5.23. Elle est inférieurel@d B pour un échantillonnage spatial su-
périeur &0, dans le cas contraire la réflexion devient assez fortd) (/B pour% =20et0dB
pour% = 10). Finalement ce modéle ne peut pas étre utilisé pour desiélbbianages spatiaux
plus petits quel0 ce qui est assez contraignant au niveau des ressources avrmeive.

Réflexion (dB)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fréquence (Hz) x 10°

FIG. 5.23 — Reflexion numérique.

5.2.2.2 Stabilité

La aussi les conditions de simulation sont les mémes quégeérent. Le champ diffracté et
le champ a l'intérieur du petit maillage sont représentésdes figures 5.24 et 5.25. Les durées
de stabilité obtenues sont insufisantes (de I'ordr@.des dans les deux maillages) et le niveau
de champ résiduel est trés important dans le grand maillage.

90



0.015

0.01

0.005

Champ (V/Im)

0.005

-0.01
0 4 5 6 7

3
temps (s) x107

FIG. 5.24 — Stabilité relative au champ diffracté (poity).

— ex
ey
— ez

Champ (V/Im)

—05 L L L L L L

3 4
temps (S) x10”

FIG. 5.25 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagena?;).

5.3 Pour résumer

Les schémas que nous avons essayé ne sont pas tres perfoigeahte modeéle de type « gra-
dient » est intéressant car il ne présente pas de champ eésides durées de stabilité obtenues
sont convenables.

Des variantes de ces modeles peuvent-étre proposées a@amseldes quatre catégories pré-
cédentes. Nous en avons testé quelques unes mais sans Bapgdons cependant que le modele
spatial du paragraphe 4.2 ainsi que le modeéle de type « gtadigue nous venons de présen-
ter sont utilisables dans des problemes de diffraction pRlams également que les niveaux de
champ résiduel diminuent et que les durées de stabilité antgmt lorsque le volume sous-maillé
augmente, ce comportement peut s’avérer avantageux darsirdelations qui nécessitent des
volumes raffinés de grande taille.
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Chapitre 6

Géneéralisation du principe de séparation
avec des facteurs de raffinement plus éleves

Dans ce qui précede nous avons mis a jour une méthode deudimsirdes schémas de sous-
maillage qui fait intervenir successivement, un modeleaffenement temporel stable et un certain
modele de raffinement spatial. Une conséquence de la stathilimodéle temporel concerne les
propriétés du schéma final qui sont fixées a peu de choses perde modéle spatial seul. Ce
dernier point est intéressant car il nous donne un moyen éldingrles performances du modele
« successif » avant méme de l'avoir construit.

Nous nous sommes alors demandé si de telles prédictiongpessibles avec des schémas
possédant des facteurs de raffinement en espace et en tarspsegpis. En d’autres termes existe-
t-il des schémas de raffinement temporel stables lorsgue2 ? Si la réponse est affirmative alors
nous n’avons plus que les propriétés des algorithmes spaiiprésenter, puisque ce sont eux qui
fixent les qualités de 'ensembile.

— Le premier paragraphe de ce chapitre apporte la réponsguesdion posée : des schémas
temporels stables existent bien peur> 2 et en plus ils sont basés sur de simples relations
d’interpolations linéaires.

— Suivant notre démarche, nous étudions alors dans le deaxjaragraphe, les performances
de trois algorithmes spatiaux susceptibles de succédenadeles de raffinement temporel
introduits ci-dessus, puis nous en déduisons les perfaresamhes modeles « successifs ».

6.1 Raffinementtemporel avee, = 3,4 etH

6.1.1 Présentation des schémas
6.1.1.1 r, =3

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figurets@2l De facon a étre syn-
tétique nous présentons ici simplement les étapes cléshdusg étant entendu que les équations
de Maxwell sont utilisées normalement lorsqu’aucune giéniparticuliére n’est apportée.

- Leshz’*;l/6 (1) sont déterminés par interpolation temporelle linéaipartir desH,’l‘“/Q déja

calculés et des/”'/* stockés en mémoire :

§ > I
b= S HT 6.1)

- LeSeZJ}l/?’ (3) sont alors calculables et il en est de méme pour tousgte’s?, tous les:"2/3

(y compris 5) et tous les™5/6.

1Cela dépend de la distance qui sépare la frontiére tempatella frontiére spatiale (voir le paragraphe 4.3.2).
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n
Ave 4
At
? —> PY —p hn+l/6
LA b
\J f Atk
3 s
t 2
n+1/2 n
i 8wy
n+2/3
e
5 a
L n+1/6 L. n+1/6 . n+1/3 . n+1/2 . n+2/3
Lt 2t e 4:H)' 5z

FIG. 6.1 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 3 (partie a).

— On détermine ensuite |é8;
(2) et desh; "/ (6) :

+1/2

i

(4) par interpolation temporelle linéaire a partir dé;&;.%

mn 1 n n
Hh,tl/z =3 <hh,—|;1/6 + hh,—l;5/6> (6.2)

- LesE;}J}1 (7) sont alors calculables.
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6:1) " TE"! 8z

FIG. 6.2 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 3 (partie b).

— Enfin on détermine Iesljj}l (8) par continuité :

ey =By (6.3)

6.1.1.2 r, =4

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figures 6.8 Nous posons les
mémes prérequis que précédement.
— Trois relations d’interpolation temporelle lineaire satilisées pour déterminer lés, . aux
datesn + 1/8,n + 3/8etn +5/8 (voir1, 3 et7):
( hn+1/8 5 'Hf?+1/2 + % . H;:_lﬂ

h,e - 8
hn+3/8 _ 7. Hn+l/2 + 1. Hn—l/Z (6 4)
h,e - 8 h 8 h '

. H;:—l/2

n+5/8 9 pn+1/2
\ hh,e — 38’ Hh

1

8

— Dans ce cas toutes les composantes du petit maillage scuitdes jusqu’a la date: + 7/8) At
frontiéres comprises et jusqu’a la ddte+ 1) At frontiéres exclues (voir notamment 2, 5
et9).

— On détermine ensuite l¢#, "/

(4) et desh;7* (8) :

(6) par interpolation temporelle linéaire a partir déféf’/g

Hn+1/2

" ) (h"+3/8 I hn+5/8> (6.5)

l\:>|}—l

- LesEj}f}l (10) sont alors calculables.
— Enfin on détermine Iesljj}l (11) par continuité :

;}+fl E;“;l (6.6)
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- En * en
n
A V@ f
At
7 —> PY —p hn+l/8
LA 4
 / * en+l/4
2 \
t t
S PS L hn+3/8
e — 14
f A
Hn+1/2 S o en+l/2
f 6
5 /
L g.n+1/8 . n+l1/4 . 7.n+3/8 . 7.n+3/8 .o n+1/2 L pgntl/2
L:h, 2.ev’f 3:h, 4:h, S'ev,f 6:H, "
FIG. 6.3 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 4 (partie a).
6.1.1.3 =5

Une vue d’ensemble du schéma est proposée dans les figures 6.6. Nous posons les
mémes prérequis que précédement.

— Trois relations d’interpolation temporelle linéairemsatilisees pour déterminer lés, .
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n+3/4
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En+1 en+l
10 et 11 -
L 7.nt5/8 o 1 n+5/8 . n+3/4 L pntl . on+l
T8 9 e 10:E"! 11:e")

FIG. 6.4 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 4 (partie b).

aux dates: + 1/10, n + 3/810 etn + 7/10 (voir 1, 3 et 7) :

( ;n+1/10 n+1/2 n—1/2
h =S4 . H + & - Hy

h,e 10 h
hn+3/10 . & 'Hn+1/2+l .HTL—I/2 (6 7)
h,e 10 h 10 h )

n+7/10 n+1/2 n—1/2
h / :11~H / 1 'Hh /

\ '‘h,e 10 h 10

— Dans ce cas toutes les composantes du petit maillage scuieddes jusqu’ala date: + 9/10) At
frontiéres comprises et jusqu’a la ddte+ 1) At frontiéres exclues (voir notamment 2, 5

et9).
— On détermine ensuite I¢8," "/ (6) par interpolation temporelle linéaire & partir dgs” *°
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FIG. 6.5 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 5 (partie a).

(4) et desh;, /' (8) :

1
n+1/2 n+3/10 n+7/10
H / = 5 . (h’h,i / + hh,i / )

- LesE;‘f}l (10) sont alors calculables.
— Enfin on détermine Ies;j} (11) par continuité :

n+1

. n+1
€ = E

v7f
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n
A V® f
Y ° Y hn+7/10
A
L b
f en+4/5
9 \
_} P _’ hn+9/10
En+1 f e”'H
10 er 11 \
. .n+1/10 . n+1/5 . 7,n+3/10 . 7.n+3/10 . n+2/5 . n+1/2
l.hh,e e, .hh’e 4.hh,i e, 6'Hh,i
7: hl]:lli’e7/10 8.' hZ:l’l7/10 9: ei’}l:‘rf4/5 10: E:l+fl 11: e,:+f1

FIG. 6.6 — Vue d’ensemble du schéma temporel pout 5 (partie b).

6.1.2 Résultats des tests
6.1.2.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation sont les mémes que celles que asons utilisé dans le para-
graphe 4.1.2.1 (voir la figure 4.5), excepté le critére CFlpélit maillage qui cette fois-ci doit-étre
divisé parr,;. La figure 6.7 montre les réflexions numériques obtenuessNouostatons qu’elles
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sont pratiguement identiques d’un facteur de raffinemeiatére, de plus les niveaux de réflexion
atteints sont faibles puisque nous aveps< —50 dB poury > 20 etr,, ~ —40 dB poury = 10.

0
)
S -50
N
c
.S -100
X
2 ‘
HG_) J
O -150
vd
-200 1 1 1 1 1 1 1 1 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fréquence (Hz) x 10°

FIG. 6.7 — Réflexions numériques.

6.1.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation sont les mémes que celles que avons utilisé dans le para-
graphe 4.1.2.2 (voir la figure 4.7), excepté, encore uneg leisritere CFL du petit maillage qui
doit-étre divisé par,. Les figures 6.8 et 6.9 représentent les variations de la osamteF, du
champ électrique diffracté pour les différentes valeurs,diea premiere figure est une vue en gros
plan tandis que la deuxiéme figure donne une vision d’enseufibichamp. Nous avons adopté
le méme type de représentation pour la composantki champ électrique a l'intérieur du petit
maillage (voir les figures 6.10 et 6.11). Nous constatonaugtin phénomene d’instabilité ne se
produit sur une durée de simulation &leus, de plus il n’y a pas de champ résiduel. Ces résultats
ne donnent pas la preuve formelle de la stabilité de nosrroeles, 1a encore I'adjectif « stable »
sera utilisé dans le contexte que nous avons expliqué dgesdgraphe 4.1.2.2.

0.015 I
— = 2
0.01r- =3
__r=4
g 0.005 - __ =5
2
N 0
w
-0.005
-0.01 ‘ ‘
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (s) x107
FIG. 6.8 — Champs diffractés (gros plan).
0.015 T
— = 2
001} — =8 h
- = 4
£ ooos e
2
N 0
w
-0.005 - .
-0.01 | | | | | | | | |

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
temps (s) x10°

FIG. 6.9 — Stabilité relative aux champs diffractés (vue d’emisie).
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FIG. 6.10 — Champs dans le petit maillage (gros plan).

[N

a s~ wN

0.5

E_ (V/m)

I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

temps (s) x107°

FIG. 6.11 — Stabilité relative aux champs dans le petit mail@ge d’ensemble).

6.2 Raffinement spatial avea, = 3,4 et)

Maintenant que nous avons des schémas de raffinement tdrstadrkes pour; = 3, 4 et
5, NOUS pouvons nous intéresser aux modéles de sous-masadiaux correspondant afin de
prédire les performances des modeles « successifs ». Nodi®@s ainsi les propriétés de trois
algorithmes dont les facteurs de raffinement en espacetvaléret 5. Ces trois algorithmes ont
été choisis comme la généralisation aux facteurs de raféneprécédents, du schéma spatial du
paragraphe 4.2.

6.2.1 Présentation des schémas
6.2.1.1 Algorithme généralisé

Les trois schémas auxquels nous nous intéressons peueilitiétrés avec la méme vue d’en-
semble que nous avons représenté dans la figure 6.12. Lamécﬂfecalcu(n’, n' + ﬁ, n' + %)
est écrite de fagon généralisée et elle peut se placer dmmgarte laguelle des; sous-itérations
du schéma de raffinement temporel mis en place en amontokitige est le méme quel que
soit le facteur de raffinement spatial considéré, ce sonplsiment les relations d’interpolations
spatiales qui changent en fonction de la valeurdéNous présentons cet algorithme généralisé
des maintenant alors que les relations d’interpolatioms détaillées dans les trois paragraphes
qui suivent.

— Calcul desH™'+1/(274) dans le grand maillage, frontiéres comprises.

— Calcul desz™ /7 dans le grand maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desv™'+'/(275) dans le petit maillage, frontiéres comprises.

— Calcul des™' /" dans le petit maillage, frontiéres exclues.

— Calcul desH,’f:jl/(z“) (1) par moyennage spatial & partir dest'/(7+) environnants (voir

le paragraphe 6.2.1.2).
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— Calcul desE”/“/"S (2) a I'aide des équations de Maxwell.

— Calcul des; +1/“ (3) a partir desv,, ; “+1/+(2) par moyennage spatial. On interpole d’abord
le long de Iaxe(Ov) (voir le paragraphe 6.2.1.3) et ensuite le long de I'&¥é&) (voir le

paragraphe 6.2.1.4).
I h

@ >
A
! 70one !
- En » en
sous-maillée
[ >—@ > N
V(@
T A
ﬂ Hn’+1/(2r) o hn’+1/(2r)
r
o
o
@ —@
A A
n'+1/r n'+1/r
\j E e
2
et 3 \‘
@ 1

!

1: Hn’—.l—l/(Zr) 9. En’+1/r 3 - en'+l/r
h,i v, f v, f

FIG. 6.12 — Vue d’ensemble des trois schémagjelconque).

6.2.1.2 Calcul desH;”;rl/(er)

n +1/(2 rs)

Le calcul deH,, se généralise facilement pour toutes les valeurs den a :

H}?’ljl/@ rs) _ Z hTL "+1/(2-7s) (610)

La figure 6.13 illustre I'équation 6.10 dans le cas parteudiur, = 3.
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n'+1/6
4 § 5 / 6/«\ h,i
%Y (" %9
Y 8% 9%
> n

h @

iR, e[, 9]

h,i

FIG. 6.13 — Moyennage spatial dbgjl/"s avecr, = 3.

6.2.1.3 Calcul deg ;' le long de I'axe(Ov)

Ici nous avons détaillé le calcul d¢ }rl/’”s

en fonction de la valeur prise par. En effet, les

formules générales ne sont pas les mémes selon,cest pair ou impair, ce qui rend les formules
générales peu lisibles. Cette remarque vaut également@gparagraphe suivant.

— Pourr, =30na.:

( n/+1/3
v, f, moins

T 6 v7f,0

_ 4 En’+1/3 4 % . En’+1/3

v, f,moins

n'+1/3 n'+1/3
=F

€u, 1,0 v, f,0
n'+1/3 4 n'+1/3 2 n'+1/3
(o fiptus = 5 For0 T 5 o fpius
voir la figure 6.14.

n'+1/3 n'+1/3 n'+1/3

v, f,moins v, .0 v, f,plus
] | —» | —» | —» ] ] > (OV)
I 1 \ _’ 1 '—} d
n'+1/3 En’+1/3 n'+1/3
v, [, moins v, f,0 v, [, plus

FIG. 6.14 — Interpolation degzl;f% le long de l'axe(Ov) (r, = 3).
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— Pourr,=4ona:

¢ n'+1/4 5 n'+1/4 n'+1/4
€nti =3 Eupd T3 Eyfmoins
n'+1/4 7 n'+1/4 1 n'+1/4
ev7f’2 g ) Ev7f70 + g ’ EU,f,mOiTLS
(6.12)
n'+1/4 7 n'+1/4 1 n'+1/4
s =5 oo T 5 L pus
n'+1/4 5 n'+1/4 3 n'+1/4
G =5 Bopo T8 By foplus
voir la figure 6.15.
1 2 3 4
| L. =» =P = =P >V
\_> | I \—> I | \—}'
n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4
v, f,moins Ev, f.0 v, f, plus
n'+1/4
i i€l1, 4]
. n/+1 )
FIG. 6.15 — Interpolation des, ,* le long de I'axg(Ov) (rs = 4).
— Etpourry =5o0na:
( n'+1/5 ¢ n’+1/5 4 n'+1/5
6U7f71 - 1_0 ) Ev7f70 + E ’ Ev,f,moins
n+1/5 8 n'+1/5 2 n'+1/5
v f2 T 10 Ev,f,O + 10 ° Ev,f,moins
n'4+1/5 _ n'+1/5
.8 = Fu g (6.13)
n+1/5 8 n'+1/5 2 n'+1/5
Cofd =10 oo T 10 Lo, plus
n'+1/5 6 n’+1/5 4 n’'+1/5
L G5 =10 Bugo 10 B foplus
\oir la figure 6.16.
1 2 3 4 5
| 1 -b\ -> | -> | -> | -> 1 | » v
— | \ T — | | [—
n'+1/5 n'+1/5 n'+1/5
Ev,f,moins Ev,f,O v, f, plus
"t il 5]
v, f,i
. n'+1 s
FIG. 6.16 — Interpolation des, ,* le long de I'axg(Ov) (rs = 5).
6.2.1.4 Calcul deg ;' le long de l'axe(Oh)
— Pourr,=3o0ona:
n'+1/3 2 n+1/3 n+1/3
v,f,moins__' v, f, 9 _'__ vf,d
(6.14)
n'+1/3 1 " '+1/3 " '+1/3
oflus =3 o fig T3 Cufd
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\oir la figure 6.17.

Ten'+1/3 Te
v.f.8

n'+1/3

v, f, moins

Ten’+]/3
v, f, plus

n'+1/3
v, f,d

n@e

FIG. 6.17 —

— Pourr,=4ona:

v
Ny

Interpolation deﬁf}r% le long de l'axe(Oh) (r, = 3).

( n'+1/4 o " '+1/4 n+1/4
v, f,moins — 4 v fi9 _'_ 1 % s fyd
n'4+1/4 1 n'+1/4 1 n'41/4 (6 15)
Co.f,0 T2 Cufg T3 Cufd '
n'+1/4 1 e '+1/4 | 3 . " '+1/4
\ o fiplus = 1" Cofg T 10 fd
\oir la figure 6.18.
1%
n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4
v,f,g v, f,moins ev,f,O v, f, plus v, f.d
» h
n (e
. 141 ,
FIG. 6.18 — Interpolation deﬁf’f * le long de l'axe(Oh) (rs = 4).
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— Etpourry =5o0na:

( n'+1/5 4 n'+1/5 1 n'+1/5

Co,f,1 =5 Cufg T Curd
n'+1/5 3 n/+1/5 2 n'+1/5
v, f,2 5 Cufig T35 Cutd
(6.16)
n'+1/5 2 n'+1/5 3  n'+1/5
€13 =5 Cufg T5 Cufd
n'+1/5 1 n/+1/5 4 n'+1/5
v fid =5 S fg T35 Cufd
\oir la figure 6.19.
A%
n'+1/5 en'+1/5 en’+1/5 en’+1/5 en'+1/5 en'+1/5
v,f.8 v, f.l v, f,2 v, f.3 v, f.4 v, f,d
» h

n(

FIG. 6.19 — Interpolation de@?;}_% le long de I'axe(Oh) (rs = 5).

6.2.2 Résultats des tests
6.2.2.1 Reéflexion numérique

Les conditions de simulation sont les mémes que celles que ans utilisé dans le para-
graphe 4.2.2.1 (voir la figure 4.16), excepté le critere Chlgchnd maillage qui doit-étre divisé
parr,. La figure 6.20 montre les réflexions numériques obtenues Ipsudifférentes valeurs de
rs. Les courbes sont tres ressemblantes et font apparaitreidesux de réflexion convenable
(r, < —40dB) tant quey > 20.

Il est difficile de prévoir exactement les réflexions numeéeisides modeles « successifs » que
I'on peut construire avec les algorithmes que nous venonsé@senter. Nous avons vu en effet
gue les réflexions numériques ne s’additionnent pas, laiéflelu modele « successif » est méme
supérieur del0dB a la valeur calculée par addition (voir le paragraphe 413.ZEn appliquant
cette petite regle empirique nous obtenons tout de mémedne de grandeur. Dans le cas présent
cela nous donnerait approximativemept< —35dB Iorsque% > 20, pour les trois modéles.

2Nous avons manqué de temps pour les tester.
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FIG. 6.20 — Reflexions numériques.

6.2.2.2 Stabilité

Les conditions de simulation sont les mémes que celles que asons utilisé dans le para-
graphe 4.2.2.2 (voir la figure 4.18), excepté encore une l@izitere CFL du grand maillage qui
doit-étre divisé par,. Les figures 6.21 & 6.26 montrent le champ diffracté ainsilquehamp
a l'intérieur du petit maillage pour les différentes vakeder,. Nous avons regroupé les durées
de stabilité obtenues dans le tableau 6.2. Nous constatenses durées de stabilité augmentent
légerement lorsque le facteur de raffinement croit et gesedlont plus importantes dans le grand
maillage.

Nous avons vu dans le paragraphe 4.3.2.3, que la durée déé&tilbmodele « successif » est
égale a celle du modeéle spatial dans le petit maillage. Dagsind maillage par contre, la durée
de stabilité du modele « successif » est environ deux fois jpéiite que celle du modeéle spatial.
Finalement nous pouvons nous attendre a des durées det&tedilant entre2 us et 4 ps pour
des modéles « successifs » possédant des facteurs de raffinégaux &, 4 et5.

0.015

— Ex

Ey
0.01f; =

0.005 N

Champ (V/Im)

-0.005 b

-0.01 ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 5 6 7 8

4
temps (s) x10°

FIG. 6.21 — Stabilité relative au champ diffracté (poify) pourr, = 3.

— ex

ey
— ez
0.5 .

Champ (V/m)

05 I I I I I I I I
0.5 1 15 2.5 3 3.5 4

2
temps (s) x10°

FIG. 6.22 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) pourr, = 3.
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FIG. 6.23 — Stabilité relative au champ diffracté (poity) pourr, = 4.
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FIG. 6.24 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) pourr, = 4.
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FIG. 6.25 — Stabilité relative au champ diffracté (poify) pourr, = 5.
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FIG. 6.26 — Stabilité relative au champ dans le petit maillagenp?;) pourr, = 5.

6.3 Pourrésumer
La méthode de construction des modéles de sous-maillagaaygeavons présenté dans le
paragraphe 4.3 semble se généraliser a des modeles pdsdésidacteurs de raffinement plus

élevé. A cette occasion nous avons mis a jour les durées bliéitétainsi que les réflexions nu-
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L | 2 [3[ 4 ] 5 |
tsiap (POINtPy) | 4.5pus | Tus | 6.5us | 8us
tsiap (POINtP;) | 2.25 pus | 4 pus | 3.5 us | 4.25 us

TAB. 6.2 — Durées de stabilité en fonction«le

mériques auxquelles on peut s’attendre, pour des modélescessifs » faisant intervenir des
facteurs de raffinement égauxda4 et5. Avec le modéle de raffinement spatial choisi, nous ob-
tenon2 us <ty < 4pusetr, ~ —35dB pour% = 20. Rappelons pour finir que ces résultats
sont approximatifs et qu’ils dépendent du nombre de couglséparant les frontiéres temporel et
spatial, ici nos résultats sont exprimeés pout 1.
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Chapitre 7

Conclusion

A la lumiére des résultats précédents, nous pouvons direxgug avons atteint les objectifs
que nous nous étions fixé dans le paragraphe 2.3.1.

— Nous avons tout d’abord construit un schéma de sous-maitlans un espace a trois di-
mensions, possédant une durée de stabilité suffisante pewtdisé dans des problémes
de diffraction. Ce schéma a été élaboré avec des facteuraffieement spatiotemporels
€gaux a deux. La durée de stabilité obtenue est égajesalans les deux maillages pour
un volume raffiné comportant x 15 x 15 grandes cellules et nous avons montré que cette
durée augmente lorsque le volume du petit maillage augmg&ntee qui concerne la ré-
flexion numérique, nous avons obtenu un niveau de champhéégale a-48 d B pour un
échantillonnage spatial égaleé

— Par la suite nous avons pu démontrer que les instabilitée dehéma étaient uniquement
dues aux relations d'interpolation qui interviennent dengraitement spatial. Ceci a été
montré en étudiant séparément les parties temporelle gakspdu schéma.

— Le fait d’avoir un algorithme temporel stable nous a doridéé¢ de concevoir les schémas
de sous-maillage comme la succession du traitement teinp@edent et d’'un certain
traitement spatial. Nous avons ainsi créé un modele « ssiteedont les performances
sont liées a celles des deux traitements séparés. Nous éuuaié ce lien et nous avons
montré qu'il dépend a la fois du schéma spatial seul et dedtamiie séparant les deux
frontieres mises en place dans ce nouveau modele. Nous almesherché des modeles
spatiaux possédant de meilleures qualités que le modélgidi®, malheureusement nous
n’en avons pas trouve.

— Pour finir, nous avons généralisé notre méthode de cotisinug des schémas de sous-
maillage possédant des facteurs de raffinement plus élseés avons travaillé avec des
facteurs de raffinement égaux a trois, quatre et cing. A @atasion nous avons montré
la stabilité des modeles temporels et nous avons mis a jeygddormances des schémas
spatiaux utilisés, afin de prédire les qualités des modéedeseessifs » ainsi créeés.

L'étude que nous venons de mener est riche en enseignemai#tsl mous manque finalement

I'essentiel, c’est a dire la stabilité des schémas de saiages spatiaux. Nous savons qu’une
telle stabilité peut-étre obtenue dans le cadre de méthmmeservatives, c’est a dire en utilisant
le principe de conservation de I'énergie électromagnétigotre les deux maillages. Ce dernier
point fait I'objet de la partie suivante.
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Quatrieme partie

Modeles de sous-maillage basés sur des
methodes de conservation de I'énergie
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Nous avons vu dans le paragraphe 2.2.2 que les modéles densdleye conservatifs sont
le plus souvent présentés dans le cadre d’'une méthodeioariaie. Ceci s’explique par le fait
gu’'une telle méthode offre un environnement mathématidaes lequel on démontre aisément,
que c’est la conservation de I'énergie qui assure la stalali schéma. 1l est alors bien naturel de
retrouver ces modeéles conservatifs dans un contexte ioamngl.

Il faut noter que la méthode variationnelle a I'avantagdrd'&és générale, puiqu’elle permet
d’aborder dans un méme formalisme des problemes qui rel@endifférences finies, des vo-
lumes finis ou bien des éléments finis. Par contre, elle estagtieset elle conduit souvent a des
programmes difficiles a mettre en oeuvre.

Partant de ce constat, nous avons dans un premier temp$élietctraduire » cette méthode
dans un language compréhensible par la majorité des pagsidEnsuite nous I'avons appliquée
de facon simplifiée aux modéles de raffinement spatiaux 2R{TED-TM. Pour terminer nous
avons essayé de construire un modeéle de raffinement spatD een nous inspirant des deux
modeles précédents. Cette partie est organisée de la faiy@amte :

— Nous présentons d’abord la méthode variationnelle dansaspect le plus général. Pour

cela nous nous sommes basé sur les travaux de Thierry Fdd@iliet

— Ensuite nous avons appliqué une version simplifiée de oeitbode au schéma de raffine-

ment spatial 2D-TE.

— A partir des résultats précédents nous avons construthiensa de raffinement spatial 2D-

TM.

— Pour finir nous parlons trés brievement de la méthode que agions envisagé d'utiliser

pour le modéle 3D conservatif. Nous parlons au passé carmetthode n’a pas fonctionné.
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Chapitre 8

La méthode variationnelle

8.1 Présentation du probleme

Comme dans les développements précédents nous avons dreggnlprobléme de transmi-
tion entre deux domaines. Le domaine fin sera représentérppanallélépipéde rectangle que
I'on noteraD. Ce dernier est entouré par un domaine grossier que l'onegp@...;, D..; est un
ouvert. On noterd la surface de séparation entre les deux domaines.gi( M) et ' ;,,.(M) les
normales & au pointM, qui sont orientées respectivement vers I'extérieurdet vers I'inté-
rieur deD. Remarquons que ..;(M) est la normale associédet quen ;,,,(M) est la normale
associee &.,;. Ces conventions d’orientation sont classiques. Le chdegirémagnétique sera
noté(e, 7) dans le petit maillage eétﬁ, ﬁ) dans le grand maillage. La concaténation des deux

champs sera notéde” ,, H,). Précisons qu® et D.,, sont placés dans le vide, caractérisé par les
constantes diélectriques et magnétiqaest 1. Lensemble de ces notations sont résumées dans
la figure suivante :

FIG. 8.1 — Vue d’ensemble du probleme.

DansD U D,,;, les équations de Maxwel s’écrivent :

— = =
rot(E,) = —po - ago
8.1
- ®1)
rot(H,) = &, - %5
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Notre probleme revient a déterminer le champ électromaguesury:, qui va assurer le bon
couplage entre les deux domaines. Bien enteéndeyra au final se comporter comme une surface
transparente, c’est a dire gqu’elle devra géner le moinsiplede passage de I'onde d’'un maillage
a l'autre. Précisons pour terminer que nous cherchons aramesun schéma de sous-maillage
stable.

8.2 Découplage des deux domaines

De facon a découpler les deux domaines ont introduit commiablas suplémentaires les
grandeurs; et J définies sur l'interfac& de la fagon suivanté:

T (M) = H (M, t) AT ime(M)

(8.2)
— —
J (M t) = hs(M,t) AN (M)
La continuité du champ magnétique sur l'interfac@ous permet d’écrire que :
His(Mt) = Hin(M,1) (8.3)
de sorte que_f et7 sont liés par la relation :
— —
J=—7 (8.4)
puisque :
We:pt<M> = _%)znt<M> (85)
Dext D
j(M,1)
Hy=hy
n (M)

J(M 1)

FiG. 8.2 — Définitions deJ (M, t) etdej (M, t) .

i — . A= - ;
Supposons un instant qué soit connu, alors il en est de méme Hey,;, = h s, 2, ce qui est
suffisant pour calculer séparément le champ électromapgreétians chacun des deux domaines.

. , — - . \pe . N
INous avons noté ces variables supplémentairest 7car elles s’identifient physiquement a des courants surfa-
ciques.

2 — — — — N — L e s
Eneffet:Hs, = nime AN J €L h 5, = Mewe A j - On peut alors vérifier a l'aide de 8.4 et de 8.5 que ces deux
guantités sont bien égales. De plus elles sont connues deg @st connu.
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- - - ’ - ’ Ve - ~ ’ - H
Ainsi nous avons bien réalisé un découplage. Il reste mzamted déterminer/ . Nous verrons
un peu plus loin que cette inconnue supplémentaire estdétée, des que I'on écrit la continuité
des traces tangentielles du champ électrique sur l'intefa:

Esi(Mt) = €M) (8.6)
D D
eyt
X t:EZ,t
/
2, p
eZ,n EZ,n

FIG. 8.3 — Continuité des traces tangentielles du champ &eetisury .

Compte tenu de ce qui précede, le systeme d’équations 8tks@enettre sous la forme sui-
vante :
dans le grand maillage :

(

£o- 2B (M, t) — rot (ﬁ(M, t)) -0

o+ 2L (M, 1) + rot (ﬁ(M, t)) -0 8.7)

| T (M. t) = His(M,t) AT (M)

dans le petit maillage :

fo - (M, ) + 7ot (€(M, 1)) = 0 (8.8)

\

avec la condition de raccofd

T ot (M) A [EE(M, £) A mnt(M)} -

We:ct(M) N [?|E(M7 t) A We:ct(M)] (89)

3Les relations 8.9 et 8.6 sont bien équivalentes, puisgue- 7 A (@ A7) . Eneffet . A (@ AT) =
- = = — == = I T =
a-(mMem)—nm-(Fdem)="d—a, - "W =0 —a, =a; .
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8.3 Ecriture variationnelle du probleme

8.3.1 Pourquoi I'écriture variationnelle ?

Intéressons nous un instant a la discrétisation spatiakysiiéme d’équation précédent. La
démarche adoptée est tres classique, elle consiste arateéséléments finis pour les approxi-
mations en espace du champ électromagnétique et du coBantétre plus précis, on dit que
I'équivalent discret d’'un champ scalai@é)M, ¢) s’écrit sous la forme :

adzscret M t Z Z Z Qi,j, k ,J7k<M>

ou ®, ; (M) est une fonction parfaitement connue, appél@enent finiLa construction pré-
cise des elements fini, ; , (M) n'est pas ce qui nous préoccupe pour le moment, nous y revien-
drons plus en détail dans la suite de cet expose. Retenopkesient quep; ; (M) est non nulle
dans un certain voisinadé de la cellule(i, j, k) et qu’elle est nulle en dehors de ce voisinage.
Dans la mesure ou le maillage est suffisament serré par regupovariations spatiales déi/, ¢),
on peut écrire que :
CLTEBZ(M? t) = adiscret<M7 t)

- yd yd yd - yd 7 - - -7 —>
Ceci étant posé, précisons que les éléments finis associésomposantes deé’ ;... de
- - z z A y z H
H jiserer €1 de J 4iserer NE SONt géNEralement pas les mémes, de sorte que I'on écrit :

EO(Mt) =320 2k BT () - 17, (M)
HO(Mt) =323 3 Hj (1) - A7, (M) (8.10)
JOM, ) = 32> I (8) - 107, (M)

dans le grand maillage et :

e (M, t) =32,5 2,22 € qr(t) Vg (M)
ho(M,t) =32,5 2,32 b g (t) - 67 4 (M) (8.11)
JO(M,t) = Zs Etjg,t(t) ‘WZt(M)

dans le petit maillage.

Dans ce qui précéede s'identifie ar ay ou az. Les indicesi, j et k sont ceux de la dis-
crétisation dans le grand maillage, tandis gue et r sont les indices de discrétisation dans le
petit maillage. Ces deux séries d’indices sont reliées parédjuations qui dépendent du facteur
de raffinement spatial,. Pour le moment nous n’avons pas besoin de préciser ces@tgjatous
le ferons au moment opportun. Remarquons enfin que les dswant décomposés sur des élé-
ments finis a deux indices. Ceci tient au fait qu'ils sont défsur une surface et non dans un
volume. A ce propos, nous pouvons préciser que le lien gstexntre les indicelset m et les
indicess, j et k dépend de la fagon dont on paramétre la surfateNous reviendrons plus tard
sur ce paramétrage, cette question n’est pas essentieliégpmoment.

4Ce paramétrage conditionne aussi le lien qui existe erdrimtiicess ett et les indice9, ¢ etr.
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L'objectif est de déterminer les variations dans le tempsatefficients qui interviennent dans
les équations 8.10 et 8.11. Si on remplace directement cagdes relations dans 8.7, 8.8 et 8.9,
on obtient un systéme trés difficilement exploitable. Aetitfexemple la premiere équation qui
figure dans 8.7 donnerait en projection sur I'gxer) :

€0 225 2oy S ar (B ju) " Th 0
Zi Zj Zk szjk ) d% (Az’z,j,k) +
ik i (Af]k) =0

L'idée est de remanier la formulation de 8.7 , 8.8 et 8.9 pdaiepir un lien plus simple entre
les inconnues. C’est le but de I'écriture variationnellégufaire I'objet du paragraphe suivant.

8.3.2 Ecriture variationnelle

Soitﬁ une fonction vectorielle indépendante du temps définidkyy. Multiplions scalaire-
H
ment par() la premiere équation qui figure dans 8.7 et intégrons le ptedalaire obtenu sur le
domaineD,,;. On obtient :

H
/ e 22 e Gy av —
Y

/ @(ﬁ(M,t)).ﬁ(M)-dv ~ 0 (8.12)
Deat

FURT . . ¢ N . s
Nous réalisons maintenant une permutationftiet de 2 dans la deuxieme intégrale. Pour
cela nous utilisons I'identité vectorielle suivante :

div(HNQ) = O erot(H) — H er0t(Q)

gue nous intégrons sup,,; :

Enfin nous utilisons le théoréeme d’Ostrogradsky :

- = — = —
/ dw(HAQ)-dvzf(HzA T edS
Degt b))

Nous obtenons alors pour le deuxiéme terme de 8.12 :

/ G eroh(H) - dv —
Decvt

- — = — = —
/ Herot(Q)-dvV + %(Hg/\ Q)edX (8.13)
Deat 5
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Pour finir, arrangeons un peu le produit mixte qui apparaisdantégrale de surface :
(Ho A Q) edS = (Ho A Q) e Wi -dS = (Wi AHy)e Q-dS  (8.14)

Ve - - - —> .—>
Nous pouvons écrire ce dernier terme en fonction/dePour cela calculons la quantité e
— = .

Or J = Hy A iy, donc :
7).H>int:([—E])/\Wint).ﬁ>int:6>
ainsi: - - - = — —
J.nim/\(Q/\nmt):J.Q:(H‘g/\ nmt)OQ (815)

Nous obtenons I'opposé du deuxieme membre de 8.14.

Maintenant, on remplace 8.15 dans 8.14 puis 8.14 dans 8eliet3.13 dans 8.12. On obtient
alors :

€ - % . E(M,t)e Q(M)-dV — 5 H(M,t) oot (ﬁ(M)) dV+
7{ T(M,t)e {mmw) A [6(M) A mm(M)} } dX =0 (8.16)

Pour la deuxieme équation de 8.7 la démarche est similaire phas simple car nous n’ef-
. . — . . . ,
fectuons pas de permutation. Soit doncune autre fonction vectorielle indépendante du temps

P . .0 . — s , .
définie surD,,;. Comme précédement nous multiplions scalairementp& deuxieme équation
de 8.7 et nous intégrons sii.,;. Nous obtenons alors directement :

wo- L[ e s M) av + G(M)erot (E(M,1)-dv =0 (8.17)
dt Deat

Dezt

Dans le petit maillage nous adoptons exactement la mémeitgehde calcul. Ainsi en intro-
— —
duisantw et 7, les équivalents dans le petit maillage deet de ¢ , on trouve :

60-% ?(M,t).w(Mde—/ B (M, 1) o 70 (T (M) - dV+
fz T (M. 1) 0 {T s (M) A [T (M) AT e (M)]} - dS = 0 (8.18)
et:
,uo-%/Dﬁ)(M,t)o?(M)~dV+/D$(M)or_oz>f(?(M,t))-dV:O (8.19)
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Il reste maintenant a écrire la condition de raccord en Misqnparaitre7. Pour cela on
. - - ’ - H - Y
multiplie scalairement I'’équation 8.9 pat et on intégre Suk :

é?(M,t) . {mtuw) A [E)|E(M, ) /\ﬁmt(M)]} 0 -

]{E T (M, 1) 0 {Tens(M) A [ (M, 1) A T ne(M)] } - dS (8.20)

Finalement en remplagaﬁ par—7 dans 8.18 on obtient :

(e b EeQ-av— [, Herol (D) av

(8.21)
\ NO'%fpmﬁ°z'dv+fmmg°r—0%<ﬁ> -dV =0
dans le grand maillage, puis :
(L[ Tew-dV — [, h erot(T)-dV
— . T Tt N[BT AT ew]} - dS =0 ©.22)
| fto - L[ W @B -dV + [, Ferot(€)-dV =0
dans le petit maillage, avec la condition de raccord :
— —
J o3y AN | Eg AT i | ¢ dS =
$7 o (T [Fon ] )
s — — —
fJ.{nextA[egAnm]}-dz (8.23)
%

8.3.3 Notation en terme de produits scalaires et d’opérataa

De facon a finaliser I'écriture des équations 8.21, 8.22 28 8ous introduisons un certain
nombre de produits scalaires et d’opérateurs.

D’abord nous supposons que les couples de fonctiahs®), (H, ¢ ), (€. @), (7, 7) et
H
ainsi que.J , appartiennent chacun a un certain sous-espace vectefi@hdtions. Ainsi on écrit :

. = =
(E,Q)eV xV




Nous définissons alors les produits scalaires suivants :

<>v/: <, T > Ip., feg-dv

<sw/: <. G w=[,, feq-dV
<) < F G = [, feg AV

<>/ <7,E’>w:fD7o?~dV

et les opérateurs suivants :
B/: B(F.G)= [y roi(T)eq-av

Cl: C(F, F) =6 F o {Mimt AT A TWimil} - dY

b/ s b(F, )= fprot (F)eg-av

C/ : C(7a 7) = fz} 7 i {Wext A [? A Wext]} : dz

Remarquons au passage que les opératé@ts: sont égaux par construction.
Finalement les équations 8.21, 8.22 et 8.23 s’écrivent kolasme opérationnelle suivante :

d - — — — — =
6 L <E Q> —BQ,H)+C(J,Q)=0

(8.24)
d - — — —
o g < H, ¢ >w+B(E, ¢)=0
dans le grand maillage, puis :
€6 L < T > 0@, H)—c(T,T)=0
(8.25)
H
:uo'% < h,? >w+b(?7$) =0
dans le petit maillage, avec la condition de raccord :
— = -
C(J,E)=c(J,€) (8.26)

Cette écriture variationnelle de notre probleme de dépstrtrés peu intuitive. Cependant,
nous allons voir dans le paragraphe suivant qu’elle perméédlolir des relations simples entre les
différentes inconnues. En effet nous allons obtenir un Brapsteme matriciel d’équations.

8.4 Discreétisation spatiale

Nous allons maintenant reprendre la technique de disati&tisdont on a parlé dans le para-
graphe 8.3.1. Avec I'écriture variationnelle que nous vende mettre en place, nous allons voir
que cette technique de discrétisation conduit cette ficdsdo systeme matriciel tout a fait exploi-
table. A ce stade de notre développement le facteur de nadéinespatial-, reste quelconque,
cette remarque est valable pour 'ensemble du paragraghe 8.
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8.4.1 Discrétisation des équations variationnelles

i — L, . . P — —
Soit £ 4 et Q4 les équivalents discrets des deux éléments dé” et 2. On noterd/; I'espace

vectoriel d’appartenance dﬁd et deﬁd. Remarquons qug; est un sous-espace vectoriellde
On peut représenter schématiquement I'opération de disatién de la facon suivante :

- — - =
(E,Q)GVXV % (Ed,Qd)G‘/dXVd
Nous faisons de méme pour les autres vecteurs. Nous obtaimsns

p - — - —
(E,Q)GVXV@(Ed,Qd)E‘/dXVd

— —
JeM ~ J;e M,y

La version discrétisée des équations 8.24, 8.25 et 8.26tsdtsi :

d — = = -7 o
€o g < Ed’Qd>Vd _B(deHd)+C(Jd’Qd):0

(8.27)
d — — —_ —
Mo 3 < Hd7 ¢d >Wy +B(Ed7 ¢d> =0
pour le grand maillage et :
— —
€o * % < ?d,?d >y —b(?d, hd) — C(Jd,wd) =0
(8.28)
_

fo L < g, Fa>u, +0(€a, Fa) =0

pour le petit maillage. La condition de raccord donne quaaltiea
C(TaEg) =c(Ta ) (8.29)

8.4.2 Passage a I'écriture matricielle

Nous allons maintenant décomposer sur des éléments firiddewecteurs discrets qui in-
terviennent. Pour cela nous choisissons des éléments fffésedts dans chacun des espaces

vectoriels (ev) considérés. lls seront notés :

( — —
7 dansV,, ev d’appartenance de;et de(),.

— —
A?.. dansiV,, ev d’appartenance dé;et deg,.

Z7j7k

Yy dansvg, ev d'appartenance de et dew,.

ag ’ T —_
d; .- danswy, ev d'appartenance dg et dey,.

I17,, dansM,, ev d’appartenance d@
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Nous avons déja présenté ces notations dans le paragraphe\ir les équations 8.10 et
. e . . . . . e T
8.11 ). Notons d’hors et déja que I'élément fitfi, n’intervient plus puisqu’il est relatif aj et
gue ce dernier a été remplacé pa7 dans I'équation 8.18. Enfin reppelons gueésigne tou-
joursz, y ou z.

A titre d’exemple écrivons la décomposition obtenue pgulr, élément dé/; :

EaMt)y= Y E°(Mj1)- 7,

oc=x,Y,%
— —_ = — — —
avec:i,= 1,1, = j eti, = k.Compte tenu de 8.10 cela donne :
—
> {zzz W<M>} 7,
o=x,Y,2
> ZZZ 7is(t) - T2 (M)
o=x,Y,2 1
avec :
F?yk(M) F?gk(M) to

Pour alléger I'écriture de cette décomposition, on at&ibao numéro a chacun des quadruplets
d’'indices (o, i, j, k) °. Ce numéro sera désigné par la letireAvec cette nouvelle notation on
peut écrire plus simplement :

=3 Ea(t)- To(M) (8.30)

Pour finir on introduit le vecteur colonrig(t) définit par :

E(t) = Ea:(t) (8.31)
BEEREN

- .. o =
E(t) représente alors le vectetlr, dans la base d’éléments finis constltuee{)ma

- ~ -, Yl - y [0
Nous faisons la méme chose pour les autres vecteurs dsg&kgéefiinsi on aura I'ensemble des
vecteurs colonne suivants :

p

(E(t), Q(t)) représentant défd, 6d) dans{?a} base dé/;
(H(t), ¢(t)) représentant déﬁd, Ed) dans{za} base dél;
(e(t), w(t)) représentant dée 4, w,) dans{7 ;} base de, (8.32)

(h(t), o(t)) représentant d@’d, %) dans{?ﬁ} base de,

J(t) représentant dd dans{ } base de\/,

Dans ce qui précedé et e sont les numéros respectifs des quadruplets d’indiees, q, r)
et (o, [, m). Ces décompositions étant faites, nous pouvons les rearpglaos le systéme varia-
tionnel 8.27, 8.28 et 8.29, en posant toutefois :

50n reviendra plus en détail dans la suite sur la maniére deératar les quadruplets.
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pour la premiére équation de 8.27.

pour la deuxieme équation de 8.27.

= 7 5 pour la premiére équation de 8.28.

— Etenfing, = g}ﬁ pour la deuxieme équation de 8.28.

Ceci revient a projeter chacune des équations sur I'un desetits de base de I'espace vectoriel
qui lui est associé.

—
o
—

Ag

ele |2l

d
d
d

Regardons ce que cela donne pour la premiére équation deSlagxojection sur I' élément
H -
de basel' , deV, s’écrit :

d

- = = 2 - =
€o~d_t<Edara>Vd_B(Fa7Hd)+C(']d7F0‘>:0 (833)

Pour que la premiere équation de 8.27 soit valable quel qiueﬁs.pe Va, il suffit que 8.33
_)
soit vérifiée quel que soit I'élément de baBe, deV;, c’est a dire finalement quelque sait

. Ve o, n - - g .-
Remplagons maintenant les décompositiongidede H ; et de J ; dans cette derniere rela-
tion :
Pour le premier terme on obtient :

—

— — —
< Eag Ta>y = <Y Eu(t): Tw(M), To(M) >y,

On pose : . .
(Mg)wo =< T'w(M), T (M) >y,
remarquons au passage que :

(ME)O/,& - (ME)a,O/
Alors :

<Eq Ta>y = Y (Mgp)aw: Eu(t) (8.34)

On pose :

Alors :

B(Ta, Hy) = Y (Blaw - Hult) (8.35)



Pour le troisieme terme on obtient :

C(T4 Ta) = c(ZJe(t)-ﬁ:(M), f)a(M)>

On pose :
(C)ew = C (Te(2), To(M))
Il vient alors :
C(Ta. Ta) =D (Clea - Jlt)
OuU encore : E
C(Ta, Ta) =Y (FC)ae - Ju(t) (8.36)

Considérons maintenant les trois vecteurs colonne sisvant

<§d7?a>Vd B(Fa, Hd) C<Jd7 Fa)

En utilisant les relations 8.34, 8.35 et 8.36 ces trois westeolonne peuvent s’écrire sous la
forme :

MgE(t), BH(t)et ‘CJ(t)

avec :

Mg = (((ME)a,a’))aa’
B= ((Ba,a’»a,a’

C= ((CQOé))e,oz

Puisque la relation 8.33 doit étre vraie quel que sgibn peut écrire finalement la relation
matricielle suivante :

€, - Mg - ‘Z—f(t) —BH(t) +*CJ(t)=0 (8.37)

Pour les autres équations de 8.27 et de 8.28 on obtient dentee rmé&niére :

Lo - MH(Z—I?(t) +*'BE(t) =0 (8.38)
€, My - %(t) —bh(t) - fcJ(t) =0 (8.39)
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dh
et:u, - mha(t) +*be(t) =0 (8.40)

ou I'on a introduit les nouvelles matricdd g, m., my,, b etc. Les définitions de ces nouvelles
matrices sont consignées dans I'annexe C.

Pour la condition de raccord 8.29 on obtient en remplacantéyeloppements d?id de E)d
etdee,:

C (Z () - M), Y Ea(t) - ?Q(M)>
c (Z Jo(t) - T(M), Y eslt) WM))

s
ce qui donne :

S Bat)-C (T

E
5
E
s

SNt -ent) e (Te(M), 7
e B

7 (M)
soit :
Z Z Je(t) (C)ea Ea(t) =
DD Tt (€)es - es(t)
¢ B
Oou encore .

Z JE(t) ) {Z(C)e,a : Ea(t)} =

a

PIPAGE {Z(C)eﬁ : 66(t)}

3
Cette derniére équation est vérifiée quelque saton écrit :

Z(C>e,a : Ea(t) =

«

D (e eslt)
B
Relation que I'on peut mettre sous forme matricielle :

CE(t) = ce(t)

Résumons ce que nous avons obtenu :
dans le grand maillage :

{ €o - Mg - 42(t) — BH(t) + *CJ(t) = 0

(8.41)
tto - M9 (t) + *BE(t) = 0
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dans le petit maillage :

€, - Mg - °(t) — bh(t) — tcJ(t) = 0
(8.42)
[o - Mp 2 (t) + *be(t) = 0

condition de raccord :
CE(t) = ce(t) (8.43)

Les définitions détaillées de toutes les matrices qui irganent dans ce systeme sont dans
'annexe A.

Finalement les relations 8.41, 8.42 et 8.43 constituentysteme matriciel que I'on n’aurait
pas pu obtenir sans I'écriture variationnelle. C’est epgilayant sur ce systéeme matriciel gue nous
allons petit a petit mettre en place un schéma de raffinenpatiostemporel conservatif et donc
stable.

8.4.3 Détermination du courant sur l'interface

Comme on le disait au début de cette partie c’est la conditeoraccord 8.48 qui permet de
déterminer le courant sur l'interface. Nous pouvons a présent montrer ceci a I'aide du systéme
matriciel que I'on vient d’obtenir.

Multiplions la premiére équation de 8.41 p@r- Mg" puis la premiére équation de 8.42 par
c - m_! et enfin faisons la différence entre les deux relations algten| vient aprés réorganisation
des termes :

dE de _ _
eo-(C-E—c-a>+(c-mel-b-h(t)—C-MEl-B-H(t))

=—(C-Mg'*C+c-m;"tc) J(t)
Or d’aprés la condition de raccord 8.43, ona :
C-E(t)=c-e(t)
Ssoit :
dE _  de
dt  dt
si bien que :

(C-Mg'*C+c-m.'-*c)-J(t)

=C-Mg'"-B-H(t)—c-m_"'-b-h(t) (8.44)

8.5 Discrétisation temporelle

A partir d’ici nous nous plagons dans le cas particulier aféeteurs de raffinement en temps
et en espace sont égaux a deux= 2, r, = 2.

6Continuité de la composante tangentielleﬁesur l'interface.
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8.5.1 Schéma temporel de type « saute-mouton »

Comme le titre I'indique nous adoptons un schéma temporglgke« saute-mouton ». Si tous
les champs sont calculés dans l'intervalle de tefngdst, (n + 1) At] ou At est le pas temporel
dans le grand maillage, alors :

— E(t) est remplacé par la séquericg, E**1.

— H(t) est remplacé pdd»+1/2,

— e(t) est remplacé par la séquengg e”1/2 entl,

— h(t) est remplacé par la séquerie®&™/4 hn+3/4,

— J(t) est remplacé paf*+1/2,

Ces notations sont résumeées sur la figure suivante :

At

v

n n+l_ n+1; n+3_ n + 1
4
e hoot e h e
I I I I —
1
En Hn+5 En+1
1
n + —
J 2

FiG. 8.4 — Discrétisation temporelle de type « saute mouton ».

En ce qui concerne les opératelggs nous faisons I'approximation classique de la dérivée
centrée (approximation a I'ordre deux). Donc :

( (dA)n—i—l/Z N ADn+1_An

dt gm At

<Q>n+1/4 ~ antl/2_gn

dt /pm %

(@)n+3/4 - ant+l_gn+1/2

dt /pm %

Ceci étant posé, nous obtenons la discrétisation tempaeivante pour notre systeme matri-
ciel :
dans le grand maillage :
MO.MH.W_i_tB.En:O
(8.45)

€ Mg - En+;t_En —B.H /2 4 tQ . Jntl/2 —
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dans le petit maillage :

( n+1l/4_jn—1/4
fo -1y, - TR L th L en = 0
2
€, My - S2=e”  p pntl/4 _te . Jntl/2 _
%
(8.46)
n+3/4_pn+1l/4
[to - My, - P 4 th e TH/2 = 0
2
€, Mg - e p pn43/4 _te . Jntl/2 _

2

On choisit d’exprimer la condition de raccord 8.43 a la date {1 + %} At. Pour cela on
effectue les moyennes temporelles suivantes :

n+1/2 _ ER4EPH?
E - 2

(8.47)
entl/2 — w
avec : /
n+l/4 _ e n+1/2
e +1/ — %
(8.48)
ent3/4 = e““/z%““
Celadonne:
E®» En+1 e? 2. en-|-1/2 en+1
C'%:C' : 1 * (8.49)

Nous verrons un peu plus loin que cette facon de faire perréetice la conservation de
I'énergie électomagnétique.

La discrétisation temporelle étant faite, montrons quég®ies inconnues sont calculables si
la quantitéJ*+1/2 est connue :

— La premiére équation de 8.45 permet de calcH&r'/2 en fonction deH~1/2 et deE®,
qui sont les conditions initiales dans le grand maillage.

— La deuxiéme équation de 8.45 permet alors de déterrinet.

— La premiére équation de 8.46 permet de calchfer'/4 en fonction deh®~1/4 et dee™.

— la deuxiéme équation de 8.46 permet ensuite de calettér?.

— La troisiéme équation de 8.46 permet alors de calduité?/# en fonction deh™+1/4 et de
en+1/2.

La quatrieme équation de 8.46 permet enfin de déternaitiér.

8.5.2 Calcul deJ+1/2

Il faut maintenant déterminef**'/2 c’est a dire I'équivalent discret de la relation 8.44 du
paragraphe 8.4.3.
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Faisons la différence entre la quatrieme équation de 8.kbdetuxieme équation de 8.46. On
obtient aprés réorganisation des termes :

entl _ 9. en-|-1/2 1L en
2.6, Mg -

_h. (lhnt3/4 _ pnt1/4) _
5 ) b-(h h+1/4) = 0

A l'aide de la troisiéme équation de 8.46 on remplag&3/4 — h»+1/4 en fonction dee™+1/2,
On obtient :

entl 1+ 92. e1(1-i-1/2 1 en (I 2. At?

1 m—l .b- m}:l t b) X en-|-1/2

(]

A l'aide de la deuxiéme équation de 8.46 on peut aussi écrire :

en-|-1/2 — e 4+ At .m-!.te. Jn+1/2 + At _me—l .b- hn+1/4

2-¢, ¢ 2-¢,

En remplacant cette derniere équation dans la précéderetiemt :

e11—4—1 +92. en—i—1/2 4 et At

. _ - - . (a t c- Jn+1/2 + tn+1/2) (850)
ou'onaposé:
a:me_l_%.me_l.b.ml:l .tb.me_l
(8.51)
t*™/2 —a. (22 . m, - e + b - h*t/4)
Maintenant a partir de la deuxieme équation de 8.45 on peutéc
Ertl + E® At
E_— (MYt . gortl/2 _ pntl/2 52
; 5o (MG ) (8.52)
avec :
2-¢,
T2 — ML ( Ai ‘Mg -E*+B. Hn+1/2) (8.53)
Pour finir nous remplacons 8.50 et 8.52 dans 8.49. On obtiers a
{C-Mgz'*C+c-afec} - J2=C. T2 —c t"/2 (8.54)

Cette equation est tres importante car elle montre qu’hessible d’obtenir le courant et donc
toutes les composantes du champ électromagnétique, déssgceculs sont effectués a I'étape
n + 1/4 dans le petit maillage et a I'étape+ 1/2 dans le grand maillage.
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8.5.3 Condition de raccord discréte et conservation de I'é&rgie

La discrétisation que nous avons choisie pour la conditmradcord 8.43 n’est pas des plus
intuitive ! En effet, on aurait pu prendre directemefit'/2 comme approximation de(t) a la
datet = (n + 1/2) - At. Au lieu de cela nous avons posé (voir 8.47 et 8.48) :

en+1/4 + en+3/4 el’l _'_ 2 . en+1/2 + en+1
2 B 4
En fait cette facon de faire permet de respecter la consernvadé I'énergie électromagnétique.
C’est ce que nous allons montrer maintenant.

Reprenons les équations variationnelles obtenues aurppteg8.4.1. La premiére équation
de 8.27 était :

ef{t=(n+1/2) At} ~

d - = = I - O
eo‘£<Ed,Qd>Vd —B(Qa, Ha) +C(J g, 24) = 0

Ecrivons cette relation a la date= (n + 1/2) - At. Il vient :

% H
Eyt — B
At

o _ 1 nti | :
Posons 0y = 5 - <Ed + Eg). Il vient :

€ < ,6d >v, —B(ﬁd, Hg+1/2) + C(J;H-l/z, 6d) =0

_— N
EVt—EY 1

_ —
“ETTAr 02 (Esﬂ +E3> Ve T
1 5 _— _— 1 RSN
B {5 . (EZZ“ + Ej) ,Hg“/?} +C {J;‘“/z, 5 (Eg;“ - E’g)} =0 (8.55)

La deuxieme équation de 8.27 donne a la daten - At :

1 H;H-I/Q _ H;L—I/Q - N
/”LO' < — .
2 At

etaladate = (n+1)- At:

1 Hn+3/2 . Hn+1/2 N NN

po < 5 | | Gz —BET G )

, : . - — iy
En faisant la demi-somme des deux relations précédentespetsanty , = H, on peut
remplacer le deuxiéme terme de 8.55. On trouve :

€o n n €o Hn _>n
5 At < Ed+17 Ed+1 >v, —m < Ed? Ed >y, +
Ho o HE32 g2 g Ho < gty gy
2. At d 07 Wa o AL d 07 Wa™
" 1 /——
—C {Jd+1/2, > (Eat+ ?g)} (8.56)
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Cette derniére équation fait apparaitre la variation dedigie électromagnétique discreig |
du systeme. En effet :

1 1 n n—
Efn =50 < E}, E} >t o < H, T2 gl (8.57)

si bien que 8.56 s’écrit :
En+1 _ En EEm— 1 SN
Zen e — ¢ {Jj}“”, S (B + fg)} (8.58)

Nous faisons le méme type de calculs dans le petit maillagesbtenons :

ent1/2_en n+1/2 1 n—|—1/2
em o em — J , 5 + 6d
2

(8.59)
n n+1/2 n—> — T
% — C{Jd+l/2> % < n+1+ +1/2)}
\ 2
Or la conservation de I'énergie électromagnétique s’écrit
L (et —en, entl—en'?\ B En
2 2
Si bien que nous obtenons :
12 1 Ry
cq J] ¥ ed—i—Qe + et —
n |
C{Jd+1/2, > (Eg“ +Fg>} =0 (8.61)

Finalement si on compare cette derniére équation avec 8.29 :
— =
C(Jd, Ed) = C( Jda?d)

on obtient bien les approximations qui suivent a la date{n + 1/2} - At :

;

_
Eift=(n+1/2) a1 = L (B 4+ B}

SO
ei{t=(m+1/2) Aty =1. <ed +2- e“+1/2+e”+1)

\

Nous venons de démontrer que la fagon de discrétiser lattomdie raccord 8.43 est associee
a la conservation de I'énergie électromagnétique du system
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8.6 Choix des espaces d'approximation

Dans le paragraphe 8.3.1 nous avons expliqué brievemeathaitjue de discrétisation spa-
tiale. C’est a dire que les champs sont remplacés par leuigadgnts discrets, qui eux-mémes
sont décomposés sur un certain nombre d’éléments finis. NauBns pas alors précisé la mé-
thode de construction de ces derniers. C'est ce que noussdidire maintenant. Nous verrons

. N - ’ Ve . . . - —> H —> —> —> . -
petit a petit que les éléments finis choisis poly, e;), (Hy, hq) €t J; sont ceux qui conduisent
au schéma de Yee dans chacun des deux donfaines

8.6.1 Choix des éléments finis pouF,

Dans cette partie nous allons donc présenter la facon domtcsostruits les éléments finis
associés aux champs électriques.
H
Reprenons le développement flg (), t) dont nous avons parlé dans le paragraphe 8.4.2. On
avait :

= > ZZZ 7,(t) - T, (M)

oc=z,Y,2 1

avec .

é _.)
Zk(M) = f;k(M) "o

Précisons maintenant ce que sontligs, (). Avant cela nous introduisons les deux fonc-
tions A;, et B;, définies de la fagon suivante :

L {s—(L-1)-As} siis€e[(L—1)As, LAs]

Ar(s) =4 =~ - {-s+(L+1)-As} siise[LAs, (L+1)As] (8.62)
0 sinon
A
A (s)

- \ S L S
— \ ] > A
L—1 L L+1 S

As

v

FIG. 8.5 — Représentation graphique de la fonctign

et:

’Le choix des éléments finis est indépendant des facteuréfaeraents-, etr;. Rappelons que ces deux derniers
sont égaux a deux.
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1 siise[LAs, (L+ 1)As]
Br(s) = (8.63)
{ 0 si:sé¢[LAs, (L+1)As]
« B, (s)
| | » 5
L L+1 As

As

v

FIG. 8.6 — Représentation graphique de la fonctign.

Bien entendu\s représente le pas spatial sur I'aXes) dans le grand maillage.

Les fonctions4; et B;, étant données, nous définissons les éIémentsIfjjgj,;(M) par :

I8 e, y, 2) = Bi(w) - Aj(y) - Ax(2)
F?Z‘J,j,k:(x7 Y Z) = Al(x> ’ Bj(y) ' Ak<z> (864)

%@, v, 2) = Ay(z) - Aj(y) - Bi(z)

Afin de bien visualiser les choses nous avons représentariesions de la fonctioh; ; , dans
un plan de coupe du type= cst.

Sixz € [iAz, (i + 1)Az], alors B;(x) = 1 si bien que les variations par rappory &t az de
'élément finiF;ﬁM sont donnees par les fonctioAs et Ay, :
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< = 0.5
L
7/
,11//]/;// *
Oz 005K
2y, 3
Wit J

zIAz k=1 j-1 yiDy

FIG. 8.7 — Variations dé&'; ; , par rapport aux variableset > .

Siz ¢ [iAr, (i + 1)Ax], alors B;(z) = 0 si bien quel’}; , reste nulle quelque sajtet .
Remarguons que le segment d’équation :

y=JAy

z=kAz

x € [iAx, (i +1)Ax]

est axe de symétrie d¢ , ;..
Pour finir il faut noter que les éléments finis du grand maélpguvent étre considérés comme
nuls dans le petit maillage. Ceci tient au fait quellgs, ne sont pas définis dans le petit maillage.

Compte tenu de 8.64 on peut écrire chfJg(M, t) la décomposition suivante :
= —-
Ea(M, 1) =33 S B 1) Bile) - Ajly) - Ay(z) - T+
i i k

Y () Ailx) - Bi(y) - A=) - 5+
Lall) - Ao - Ay(y) - Bu(z) - K

Dans le petit maillage on fait la méme chose, c’est a dire quredcrit :
7:zgf,q,r(mv Yy, 2) = by(x) - ag(y) - a,(z)
Voar(T Ys 2) = ap(x) - be(y) - a,(2) (8.65)
7;7%7“(1" Y, Z) = Cl,p(!lf) : aq(y) ' br(z)
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avec .
%-{s—(l—l)-ds} si:se[(l—1)ds, lds]

as) =13 = -{=s+(+1)-ds} sitsel[lds, (I+1)ds] (8.66)
0 sinon

et:
1 siise|los, (I+1)ds]

bi(s) = { (8.67)
0 si:sé[lds, (I+1)ds]

ouJs représente le pas spatial sur I'aX@s) dans le petit maillage.
Ainsi :
=33 e ) b)) an(z) - T+
p q r

—

egqv"(t) ' ap(x) ’ bq(y) ’ CLT(Z) : ] +

ezznqn“(t) ap(x) - ag(y) - by(2) - ?}

8.6.2 Choix des éléments finis pouf,,

Nous adoptons ici des définitions similaires a celles dugraphe précédent. Le développe-
—
ment deH 4(M, t) s'écrit :

= 2 2.2 M AT 0)

oc=x,Y,2 1

avec :

AT (M),

4,5,k

(M) = A7

4,5,k

Nous construisons les éléments fidig, , de la fagon suivante :

Afjk(@, y, 2) = Aix) - Bj(y) - Bi(2)

Al (@, y, 2) = Bix) - A;(y) - Bi(2) (8.68)
AF k(@ y, 2) = Bix) - Bj(y) - Aw(2)

Les fonctionsA, et B;, sont les mémes que celles que nous avons définies dans legpdrag
précédent.

On a représente les variations ¢, ; dans un plan de coupe du type= cst :
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A ()

<= 1
<
0.5
O> .
kel Plan x = cst
an X =cCs J+1
ZINz K] yiDy

FiG. 8.8 — Variations deé\*

Tixdansleplan = cst, v € [(i — 1) Az, (i +1) Ax].

Nous remarquons cette fois-ci que le secteur plan d’éguatio

T = iAzx
€ [jAy, (j + 1)Ay]

€ [kAz, (k+1)Az]

est plan de symétrie poux; ; , .
La aussi les éléments finis{ , , ne sont définis que dans le grand maillage, c’est a dire qu'ils
peuvent étre considérés comme nuls dans le petit maillage.

En remplacant 8.68 dans le développemenﬁdﬁM, t) on obtient finalement :

Hfgkm Bi(x) - A;(y) - Bil(2) - 1 +
HE ()« Bil@) - Bily) - Au(z) - % }

Dans le petit maillage on fait la méme chose, c’est a dire qurepose :
0 (T, Y, 2) = ap(x) - be(y) - br(2)
08 (T, Y, 2) = by(a) - ag(y) - by(2) (8.69)
Op g (2, 5 2) = bp() - bg(y) - ar(2)
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La aussi les fonctions; et b; sont les mémes que celles que nous avons définies dans le
paragraphe précédent.
. . -
Ainsion a pourh 4(M,t) :

ZZZ{ paaar( x>'bQ<y>'br(2)‘7—|—

.
+

hgqr( ) - bp(2) - ag(y) - br(2) -

B g (1) - Bol) - by(y) - an(2) - K |

8.6.3 Choix des éléments finis poufd

. 7 7 - . ‘4 M _) 7 -
Pour le courant la construction des éléments finis est un jpsudglicate carJ est défini sur
la surface fermée& qui est constituée par la réunion de six faces. Ainsi nousmegonstruire,

- . e , . . N
face par face, les éléments finis associés.a\fin de ne pas répéter six fois la méme chose nous
travaillerons sur une surface générique qui pourra s’iflen& n'importe laquelle des six faces.
Ainsi on désigne pafuOv) notre surface de référence, sachant(gqa®) pourra étréxOy) ou

(20x) ou encorgyOz). Ces notations étant posées, on déveIQHQM, t) comme nous l'avons
H
fait dans le paragraphe 8.4.2 polir;(M, t). Cela donne :

= Z Je(t)

Rappelons que dans une telle décompostidésigne le numéro du triplet d’indicés, [, m).
Avec les notations que nous venons d’introduirgidentifie au ou av et les indices etm sont les
indices de discrétisation des ax€éx:) et(Ov) . Finalement on peut écrire pour la face considérée :

= 3 33 imlt) - T 00

o=u,v [
avec .
o o =
Hl,m<M) = Hl,m(M) “ o

Nous définissons les éléments fifig,, (1/) de la fagon suivante :
H}fm(u, v) = A(u) - Bp(v)
(8.70)
07, (u,v) = Bi(u) - Ay (v)

Les fonctionsA;, et By, sont les mémes que celles que nous avons définies lors destaumn
. s .. i 4 T
tion des éléments finis associé& g M, t) et aHy(M,t).

Par définition, le vecteuﬂu sera rattaché au centre de I'aréte d’équation :
u=I1Au
€ [mAv, (m+ 1)Av]
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A ///// o
 (m+1)Av ]~ T
T — —=» ﬁ'” _—
—— — l’m ///
mAV \\\;\\\\‘\\//// > I/t
[Au (I+1)Au

FIG. 8.9 — Variations dél}’,, par rapport aux variablesetv.

—

et le vecteull},, sera rattaché au centre de I'aréte d’équation :

u € [lAu, (14 1)Au]

v = mAv

>
|

\4

v

Ny

[ Au T (I+1)Au

[,m

FIG. 8.10 — Variations dél},, par rapport aux variablesetv.

Sur les arétes qui délimitent la face étudiée on a des « digmiedits finis »{17, . Les autres
moitiés de ces « demi-éléments finil$, , sont « reprises » sur les faces adjacentes aux quatres
arétes qui délimitent notre face.
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—V
TT
win) l,m
.
\
— W
TT
-y =W l,n
— TT —> TT
l,m l,n

FiG. 8.11 — Association de deux « demi éléments finis » sur unéearré

Maintenant nous devons nous assurer de la conservationudantsur I'interface: :
div (I}(M, t)) -0 (8.71)

Pour que cette conservation soit bien vérifiée il y a une @etiindition & respecter. Cette
condition est la suivante :

LES COEFFICIENTS DE DECOMPOSITION RELATIFS A DEUXDEMI-ELEMENTS FINIS» AS-
SOCIES SUR UNE ARETEDOIVENT-ETRE LES MEMES

Sur I'exemple qui est illustré dans la figure 8.11 cela doaier
T = Tim (8.72)

La démonstration compléte de ce résultat est dans I'annexe D

8.7 Calcul des matrices

Avant de se lancer dans le calcul des différentes matriéssijmons les éléments que nous
avons en notre possession :

— En premier lieu, il y a les équations de Maxwell discrétiséme espace et en temps dans
chacun des deux domaines.
Dans le grand maillage on a :

MO.MH.W_i_tB.En:O

EO.ME.W_B.HnJrl/z_i_tc_Jnﬂ/z:0
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Et dans le petit maillage on a :

( prtl/4_pn-1/4
uo-mh~T+tb~en:O

2

n+1/2___n
€p Mg - =" [ hntl/4 _te . Jntl/2 —
2

n+3/4__1n+1/4
R
2

n+l__,n+1/2
Eo-me-%—b-hn+3/4—tC-Jn+1/2:0
2

— Ensuite nous avons I'expression discrétisée du couramt’qn a obtenue a partir de la
condition de raccord 8.43. Rappelons que la méthode deétisation temporelle de 8.43
est équivalente a la conservation de I'énergie électroiiqure et donc équivalente a la
stabilité du schéma. Il en résulte que I'expression sue&zdntcourant discret « comporte en
elle » la stabilité du schéma :

{C i M;]l t C+c- a-t C} . Jn+1/2 —C.- Tn+1/2 —c- tn+1/2

avec .

_ 1 EA -1 -1t -1
a=m, — Sz~ -mg -b-my " -*b-mg

tn+1/2 —a- (2A_€t0 - Mg - en +b . hn+1/4)

Tn+1/2 — MEI . (Z-Ato Mg -E*+B- Hn+1/2)

— Enfin nous avons les définitions des éléments finis :
( T30z, y, 2) = Biz) - A;(y) - Ar(2)

Fi’{j,k(xv Y, Z) = Az(x) ’ B](y) ' Ak(z)

z

( L5 ik(es v, 2) = Aix) - Aj(y) - Be(2)

( x

AYj k@, y, 2) = Aix) - Bi(y) - Bi(2)

Y

Alji(@, y, 2) = Bi(x) - A;(y) - Bi(2)

AF;x(x, Y, 2) = Biz) - Bj(y) - Ae(2)

Vz,q,r(xv Ys Z) = bp(x) : aq(y) : ar(z)
75@,7«(557 Ys Z) = CLp(JJ) ) bq(y) : ar(z)
Wz,q,r(xa Y, Z) = a’p(x) ) a’q(y) ' br(z)
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5;,11,7’(‘757 Y, Z) = ap(x) : bq(y> ) br(z)
55,(],7‘(‘757 Y, Z) = bp(x> 'aq<y> ) br(z)

5;’(1,,1(.75, Y, Z) = bp(x> ) bq(y> ) CLT(Z)

et:
I, (u,v) = Aj(u) - Bn(v)

I}, (u,v) = Bi(u) - Ap(v)

Maintenant nous devons calculer les matrines my,, b etc relatives au petit maillage, ainsi que

les matriceMg, My, B et C relatives au grand maillage. D’autre part il faudra ausgdiner

m_', m; ", tb ettc puisMz', My', *B et*C. Ce travail est long a effectuer car les matrices
sont nombreuses et leurs composafte®nt pas les mémes valeurs selon les emplacements des
cellules que I'on considére ! Ceci va nous obliger & examieaucoup de cas particuliers.

Cependant se sont les composantes de toutes ces matricdétguninent les divers coef-
ficients qui vont intervenir dans le schéma fin@lest pour cette raison que nous avons tenu a
présenter ce travail dans sa totalité et tout en restantspréautefois pour ne pas trop allourdir
I'exposé, nous avons repporté les calculs des toutes ceEesadans 'annexeE

8.8 Déduction du schéma spatio-temporel 3D

Nous avons enfin tous les éléments en main pour donner le sctiémaccordement spatio-
temporel. Les développements présentés dans les annexe®it &té long et parfois difficiles,
cependant ce travail a été nécessaire pour bien expliqustdes difficultés liées a la méthode
variationnelle. Nous allons maintenant pouvoir récoléarfruits de ces efforts.

Pour obtenir les équations du schéma, il suffit de dévelolgserelations matricielles 8.45
et 8.46 que nous avons obtenues dans le paragraphe 8.5s1ddé.@e développement, il faudra
bien sdr remplacer les composantes des matrices par lagvaae nous avons obtenues dans
I'annexe E. Signalons avant de commencer que le schémarast o fonction des composantes
du courant]™*z, ce dernier étant solution du systéme matriciel 8.54.

8.8.1 Emplacements des composantes

Pour bien comprendre le schéma de raccordement, il estsaded’apporter des précisions
quant aux emplacements des composantes du champ éle@tiqueehamp magnétiqtie Pour
cela nous allons nous baser sur les symétries des élémasts fin

8.8.1.1 Composantes du champ électrique

D’apres les équations 8.10 du paragraphe 8.3.1, on peug écri
E*(M,t) = Z Z Z Ezmgk(t> ) ;E]k(M)
ik

8Dans le petit maillage (resp. grand maillage) nous appetaasnposantes d’une matrice: (resp.A) les quan-

tités de la formex);” ... (resp.A7;7 . .,,) et nous appelons&éments de matricedea (resp.4) les quantités
ag,p’ (resp.Aa,a/).
®Notons que ce dernier fait également référence aux annexes F

%pour les composantes du courant les emplacements ont &t digfins le paragraphe 8.6.3.
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Dans ce developpement la composahtfe, s'interprete comme le coefficient de décompo-
sition de E* sur I'élément finil'y ;. Or ce dernier admet comme axe de symétrie le segment
d’équation :

y = JjAy
z = kAz
x € [iAx, (i +1)Ax]

Il est alors naturel de rattacher la composahfe, a ce segment. De plus la valeur de cette
composante ne change pas le long du segment si bievgjyepeut-étre précisement rattachée
au centre de celui-ckinalement les composantes du champ électrique sont @aaémilieu des
arétes des cellules.

Cellule (i, ], k)

E A/

FIG. 8.12 — Emplacements des composantes du champ électrique.

8.8.1.2 Composantes du champ magnétique

Nous faisons le méme raisonnement pour les composantesadipamagnétique. L'élément
fini A7, admet comme plan de symétrie le secteur plan d’équation :

T = 1Ax
y € [jAy, (j +1)Ay]

z € [kAz, (k+1)Az]

Ainsi la composantely; , peut-étre rattachée a ce secteur plan. De plus la valeurtte ce
composante reste inchangee dans tout le secteur plan sgbef;, peut-étre précisément
rattachée au centre de ce secteur pRnalement les composantes du champ magnétique sont
placées au centre des faces des cellules.
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Cellule (i, ], k)

H /

v
~<

T

FIG. 8.13 — Emplacements des composantes du champ magnétique.

8.8.1.3 Conclusion

Les emplacements des composantes du champ électromagrssitt ceux du schéma de Yee.
Ceci est bien sir intimement lié aux choix qui ont été faitrdes éléments finis.

8.8.2 Schéma pour les composantes appartenant au grand nlade

Dans ce paragraphe, ainsi que dans les trois suivants, revetogpons les équations du
schéma uniquement pour les composalifes e, ) et (H,, h,). Pour toutes les autres compo-
santes les résultats seront identiques a des permutationkres d’indices pres.

Pour les composantes du champ électromagnétique situ@ssletacellules appartenant a
D..; \ {¥}, le schéma de raccordement est donné par le systeme ni&@rithedans lequel on a
supprimé le courant™" :

Hn+1/2 _ Hn—1/2
11y - Mg - o~ +'B.E"=0 (8.73)

En+1 —E®»
At
Nous devons maintenant développer ces équations.

M. _BL.HMYZ g (8.74)

8.8.2.1 Développement du premier terme de I'équation8.73

Hn+1/2 _ Hn—1/2 ol 1
MO'MH' At :%'Z(MH)Q,Q"[HOJFQ—HI 2:| =

Ol/

/’LO O',O'l 0”7”""% 0',7”_%
At DD (M) | Hijw * = Hyp
o’ i k'

5!

J
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Comme nous l'avons dit en introduction, nous développosigtpiations du schéma unique-
ment pour les composantes de typé. Ainsi il vient :

Hm-i_l/2 — Hm_l/2 o z. o o', n+2 o', n—1
o M = = RS S S S (M) [HE 1
o k!

y/

J

D’apréesE.9on a:

z, 0’ 1 ..
(Mu) 3y irjr = 5 " Oiir 0,40+ O - AV - Ne {Fra (i, J, k)} - Ouor
Rappelons que dans cette forme {F', . (i, j, k)} désigne le nombre de cellules qui en
méme tempse D, et sont adjacentes a la face de la celliilej, k) qui est orthogonale a la
direction”z”. Pour une cellule D, \ {X}, N.{F.. (i, j, k)} = 2 sibien que :

z,0’
(MH)zjk ik T Oi,ir * 0j,j * Oy * Omyor + A0

On obtient donc :
Hn+1/2 _ Hn—1/2
o My - —
H H At

Ho o', n+2 o', n—2i
E . § § E E '5i,i’ : 5j,j’ : 5/6,]9’ . 5;{:70" : Hi’j’k’ 2 — Hi’j’k’ 2. A'U
ol i k'

s/

J

c’est a dire apres « action » des symboles de Kroneker :

Hn+1/2 _ Hn—1/2
Ho - 1\/IH : = Lo |:

_ Mo H:v,n—l—% _H:v,n—%i| . A’U
At At J J

ijk ijk

soit en changeant un petit peu les notations :

Hn+1/2 _ Hn—1/2 1 1
- _ Z_Ot- HYT2 (6,4, k) — HY 2 (i, ) k)] - Av (8.75)

fo - My -

8.8.2.2 Deéveloppement du deuxieme terme de I'équation 8.73

‘B-E"=) (‘B)aw - El

Ol/

c'estadire aveo = z :

t n__ t xz, 0’ o', n
B-E" = E § § E ( B)z’jk,z”j’k’ ) Ei’j’k’
o k'

5!

J
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OrdaprésE.24ona:

(tB)ZkUZ/]/ [ 5270/ : (1 - 92) : 52'72'/ . 5k,k’ : (5]'_,_17]'/ - 5j7j/) cAx - Az—

Oyor (1= 0;) 0sir - 05 jr - (Okyrpr — Okpr) - Az - Ay

Dans cette formule, la quantitg est nulle tant que I'indicé se rapporte a une cellule
D..; \ {X}, ce qui est bien le cas dans la situation que nous considi&ions

Ainsi on obtient :

‘B.E" = ZZZZ&M S Ok + (1,5 — 0757) - B - A - Az

ZZZZ(SZIU " Ot - (5k+1k'—5kk/)~E§;’,Z-Am-Ay

soit apres « action » des symboles de kroneker :

‘B-E" = (B, — E7L) - Ax- Az — (B,

ih,j+1,E i,g,k+1 7, ] k

)Ax Ay

c’est a dire en changeant un petit peu les notations :

*B.E" = (E"(i,j + 1.k) — E"(i,5,k)) - Az - Ao

(Ep(i, g, k+1) = E}(i,j, k) - Az - Ay (8.76)

Maintenant on remplace 8.75 et 8.76 dans I'équation 8.7i3, gu divise le tout pai\v. Il
vient alors :

n—i—% n—% ..
(1 gk~ . (z,y,m)+<Eg<¢,j+1,k>—Eg<z',j,k>>
Ho At Ay

En(i,j,k+ 1) — E"(, 7, k
_( y(lj A)Z y(lj )) :0 (877)
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A7
E(i,j,k+1)
A =
Cellule (i, ], k)
A n+1/2/,. . A
E"(i,], k) H (i, ) k) E"(i,j+1,k)
Az
> >y
x
” E"(i.j.k)

Ay

»
L

FIG. 8.14 — Calcul deH;Hr% dans le grand maillage.

8.8.2.3 développement du premier terme de I'équation 8.74
ona:

E™ —Er ¢ . .
(S ME : T - E . ;(ME)Q’QI . [Ea/—i_l — Ea/]

Puisquer = z, cela donne :

En+1 _

E" z, 0’ o', n o',n
€ Mg - A = Z_Ot ) ZU; ; Z ;(ME)ijk,i'j/k' ’ [Ei'j'kfﬂ - Ei'j'k']

s/

J

D'apresE.8ona:

z,0’ 1 .
(1\/I]4j)lj7k7 itk = Z . 52‘,2" : 5j,j’ . 5k,k’ -Av - NC {Ax (’l, 715 k’)} : 51,70/
Rappelons que dans cette formule, la quantitd A, (i, j, k)} représente le nombre de cel-
lules qui en méme temps, D, et sont adjacentes a I'aréte” de la cellule(i, j, k). Pour une
cellulee D.,. \ {X}, N.{A. (i, j, k)} = 4 si bien que:

(M), irjwr = Ot * Ojjr * O * O o = Av
On obtient donc :

5!

60 0'/777/-‘1‘1 OJ’n
E . E E E E 52‘,2" : 5j,j’ : 5k,k’ : 5x,a’ ' Ei’j’k’ - Ei’j’k’ - Av
o’ i i K’
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soit apres « action » des symboles de Kroneker :

En+1 - E" €0 x, n+1 T, n
€o- ME ) T = At [Ezyk Ezyk } - Av

c’est a dire avec nos petits changements de notations :

En+1 — E» €0

Mg -
" VB At At

[E"H(z g k) — EX(i, 7, k:)} - Aw (8.78)

8.8.2.4 développement du deuxieme terme de I'’équation8.74

ona-.
B -H*'2 =% "B,. H A

puisques = x, on obtient :

B- Hn+1/2 Z Z Z Z Bzgk ik zoj’/?’—’_l

D’aprés E.23 on a:
(B)Z;i'j'k/ == 52,0/ . (Sm'f . 5k,k’ {(1 - Hk . gj) . 5j,j’ - (1 - Hk . dj) . 5j—1,j’} Az Az—

(Sy,gl : (5,'7,'/ : 5]'7]'/ {(1 - 9]' -gk) : 5k,k’ - (1 - 9]' : dk) : 5k—1,k’} <Az - Ay

Les coefficient®); etd, sont nuls puisque nous sommes dans une cellule gy, \ {X}.

Ainsi on obtient :

B H"Y2 = Z Z Z Z@,w Ot O+ (0550 — 0j140) - HZ;,/:/JF% Az - Az—
o i § K

ZZZZM- v O30 (e — Okap) - Hoon™® - Az Ay

c’est a dire apres « action » des symboles de Kroneker :

z,n+2 z,n+3
B . H»1/2 — (H- oty H”_Jlri) -Ax - Az—

1,5,k

ntl el
(1t = ) e

1,9,k
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soit plus simplement :

1
n+j

B H™Y2 = (B30, k) - H2 G -1, B)) - Ar Ase

(F" 3,0,k = By 20k = 1)) - A Ay (8.79)

Maintenant on remplace 8.78 et 8.79 dans I'équation 8.7&, @u divise le tout pai\v. Il
vient alors :

Nty nty ..
€ (E;L+1(Z’]’k)_E;L(Z7]7k)) . (HZ 2(Z7jak)_HZ 2(27]_171{5))—'—
’ At Ay
(H;+2(i7j7 k) - H?;H_%(Zv]a k— 1)>
= 8.80
Az 0 (8.80)
A7
n+1/2/. .
H, (i, k) Cellule (i, j, k)

v
<

x © Ay

FIG. 8.15 — Calcul de=" ™! dans le grand maillage.

Les relations 8.77 et 8.80 sont celles du schéma de Yee. Orétmmrsera pas trop de ce

résultat puisque nous avons déja vu que le choix des élérfeistsconduit a des emplacements
de composantes qui sont ceux du schéma de Yee.

8.8.3 Schéma pour les composantes appartenant au petit maije

Pour les composantes du champ électromagnétique situéssletacellules appartenant a
D\ {X}, les calculs sont exactement les mémes, aussi nous doninectechent les résultats :

147



pour la composantg, :

41 n—1
ho A —hy *
( z Y (p,q,r)—hg (Pﬂ]ﬂ‘)) n (e (p,q+1,r)—e™(p,q,7))

Ho - 5t oy
(eg(p,q,r+1)—6$(fﬁ7q77")) —0
6z -
(8.81)
(hfg (pvq,r)—hfi (pqu’")> (GT% (p’qH’r)_ez% (p7q7r)>
Mo 5t + oy B

(eZJr% (p,q,r+1)—6§+% (P,ILT))

\ 0z =0

A7
e;(p,q,i”rl)
A =
Cellule (p,q,r)
. A h n+ ]/4( r) 4 n
ez(p’q)r) * 7p’q, eZ (p’q+1’r)
0z
. —> >y
e'(p.q.r)
Sy
ntl , .
FIG. 8.16 — Calcul déi, ' dans le petit maillage.
pour la composante, :
( (eT% (p,q,r)—eZ(nq,r)) (h;ﬁ% (p,q,r)—h:% (:mq—lﬂ"))
€0 * ot - oy *

(0" Gan-ny F par-)

0z =0

(8.82)
(e?“ (p,q,r)—eg% (p,q,r)) <h:+% (p,qﬂ")—hT% (:mq—lﬂ"))
€ * 5t - oy +

(v Gan-nyH par-)

=0

\ 0z
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hn+1/4( r)
sy y P Cellule (p,q,r)

e pqr—}

R

(p.g—1.r)| B (p.q.r)

J
—

n+1/4
z

hn+]/4<p, q,r_l)

v
<

X © Sy

v

FiG. 8.17 — Calcul de,, 2 dans le petit maillage.

8.8.4 Schéma pour les composantes du grand maillage, sitgsgaes de I'in-
terface ou sur I'interface

Les composantes du champ électromagnétique qui sontsiiaés le voisinage de I'interface
Y], peuvent étre classées en quatre catégories.

La premiere catégorieoncerne les composantds qui sont paralélles a l'interface. Ces com-
posantes appartiennent aux cellules qui sont accolléefaaagy —, Y, Z~ et Z* du c6té exté-
rieur :

A Z
o« Composante H _
«— Surface X
° D °
X @ ° b >y

ext

FIG. 8.18 — Cellules portant des composantkesparalléles a I'interface..

La deuxieme catégorieoncerne les composant&s qui sont orthogonales a l'interface. Ces
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composantes appartiennent aux cellules qui sont accalléefaceX — du coté intérieur ou aux
cellules qui sont accollées a la fa&e™ du coté extérieur :

Ay
Composantes H _
«— Surface X
X
— D N
> X
I ®

FIG. 8.19 — Cellules portant des composantgesorthogonales a I'interfack.

La troisieme catégorieoncerne les composantgs qui sont orthogonales a l'interface. Ces
composantes appartiennent aux cellules qui sont accalléefacesX ~ et X+ du coté extérieur :

Ay

Composantes E

<« Surface X

b

I h |
Ll

1 ® D

ext

FIG. 8.20 — Cellules portant des composanigrthogonales a l'interfacke.

La quatrieme catégorieoncerne les composant&s qui sont dans l'interface. Ces compo-
santes appartennent aux cellules qui sont accollées aeg¥acet Z— du coteé intérieur, et aux
cellules qui sont accollées aux facés et Z* du coté extérieur :
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Composante E
X

<« Surface X

D

ext

FIG. 8.21 — Cellules portant des composaniegans l'interface:.

Cette petite classification va nous étre utiles par la s@itenous devrons distinguer le cas ou
les composantes calculées sont paralléles a l'interfacead ou elles sont orthogonales a cette
méme interface.

8.8.4.1 Schéma pour les composantés, qui sont paralléles a I'interface ¥

Ici on peut reprendre point par point les calculs qui ont atédans les parties 1 et 2 du para-
graphe 8.8.2. Les seules choses qui peuvent éventuelletmamger sont les valeurs des quantités
N A{F\. (i, j, k)}etd; qui interviennent dans les matrich$y et*B. On peut vérifier facilement
que pour toutes les cellules qui sont accollées aux facesy' ™, Z~ et Z* du c6té extérieur,
ces derniéres valeurs ne changent pas. C'est a dire\ggé’,,. (i, j, k)} reste égale & et que
0; reste nulle. Dans ce cas I'équation 8.77 est encore valalietputes les composanték. qui
sont paralléles a l'interfack.

8.8.4.2 Schéma pour les composantés, qui sont orthogonales a l'interfaceX

On se référe toujours aux calculs qui ont été fait dans lagegdl et 2 du paragraphe 8.8.2 mais
cette fois-ci nous devons considérer les cellules qui sooulkees a la fac& ~ du cbté intérieur et
celles qui sontaccollées a la fake du coté extérieur. Pour de telles cellulés{ F', .. (i, j, k)} =
letdh, = % ce qui revient a introduire un factegrdans chacun des deux termes de I'équation
8.77.Ce facteug se simplifie si bien que 8.77 reste vraie pour toutes les ceaned?,. qui sont
orthogonales a l'interface.

8.8.4.3 Schéma pour les composantés, qui sont orthogonales a l'interfaceX®

Dans cette section nous reprennons les calculs qui ont iétdafas les parties 3 et 4 du pa-
ragraphe 8.8.2 et nous considérons les cellules qui sontlées aux faces{~ et X du c6té
extérieur. Pour de telles cellules on peut vérifier que lantjitea V. { A, (i, j, k)} est égale al
et que les termeg; et ;. qui interviennent dans la matrid®@ sont nuls. De plus les éléments de
matrice de*C sont également nuls. En fait tout se passe comme si l'itenféintervenait pas.
Dans ce cas I'équation 8.80 que nous avions obtenu restelegdaur les composantes qui sont
orthogonales a I'interfack.
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8.8.4.4 Schéma pour les composantés, qui sont dans l'interface

Ce cas est plus compliqué que les précédents car cettei lais@mposantdr, appartient a
I'interface, si bien que les éléments de matricé @ane sont pas nuts. D’autre part les quantités
N.{A, (i, j, k)}, 01, g1 etd, prennent des valeurs différentes selon que I'on se situeieum
de la face ou dans le voisinage d’'une aréte. Nous allonsitemavec la facer’ —, sachant que les
résultats obtenus pourront se transposer facilement auvesdaces.

a) Cas ouE, est dans lafac& — hors aréte :

Azl

Face Yinf——b

J';*l’z(i,k) R JZ;”Z(HLk)

: > E" i, j, k)

X

[ e i o
(i,k—1) T i+ 1,k—1)

y ®
FIG. 8.22 — Composante, dansY ~ (hors arétes) avec les quatres courants environnant.

Dans cette situatioV. {4, (i, j, k)} = 2,0;, = 3,95 = 1, dj, = 0,0, = 1, gp = 1 et
d, = 1. Nous pouvons alors écrire les deux premiers termes de laé&laa équation de 8.45.
Techniguement on fait comme dans les parties 3 et 4 du patag&8.2 on trouve :

En+1 —E" €0

. _ X 7L+1 . . _ n . . X
€ - Mg A7 AL [Ex (1, Jo, k) — EZ (4, jo, k)] Av (8.83)
et:
B-H"V2 — _H" % (i jo—1,k)- Az Aae
1 n+l . A
5 <Hy+2 (1, Jo, k) — HyJr2 (1, jo, k — 1)) -Ax - Ay (8.84)

Il faut maintenant calculétC - J*1/2. On a :
to. Jn+1/2 _ Z(tc)a,e . JZH'%

avec .

(tc)a,f = Z(tc)g,e

11En fait on doit développer la deuxiéme équation de 8.45.
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Or la faceY ~ correspond & = 3, ainsi :

Donc:

to. Jn+1/2 _ Z(tc)s _J?Jr%

a,e
€

c’est a dire que :

1
tey . pn+1/2 _ 300 . 0n+§
CImE =32 0 (O Toi

i/

1,0,0’

A partir de la relation E.31 qui donngC);; 7, il est facile d’opter_uir(tC)f7’J»‘,’,;7"i,7k,._On
raisonne par analogie ou on effectue une permutation eireusur les indices et les variables.
Cela donne :

0,0’ 1
(tc)?}k:mr =1 o000 * 100 * (Oiir + ig1ir) - (Gh + Onr + i - Op—1pr) +

02 - (9i+ 0iir + i - 0i—1,r) - (O + Og1 ) } - A - Az

SurY ™ on aj = j,. De plus on travail pous = x, ainsi la relation précédente se simplifie :

z, 0’ 1
OV = 1 Ozt (it + Oirir) - (Gh * Ok + di - Op—1pr) - Az - Az

Vu gue nous ne sommes pas dans le voisinage des arétes, airpequeg; etd, sont tous
les deux égaux & Finalement on obtient apres développement des termes :

20 1
( 0)3,30,1@,1 K= 0o (it Oy + Oi1,r - Oy + Oiir = Op—1 gy + Oiprir + Op—1p7) - A - Az

Maintenant on peut expriméc - J»+1/2

1 o' n+i
tC . Jn+1/2 = Z . Z Z Z(Sxp/ . (52'727 . 6k,k’ + 5i+1,i’ . 6k7k’) . Jz”k’ i Az - AZ“‘
! i/ k./

1 o', n+i
4 Z Z Z Oz, * (017 Ok—10r + Qi - O—1er) Ty LAz Az
o—/ 7;/ k/

soit apres « action » des symboles de Kronecker :

tC i Jn+1/2 — 1

1 <Jm B +Jf+7ll,41;2 +Jfknt2 "’Jfﬁ: 1) Az Az
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c’est a dire en changeant un peu les notations :
tC . Jn+1/2 —

1 nat 1 nil L nat1
Z(Jx+2(i,/€)+Jx+2(i—l—1,/{:)+Jx+2(i,/{:—1)—0—Jx+2(i+1,/€—1)>A$AZ (8.85)

Maintenant on reporte 8.83, 8.84 et 8.85 dans la deuxiematiégude 8.45. Cela donne :
€o

2-At

B (i, o, k) — B (i, jo, k)] - Av + HEV2 (1o — 1,k) - Az - Axt

1 n+i .. n+i ..
Z. (Hy+2 (i, jo, k) — H ™2 (i, jo, b — 1)) Az Ayt

2
1 n+1 ntl ntl nal
Z'( x+2(’i,k)+Jx+2(i+1,k)+Jm+2(i,k—1)+Jx+2(i+1,k—1)>-Ax-Az

Soit apres réorganisation des termes :

n+i ..
(Bx (o, k) = B (i, o, ) | 2+ H" (o — LK) |

€o

At Ay
(H;+§ (i7j07 k) - H;H_E (7;7.j07 k — 1))
Az *
L (ETEGR ETE LR  E k= 1)+ G Lk - 1))
L —0  (8.86)
2 Ay

b) Cas ouF), est située sur l'aréte; :

n+l/. .
y v Ex (l"IO’kO)

FIG. 8.23 — Composantg, située sur I'aréteX;, avec les quatre courants environnant.

Dans cette situatioV, {A, (i, j, k)} = 3,0, = 3,95, = 1, djy = 0,6k, = 3, g, = L €t
dr, = 0. Nous pouvons de nouveau écrire les deux premiers termesakukieme équation de
8.45, on trouve :

En+1_En_ 3'60

€ Mp - — 1At

[E;L—H (’i,jo, ]{70) - E;L (’i,jo, ]{70)] - Av (887)
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et:

1 ol n+i
B- Hn+1/2 = {§Hz+2 (7;7.j07k0> - HZ+2 (ihjo - 17k0>} Az Az—

1 41 n+i ..
{§Hy+2 (4, jo, ko) — Hy+2 (4, jo, ko — 1)} ‘Az - Ay (8.88)

PourtC - J**1/2 on a toujours :
to . Jutl/2 = Z(tc>a,e . J?+%
avec :

Yoy,

n=1

Mais cette fois-ci la composante, que nous calculons est située sur I'ar&tequi est I'inter-
section des faceB ~ et Z~. Nous devons donc considérer les éléments de matrié€ deir ces
deux faces. Ainsi la somme précédente devient :

Donc:

tC Jn+1/2 Z{ C)Z,e} _JzH-%

c’est a dire que :

1
ty . pnt+1/2 _ }:}:2: 300_0n+§
C J Z]kllk/ /kl +
o @
500 . U "+§
Z]kl 23’

Par analogie avec la relation E.31 on peut exprimer faciterti€)® 7. et (*C)> 7. On

trouve : S P
(tc)fy;j;;f = % “Op0r 0o * 10m0 * (810 + Oi17) - (gk - O pr + iy - Op—1 ) +
0so - (gi- Qi +d;i - 0i—10) - (Oppr + Oprpr) ) - Az - Az
et:
(tC)f],ZZ;/ = i “Og.0" * Okko * {1020 * (Oiir + Osqrr) - (g5 - 00 + dj - 051,50) +

Oy (9i* Osr +di* 0i—1,0) - (0550 + 0j41,5) } - Az - Ay

Sur l'aréteX; on aj = j, etk = ko. De plus on travail pous = z, ainsi les deux relations
précédentes se simplifient :

z, o’ 1
OV o = 1 Oaor (Giir + Oir1r) * (Gho * Okopr + kg * Ong—17) - A - Az
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/ 1
5 x,0
("C)ejoroirjt = 7 O (0i,ir + 0i1,00) - (Gjo * Ojogr + djo + Ojg—1,57) - A - Ay

Pour les quantitég;, etd;, qui interviennent dans le calcul €, on ag;, = 1 etd;, = 0. On
obtient alors :

z,0’ 1
(tcﬁ,’jo:ko,i’,k’ =1 Op.or + (O + 0ip1,i0) - Opo - Az - Az
/ 1
5, x,0
("C)ijorn,ir = 1 Owor Ouir + Oipry) - 0o jr - Az - Ay

Maintenant on peut exprimé¢ - Jo+1/2

1 o/, n+l
tC. gt/ = 1 Z Z Z Oor * (0iir + ip1,ir) Ok s = Fyrp I AT- Azt
o i K

i : Z Z Z Ozor + (Osir + Oigr) * 0o o - J;;”/H% Az - Ay
o i

Soit apres « action » des symboles de Kronecker :

‘CLgnE - o (Ji,’,m“ + Ji;ljgg) N

Z.(J’ BRI, +2>-Am~Ay

1,70 i+1,50

c’est a dire en changeant un peu les notations :

tC . gntl/2 — i ) <J§+%(i,ko) n J;+§(i + 1’;{;0)) Az Azt

1 n+d n+i .
1 <Jx+2(l,j0)+Jx+2(l+1,j0)> Az - Ay (8.89)
Maintenant on reporte 8.87, 8.88 et 8.89 dans la deuxiematiégude 8.45. Cela donne :
3 T (g o k) — BT (i, o, ko)] - Av—
N z » J0, 0o z \% Jo, Fo
1 n+% A n+% ..
§HZ (1, J0, ko) — Hz 2 (1,50 — 1, ko) p - Az - Az+
1 n+% .. TL+% ..
§Hy (4,70, ko) — Hy " * (3,70, ko — 1) ¢ - Az - Ay+

1 ntl nil
7 (Jx+2(i, ko) + Jo 2 (i + 1,k0)) Az Azt

1 natl ntl
1 (73600 + T4+ 1,00)) - Aw - Ay =0

Soit apres réorganisation des termes :

€ - (E;H_l (imj(]a kO) - E:? (iuj()a kO)) .

At
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o

n+s .. 4 s
- H. 7 (4, jo, ko) — 5 - H: (27]0—1,k0)+

Ay

O

O~

nts .. 4 ppnti o
- Hy " ? (i, jo, ko) — E Hy ? (i, jo, ko — 1)
_|_
Az

<J§+%(i, ko) + TR 4 1, ko))

. "

3 Ay

1 <J;+§(i7j0) + J;L+§('L + 17]0))
- ~ 0 (8.90)
3 Az

8.8.4.5 Conclusion

Le schéma spatiotemporel obtenu pour la composahig, j, k), est toujours donné par
I'équation 8.77 quel que soit son emplacement. Pour la ceamteF, (i, j, k), le schéma est
donné par 8.80 tant qu’elle n’est pas dans l'interfacé.orsque la composante, est dans, il
faut utiliser 'équation 8.90.

8.8.5 Schéma pour les composantes du petit maillage, sitsderés de I'in-
terface ou sur l'interface

Pour les composantes du champ électromagnétique du peliageaqui sont situées dans
le voisinage de, les résultats sont similaires. Le calcul de la composantse fait toujours
avec les équations 8.81 quel que soit son emplacement. Lpasamtee, se calcule avec les
équations 8.82 tant qu’elle n’est pas située sur l'intextdacLorsque la composantg est située
sur l'interface, il faut utiliser des équations spécifiques qui font inteivées courants. Ce
sont ces équations que nous allons déterminer. Pour caatildévelopper les deux équations
matricielles de 8.46 qui sont relatives au champ électrique

en+1/2 —en

At
2

—b- hn+1/4 . tc . Jn+1/2 -0 (891)

€o " 1Mg

et:

n+l _ . n+1/2

€ —b- hn+3/4 i tC . Jn+1/2 -0 (892)

e

At
2

€o * Mg

Comme précédement nous allons travailler sur la féce sachant que les résultats obtenus
pourront se transposer facilement aux autres faces.
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8.8.5.1 Cas o, estdans laface&r~ hors voisinage des aréte

a <

Jj“”(i,k) 1 2 TR (41, k)
=t = ——1-»

L: ™24, q,, 2:k+1)

3 4 2: (24041, gy, 2k+1)

3: "2, q,, 2°k)

X

4:e"(2:0+1, g, 2:k)

.._.-_> .._--_>
T k1) T i+ 1,k-1)

v
e

y®
FIG. 8.24 — Composantes dansY — (hors arétes) avec les quatre courants environant.

Pour les deux premiers membres des équations 8.91 et 8s9Rallmuls sont similaires a ce
gue nous avons fait dans le grand maillage. Nous allons ddeseésultats relatifs a I'équation
8.91, sachant que pour l'autre équation il suffira simpleiderchanger les indices temporels :

entz — en €0 +1
€o Mg * AL = At e;L : (p7 QOﬂ") —62 (p7 QO7T> -0V (893)

3 2.5

et:
b - hotl/4 = hZJr% (p,qo,7) - 0x - b2—

(15" (o) = By (prao,r = 1)) - O - by (8.94)

N~

Il faut maintenant calculérc - J**1/2. On a:

1
te . Jntl/2 — Z(tc)ﬁ,e . J?+§

avec .

Or lafaceY ~ correspond & = 3, ainsi :

("Clpe = (1O)2

€,€
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Donc:

n n+ts
te. Jotl/2 — Z(tc)%6 Je 2

€

c’est a dire que :

1
t .. n+1/2_§:§:§:t 30,0/  qoint3
c-J - (c)p7q7r7i’,k’ Ji’k’
o—/ p/ T/

!
1,0,0

A partir de des relations E.35 a E.38 qui donnent les compeséit) . Il est facile

p7q7r7j
. . Ve / - . . -
d’obtenir les quantlteétc)f)’q";"i, - ONn raisonne par analogie ou on effectue une permutatien cir

culaire sur les indices et les variables. Cela donne :
— pourp = 2 etr = 2k :
o, o 1
(tc>§;,q’,2k,i’7k’ = ] 000" " Og.q0 ° {5x,o : (3 < Oj + 5i+1,i’) : (g2k O, + doy, - 5k—1,k') +
Oso - (g2i - 0ir +doi - i—10) - (3 Oy + Opr1pr)} - 0 - 02
—pourp=2i+1letr=2k+1:

t \3,0,0 o 1
()it gkt i = 3 Oo.0' * Ogqo * 10,0+ (Oiir + 3+ digrir) - 2+ Opepr+-

0202050 - (Opr + 3+ Opgrer)} - 0 - 62
— pourp = 2i + 1 etr =2k :

o, o 1
() o v = 3 Oo.0' " Ogq0 * 10,0 * (Ot + 3+ Osqrr) - (Gok - Oy + dog - Op—1.40) +

5270 -2 52‘,2‘/ . (3 . 5k,k’ + 5k+1,k’)} -0x -0z
— pourp =2ietr =2k +1:
o, o' 1
(tc)g;',q:2k+1,i’,k’ = g ) 5070’ ’ 5q,qo ) {55070 ’ (3 ) 52’,2” + 5i+1,i’) 2 5k,k’+
0o - (921 G +doi - 0i—1,ir) - Oy + 3+ Or ) } - 0 - 02
SurY~ on aq = ¢p. De plus on travail pous = z, ainsi les relations précédentes se simplifient :
— pourp = 2i etr = 2k :

3,3, 0 -
(t )2i,:f]0,a2k,i’,k’ =

a0+ (3 0ir + Oix1,ir) - (Gak - Opr + dok - Op—1pr) - 6 - 52

ool —

—pourp=2i+1letr=2k+1:
("0 1 T 21, o = % 00 (O + 3+ Oirir) - 2+ O - 0 - 02
— pourp = 2i + 1 etr =2k :
(tc)géfféo,gk%kl = % ot (0500 + 3+ 0iy1,ir) - (Gok - Oy + dog - Op—1 ) - 0 - 62
1:

— pourp = 2i etr = 2k +

x, 0’ 1
(tc>§;,q6,2k+l,i’,k’ == g . (5m7gf . (3 . 52"2‘/ + 5@'—1—1,@") -2 5k,k’ . 51’ . 52
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Vu que nous ne sommes pas dans le voisinage des arétes, atirpegiieg, et d; sont tous les
deux égaux a. Finalement on obtient aprés développement des termes :
— pourp = 2 etr = 2k :

z, o’ 1
(tc>§7’;,q£),2k‘,i',k" - é ‘ 5%,0” ° (3 ° 5@'71" + 57;4_1’7;/) * (5k’k’ + 5]6—1,]6’) ° 537 ° 52

—pourp=2i+1letr=2k+1:
xz, 0’ 1
(tc)g;+71,qo,2k+1,i’,k’ = g : 595,0/ : (51‘,2" +3- 5i+1,i’) -2 5k,k’ -0x -0z
— pourp = 2i + 1 etr =2k :

x, o’ 1
(tc)g;’+’1,qo,2k7,-/,k/ =3 000+ (8i0 + 3 - 0ig1,i0) - (O + Op—1pr) - 0T - 02

— pourp=2ietr=2k+1:
' 1
(tc>3{w,0 ) = é : 5:570" : (3 ' 5i,i’ + 5i—|—1,i’) : 2 : 5k’k’ . (SI . 52

2i,q0,2k+1, i’ k'

Maintenant on peut exprimée - J*+1/2 ;
pourp = 2i etr = 2k :

te . Jo/2 = ZZ de (304 + Oiv1ir) - (O + O—1pr) - JZ:,;TLJF% 0w -0z
—pourp=2i+1letr=2k+1:
t. gt - ZZZ(SM (i + 3+ Gipra) -2 O Jo ™2 - 0 02
— pourp = 2i + 1 etr =2k :

’ 1
te. JH1/2 = ZZZ&M (S50 + 3+ Oppr,ir) - (g + O ger) - Ty 2 - 0 - 52

— pourp =2ietr =2k +1:
o', n+i
te . Jotl/2 _ ZZZ(;M 3 5” +5l+12) 2.5k7k,.(]i,’];,+2,593.52

soit apres « action » des symboles de Kronecker :
— pourp = 2 etr = 2k :

o g - (3 JHE L T T 1) Sz - 0%
—pourp=2i+1letr=2k+1:

fo. Jntt/2 = -(Q-Jm "6 Ji?z )-51’-52

| —

— pourp = 2i + 1 etr =2k :

xn-i—

fe. JoH/2 = -(J“”"+2+J”+2+3 T s g 1)~5fc~5z

|~
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— pourp =2ietr =2k +1:
I (6 T 4. JZ.+’1;2> a8z
c’est a dire en changeant un peu les notations :
— pourp = 2i etr = 2k :
§~<3 R k) 43 B k= 1) 4 P+ 1 k) + g 21,k — 1))-555-52
— pourp=2i+1letr=2k+1:

te. Jotl/2 _

1
n+3

-(2-11,6 (i,k)+6-j§+%(z'+1,k:))-69:-62

te . Jotl/2 _

| —

— pourp = 2i + 1 etr =2k :
be . JrL/2 é(j;?*%(z’, B) 400 k= 1) 3 T L R 43 T 1, k= 1)) b
— pourp =2ietr =2k+1:
b /2 — % (6 TR R 2 1) o6

Maintenant on reporte 8.93, 8.94 et les quatre relationsépientes dans I'équation 8.91. Cela
donne :
— pourp = 2i etr = 2k .

n+3 n 1 n+i n+i
(ex (p7 QOJ’) — €, (p7 QO7T)) 2. h?+4 (p7 qo’r) <hy (p7 QO7T) - hy (p7 do, T — 1))
€0 At - 5 + -
5 Y 0z
(3 R R 3T k= D) L) TR L,k n) 0
g N (6.9
8.95

— pourp=2i+1letr=2k+1:

(ex : (pa CIOJ’) — € (pv QO7T)> 2. hZ-‘r% (p’ QO,T’) (hy ! (pv QOar) - hy ! (p> qo,T — 1))
o at a oy * 0z a
2

~=0 (8.96)

AN
(%)
N

— pourp = 2i + 1 etr =2k :

(6Z+§ (pa CIOJ’) - 6; (pv QOar)) 2. h;H_% (p’ QO,T’) <h2+z (p, QO,T) — hZJrZ (p, o, T — 1))
o Y I TR 52 -
n 1 . .n 1 . .n 1 . .n 1 .
N RGO R A OV B VR B AR (R WORE BV AR (R WD)
4 0z =0
(8.97)

— pourp =2ietr =2k+1:

NI

n+i 1 n+l
(€x+2 (P, 90,7) = €3 (P, 0, 7")) 2-h2 4 (p, qo, ) <hy+4 (P, dos7) = Py (0 0,7 — 1))
— + —

o % oy 0z

(6 Ry 2 1, )
4 0z

=0 (8.98)
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8.8.5.2 Cas o, est située sur l'aréteX;

/VZ

n+1/2 Tz } —>
T i k) T4,k
—> > > X
eZH/Z(Z ‘A, g, T, e';+1/2(2 ‘itl,q,, 1)
—_ b [
n+1/2 . g n>+l/2 . .
I ) JUTEI+L )

Vv

FIG. 8.25 — Composantes située sur I'aréteX;, avec les quatre courants environnant.

Pour les deux premiers membres de I'équation 8.91 les casmiit similaires a ce que nous
avons fait du cété du grand maillage sur I'aréfe Nous obtenons :

en—i—% — et € il .
oMy g = o [ (o) = € (oo, ro)| v (8.99)

2 2

et:
1  nal
b - h»t1/4 — 5 pota (P, qo,70) - 0 - 52—

1 n—l—%

5 T (g0, 70) -0z - by (8.100)

Pourtc - J*t1/2 on a toujours :
1
tC . Jn+1/2 _ E (tc)ﬁ,e . J?+2

avec .
6

Mais cette fois-ci la composantge que nous calculons est située sur I'ar&tequi est I'inter-
section des face¥ ~ et Z~. Nous devons donc considérer les éléments de matri¢e sar ces

deux faces. Ainsi la somme précédente devient :

(‘e)pe = (‘) + (")
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Donc:

te. Jn+1/2 _ Z {(tc)?ﬁ),e 57 } Jn+2

c’est a dire que :

1
n+1/2 __ § § § : 3 o, 0 U y Nt g
C J qu k! ‘ /k/ _I_
i/
5 o0 U n+§
pqm J 1]'

A partir des relations E.35 a E.38 qui donnent les composaht AP ], .+ Il est facile d’ob-

tenir les quantitég'c) q"fz, v et(te) ;’,f’i, - On raisonne par analogie ou on effectue une permu-

tation circulaire sur les indices et les variables. Remanglque pour les composan(és)f’,’;’;(’i, &

I'indice r est nécessairement pair et que pour les compos@at)@sj’r »  lindice ¢ est nécessai-
rement pair. Ceci tient au fait que la composantest située sur I'arét&’;. On a donc :
— pourp = 2i etr = 2k .

(tc)ig,‘;’,;’,;i,,k, = % a0 * Ogq.qo * 1020+ (3 it + Oivrir) - (Gok - Onpr + dok - Op—1) +
0o (921 G + o - 0i—1,r) - (3 Oy + Opa ) } - 0 - 02
— pourp =21 etqg=2j:
(e g = g Do Oy {020+ (3 0iir + 1) - (g25 - Gy + daj - 0j-1,50) +
Oyo - (92i - 0iir +doi - 0i—1,0) - (3655 + j15)} - 0 - by
— pourp =2+ 1 etr = 2k :

g,0 1
() o = 3 00,00 * Og.q0 * 1020+ (Giir + 3+ Siprir) - (Gon - Oppr + dog - Op—1 ) +

0262 0is - (3 Oppr + Qg1 pr)} - 0 - 2
— pourp =21+ 1etqg=2j:
()5 L it = g O’ O {02,0 + (Oiir + 3+ irir) - (goj - Gjjr + daj - Gj—1r) +
Syo-2-0i-(3-0;50 +0j415)} - 0x -0y

Sur l'aréte X; on ag = ¢o etr = ry. De plus on travaille pous = =z, ainsi les relations
précédentes se simplifient :

— pourp = 2i etry = 2k :

i = 5 B (BB 4 Bin) - (90t v+t By 110) -0 02
_ pourp = 2i etgy = 2jo :

()25 o vt = 3 Or0 (37 0iir + Oivrr) * (G250~ Ojogr + d2jy = Ojo—1,47) - 0 - Oy

— pourp =2+ 1 etryg = 2ky :

t \3,z,0’ o 1
)t e = 5O (s 3 Birn) - (93t v+ oty g 1,0) -0 62

— pourp =2+ 1etgy =25 :
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Z, J 1
(‘e); =35 Oaar (Oug 43 0isrir) - (ggo * oy’ + dao  Gjo-1,) - 02 - 0Y

22+1 250,70 ¢ ,j"

Pour les quantitég,;, etds,;, qui interviennent dans le calcul de, on ag,;, = 1 etdy,
On obtient alors :
— pourp = 21 etry = 2ky :
, 1
3,z,0
(tc)2i7Q(),2ko7i’,k' -3 Ozt (3 0iir + Oigrir) * Opg v+ 0 - 02
— pourp = 21 etqgyg = 2jo :
/ 1
5, x,0
(“©)aizjomon g0 = g Ozt (3 0uir + igrir) - Ojo - 0w - Oy
— pourp =21+ 1 etrg = 2ky :

t \3,z,0’ o 1
("€)2i 41 g0,260, 70 = g Oaor (Giir + 3+ Giyrr) + Ogpr - 0T - 02

— pourp =2i+ 1 etgy = 2j :
z,0' 1
( C)5 g . (5:270./ . (57;’7;/ +3- 5i+1,i’) . 5]'073'/ -0 - 5y

2z+1 250,70 7,7

Maintenant on peut exprimée - J2+1/2 ;
— pourp = 2i,qy = 2]0 etrg = 2k :

tc : Jn+1/2 Z Z Z 532 ,o! 3 5@@ + 52—1—1 i ) 5k0,k’ ' JZ;;;n+% 0w - 5Z+

ZZZ&M (8- Guit + Grsrr) - Gipgr - 02 - 5 -y

— pourp=21+1,q = 2]0 etro = 2k -

1 o', n+i
tC : Jn+1/2 = g : Z Z Z(SE’OJ . (57;’7;/ +3- (51'4_17@'/) . 5ko,k’ . Ji’l;’ T2 -0x - 5Z+
! Z'/ k/

ZZZ&M (Ois + 8+ Goanir) - 0oy - I3 62 3y

Soit apres « action » des symboles de Kronecker :
— pourp = 21, qyg = 279 €trg = 2k :
T, n+

1 xr,n
I (3 Jlk0+2+J2+1ko>~5x-5z+

]_ T, n xr,n 1
8 (3 J; 7J0+2 +J2+1;02> S 0T - 0y
— pourp =21+ 1, qo = 2jo €trg = 2k :
1 r,n r,n
e gt/ o (Jijko*? +3.300 ) Gz Ot

]_ T, n T, NTs5
g.(J 3" Jr-é>~5x~5y

2,J0 i+1,50

c’est a dire en changeant un peu les notations :
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— pourp = 2i, gy = 2j etrg = 2ky :

1 n
te. Jotl/2 — 3 (3 J+2( k0)+Jx (’H—l, k0)>-53:-5z+
1 ntl . nt+l 4
3 (3-Jm+2(l, Jo) + Ju (i + 1, Jo)) -dx - oy

— pourp =21+ 1, qo = 2jo €trg = 2k :

1 n n
tc-Jn+1/2=§-(Jgﬁ2( ko) +3- I3 41, k0)>-6x-6z+

I /o
§~<Jx+2(z Jo)+ 3 Jat (Z+1 j0)>~5x~5y

Maintenant on reporte 8.99, 8.100 et les deux relationsépigtes dans I'équation 8.91. Cela
donne :

pourp = 21, qo = 2jo €trg = 2kq :
(6n+%(pq ro) — €k (p, g 7’)) i i
v 40, T0) T B ML H0,T0) 2 hy (py%ﬂ“o)+2 hy * (p:qo,m0)

o - At
5 oy 0z

n+1 . nt+i .
1 (3G ko) + LT+, ko))
dy
(3 D20 o) + e 2 (i + 1, jo))
0z

=0 (8.101)

N —

pourp =21+ 1, qo = 2jg €trg = 2k :

nti n
(‘fr " (P do.To) — & q““) 2 1T (p, g0, 70) N By (9, a0, 10)

o - At
5 oy 0z

) (J”+2( ko) +3- TR G 4 1, k:o))
2 oy

(BT s BTG )
2 0z

=0 (8.102)

8.9 Pourrésumer

La méthode variationnelle que nous venons d’exposer pegssener de la facon suivante :

— Dans un premier temps nous avons découplé les domairetsD,.,; en introduisant des
courants surfaciques et j. La continuité du champ magnétique sur l'interface perneet d
ne considérer gu’un seul de ces deux couraﬁ)ssﬂ bien que le champ électromagnétique
se calcule en fonction de ce courant et ceci de facon autodansges deux domaines. C’est
la continuité de la trace tangentielle du champ électriquiéayrnit ensuite I'équation ed
et qui donne finalement la solution du probléme.

— Ensuite nous avons procédé a la discrétisation spatial@gigations découplées. La mé-
thode utilisée est celle des éléments finis. Cette méthadesgénérale mais elle conduit a
un systeme d’équations inextriquable si le probleme n’astfprmulé dans un « language »
adapté. L'utilisation de ce «language » (I'écriture vaaahelle) conduit finalement a un
systeme d’équations matriciel plus facilement explogabl
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— Deés lors la discrétisation temporelle a pu étre abordétte @erniere est basée sur le tres
classique schéma « saute-moutton ». A cette occasion noas mwontré que c’est la discré-
tisation temporelle de I'équation de continuité du changeigue qui conduit a la conser-
vation de I'énergie et donc a la stabilité du schéma. Nousségalement mis a jour le
systéme d'équations relatif. &z .

— Les équations discrétes étant obtenues, nous avons lesoi&déments finis afin de calculer
toutes les matrices intervenant dans le probléme.

— Finalement nous avons développé les équations matesigtur obtenir une écriture expli-
cite du schéma de raccordement spatiotemporel.
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Chapitre 9

Proposition d’une version simplifiée de la
methode variationnelle pour le
sous-maillage spatial en 2D-TE

La méthode variationnelle développée dans le chapitreépest consiste finalement a décou-
pler les domaine® et D.,; en introduisant une variable d’échangé.(En effet, les relations
8.21 et 8.22 montrent que le champ électromagnétique preut@&culé uniquement en fonction
de cette variable et ceci de facon indépendante dans chasudedix domaines. Cette variable
d’échange/, est déterminée par la condition de raccord 8.23 qui expsimplement la conti-
nuité de la composante tangentielle du champ électriquési@rface. Regardons d’un peu plus
pres la relation 8.23. Elle s’écrit :

$7 e (T [Fronitua] }oas = § T o (7o A [0 £ T} a2
» b))

Les deux termes entre accolades ne sont autres que les amgmwtangentielles des champs
électriques, si bien gque la relation se simplifie en:

- = -
%JoEdeEZ%JJeWJdE
b b

ou encoré:
- = -
%J0E2~d2:% J o€y dX
> b

— . .
Dans le membre de gauche nous remplacénsar son expression « grand maillage » :

— — N

J(M,t) = His(M,t) N 1 (M)

tandis que dans le membre de droite nous le remplagons paxpogssion « petit maillage »
-
J

(M) = B s(M,t) AT eqe(M)

Il vient :

%2 {ﬁm(]\/[, t) A Wmt(M)} ° E)IZ dY = jg {ﬁm(M, t) A Wext(M)} ° ?IZ X

17 N — — . — — — — — — —
J estorthogonal al'interface don e E' |5, ,, = OsibienqueJ e E|x, = J ‘(E|E,t + E|E_,n) =JeE 5,
Méme raisonement pour le membre de droite.
2\/oir équation 8.2.
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Ce qui donne aprés une permutation circulaire des varialalas les deux produits mixtes :
j{ {ﬁm VAN ﬁ‘g(M, t)} ° dimt = j{ {?m AN W‘g(M, t)} . diem
P P

Finalement la condition de raccord 8.23 est I'expressiorittdoreme de Poyntin@.ependant
ce théoreme est exploité ici d'une fagcon un peu particuliguéesqu’il permet uniqguement de dé-
terminer la valeur commurie&u champ magnétique tangentiel a l'interfac@est a partir de cette
valeur que I'on calcule ensuite le champ électromagnétitzuns les deux domaines. Notons éga-
lement que le théoreme de Poynting ne suffit pas a cette désdian, puisqu’il faut y adjoindre
la continuité de la composante tangentielle du champ éleetr

Alalumiére de ce qui précede nous proposons une simpliicate la méthode variationnelle.
Elle consiste a exploiter de facon beaucoup plus directedereme de Poynting. Nous I'avons
illustré sur un schéma de sous-maillage spatial pour urcespdeux dimensions et pour le mode
de propagation transverse électrique. Les simplificattangjuelles nous avons pensé consistent
bien sdr a exploiter le théoreme de Poynting sur l'interfaa@s aussi a découpler les équations
obtenues afin qu’elles soient indépendantes d’'une grarildéecz I'autre.

Le théoreme de Poynting posséde en effet 'avantage derelégrconservation de I'énergie
uniquement sur l'interface c’est a dire localement, alare relation% (Eem) + % (em) =0
décrit cette méme loi de conservation dans I'ensemble desrdaillages c’est a dire globalement.
Ceci constitue une premiéere simplification non négligeabdedeuxieme simplification provient
de la possibilité d’écrire la conservation du flux du vecteéerPoynting de fagon autonome dans

chaque grande cellule.

9.1 Exploitation du théoreme de Poynting

La facon la plus simple d’expliquer la maniére dont noussdits le théoreme de Poynting est
de donner directement une vue d’ensemble du schéma. Cetiérgeest illustrée dans la figure
9.1.

Puisque le mode de propagation est le mode transverse@lestnous n'avons que des com-
posantes de typeko a traiter au niveau de 'interfaGeremarquons également que le schéma est
congu pour un facteur de raffinement égale a deux. La séqtemparellen’, n' + 1/4, n' + 1/2)
est écrite de facon généralisée, puisqu’elle doit s’'inrséams chacune des deux sous-itérations
d’un certain schéma de raffinement temporel placé en amont.

Le but est d’obtenir un systeme de trois eéquations faisdaatvanir les trois inconnues sui-
vantes :E; 1'% (5), e t'/2 (4) etey /2. (6). Avec de telles inconnues ce systéme est en
effet nécessairement relatif a une seule grande célsidien que nous réalisons le découplage
dont nous parlions précédement. Pour commencer nous gsrigaconservation du flux du vec-
teur de Poynting a la datex’ + 1/4) At, ensuite nous émettons une hypothése qui va nous per-
mettre d’obtenir le systéeme d’équations découplées. Rgumas que le fait de travailler a la date
(n' +1/4) At nous améne & considérer temporairement les variajfes’* (2), ;. +'/1. (1) et

w1/ (3). Elle sont bien sar définies par les relations suivantes :

h, f, moins

3Commune car il y a continuité.

4C’estfqui joue le r6le de cette valeur commune.
SPour le champ électrique.

8Et aux deux petites cellules qui I'accompagnent.
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] RETERE
o e
ot 1
> — - > n
’ZO;
A f? 1. °
! n'+1/4 : n'+1/4
7 H * ® 2: h
'3, .
H Conservation du flux T
du vecteur de Poynting
A ta4 1 )
v En'+1/2 ST R . en’+1/2
te 1t
. on'+1/4 . pn'+1/4 . on'+1/4 ,on'+1/2 L pn'+1/2 .
1‘ eh,f,plus “Thf 3 h, [, moins “Th, f,plus “Thf 6

FIG. 9.1 — Exploitation du théoréme de Poynting.

\

n'+1/4 1 ' n'+1/2
Ehyf _§'<Eh,f+Eh,f )

n'+1/4 1 n' n'+1/2
eh,f,plus — 37 (eh, fyplus + eh,f,plus

n'+1/4 1

1. n’
6h7 f,moins — 2 <6h7 f, moins + 6h7 f, moins

n'+1/2 )

9.2 Mise en équation

9.2.1 Construction des flux

: h, [, moins

(9.1)

Pour les explications concernant la construction des flugeorepportera a la figure 9.2.
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h

o 3{L> el10 °

Ah @12 G— n'+1/4
4,5,6
/I—> oll Y
7,8,9
» N
v @ Al’l >
n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4
1' hv,f,plus * Th, f, plus " “n, plus 4 va 5 Ehf 6 Sn
"+1/4 "+1/4 +1/4 "+1/4 '+1/4 "+1/4
7:h" 8 95T 10:h"" 11:2"7" 12:H"
v, f, moins h, f, moins n, moins v, i, plus v, i, moins v,e

FIG. 9.2 — Construction des flux a la ddt€ + 1/4) At

Sur le trongon de frontiére délimité par la grande cellugd|ux du vecteur de Poynting s’écrit
sous la forme :

¢n’+1/4 _ SZ’+1/4 - Ah (92)

Dans cette relations; /4 (6) est la composante du vecteur de Poynting orthogonale a la

frontiére. Cette composante est construite & partifié'/* (5) et des]’ /'/* (4) par la relation :

n' _ pn/41/4 n'+1/4
STL +1/4 — Eh,f ° H’U7f (9.3)

Sur les deux trongons de frontiére délimités par les deuxgsetellules, les flux des vecteurs
de Poynting s’écrivent sous la forme :

, / Ah
n'+1/4 n'+1/4
(ppl;s/ = Sn,—;lu/s ’ 7 (94)

pour le troncon supérieur et :

' ' Ah
(pm(—)’;rlz{s‘l = Sn,:llo/iis ’ 7 (95)

pour le troncon inférieur.

Dans ces deux reIationsZ:;lz/f (3) et 82:110/25 (9) sont les composantes orthogonales a la
frontiere des deux vecteurs de Poynting relatifs aux troegsupérieur et inférieur. Ces deux
composantes sont construites & partieflé /.. (2), h F1t (1), ep £/ (8) ethl Tt (7)

,plus v, f,plus ! h f,moins v, f, moins
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a l'aide des relations :

n'+1/4 n'+1/4 n'+1/4
= h

n,plus — “h, f,plus ~ ", f, plus
(9.6)
n'+1/4 _ n/+1/4 n'+1/4
n,moins ~ “h, f,moins v, f, moins

9.2.2 Conservation du flux sur l'interface

Maintenant que nous avons construit les flux, nous pouvame da relation de conservation
qu'ils vérifient & la datén’ 4+ 1/4) At. Cela donne :

plus moins

c’est a dire en utilisant les relations du paragraphe p&ued

/ / 1 / / ! !
g pgeera L ( WEl/A - pnHl/4 o o014 el ) (9.8)

h, f v, f - 2 ' h, f,plus *~ "“v, f, plus h, f,moins v, f, moins

9.2.3 Hypothése et obtention d'un systéme d’équations dégplées

A partir de I'équation 9.8 nous devons obtenir un systemeais équations faisant intervenir
les inconnueszy’ /%, e tY2 et Z'j;lﬁ)ms Pour cela, nous nous inspirons de la démarche que
nous avons exposee dans la chapltre 8 a propos de la méthtateowaelle : Nous avions intro-
duit les courants surfamque?set] a partir des champH eth, pws nous avions écrit la continuité
du champ magnétique sur l'interface pour en déduire I égdll— —J. Dés lors, le champ élec-
tromagnétique pouvait étre calculé indépendament damkelesmaillages uniquement & partir de
J, ce dernier courant étant déterminé par la relation de ooité de la composante tangentielle
du champ électrique sur l'interface.

Si a partir de la relation 9.8 nous voulons écrire la conténde la composante tangentielle du
champ électrique, nous devons poser :

Hn’+1/4 _ gn/41/4
v7f - U7f7plus

(9.9)
YA i/

v, f v, f, moins

Dés lors, la relation 9.8 se réduit bien a une telle relatiercahtinuité :

B = (e b ) (9.10)

Nous obtenons ainsi les trois équations recherchées. & gdarmaintenant les relations 9.9
constituent notre hypothese et la relation 9.10 en est laémpurence.

Remarquons que 9.9 et 9.10 sont respectivement les équivédeaux des relations 8.3 et 8.6
que nous avions obtenu dans le paragraphe 8.2. La diffémrinotre hypothése et la méthode
variationnelle est gu’ici nous n'avons pas de courantsasigfies, ces derniers sont directement
remplacés par les composantes du champ magnétique suntigfep précisons également que la
résolution des équation va-étre beaucoup plus directe.

9.2.4 Développement du systeme d’éguation

Nous devons maintenant faire apparaitre explicitemerintamnues dans les équations 9.9 et

9.10. Pour cela il faut exprimet,” /4, " t1/! et T & partir des champs environnants.
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Nous allons expliquer le principe du calcul poHlf /4 puis nous donnerons directement les
résultats poub” t1/* etp t1/4

v, f, plus v, f,moins"
On utilise le développement de Taylor Mac-Laurind® *'/* & lordre un, dans le voisinage
de—% (voir (4) et (12) dans la figure 9.2). Cela donne :

, An , An [oHr VA
n'+1/4) _ pn/+1/4 =" =
Hy ™ (=) = Hy7(0) = = ( o (0)

La variablen = 0 représentant la frontiére, nous obtenons :

n'+1/4
e grya _ An (0Hy 7T :
ve v f 2 on ;

n'+1/4
Nous utilisons maintenant I'équation de Maxwell- Amperewpnmer(aHT) en fonc-

. fo
tion des composantes du champ électrique sur I'interfaeta Gonne, en utilisant les dérivées
centrées pour I'opérateur temporel :

' n'+1/2 n
oHy T . (Eh,f - Eh,f)
on - At

Finalement on obtient :

n' / A n’ /
H U = HP e Zt - (Ehjl/z - Egﬁf) (9.11)

De la méme fagon on trouve pour les deux autres champs mggesgties relations suivantes
(voir (10), (11), (1) et (7) dans la figure 9.2) :

n' n' An n' ’
Y Lo RN e moins = i potisfmoms) (9:12)

v, f, plus/moins v, 1, plus/moins 4. At h, f, plus/moins

On remplace les relations 9.11 et 9.12 dans 9.9, on obtiers ks deux équations suivantes :

Hy P — g o <E"/+1/2 —~ Eff,lf) —

2-At h, f
(9.13)
n'+1/4 A n'+1/2 ’
hv,i,plus/moins +¢€o- 4—Ant ’ (eh, f,plus/moins o eZ, f,plus/moins)
Pour terminer on remplace les définitions 9.1 dans I'équaid0, cela donne :
n+1/2 1 ! ’ n'+1/2 n'+1/2
Eh f + E 5 : <6Z, f,plus + 62, f, moins + 6h,f,plus + 6h7 I moins) (914)

9.2.5 Solution

Les équations 9.13 et 9.14 constituent un systeme de traeiégs dont les inconnues sont
ETVR et eter TUY | les autres quantités sont connues car elles sont exprienées

datesn’At et (n' + 1/4) At. Notre objectif est donc atteint. Il nous reste maintenadraner les
solutions de ce systéme, nous trouvons :
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( n'+1/2 _ 1 n’ 1 n/ n/
By =5 By 45 (€t moins T €h fptus) T

20t (2 _ HK':1/4 _ hn’+1/4 hn’+1/4 )

3-€g-An v, 1, MoIns v, 1, plus

(9.15)

n'+1/2 o n'+1/2 n'
6h,f, moins/plus ~— 6h7 f,moins/plus ~ 2- Eh,f - Eh,f +

4-At n'+1/4 n'+1/4
L e An <Hv,e - hv,i,moins/plus)

Remarquons que la deuxiéme équation de 9.15 nécessitedilabmalcul deE,’j’}Ll/2 al'aide
de la premiére équation. Du point de vue mathématique lduti®o du systeme n’est pas ache-
vée mais du point de vue numérique une telle méthode de t&sglque I'on peut qualifier de
« successive », ne pose aucun probléme.

9.3 Algorithme

Il est maintenant facile de donner I'algorithme corresprtchu schéma :

— On calcule leg?™ *'/* dans le grand maillage.

— On calcule les2” /2 dans le grand maillage, frontiére exclue.

— On calcule leg™*+'/* dans le petit maillage.

— On calcule les™ *'/2 dans le petit maillage frontiére exclue.

— On complete le schéma en déterminant d’abordEI%lg*fl/2 avec la premiere équation de

9.15 et ensuite les! /2 al'aide de la deuxieéme équation.

, fy moins/plus

9.4 Résultats

9.4.1 Réflexion numérigue

Les conditions de simulation que nous avons prises pouflexign numérique sont illustrées
dans la figure 9.3.

Le grand maillage comportth x 45 grandes cellules de dimensioAs = Ay = 0.15m (non
représenté sur la figure). Le petit maillage et les surfageblaygens sontentrésa I'intérieur
du grand maillage, toutes les dimensions relatives a ceagansont précisées sur la figure. Le
facteur de raffinement utilisé ici est égale a deux, si biemlgpetit maillage comport&) x 30
petites cellules de dimensions = dy = 0.075m. Nous rappelons que dans ce type de test,
le petit maillage est vide et que I'onde incidente se propdggauche a droite le long de I'axe
(On) 7. L'onde réfléchie est enregistrée au palf, situé deux grandes cellules avant la surface
de Huygens (zone de champ diffracté). Les variations teeliesrdu champ électriqué associé

a l'onde incidente, sont représentées par une fonctionskause d’amplitud#ﬁ‘ =1V/m.La

plus grande fréquence qui intervient dans le spectre dadtale cette onde egf,.., = 200 M H z.
Ceci correspond a un échantillonnage spatial minimgﬁmﬂig) égale al0 dans le grand maillage.
Nous rappelons également que I'onde réfléchie est anafysﬁéqyence. C’est a dire que nous
mesurons, en fonction de la fréquence et au pBipt la quantité :

Bt
B eprence(F)|

Le lecteur pourra se repporter au paragraphe 2.4.2.1 pdgenivlplus de détails sur ce type de simulation.
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E 2 ge 15 gc
- L 10 gc 10 gc
. ,.,,,%, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
H P

®v Surface de Huygens ——3» n

FIG. 9.3 — Test de la réflexion numérique.

si on analyse le champ électrique, ou bien la quantité :

gv, T’flchie(f) ‘

)ﬁv, rfrence(f) ‘

ro(f) =20 - log

si on analyse le champ magnétique. Pour terminer, précigoade critere CFL du grand
maillage est égale @485 tandis que celui du petit maillage est égale%.
Maintenant que les choses sont bien posées nous pouvoesterdss résultats obtenus. Nous

avons mesuré les réflexions numériques relatives aux canpest’;, et . Elles sont représen-
tées dans la figure 9.4.

T T
. s ~ ~ P .
a —40F \ \¥3 \ \ A
T PN v
Ny " = e o U
= N - == I} i
c 60 N Y
§e] \ v
> -sof .
frem
No) E
X -100p - - pourE, H
pour H,
-120 Il Il Il 1 1 1 1 1 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
fréquence (Hz) x10°

FIG. 9.4 — Réflexions numériques paobiy, et H, mesurées au poiri,,,.

Dans les deux cas nous obtenons< —48dB pour% > 20 ce qui est satisfaisant. Pour
10 < & < 20 la réflexion augmente jusqu’as0 dB.

9.4.2 Stabilité

Les conditions de simulation que nous avons prises pouertéststabilité sont illustrées
dans la figure 9.5. Le grand maillage comporte toujelirs 45 grandes cellules de dimensions
Az = Ay = 0.15m. Le petit maillage, les surfaces de Huygens et la structi@tltique sont
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centrésa I'intérieur du grand maillage, toutes les dimensionstigda a ces centrages sont préci-
sées sur la figure. Le facteur de rafinement utilisé ici egotos égale a deux, si bien que le petit
maillage comporte encore une fai8 x 30 petites cellules de dimensions = dy = 0.075m.
Nous rappelons que dans ce type de test, le petit maillaggp@denune structure métallique
diffractante et que I'onde incidente se propage en incideidique®. Le champ électromagné-
tique est enregistré a I'intérieur du petit maillage (paitur la figure) ainsi que dans la zone
de champ diffracté (poinP; sur la figure). Les variations temporelles du champ éleuwriﬁ
associé a I'onde incidente, sont toujours représentéeargafonction Gaussienne d’amplitude

HEH = 1V/m. La plus grande fréquence qui intervient dans le spectreodeidt de cette onde

est encoref,,... = 200 M Hz. Ceci correspond a un échantillonnage spatial minim%)
égale al0 dans le grand maillage, comme dans la simulation précédente
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: < »
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| %
1 7
-
10 pc //
10 pc “ 10 pe
C10ge [ " 10
5 pc ////
s métal
P
: / 1
o petit maillage
2 gc /
—
s -
: L e
7 surface de Huygens
E k I3
P,
®Ov —> n
H

Fig. 9.5 — Test de la stabilité.

Les courbes 9.6 a 9.9 montrent le chaifip diffracté (point P;) ainsi que le champ, a
I'intérieur du petit maillage (poinf’;) avec deux points de vue différents. Une vue en gros plan
est proposée afin de montrer les variations du champ mageégigla vue d’ensemble permet
d’apprécier la stabilité de I'algorithme. Pour chaque t@unous avons également représenté les
variations des champs magnétiques obtenus sans la prékescas-maillage. Les résultats obte-
nus montrent que I'algorithme est stable et qu'il calcule@ctement les champs, notons tout de
méme que c’est également le cas pour le schéma d’interpolatirrespondant, si bien que I'ap-
plication de la conservation de I'énergie n’était pas ngais ici. Cependant nous avons montré
la possibilité de mettre en oeuvre une telle méthode, métlqodsera par contre incontournable
dans le cas du modele 2D-TM.

8Le lecteur pourra se reporter cette fois-ci au paragraph® 2. pour obtenir plus de détails sur ce type de simu-
lation.
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Chapitre 10

Proposition d’'une méthode variationnelle
simplifiee pour le sous-maillage spatial en
2D-TM

Nous pouvons passer du modéle 2D-TE au modéle 2-TM en pentesardles det et deH .
Cependant nous ne devons pas considérer la méme frontiengrécédement car la permutation
dont nous venons de parler nous amenerait alors a deuxisitsatdicalement différentes pour
les emplacements des composantes sur I'interface. Nottieoahe consiste d’abord & décaler le
petit maillage par rapport au grand maillage d’'une demitpekllule dans les deux directions,
puis ensuite a considérBinterface qui est extérieure au petit maillage et qui est distantea’'un
demi-petite cellule de ce dernier (voir la figure 10.1). Daescas la conservation du flux du
vecteur de Poyntlng s’appliqgue exactement comme dans |lelm@D-TM a ceci prés que les
roles dek et deH sont permutés. Remarguons également que cette méthodperoust d’éviter
un traitement spécifique pour les composantes du champiélextjui sont situées dans les coins
(voir figure 10.2).

10.1 Principe du modele 2D-TM

La figure 10.1 illustre la situation géométrique dans lalguebus nous plagons maintenant,
elle donne également une vue d’ensemble du schéma.

La figure 10.2 montre 'emplacement des divers composartebamnp dans le voisinage d'un
coin.

Nous pouvons distinguer trois frontieres : la frontiere dargl maillage (GM), la frontiere du
petit maillage(PM) et entre les deux, l'interface (1) sugualle la conservation du flux est prise en
compte.

Les réles deE et deH ont été permuté dans I'algorithme mais pas dans les celiidetee.
Compte tenu de la nouvelle géométrie de notre probléme ncela pemet de mettre en équation
sur l'interface (1) les composantés’ ;' (2), by ;"2 (3) ethj. /2 (1) comme nous 'avions

h, f moins
fait pour les composantds; '/, Z;le()ms w+1/2 dans le modéle 2D-TE. A la lumiére de

ete €p , fyplus
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Fic. 10.1 — Géométrie et vue d’ensemble du schéma 2D-TM.

ce qui précede nous pouvons donner directement les saution

( Hfr:,/;_lﬂ = % ’ HfTLL,/f + % ) (hgjf,moins + h;zljf,plus) -
3;2;0A£n ’ (2 ’ E;L:;"I/‘l - e:;:%sins - Z:i;%;:)
(10.1)
hz:—}_,lrfziins/plus = hz:f, moins/plus 2- (H}T:}‘l/2 - H;zl,/f) -
4-At n'4+1/4 n'+1/4
\ pno-An ( v, € - ev,i,moins/plus)
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FIG. 10.2 — Voisinage d’un coin.

10.2 Algorithme

L'algorithme est similaire & celui du modéle 2D-TE sauf gas toles de& et de H sont
permutés :

— On calcule les=™'+/* dans le grand maillage, frontiere GM comprise.

— On calcule leg7™*+'/2 dans le grand maillage, frontiere GM comprise.

— On calcule les™ *'/* dans le petit maillage, frontiére PM comprise.

— On calcule leg”'+1/2 dans le petit maillage, frontiére PM comprise.

— On compléte le schéma en déterminant d’abordLIﬁ'%Ll/2 (2) avec la premiere équation

de 10.1 et ensuite leg; /2 (1 et 3) & laide de la deuxieme équation. Cette déter-

mination se fait sur I'interface (l) qui est située entreflemtieres du grand maillage et du
petit maillage (voir la figure 10.1).

10.3 Reésultats

10.3.1 Réflexion numérique

Les conditions de simulation que nous avons prises pouflexign numérique sont illustrées
dans la figure 9.10. Le grand maillage compaifex 45 grandes cellules de dimensioAs: =
Ay = 0.15m (non représenté sur la figure). Le petit maillage et les sedale Huygens sont
centrésa I'intérieur du grand maillage, toutes les dimensiongtigda a ce centrage sont précisées
sur la figure. Le facteur de rafinement utilisé ici est égaledxgdmais le petit maillage comporte
31 x 31 petites cellules de dimensiofis = jy = 0.075 m. Cette situation est du au fait que nous
avons décalé le petit maillage d’'une demi petite cellulesdaraque direction, nous avons alors
nécessairement un nombre impair de petites cellules. Naqsetons que dans ce type de test,
le petit maillage est vide et que I'onde incidente se propdggauche a droite le long de I'axe
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(On) L. L'onde réfléchie est enregistrée au palty, situé deux grandes cellules avant la surface
de Huygens (zone de champ diffracté). Les variations teellesrdu champ électrique associé

a I'onde incidente, sont représentées par une fonctionskause d’amplitud%ﬁ‘ =1V/m.La

plus grande fréquence qui intervient dans le spectre dadtale cette onde egf,.., = 200 M H z.
Ceci correspond a un échantillonnage spatial minimﬁig) egale al0 dans le grand maillage.
Nous rappelons également que I'onde réfléchie est anafysﬁféqllence. C’est a dire que nous
mesurons, en fonction de la fréquence et au pBipt la quantité :

| B pinic ()|
ro(f) =20 log m

si on analyse le champ électrique, ou bien la quantité :

‘ﬁh,rflchie(f)‘
‘f{h,rfrence<f)‘

ro(f) =20 - log

si on analyse le champ magnétique. Pour terminer, précigoade critere CFL du grand
maillage est égale @42 tandis que celui du petit maillage est égaleé&t. Ces critéres ont dus
étre diminués par rapport au cas 2D-TE afin que l'algorithmealiverge pas des le début de la
simulation.

) 35 gc .
2 gc 15 gc
- - 10 ge T 10 gc
O E | B
i 31 pc
Pm -
- Petit maillage vide

® v Surface de Huygens

FIG. 10.3 — Test de la réflexion numérique.

Nous avons mesuré les réflexions numériques relatives anpasantes’, et H;. Elles sont
représentées dans la figure 10.4. Dans les deux cas nousobten< —48 dB pour% > 20 ce
qui est satisfaisant. Pouf) < % < 20 la réflexion augmente jusqu‘a30 dB. Nous constatons
que les niveaux de réflexion obtenus sont comparables a ceuxays avons obtenus avec le mo-
déle 2D-TE. Ceci n’est pas trés étonant puisque les modBléER2et 2D-TM sont réciproqués

ILe lecteur pourra se repporter au paragraphe 2.4.2.1 paeniolplus de détails sur ce type de simulation.
2A ceci prés que le modéle 2DTM présente un petit maillageléé&cane demi petit cellule dans chaque direction.
Ce décalage n’existe pas avec le modeéle 2DTE.
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FIG. 10.4 — Réflexions numériques palif et H;, mesurées au poirt,,,.

10.3.2 Stabilité

Les conditions de simulation que nous avons prises pougrtesstabilité sont illustrées dans
la figure 10.5. Le grand maillage comporte toujodfs x 45 grandes cellules de dimensions
Axr = Ay = 0.15m. Le petit maillage et les surfaces de Huygens smaritrésa l'intérieur
du grand maillage, par contre la structure métallique nfst exactement centré&eir le petit
maillage puisque ce dernier comporte un nombre impair deegeatellules. Toutes les dimensions
relatives a ces centrages, qu’ils soient exacts ou non,@énisées sur la figure. Le facteur de
rafinement utilisé ici est toujours égale a deux. Le petitliaxge comporte encore une fdi$ x 31
petites cellules de dimensions = dy = 0.075m. Nous rappelons que dans ce type de test, le
petit maillage comporte une structure métallique diffaaté et que I'onde incidente se propage
en incidence obliqué. Le champ électromagnétique est enregistré a l'intérieupetit maillage
(point P;sur la figure) ainsi que dans la zone de champ diffracté (p@irgur la figure). Les va-
riations temporelles du champ électrigieassocié a I'onde incidente, sont toujours représentées

par une fonction Gaussienne d’amplitL#jéH = 1V/m. La plus grande fréquence qui intervient

dans le spectre de Fourier de cette onde est enfggre= 200 M H z. Ceci correspond a un échan-
tillonnage spatial minimumﬁ%) égale a0 dans le grand maillage, comme dans la simulation
précédente .

Les courbes 10.6 a 10.9 montrent le champdiffracté (point ;) ainsi que le champ, a
I'intérieur du petit maillage (poink;) avec deux points de vue différents. Une vue en gros plan est
proposée afin de montrer les variations du champ électritjaeveie d’ensemble permet d’appré-
cier la stabilité de I'algorithme. Pour chaque courbe namasmia également représenté les variations
des champs électriques obtenus sans la présence du sdlagealous constatons une fois de
plus que l'algorithme est stable et qu'il calcule correctanes champs, alors que la version in-
terpolée de ce modeéle n'est pas stabkénalement la conservation de I'énergie s’applique aussi
simplement que dans le cas du modele 2D-TE et elle permeudedfibtenir la stabilisation du
modéle 2D-TM.

3Le lecteur pourra se repporter cette fois-ci au paragraph@2 pour obtenir plus de détails sur ce type de
simulation.

“Non représentée ici.
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FIG. 10.6 — Champs électriques diffractés relevés au pRjrftzue en gros plan).
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FIG. 10.8 — Champs électriques dans le petit maillage relevé®igt P, (vue en gros plan).
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FIG. 10.9 — Champs électriques dans le petit maillage relevéeii P; (vue d’ensemble).
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Chapitre 11

Conclusion

Dans cette partie nous avons répondu partiellement auxtifsjgue nous nous étions fixé
dans le paragraphe 2.3.2. Nous avons bien présenté la neéthadtionnelle en détail et en uti-
lisant des outils mathématiques simples; mais nous n’axéaisé la stabilisation des modeéles
de sous-maillage que dans un espace a deux dimensionsensatiavec une version simplifiee
de la méthode variationnelle. De plus I'élaboration d’'uhé&uoa de raffinement spatial 3D basé
uniqguement sur le théoréme de Poynting, semble difficileaiser & I'aide de simples équations
de flux découplées. Cela tient a la disposition des compeséby, ¢,) et(E,, e,). En effet, on
ne peut pas utiliser en méme temps la méthode du modele 2DaliEl couple(Ey, e;,) et la
méthode du modéle 2D-TM pour le cougl,, e,), & cause du décalage des cellules que cette
derniere méthode implique. Cela aurait été pourtant la at&ha plus simple. Nous avons alors
construit un modeéle utilisant des flux centfésur les faces et un traitement spécifique sur les
arétes. Malheureusement cette stratégie n’a pas foné&jdes algorithmes relatifs aux faces et
aux arétes sont stables lorsqu’ils fonctionnent séparémais ils produisent des instabilités lors-
gu’ils fonctionnent ensemble. Nous pensons que ce comperteest di au fait que nos équations
de conservation sont écrites localement sur chaque gratidéec 1l semblerait que le découplage
des équations de flux, qui donne de bons résultats en deuwnsiioms, ne soit pas appliquable
dans un espace a trois dimensions.

1Ceci permet d’écrire le méme systéme d'équations pour lez deuples d’inconnuedy, ey,) et(E,, e,).
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Cinquieme partie

Conclusion générale et perspectives
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Nous avons commencé par élaborer un schéma de sous-maafasé sur des relations
d’interpolation. Ce schéma, qui a été concu avec un facteuaffinement égale a deux, produit
des instabilités. Ce comportement est classique lorscueetiions d’interpolation sont utilisées.
La reflexion numérique obtenue-{0 dB pour % = 20) est satisfaisante et la durée de stabilité
(tstar = 2 ps) est suffisament grande pour que le schéma puisse-étieuddins des problemes
de diffraction. Nous avons également montré que la duré¢athdit® de I'algorithme augmente
au fur et a mesure que le volume du petit maillage augmentpo®¢, qui n’a jamais été signalé
dans la littérature, favorise les grandes simulations.

Ensuite nous avons prouvé que les instabilités de ce modetedsies uniquement au raffi-
nement spatial. Pour cela nous avons extrait les partiepdesite et spatiale et nous les avons
étudié séparément. A I'issu de cette étude nous avons drceffstaté que I'algorithme temporel
ne présente aucun phénomene de divergence sur une duréaudatisin allant jusqu’@o0 ps.
Nous avons ainsi mis a jour la stabilité numérique de la @aetinporelle du schéma initial. Nous
pensons que l'algorithme temporel est conservatif maismaul’avons pas démontré, ce point
pourra faire I'objet de futures recherches.

Le simple fait d’avoir obtenu un traitement temporel staibeis a donné l'idée de concevoir
les schémas de sous-maillage comme la succession d’uitlalgetemporel stable et d’'un certain
algorithme spatial. Dans le cadre de cette nouvelle cormgptous avons cherché a établir le lien
qui existe entre les propriétés du modeéle successif et tgEiptés des algorithmes séparés. Nous
avons d’abord montré que ce lien dépend peu de I'épaissésépare les frontieres temporelle et
spatiale du modele successif. La durée de stabilité dareditenpaillage et la réflexion numérique
ne dépendent pas de cette épaisseur, seule la durée diéstaik le grand maillage augmente
lorsque I'épaisseur augmente. Ensuite nous avons fixé aimuomincette épaisseur et nous avons
montré que les propriétés du modele successif sont appabixiement fixés par celles du modéle
spatial seul.

A la lumiére de I'étude précédente, nous nous sommes cagcgunt les modeles de raffine-
ment spatiaux. Nous avons testé un schéma de type « gradiansiequel les composantes de
h situées a I'extérieur du petit maillage sont déterminésatlé des variations spatiales é
Ensuite nous avons essayé un autre schéma que nous avdfié daat réciproque » dans lequel
nous avons symétrisé les traitements effectués de paretrd’'de la frontiére. Nous avons égale-
ment testé un modele utilisant des relations d’interpotatjuadratiques, et pour finir nous avons
essayé un schéma de recouvrement. Les résultats obtentrema@ue tous ces schémas ont des
comportement similaires, c’est a dire qu’ils sont tous totard le siege d’instabilités. Nous avons
tout de méme remarqué que le schéma de type gradient possegdeogriétés convenables, il ne
produit pas de champ résiduel et la durée de stabilité obtesticomparable a celle du schéma de
départ.

Pour finir cette partie concernant les interpolations, nmwemns généralisé notre méthode de
conception a des schémas possédant des facteurs de raffirqaoseélevés. C'est ainsi que nous
mettons a jour des algorithmes temporels stables pour desufa de raffinement égaux a trois,
quatre et cing. Comme précédement la stabilité est obtamueng durée de simulation égale a
50 us et nous pensons la aussi que ces trois schémas temporelsossetvatifs, bien sir ceci
reste a démontrer mathématiquement. Trois modeles demalligge spatial sont finalement étu-
diés (un pour chaque facteur de raffinement), les duréestgitst obtenues sont alors semblables
a celles du modéle spatial pour lequgk= 2.

Partant de ce dernier constat nous avons abordé les méttiedesis-maillage basées sur la
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conservation de I'énergie électromagnétique. Ces méthpelemettent en effet d’obtenir la stabi-
lité des algorithmes, cependant elles sont développéesdiencadres mathématiques abstraits si
bien qu’elles sont difficilement transposables dans leedds différences finies centrées. Ainsi
nous avons repris la méthode variationnelle en I'expliquims tous ces détails. Ce travail pé-
dagogique devait étre fait afin de rendre cette méthode plkessaible. Nous sommes partis des
équations de Maxwell écrites dans les deux domaines, naurs @nsuite découplé ces équations
en introduisant des courants surfaciques, le systeme whtemsuite été écrit sous forme varia-
tionnelle afin que la décomposition en éléments finis mene systeme matriciel exploitable.
Nous avons ensuite procedé a la discrétisation temporegjstarae matriciel et nous avons mon-
tré le lien qui existe entre la conservation de I'énergieaghhniéere de discrétiser la condition de
continuité du champ électrique sur I'interface. Nous aviilmelement développé tous les éléments
de matrice du systeme d’équations et ainsi obtenu le sché@alalé raccordement.

Méme lorsqu’elle est traduite en termes simples la méthadi@ationnelle reste compliquée
a mettre en oeuvre. Nous avons alors cherché une méthodalemte et plus simple. Pour cela
nous avons utilisé directement le théoreme de Poyntingisterface, puis nous avons proposé
une hypothése permettant de découpler les équations tedisaté conservation. Cette méthode
simplifiée a été appliquée avec succeés aux modeéles spatixDE2et 2D-TM, la stabilisation
de ces deux schémas a effectivement été obtenue. Natueellerous avons essayé d’appliquer
notre méthode au modele spatial 3D. La disposition des ceames que I'on trouve dans ce cas,
nous a alors amenée a utiliser des flux centrés sur les faeesffeictuer un traitement particulier
au niveau des arétes. Cette derniere méthode n’a pas fonégcet nous pensons que cela est
du au découplage des équations. Ce dernier point devnaitifabjet de futures recherches, nous
pensons qu’il est possible de trouver une autre simpliboatie la méthode variationnelle qui
soit appliquable au modele spatial 3D. Si cela n’est pasdenoas aurons toujours la possibilité
d’adapter la méthode variationnelle initiale au cas du soaslage spatial 3D.
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Sixieme partie

Annexes
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Annexe A

Equations de Maxwell discrétisées

A.1 Equations discretes dans le vide

A.1.1 Pourles composantes du champ électrique
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A.1.2 Pourles composantes du champ magnétique
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Zyl+§7]+§7k ILLO

n _ n
z,4, 41, k+3 2,4, 4, k+3

n—l—% n—l—% n—l—% n—l—%
01 .1 - 01 1 2,01 1 01 1
) _'_g‘ Z7Z+§7.7+§7k Z7Z+§7.7_§7k _ y72+§7]7k+§ y7l+§7]7k_§
n—l—% . n—l—% n—l—% . n—l—%
T 1 T 1 o1 -1 01 .1
L +g‘ m727j+§7k+§ m727j+§7k_§ _ 272+§7]+§7k 272_§7J+§7k
n—l—% . n—l—% n—l—% _Hn-l—% .
201 1 -1 1 RN | 1 ; 1
1_’_&‘ y72+§7.77k+§ y72_§7]7k+§ _ I,Z,j+§,k+§ m727j_§7k+§
Gkt T g Az Ay

Ay

n _ n
@i+ 3,4, k+1 Ex7i+$,j,k’

Az

E™ . - E"
Y, 4, j+5, k+1 Y, 4,545,k

n _ n
Ez,z'+1,j,k+§ Ez,i,j,k+;}
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A.2 Equations discretes dans les milieux diélectriques et a
gnétigues

A.2.1 Pourles composantes du champ électrique

En+1 ~ Ax’ . En k_|_

x7i+%7j7k lE,i-‘r%,j,
n+y n+3 n+l n+l
B g Z7Z+%7]+%7k Z7Z+%7]_%7k _ y72+%7]7k+% y72+%7j7k_%
* ey Ay Az
n+1 ~ i ni0
Ey,i,j—i—%,k ~ 4, y,i,j+%,k+
n+y n+3 n+l n+l
B X g X S&Z,]-’-%,k-‘r% S&Z,]-’-%,k—% _ Z7Z+%7j+%7k Zvl_%vj—"_%?k
gy Az Az
n+1 ~ i
Ez,zyj,/wr% ~ A, Ez,z',j,k+%+
n+2 gty n+3 B Hn+%
B g y72+%7]7k+% yvl_%vjvk—i_% _ Z’,Z,]-’-%,k-‘r% Z’,Z,]—%,k-‘r%
- Ax Ay
A.2.2 Pourles composantes du champ magnetique
1 1
n+3 ~ n—g3 N
z i, j+5,k+5 T wditg, ktg
n _ n n _ n
B At Ez,z',j+1,k+§ Ez,z',j,k+% yyi, j+ L, kt1 Ey,z‘,j+%,k
R _
[bz Ay Az
1 1
yoitg, gty Ty itg, g ktg
n _ n n _ n
B At E:v,z'+§,j,k+1 E:v,i+§,j,k Ez,z'+1,j,k+% Ez,z‘,j,k+%
Yy Az Ax
1 1
n+s ~ Hn—§ .
Zyid s ik T Tz i+ 4Lk
b} 27 27 b 27 27
E" —E" E" —E"
B At il ik T Ty ik o+l 4Lk el gk
i _
fhz Az Ay
Les coefficients4; et B; sont donnés par :
oAt
A . 1 2'81
L= 1 + O'Z-At
2'51
et:
1
Bl = 1 + a- At
2-61

avecl = x, y ol z.
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Annexe B
Champ diffracté et champ a I'intérieur du

petit maillage en fonction du nombre de
cellules g

B.1 Champs diffractés

0.015
— Ex
g 0.01} - E‘Z’ H
2, 0.005 - -
£
< 0
<
O —o.005}- -
-0.01 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25
temps (s) x10°
FIG. B.1 — Champ diffracté pour = 1.
0.015

Champ (V/m)

|
0 0.5 1 15 2 25
temps (s) x10°

FIG. B.2 — Champ diffracté pour = 2.
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I
— Ex

Ey
~—~ 001 §
— Ez
E
2
o
S
S
e
(@)
-0.01 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3
temps (S) x10°

FiG. B.3 — Champ diffracté pour = 3.

0.015
— Ex
Ey
~ 001} .
E Ez
~
S 0005
3
0
]
<
O -0.005
-0.01
0 0.5 1 15 2 25 3 35

temps (s) x107°

FIG. B.4 — Champ diffracté pouy = 4.

0.015
— EX
Ey
~ o001 .
= Ez
=
S 0005
3
0
]
<
O -0.005
-0.01
0 05 1 15 2 2.5 3 35 4
temps (S) x107°

FIG. B.5 — Champ diffracté pour = 5.

B.2 Champs a l'intérieur du petit maillage

1 T
— ex
—_ ey
g — €z
\>_/ 0.5 n
o
g
c 0 ~
O
-0.5 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
temps (s) x10°

FIG. B.6 — Champ dans le petit maillage pau+ 1.
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1
~ ;
— ez
Py
£
f__U 0 -
@)
-0.5 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25
temps (s) x107°
FIG. B.7 — Champ dans le petit maillage pau 2.
1 T
— ex
~ ey
— €z
é 0.5 .
Q.
o o
5 VV N
-0.5 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25
temps (s) x10°
FIG. B.8 — Champ dans le petit maillage pau« 3.
1 T
_ B
— ez
g 0.5H =
Py
S
g OV 4<
@)
-05 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25
temps (s) x10°
FIG. B.9 — Champ dans le petit maillage pau 4.
1 T
_ B
— ez
g 0.5 )
B
g OV ‘—4
-05 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25
temps (s) x10°

FIG. B.10 — Champ dans le petit maillage pque 5.
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Annexe C

Définition des matrices

Les matricesMg, My, B et C sont relatives au grand maillage et elles sont définies par :

( Mg = (((ME>a,a’))aa’
My = (((MH)a,a’))aﬂ’
(C.1)
B= ((Bma’))au’
C = ((Cea))ea
avec : ) _
(MEg)ao =< T'a(M), T o(M) >y,
(MH)aa =< Ka(M)v Za (M) ZWy
(C.2)

— —
(Clew = C (T(2), Ta(M))
Les matricesn,, my,, b etc sont relatives au petit maillage et elles sont définies par :

([ m, = (((me)p3))s,5

my, = (((mn)s,5)s,6
(C.3)

avec .

(C.4)
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Annexe D

] —
Conservation de J ; sur

Prenons la divergence du courant disc?elt. Cela donne:

div (Ta(M.1)) = ZZJM - div (1T, (M) +
ZZJM dw( (M)) (D.1)

A l'aide des relations 8.70, 8.62 et 8.63 et en introduisafbhctionY, ,,, définie par :

1 si: (u,v) € [lAu, (I +1)Au] x [mAv, (m + 1)Av]
Y m(u,v) (D.2)
0 si: (u,v) ¢ [lAu, (14 1)Au] x [mAv, (m + 1)Av]
on montre que :
. ——— 81‘[“
div (1T, (M) = 252 (M) = Yoy m(w,0) = Yim(,0)
(D.3)
et div (117, (M)) = 22 (M) = Yy o1 (,0) = Vi, (,0)
Avec cependant les quatres cas particuliers suivantsifsedax arétes :
8%37” (M) ==Y n(u,v)
(D.4)
aﬁfg;r1,m (M) _ Ylm,m(U, U)
et:
oI}
Bt (M) = Y11 (u,v)
(D.5)

aﬁ v

— 5 (M) = Yo m,, (u,0)

Enremplacant D.3, D.4 et D.5 dans D.1 on trouve :

div <Jd(M t) Z T Yimt S Ty Yot

m=1
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Il mm+1

S g (Yioim = Yim) -

=2 m=1
l"l/—’_l l77l+1
v ()
E Jp Yo+ E Tt * Yimnt
=1 =1
Mm lm+1
v
> > T Yimer — Yim)
m=2 [=1

Soit apres réorganisation des termes :

div (Td(M, t)) = S (Frm — i) F

Im+15ma, v v
Zlil m:LI (Jl,m+1 - Jl,m)

Dans chaque double somme de cette derniére expressiomresste’annulent deux a deux,
sauf le premier et le dernier. |l reste donc :

div (j)d(M, t)) =yt [Jliin-i-l,m - Jﬁm] +

Sim [Jﬁm7,L+1 - J;ﬂ (D.6)

Ainsi sur la face considérée, nous trouvons que la divergeariest pas nulle a cause des coéf-
ficients de décompositioiy,, (¢) qui se situent sur les arétes. Ces coefficients sont heuneunse
compenseés par leurs homologues des faces adjacentesjiioraiaditefois de garder le méme co-
efficient de décomposition pour chacun des couples qui soTgtitués par deux « demi éléments
finis ».

v(m)
ﬁv

win) I m

\\\ ‘ <
\
— W
=2y =>w l,n
o TT o TT
l,m l,n

Fic. D.1 — Association de deux « demi éléments finis » sur uneearrét

Avec cette condition nous avons bien sir I'ensemble de asekE :
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Annexe E

Calcul des matrices

Avant de commencer précisons une convention d’écriturle. édt la suivante : lorsque I'on
calcule la quantit¢ X'), . ou bien la quantité transposé&’), ,, il est suppose que les indices
représentés par sontfixéset que les indices représentés pasontvariables

E.1 Calcul des composantes dm,

E.1.1 Calculs généraux

D’apres les relations de définition C.4, on a:

(Me)sp =< 7 (M), 75 (M) 0= /D TH(M) 0 75(M) - dViy

Or:
B=1(0,p qr)
et:g'= (o, 0, ¢, 1)
donc:
/ —) _)
(me)s, = / Vogr (M) = Vg g (M) - i @i - dViy
D

Mais :

-
g @l = 500’

)

oud, . représente le symbole de Kronecker. Si bien que :
(me)ﬁ’ﬁl - (me);;]:, p'q'r’ = /;vg7q,r(M) ’ VEI,q/,r/(M) : 6070’ . dVM

Cette derniere relation nous montre que la composantg, '~ ., est nulle lorsque’ # o .

Ainsi les seuls termes que nous avons a déterminer sont deté fm.);” .., - Dans ce casil
est possible d’écrire une version simplifiée de la relatidt@dente, c’est a dire :

0,0’ - 0,0
<me>p;17“7 P (me)pt’zr, pgr 0"

avec :
e e = [ M) 350 1) - Vi
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Dans tout ce qui suit nous prenoms= = , sachant que les résultats obtenus se transposerons
facilement aux cas oa = y etz . En remplacant la relation de définition 8.65 de I'élémerit fin
7.4 dans la relation précédente, on obtient :

(M) s = O /Dbp(x) “ag(y) - ar(2) - by (2) - ag(y) - ar(2) - dViy

Dans cette derniere expression, I'intégrant est un pratkiitonctions d’une seule variable.
Dans ce cas l'intégrale sur le domaiig peut s’écrire comme le produit de trois intégrales
simples :f, dVy = [, dx- [ dy- [ dz . Ainsi:

z, 0’
(Me)p0) s = Ozor - /bp by - dx - /aq cay - dy - /ar cap - dz
T y z

Posons :
Al,l' = fs al(s) . CL[/(S) - ds
(E.1)
et: Bl,l’ = fs bl(S) . bl/(S) -ds
Dans ce cas on obtient :
(Me )i prgre = 0o+ Bpyp - Aqgr - Arae (E.2)

Il faut maintenant déterminer les expressions des quamfié , A, , et A, .. De maniere
plus générale cela revient a calculer les coefficiehis et B, ;. Les détails de leurs calculs sont
exposés dans les annexes F et G. Les résultats sont lestsuivan

By =01y - s
et:
Ay =0p- 61 - 0s
avec :
-0, = % si M(p, g, r) appartient au plan d’équation= [, - ds ou bien au plan d’équation
s=(l,+1)-Js.

— 0, = 1 dans les autres cas.

Maintenant que les coefficientt ;; et B;;» sont connus, on peut reporter leurs expressions dans
E.2. Celadonne:

(M) g = Oor + Opgy Oy~ Gyt = Or - G - B0 (E.3)

avecov = ox - oy - 0 z.
Nous voyons que le résultat obtenu dépend de I'emplacemgididt M (p, ¢, r) via les deux
coefficienty), etd,..

E.1.2 récapitulatif

Pour cette partie on se rapportera a la figure suivante :
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Z+

C M fﬂ

101

Fic. E.1 —Vue d'’ensemble des faces, des arétes et des coins.

Dans I'expression E.3 le terntg - 6, peut prendre les vaIeun% % ou 1 selon 'emplacement

du pointM (p, ¢, r). En fait il y a trois cas a envisager.

a) Le pointM (p, ¢, ) est situé sur :
— Lesfaced’ ™ etY ™, arétes?,, Z,, Z5 et Z, inclues et aréteX;, X,, X5 et X, exclues.
— LesfacesZ~ et 77, arétesy], Ys, Y5 etY) inclues et aréteX’;, X,, X5 et X, exclues.

Alors 6, - 6, =  si bien que :

/
1
(me);;;—,’ p'q'r! — 5

“Oz,00  Opypr * Ogq " Oppr + OV

b) Le point)M (p, ¢, r) est situé sur les arétes,, X,, X; ouX,. Alorsd, - 6, = i si bien que :

/
1
(M) g = 1

Oz Opgpr * Ogq " Op g + OV

c) Le pointM (p, q, r) est situé :

— danse D ~ {¥}.
— surles faces(~ et X T, arétes exclues.

Alors, 6, - 0, = 1 si bien que :

z,0’

(me)pqr, g T Oz,00 * Oppr * Ogyq * O s+ OV
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Nous pouvons résumer ces trois cas en écrivant :

z,0’ 1

(me)pqn v = g Oy Ogqt  Orpr - 00 - Ne{aw (D, ¢, 7)} - Opor

ou N, {a, (p, q, r)} estle nombre de cellules qui en méme temps appartienri2retdnt en
commun l'aréter de la cellule(p, ¢, r) , c’est a dire l'aréte d’équation :

x € [pox, (p+ 1)dx]

Yy = qoy
z2=riz
y70J 270'/ . . . .
~ Pour les composa}ntf_éme)p% v € §m,e>pqr, prgrrs NOUS obtenons deux relations similaires,
si bien que I'on peut écrire le résultat général suivant :
0,0’ 1
(me)pqr, pa'r 4 Oppr = Ogq' O pr = OV - N {as(p, ¢, 1)} - do.0" (E.4)

avec :N.{a, (p, q, r)} = le nombre de cellules qui en méme temps) et ont en commun
I'aréte o de la cellule(p, ¢, 7).

E.2 Calcul des composantes dmg1

Nous venons de montrer que la matrieg est diagonale. Dans ce cas; ' est également
diagonale et les éléments diagonauwnag! sont les inverses des éléments diagonausnde

E.3 Calcul des composantes de,,

Nous allons montrer dans cette partie qu’il est égalemessipte d’écrire une formule géné-
rale analogue a E.4 pour les composantesigle

E.3.1 Calculs généraux

D’aprés la relation de définition C.4, on a:

— — — —
(mp)p e =< 6 (M), 05(M) >y,= /D op(M) @65/ (M) - dViy

Or:

G=(o,pqr)

et:3 = (o, p, ¢, 1)
donc:
! —) _)
(my)ge = / 07 (M) - 02 0 (M) - iy @ igr - dVg
D

Mais :

- =

g @1y = (50_70_/
si bien que :

(mp)p e = (mp)7 " = /D 07 (M) =09 (M) - 85 0 - dVig
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o, o’

Cette derniere relation nous montre que les composdntes . ... sont nulles lorsque

o' # o. Ainsi les seuls termes que nous avons a déterminer sontfdena (my,);,7 ... Dans

ce cas il est possible d’écrire une version simplifiée delkgion précédente, c’est a dire :

g,

/
<mh)PqT7 par (mh)pq; p'g'r’ 50,0/

avec :
(mh>;;1:7 p’q’r’ - /;5;-’(1’71(]\4) * Z’7q,7T,<M> * dVM

Dans tout ce qui suit nous prenoms= = , sachant que les résultats obtenus se transposerons
facilement aux cas ot = y et z. A I'aide des relations de définition 8.69 des élements fifijs.
, la relation précédente devient :

()57 g = O - /D ap(x) - bg(y) - br(2) - ay () - by (y) - by (2) - AV

L'intégrant qui intervient dans cette derniere expressistrun produit de fonctions d’'une seule
variable, si bien que l'intégrale sur le domaibReeut s’écrire comme le produit de trois intégrales
simples [, dVyy = [ dx- [ dy- [ dz.Donc:

(mh)ZéZ/p’q’T’ = Oro’- /al’ Cay - d /bq ~by - dy - /br by - dz
xT Yy z
C’est a dire compte tenude E.1 :

/
(mh);}:, par — Oz,00 * Appr * Bog - By (E.5)

Les expressions des quantités, et B, ; ont déja eté etablies dans les annexes F et G. Nous
pouvons donc remplacer leurs expressions dans E.5. Celeedon

(mh);,’;, T (55(;70/ . 9p . 5p,p/ . 5q,q/ . (57“77“/ -0V (E6)
Cette fois-ci nous voyons que le résultat obtenu dépenddglacement du poiit/ (p, g, r)
via le coefficientd,,.

E.3.2 récapitulatif

Dans cette partie on se repportera de nouveau a la figure E.1.
Dans I'expression E.6 le ternfg peut prendre les valeuésoul selon 'emplacement du point
M (p, ¢, r). Enfaitil n’y a que deux cas a envisager.

a) Le pointM (p, ¢, r) est situé sur les faces~ et X, arétes et coins inclus. Alots = %
si bien que :

z, o’ . 1
(mh)pqr, p'g'r T 5 ’ 5:v,0’ ’ 5p,p’ ’ 5q,q’ ’ 5727"’ - v

b) Le pointM (p, q, r) est situé :
— danse D \ {%}.

203



— sur les face§ ~ etY ™, arétes?,, Z,, Z5 et Z, exclues et aréte¥;, X,, X; et X, inclues
(sans les coins).
— sur les faces’~ et Z+, arétesy], Ys, Y5 etY, exclues et aréteX;, X,, X; et X, inclues
(sans les coins).
Alors 0, = 1 si bien que :

xz, 0’
(mh)pqr, g T Oz,00 * Oppr * Ogyq * O s+ OV

Nous pouvons résumer ces deux cas en écrivant :

z,0’

(rnh>pqr7 p'q'r’ =

) 5p,p’ ) 5q7q’ ’ 57‘,7" -0v - N, {fix (]% q, 7")} : 5:p,o'

N =

ou N.{f..(p, q, )} représente le nombre de cellules qui en méme tempk), et ont en
commun la face de la cellule, ¢, r) orthogonal a la direction: , c’est a dire le secteur plan
d’équation :

r = pix

y € [q0y, (¢ +1)dy]

z € [rdz, (r+1)0z]

Pour les composantésy,);” .. €t(my); " .. nous obtenons deux relations similaires,

si bien que I'on peut écrire le résultat général suivant :

o,o’ 1

<mh)qu, par 5 ’ 57’710' ’ 5%(1’ ’ 57"77"’ v - N, {fJ-cr (p> q, T)} ’ 50,0’ (E-7)

avec :N.{f., (p, ¢, 7)} = nombre de cellules qui en méme temps) et ont en commun la
face de la cellulép, ¢, r) orthogonal a la direction.

E.4 Calcul des composantes de;

Nous venons de montrer que la matrieg, est diagonale. Dans ce cas;, ' est également
diagonale et les éléments diagonauwxag® sont les inverses des éléments diagonaunge

E.5 Résultats pour les composantes delg, Mg', My, et My

E.5.1 PourMg

La regle pratique que nous avons trouvé powr (E.4) se généralise dans le grand maillage,
il suffit simplement d’adapter les notations. Ainsi :

0,0’ 1 .
(ME)w’k, ik T 4 ’ 6i7i/ ’ 6jvﬂ" ) 5k7k’ -Av - N, {AU (27 I k)} ) 50,0’ (E.8)

avec :N.{A, (i, 7, k)} = nombre de cellules qui en méme temgs).,, et ont en commun
I'aréte o de la cellule(i, j, k) . Dans la relation E.8 on a bien sGAy = Az - Ay - Az .
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E.5.2 PourMg'

M estdiagonale et les éléments diagonauk/Hg sont les inverses des éléments diagonaux
deMEg.

E.5.3 PourMpg

La aussi la régle pratique que nous avons trouve paE.7) se généralise dans le grand
maillage, il suffit comme précédement d’adapter les natatiédinsi :

/
1
(MH)Z;]S; ik - 5

avec :N.{F\, (i, j, k)} = nombre de cellules qui en méme temps)).,; et ont en commun
la face de la cellul¢i, j, k) orthogonal a la direction.

. 5m‘/ . 6j,j’ . 51437]9/ . A’U . Nc {FJ_O- (’L, j, k‘)} . 50701 (Eg)

E.5.4 PourMyg'

My est diagonale et les éléments diagonaukHg sont les inverses des éléments diagonaux
deMyg.

E.6 Calcul des composantes de

E.6.1 Calculs généraux

D’aprés la relation C.4, nous avons :

By = (T, T(0)) = [ 7 (FH(00)) 0 3 (01) - Vi

Or:
f=(o,p qr)

et /B/ - (0/7 p/7 qu T/)
ainsi :

o, o! — . — o —
(b)ssr = (B)yyr, prgrr = /DrOt <7p,q,r(M) : ZU) ® 0y (M) i - dViy

A ce stade du calcul, nous devons déterminer les valeurs d@i conduisent a une com-

posante(b);;];f"p,q,r, non nulle lorsquer est fixé. Pour cela il faut d’abord calculer la quantité
rot <yg,q,r . Z) pour les trois valeurs possibles deCela donne :
— Pouro =z :
— — 0
rot <7;7qm' i ) =1 0 ar
_8y’7;§,q,r
— Pourg =y :
— — _azfyé/’q”‘
rot <7§/7q7r -7 ) = 0
OV g
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— Etpourec = z:

— /., — ay’ylzqv’“
rot <7p7q7r- k) = |— Qﬂp’q,r
0

Ceci étant fait, nous voyons que padr= z il y a deux valeurs de’, o/ = y eto’ = 2z, qui
conduisent a des composantes non nulles. Ces deux comp®sant :

z,y _ x )
(b)pqr, g T fD 3271,,(” ’ 5p’7q’m’ - AV

(E.10)
et (b);;]; p’q’r’ - — fD ay’y;,q,r * 5;/7(]/77./ * dVM
Lorsques = y les composantes sont non nulles pelie= x et poure’ = 2 :
(b)z(}i p’q’r’ = — fD 827g7q77. N 6;/’(1/’71/ N dVM
(E.11)
. Y,z J— z
et: (b)qu’, g fD 01,75’%7, . 6p’,q’,7”’ . dVM
Enfin, lorsquer = z les composantes sont non nulles pelie= x et poure’ =y :
(b);;li p'q'r! = fD ay'y;qm . 621711/’7,/ . dVM
(E.12)
et: <b>;;1?7{7 plar fD DaVp g 55’&’77“’ - dVy

Maintenant il faut expliciter toutes les quantités qui apssent dans E.10 , E.11 et E.12.
Pour cela nous nous servons des relations de définition 8 5@ des éeléments finig , (M)
eto; . (M) . Nous allons voir ce que cela donne pour la premiere exgnesia E.10, puis nous
donnerons directement les résultats pour les autres.

z,y — x Y —

A@mwwmwww»w@mwwmw@»dw

Une fois de plus l'intégrant et un produit de fonctions d’weelle variable, si bien que l'inté-
grale sur le domain® peut s’écrire sous la formef, Vi, = [, dz - [ dy- [, dz=. Ainsi:

O e = [ o) bl [yl agl) -y [ G2 bt s

c’est a dire que :

oa,

(bﬁ(ﬁ, v = Bpp - Agq - ; 5 by - dz
On pose:
biv=] %(@ ~bu(s) - ds (E.13)
Il vient alors :
(b)par, prarrr = Bor - Aqgr - Df (E.14)
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Pour les autres expressions de E.10, E.11 et E.12 nous oisteno

( (b);’;, par = ~Bpp - Dg,q’ < Ar
(b)zéf, plg'r —App - Byg - Df,r'
(b)z(’li P = Df},p’ . Bq7q/ . A,n,r/ (E15)
(b);éi par App - Daq’ "B
\ (b);;#, plg'r _D;,p’ A - Bry

Finalement pous = = on peut écrire la composar(tb)g(’]f:p,q,r, sous la forme :

(b)zélilp’q’r’ - 5970’ ) (BP,P’ ’ Aq,q’ ) Df,r’) - 5z,cr’ ) (B:D,p’ ’ Dé’,q' ’ AW’) (E.16)
De méme pous = y on écrira :

(b)zt}::p’q’r’ =020 - (sz,p’ By A’”ﬂ”’) — Oz - (Ap,p’ Byq - Di,r’) (E.17)
Et enfin pours = z on aura :

(D)5 s = 6aor - (Apyy - DY+ Byy) = Sy0r - (D2 - Ay - Br) (E.18)

Nous voyons bien apparaitre les trois composantes duaotadi.

Les quantitéss; » et A; ysont déja connues, il ne nous reste plus qu’a détermineelicient
Dy, . Les calculs de ce dernier sont dans I'annexe H. Pour résomar.

By =0 -0s
puis :
Al,l’ - 0[ . 61’1/ . (SS
avec :
— 0, = } si M(p, g, r) appartient au plan d'équation= [, - s ou bien au plan d'équation
S:(lm+1)58

— 6, = 1 dans les autres cas.

et enfin :
Dil, = - (gl . 5[,[’ - dl : 51—1,[’)
avec :

(g di) = (1,0) si:l=1y
(g1, d)) =(0,1) si:l=1l,+1

(g1, d;) = (1, 1) sinon
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E.6.2 Expression des composantes de

Maintenant nous pouvons remplacer les expressions deficee®s A, , B, » et D}, dans les
équations E.16, E.17 et E.18. Nous obtenons :

(b)x’al ) = za : {9 5r,r’ : (gq ) 5q,q’ - dq : 5(1—1,(1’)} -0 - 02—

pgr, p'q'r
vt Opy - {0g  Oqr - (Gr - Opgr — dy - 5p_y00)} - 0 - Oy (E.19)

pourc = x puis :

(b)yml Pl xa . {9 51717 ( : 67“,7“’ - dr : 57”—1,7”’)} ' 6?/ ) 6$_

par, pq'r
Oar  Ogqr - {0r - Ora - (Gp - Oppy — iy - 6p1 )} - Oy - 02 (E.20)

pourc = y et enfin :

(b)ZJI g = Oyor O < {0 - Oqq - (gp * Opy — dpp - Opo1 )} - 02 - Oy —

par, p'q'r
0 A0y 0p - (9g - Ogy — dy - 0g—1,4)} - 62 - (E.21)

pouro = z.

E.7 Calcul des composantes déb

Cette fois il faut calculer les éléments de matiide) ; . Rappelons que d’aprés notre conven-
tion d’écriture, les indiceg sont fixés et les indices’ sont variables. Par définition de I'opéra-
tion de transposition, on peut dire q(); 5 = by s ainsi nous devons calculer les compo-
santesbgqi o €S indices(o, p, ¢, r) etant fixés. Comme dans le paragraphe précédent nous
travalllons pourc = z. |l faut alors déterminer les valeurs dé qui donnent des composantes

b%:%, non nulles. D’aprés E.15 ces composantes sont non nullgier’ = y ouz eton &:

p'q'r’, pqr
Y,z R z
bp 'q'r’, pgr _AP’:P ’ Bq/7q ’ DT’,'I‘
2, _ DY
by pgr = Ay p Dy g By

Maintenant il faut déterminer les « coefficients transpoesés ;, By, et D;, It I'indice [ étant
bien sdr fixé. Pou3; ; c’est tres simple puisque ce coefficient est proportlonueéyinbole de
Kronekerd, ;. Dans ce cas on peut directement €crire la relafipn = B; ;. Pour A, c’'est
également assez simple. Nous partons de son expression :

Al’7l = Ql/ . 51’7l -0s

Il suffit de remarquer qué!;; est la seule valeur non nulle deet que de ce fait, la discussion
sur I'indice’, valeur def;, se rameéne a une discussion sur l'indicEn d’autres terme&, = 0,
si bien que :
Apyp =01y

Ordy,; = 0, Sibienqued, ; = A, ;. Pourle coefficiean,yl le résultat ne s’obtient pas si faci-
lement. Il faut reprendre point par point la méthode de dajue nous avons exposé dans I'annexe
H, en tenant compte du fait que c’est I'indice de droite quifieg. Nous donnons directement le
résultat :

Dls/J = 5l+1,l' - 51,1'

1A une permutation d’indices prés.
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Compte tenu de ce qui précéde, on peut écrire :

tr\z, o’ 10,z -
( b>pqh p'g'r T bp’q’r’,pqr -
Yy z
Oz = Aprp - Dq’,q By =0yt - App By g Dy, =

Opor + Appy - Dé’,’q By — 0yt - App - Byg - D
soit :
(tb)gr’;‘, par T Oz00 " Op * Opyr * Oy (Ogi1,¢ — Ogqr) - 0T - 02—
Oyt Op - Oppr - Ogqr + (017 — Oppr) - 0 - OY (E.22)

Pourc = y etz on a des résultats similaires que I'on peut obtenir en faidas permutations
circulaires sur les indices.

E.8 Calcul des composantes dB

Pour cette partie nous nous basons sur les calculs du ppregEa6. Nous avions obtenu :
O e = [0 Aba(0) (0 (21} by (@) -y 0) - B (21} - Vi

Nous pouvons écrire I'équivalent de cette relation dangdad maillage, pour cela il suffit
simplement de changer les notations. On obtient :

B)ijk vy = | 0=ABi(x) - Aj(y) - Ar(2)} - {Bir(w) - Ay (y) - Bio(2)} - dV

Dewt

Par contre, on ne peut pas cette fois-ci écrire 'intégraldes domaineD,,; comme un pro-
duit de trois intégrales simples. Ceci est du au fait quedgnant lui-méme n’est pas un produit
de fonctions d’une seule variable, contrairement aux agpas. Pour bien comprendre ceci, rep-
portons nous aux figures qui suivent et prenons I'exempladierictionA; (y).
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|
\ Z
a Aj(y) ietchq/;ii Y
//
p
/
//
2 A0) —
ietkgqgcq e D D
7/ ext
P
/
i /
‘ / X
ietkgqgcqg ~

Section dans un plan 7 = k-Az.

FiG. E.2 — Fonctionsi;(y) lorsquej €] — oo, jo — 1] U [jm + 2, +00].

A (y)

1
Cellule (i, j, k)€ D 4 ,
A -
A s

()

J

v
<

L

4% Cellule (i, j, k)€ D

/

A(y) A e D D

J .
7/ ext

/ %/Cellule(i,j,k)eD

ext

Section dans un plan 7 = k-Az

FiG. E.3 — Fonctionsi;(y) lorsquej € [jo + 1, jm]-
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N

(@ Cellule (i, j k) €D

ext

74— Cellule (i,jo,k) €D

-
L d
8
=
g

<«— Cellule (i, j ,k) € D

ext

Section dans un plan 7 = k-Az

X
FiG. E.4 — Fonctionsi,(y) lorsquej = jo.
A(y) 4
Cellule (i, j, +1,k) €D, —» <
> X
Al(y)4
Cellule (i,j +1,k)€D —» >

Aj(y> A D Dext

y ) & Cellule (i, JpxTLK)ED

Section dans un plan 7z = k-Az

FiG. E.5 —fonctionsA, (y) lorsquej = j,, + 1.

Sij €]—00, jo—1]U[jm+2, +oo] (voir E.2) les variations par rapporteéde la fonction4;(y)
sont toujours les mémes quelles que soit les valeurs desesydet k. Sij € [jo + 1, jm] (Voir
E.3) la fonctionA;(y) est nulle lorsque les indiceét & désignent une cellule D et cette méme
fonction est non nulle lorsque les indicest & désignent une cellule D.,;. Enfin, sij = j, ou
Jm + 1 (voir E.4 et E.5) la fonctio,(y) n’est jamais nulle mais elle n’est pas la méme selon
gue les indices et k£ désignent une cellule D ou une cellules D.,,. En fin de compte il existe
des valeurs dg pour lesquelles la fonctioA;(y) dépend implicitement des variablest z. De
la méme facon il existe des valeurs de I' indicgour lesquelles la fonctioﬁ%’“(z) dépendent
implicitement des variables ety. On peut faire la méme analyse pour les fonctighns B; et
By . Finalement les fonctions qui interviennent dans I'inggme dépendent pas réellement d’'une
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seule variable, c’est pour cette raison que nous ne pouamagpliquer le théoréme de Fubini.

Pour ce sortir de cette impasse, on écrit :

FM) - Vi = / FOM) - dViy — /D FM) - dVis

Deqt RxRxR

L'avantage d’'une telle décomposition est que dans chacasaldux intégrales du membre de
droite le probleme précédent ne se présente plus. En effetyse fonction quelconque du type
QL (s), il n’existe aucune valeur d& pour laquelle les variations d@; seraient dépendantes de
variables autres que Ainsi nous pouvons appliquer le théoreme de Fubini.

Compte tenu de ce que nous venons de @¥,/ . ., s'écrit sous la forme :

(B)ii. ijons = /R _OABi@) - Asy) - Ax(z)} - A Bu (@) - Ay () - Bie(2)} - dViu—

[ 0 4Bi@) - Aiy) - b)) - {Bule) - Aply) - Buo2)} - aVig
D
c’est a dire en appliquant le théoreme de Fubini :

A
(B);E]kz,’/ ik = / B;- By - dz - / Aj-Ay-dy- / Q By - dz—
’ RxRxR RxRxR RxRxR 0%

A
D D D@z

Maintenant on pose :

[ {ALr}rarar = Jocrxmxr AL(s) - Ar(s) - ds

{BLr}axexr = Jierxrxr Br(s) - Bu(s) - ds

{D3 1 g = Jocrxmxn % (s) - B(s) - ds
{ALp}, = fseD Ap(s) - Ap(s)-ds-ds

{BLL'}D = fseD BL(S) . BL/(S) -ds - ds

{DZ,L’}D = JseD 85?(8) - Br(s)-ds-ds

\

Alors I'équation précédente s’écrit :

(B)Zlfz/ i T {Bivi/}RxRxR ) {AJ'J'}RxRxR ' {Dg,k’}RxRxR o
{Biiyp {45} p ADiw}p

En se repportant a I'annexe F, il est facile de constate{@te } ;. p..x = {Bii}p = Biv =
(Sm'/ - Az.

Les calculs dg/A; i}y, €1 d€{ D} 1}y . SE€ fONt cOMMe dans la partie 3 des annexes
G et H. Ontrouve :

{Aj b rsmor = 0557 - Ay
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et:

{Diwtpme = — Ok — Ok100)

Pour les quantitégA; ;. } , et {Dg,k,}D, il suffit de reprendre les résultats finaux obtenus dans
les annexes G et Fen adoptant toutefois les notations du grand maillage. lkyua de méme
une petite nuance a apporter, a savoir que par définitioguastités précédentes sont nulles sile
point M (i, j, k) € D.,: \ {£}. Cette petite nuance nous oblige & modifier la discussiotesur
valeurs prises par la grandeyt (voir annexe G). Compte tenu de ces remarquesona:

{Ajikp =050 Ay
avec :

— ¢; = 1 silacellule(s, j, k) est accollée a la face~ du coté intérieur ou & la face* du
cOté extérieur.

— 0, = 1silacellule(s, j, k) € D\ {cellules accollées®}.
— 0; = 0 dans tous les autres cas.

< ®
Y
face Ymoins
face Y" ts
D
D
ext
X

106 =1 _9j21/2 :szo

J

FiG. E.6 — Valeurs prises pd.

et:

avec .

Maintenant nous pouvons regrouper tout ceci dans I’ex'pmste(B)fjfg - ON Obtient :
(B)ij’g’ 5k == _61'7@'/ . A'T ‘ 5‘]‘7]'/ ‘ Ay . (5k7k/ - 5k_17k’) _'_
52"2‘/ - Ax - 9]‘ . 5j,j’ . Ay . (gk : 5k,k’ — dk . 6k—1,k’)

2En effet dans ces deux annexes les calculs ont été effec@nédaldomain®.
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Soit en factorisant :

(B)Z’]g ik = _52‘,2" . 5j7j/ {(1 - 6’j : gkz) . 5k,k’ - (1 - 9]' . dk) . 5k—1,k’} - Ax - Ay

Par analogie avec la relation précédente on a pBUf, ./, :

(B);B]’ki ik = 62‘72‘/ . 6k,kz’ {(1 - Qk : gj) . (5]'7]'/ - (1 - ek : dj) . 5]'_17]'/} <Ax - Az

0_/

En compactant ces deux derniéres relations on obtientriestgénéra(B);” .,
(B)f]f];li/j/k/ == 52701 . (51'7,'/ . 6k,k’ {(1 — Qk . gj) . (Sj,j/ — (1 — Qk . d]) . (5j_17j/} . A{E . AZ—

6y’0./ . (SH 5J] {( J gk) 6k,k’ - (1 - 9]' : dk) . 5k—1,k’} Az - Ay (E23)

Lorsqueo = y et z on obtient des relations du méme type. Pour les obtenir, ibrdés
permutations circulaires sur les indices et les variables.

E.9 Résultats pour les composantes dé&3

Dans cette partie nous devons déterminer les éléments deendB), ... Rappelons que
d’apres notre convention d’écriture les indieesont fixés et les indices’ sont variables. Par dé-
finition de I'opération de transposition, on peut dire @tB),, .. = B, .. Ainsi nous devons cal-
culer les composantd%j;.’,i,yijk, les indiceqo, 1, j, k) étant fixés. Comme dans les paragraphes
précédents nous travaillons potir= z. Il faut alors déterminer les valeurs dé qui donnent
des composant%%’,ﬁ,7 ;jx Non nulles. En permutant les indices « prime » et non « prime » o
peut dire que cela revient a chercher les valeurs geur lesquelles les quantitﬁf’]f,;ﬁ i jr e SONt
non nulles. Nous pouvons nous inspirer des relations E.1, & E.12 du paragraphe E.6, en
adoptant toutefois les notations du grand maillage. Onveg@liors que les composantes sont non
nulles lorsquer’ = you z eton a:

y7 y
B = [ Ol Ay Vi

Dcwt

( ’,g’ k', ijk / a F gk k ) dVM

Flnalemeni(tB)”k » . PEUt S'écrire sous la forme :
(tB>x o /k/ — 62 cr ‘ ayrf/J/?k/ * A;B]k, ° dVM_

ijk, 1 ,j
Dewt

Y x
8yt - / O.TY - ALy - dVay
Dezt
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Nous allons maintenant nous occuper de la quantifg_ 0.T7} .\, - Al - dVyy. En utilisant

les relations de définition 8.64 et 8.68 des élémentsFifijg et A7, , on peut écrire que :

Y T —
- 8zri/’j/7k/ * AZ]]C * dVM —
Dezt

- 0. {Ai(x) - Bjrly) - Aw(2)} - {Ai(x) - Bj(y) - Br(2)} - dViu

Dewt

Comme dans le paragraphe précédent, il n’est pas possdudre’ I'intégrale sur le domaine
D..; comme le produit de trois intégrales simples. Ceci tientagtugue 'intégrant ne s’écrit pas
comme le produit de fonctions d’une seule variable. Onagtillors la méme astuce que dans le
paragraphe précédent, c’est a dire que I'on écrit :

jan-avi - [

RxRxR

M) - dVay /D F(M) - dVig

Dex’t

Dans ce cas on obtient :

Yy T _
B D azri’,j’,k"Aijk'dVM =
ext

- {Ai,i’ }RXRXR ’ {BJ‘J’}RxRxR ’ {Dz'vk}RxRxR +
{Aiir}p - {Bigytp - {Distp

Ces quantités ont déja été calculées dans le paragraplésprécmis a par{Dz,,k}RxRx]R et
{Di 4} ,-Onadonc:
{Bj.i'trurxr = {Bijtp = Bjjr =05 - Ay
puis :

{Aiibpryr = 0ii - Az
et:

{Ai,i’}D = 92 : 62-71-/ - Ax
avec .

— 0; = 1 silacellule(i, j, k) est accollée & la fac& ~ du coté intérieur ou & la facE¥ ™ du

cOté extérieur.
— 0; = 1 silacellule(s, j, k) € D\ {cellules accolléesa ~}.
— 0, = 0 dans tous les autres cas.

Pour{D,i,vk}RxRx]R on reprend la méme technique de calcul que dans la partie 'ardeske H,
sauf que I'indice fixé se situe a droite et non a gauche. Owvérou

{Dzlyk}]RxRxR = (5k+1,k’ - 5k,k’)
Pour{Dj, .} , on trouve le méme résultat :
{Dzlvk}[) = (5k+1,k’ - 5;67,6,)
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Maintenant nous pouvons regrouper nos résultats. On dbtien
- 8zrly/’j/7k/ * Af]k’ * dVM ==
Dewt
—62‘72‘/ . A..'lf . 6]'7]'/ . Ay . (5k+17k/ — 5/4:,]@’) +
O+ Giir - Az - 655 - Ay - (Ogy1p0 — Oppr)
C’est a dire en factorisant :
— [ ol A
Dex‘t

- (1 - 91') 5i,z" : 5j,j' : (5k+1,k' - 5k,k') WAV Ay

AV =

Pour [, 0,17 ;v - Af;, - dVay on trouve par analogie :

z xT
ayFi/’j/’k/ . AZ]]C . dVM -

Dewt

(]. — 92) . (Sm'/ . 5k7k’ . (5]'4_17]'/ — (5]'7]'/) Az - Az

Finalement la quantitéB);?,g/i,J,7k, est donnée par :
(tBﬁyzko,li’,j’,k’ = 6270’ ’ (1 - 9@) : 6z’,i’ : 5k,k' : (53‘-1-1,3" - 53‘73'/) Az - Az—

Oyt (1= 0:) 6t - 6540 - (Ohg1hr — Orpr) - Az - Ay (E.24)

Lorsquesc = y et z on obtient des relations du méme type. Pour les obtenir, ibrdés
permutations circulaires sur les indices et les variables.

E.10 Calcul des composantes de&C

E.10.1 Calculs généraux

D’aprés la relation de définition C.2, on a:

(\C)ae = Cea =C [ﬁ:(M), Tl M)} _
ji TM.(M)e {Wmt A (?Q(M) A Wm>} LY

N — — — . g L. .
Or i N (F o(M) A nmt) = I'4=+(M) ol la quantitel’ s (M) désigne la partie tan-
gentielle de la restriction dﬁa surX. Danscecasona:

(‘o= § M) # oy (1) - 03
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La surfaceX est constituée par la réunion de six faces, ce que I'on peire&ous la forme
¥ = J°_, ¥,.. Ainsi on peut écrire :

("Clac= > _(*C)i, (E.25)
avec .
toy, = jf (M) e T o, (M) - dS, (E.26)

Notre objectif est donc de déterminer IE€)” . pourn € [1, 6]. Nous allons juste faire le
calcul de(*C);, %, sachant que pour les autres composati€s;. . les résultats s’obtiennent par

a,e !

permutation circulaire des indices.

E.10.2 Calcul de(*C)},

— — Lo —
— I' ,estdela formd“(.’jk - i ,aveco = z, y ou z. Dans ce cas la restriction dé,, sur la

(]
face X~ s’écrit simplement :
— o —
Fox- = Fi,j,k:\X* o

aveco = x, y OU z et la partie tangentielle de cette restriction s’écrit :

- . N
Do =Ljpx- 10

aveco = y OuU z seulement.
7 7 - -H y Z 0
— Sur la faceX ~ I'élément fini I1, s’écrit sous la forme :

—

0. =1, i
e — j’7/<:" 1 o5

aveco’ = y ou z seulement.
Ainsi :
tO)l,=¢ N7, 7, eI7 Tyody-d
( )a,e = ik Lo Ol igx- Lo QY- az
-

c’est a dire que :

t 1 _ o/t 1,0,0" o’ o
( C)a,e = ( C)ijk,j’k’ = dg0" 7{ Gk Fi7j,k|X* dy - dz
x—

0,0’

Cette derniére relation nous montre que les composahfe%k;j,k, sont nulles lorsque’ #

o. Ainsi les seuls termes que nous avons a déterminer sontfdenia (tC)gji,j’jk,. Dans ce cas il
est possible d’écrire une version simplifiée de la relatigrtgdente, c’est a dire :

CC) o = (FC)pl 0 boor (E.27)

avec .

3La correspondance entre l'indiceet les différentes faces est la suivante= (1, 2) correspond aux faceX —
et X, n = (3, 4) correspond aux facés~ etY* et enfinn = (5, 6) correspond aux faces™ et Z+.
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Maintenant il faut expliciter la quantitéf , , . :
SurX~ onac =y ouc = z si bien queF” kx- =10 px- OULT 4 x— Ainsi:

Ai(z))x- - Bj(y) - Ae(z) siio=y

Ai(@)x-- A;(y) - Bi(z) siio=z

g —
i:jvk‘X7 -

Dans les deux cas il faut déterminer la restriction de la ioncA;(x) sur X —. Nous avons
représenté sur le méme graphique les variations des fosctiolorsque: = ig — 1, ig etig + 1 :

i —2 i—1 i i,+1 i +2 ox

<« L

FiG. E.7 — Représentation graphique des fonctidns, A;, et A; 1.

Le seul cas ou la restriction d& sur X~ est non nulle, est le cas ou= 7, et cette restriction
vautl. Ainsi:

Ai(x)|X* = 5io,i

Dans ce cas : _
Bj(y) - Ax(2) - 6ipi Siio =1y

o —
4,5,k| X~

Ai(y) - Bi(2) - 04 Siio=2

En reportant ce dernier résultat dans E.28 on obtient :

Oido * Jx_ Wy - Bj(y) - Ax(2) - dy - dz siio=y
(tc)zljijyg'k' =
Oio * Jx_ W - Aj(y) - Be(2) -dy -dz siio=z

ce que I'on peut compacter en écrivant :

(tC)le,?;,k, = i - {5%0 . /X H?’k’ - Bji(y) - Ag(z) - dy - dz+

b [ M A, Bule) -y s}
X—

soit compte tenu des relations de définition 8.70 des éeléim 117
("C)iji s = By {dw - /X Aj(y) - Br(2) - B(y) - Ar(2) - dy - dz+
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e [ Bl M) i) BuCe) -y s}

c’est a dire apres réorganisation des termes :

(tc)llﬂj;’k’ = Dijig * {531,0 ) /Bj Ay - dy - /Ak - By - dz+

Yy z

(5270'/Aj'Bj/'dy'/Bk'Ak/'dZ}
Y z

Maintenant on pose :
FL,L’ = fs AL(S) . BLI(S) -ds

(E.29)
GLJ/ = fs BL(S) . AL/(S) . dS
Il vient alors :
(“C)ii S = 6io - {040 Gy Frogr + 02 Fyjr - G}
Enfin en tenant compte de E.27, on obtient le résultat finabsii
(tc>;l]’]j—:;7ll]€/ = 6070, : 67‘720 ' {6y70 : Gj7jl ! Fk7k/ + 6'270- ! F‘jhjl ! Gk7k/} (E.BO)

Les calculs des coefficients, ;- et G, ;- sont dans les annexes | et J. Les résultats sont les
suivants :

Frp= % : (gL : 5L,L' +dg, - 5L—1,L') - As
avec :
(1,0) si:L=1Ly
(g, dr) =< (0,1) si:L=0L,+1
(1, 1) sinon
puis :
Gru = % ~(Op,r +0r11,) - As

Maintenant il ne reste plus qu’a remplacer les expressieasdefficientd’, ;. etGy, ;» dans
E.30. Celadonne:

o,0’ 1
(“C)isil e = 7 000’ Oiio {0y (85 + 0j1jr) - (b - Onr + i - O ) +

0o (g5~ 0550 +dj-05-14) (O + Oprrw)} - Ay - Az (E.31)
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E.11 Calcul des composantes d€

Cette fois-ci on doit calculer les eléements de matfice, sachant que les indicesont fixés et
que les indices sont variables. Nous pouvons reprendre les résultats abtens le paragraphe
précédent en permutant les indices. Cela donne :

6
E n
C€704 = Ce,a
n=1

avec .
—
E(M) b F a|Z7L7t<M) . dzn

=l

no__
Ce,a - f
n

Une fois de plus on se concentre uniguement sur le calcul cenfgosanteC; ,. On trouve :
1,0,/ _ (~1,0,0
Cjkz,i’j’kz’ - Cjk,i’j’k’ 0,07

avec .

1,0’,0’ _ o o
Ce.vjrn = j{ g Lo oix— - dy - dz
-

Le calcul de I'intégrale se fait comme dans le paragraphedoiént, il y a juste les indices
« prime » et non « prime » a permuter. Ainsi :

ChL7 o = Ot = Oy - {%. / By A -dy- / A - By - de+t
Y z

(5270'/Aj/'Bj'dy'/Bk/'Ak'dz}
Y z

Compte tenu de E.29 cela donne :
1,0,0
C.]k’ i/j/k, p— 50701 . 62/’20 . {5y’0_ . F}-7j/ . Gk7k/+
62,0 . Gj,j’ . Fk,kz’}

Pour terminer, les expressions des coefficiefitg, et G ;, sont remplacées dans la relation
précédente. Il vient alors :

o, 0’ 1
C;}g7;/j/k/ =1 00,0 * Oir g " 10y.o * (g5 + 05,50 + dj - §5-1,40) * (Oppr + Opgrpr) +
Oz (0550 + 65415) - (G- Oy + di - Op—1 i)} - Ay - Az (E.32)

E.12 Calcul des composantes de

La technique de calcul dé&c); . est la méme que celle dé<C),, . , il faut simplement tenir
compte du fait que les deux maillages sont traités en mémpstedans ce cas, les résultats du
paragraphe E.10 sont transposés en remplacant les indjgasles indices’. On a ainsi :



avec :

Et pourn = 1, on trouve :

(tC);;]?jclr];/ - 5070/ . 5p7p0 : {53/70 . /bq : Aj/ : dy : /ar . Bk/ : dZ“‘
y z

5Z,a-/aq-3j,-dy-/br-Ak,-dz}
Yy z

On pose :
Fu = [ as) Bu(s)-ds
(E.33)
Gl,L’ = fs bl(S) . ALI(S) -ds
si bien que :
(tc);;;?ﬁl;’ = 5070’ ’ 5p,po ’ {5y,0 ’ Gq,j’ ’ Fhk’ + 52,0 ’ Fq,j’ ) Gnk’} (E-34)

Les calculs détaillés des coefficierfis, et G, sont dans les annexes K et L. Les résultats sont
les suivants :

— pourl =2L:
1
Forp = 5" (9or - Op,pr +dop - 6p—1,10) - 08
avec .
(1,0) si:l=2L=2L
(ggL, dgL) = (0, 1) Si =2L=2L,, +2
(1, 1) sinon
et:
1
Gor1y = 1 (3-0p +0r+1.10) - 08
— pourl =2L+1:
Frri1,p =01+ 08
et: ]
Gop+1.1 = 1 (O +3-dr41,10) - 98

Maintenant il ne reste plus qu’a remplacer ces expressians &.34. Le résultat obtenu ne
va pas étre le méme selon que les indiges » sont pairs ou impairs. Il y a donc quatre cas a
envisager :

l)g=2jetr =2k:

o,o’ 1
(tc);b},zkj/k' =3 00,00 * Oppo * {0yo * (3 0j 30 + 0j14r) - (Gak * O pr + dog » Ok—1p7) +

Oso = (B Ok + Ok ) - (goj - 650+ doj - 05-14)} - 0y - 0z (E.35)
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2)q=2j+1letr=2k+1:
1

(“Chpar e = g 0o’ Oppo - {0y, - (950 +3-0j157) - 2+ Oprt
(5270— . (5k,k’ + 3 - 5k+1,k’) -2 5),]’} . (Sy -0z (E36)
g=2j+1etr=2k:
o,0' 1
(") = g O’ Oppo - {0y.0 - (6550 +3-65415) - (Gon * Oppr + g+ Op—1,0) +
(5270 -2 (5j,jr . (3 . 5k,k’ + 5k+1,k’)} . 5y -0z (E37)
dyg=2jetr=2k+1:
o, 0! 1
(‘)i = g a0 Oppo Wy (30150 + ) - 2 Ot
5270 . (g2j . 6j,j’ —+ dgj . 6j—1,j’) . (51437]9/ +3- 5143_,_17]@/)} . 5?/ -0z (E38)

E.13 Calcul des composantes de

Nous devons déterminer les éléments de maitice La technique de calcul est la méme
que pour les éléments de matriaes,, il suffit simplement de remplacer les indicespar les
indices3. Comme dans le paragraphe précédent, cela revient a tenpteales deux maillages
simultanément. Ainsi en s’inspirant des résultats du pagwe E.11 on peut écrire :

6
. n
CE,B - Z CE,B
n=1
avec .

" — —
Ce,ﬁ = f H€<M) b Fﬁ\En,t(M) : dzn

Et pourn = 1, on trouve :

1,0,0’
Cik,pla'r’ = 6070’ ’ 517’,170 ) {51/,0 ) /bq’ ’ Aj ~dy - /a'r’ - By, - dz+

Yy z

52,0'/0,[1/~Bj'dy'/bT/~Ak'dZ}
Y z

On pose:
Frov= [, AL(s)-by(s)-ds
(E.39)
GL,l’ = fs BL(S) . alr(S) -ds
si bien que :
CHT s = Ot O {0y Fjg* s + 020 G - Fror} (E.40)
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Les calculs détaillés des coefficieriis,; et G, sont dans les annexes K et L. Les résultats
sont les suivants :

Frp=—=-(6ory +2-02p410 + S2r40y) - 05

N —

et:

Gry =

avec .

(dp - Oap—op +3-dp - Oor—1p +3-gr - Sy + gL - Oar41p) - 08

B |

(1,0) si:L=L
(gL, dL) = (0, 1) Si: L= Lm—|—1

(1, 1) sinon

En remplacant ces derniéres expressions dans E.40 on finalement :

1,000’ 1
Cik,p'g'r = § ’ 50,0’ ’ 5p’7po ’ {5%0 ’ (52j7q’ +2- 52j+1,q’ + 52j+2,q’) :

(di - Oog—2r + 3 - di - bap—1, + 3 gi - Oopp + G - O2py1,) +
020+ (0o + 2+ Oopt1 + Ookioy) -
(dj . 523'_2,[1/ + 3 . dj . 52j_17qf -+ 3 . gj . 52j,q/ + gj . 52j+1,q/)} . (Sy . (SZ (E41)
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Annexe F

Calcul des B, ;s

Rappelons que :

By = /bl(s) ~by(s) - ds

s

Nous avons représenté sur la méme figure les variations dedéidnb,; ainsi que les variations
des fonctiong, lorsquel’ = [ — 1, [ etl + 1. Nous avons fait ces représentations dans les trois
situations géométriques suivantes :

— Prés de la surfacg™ d'équations = [, - s (I = ly) voir figure F.1.

— Prés de la surfac&™ d'équations = (I, + 1) - s (I = l,,) voir figure F.2.

— Entre les surfaceS™ et ST (Iy < | < [,,,) voir figureF.3.

b et bl,

[

0

R T
| |
\ | ] —
I »
-1 1| 11 [ +2 55
FIG. F.1 — Représentations graphiques des fonctignest b .
blm et bl,
blm—l blm blm—l—l
o R
=1 |
il 1 , 5
[ -1 I [ +1 1 +2

FIG. F.2 — Représentations graphiques des fonctignst b, .
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bl et bl'
b

I—1 bl bl+1
/

v

-1 [ [+1 |42 0s

FIG. F.3 — Représentations graphiques des foncthpash, .

Rappelons que les eléments finfs, , sont nuls a I'extérieur du petit maillage. Ainsi les fonc-
tions b, etb;, 1 qui ont leur support dans le grand maillage, peuvent étrsidérées comme
nulles. C’est pour cette raison que nous les avons repesargointillé. A I'aide des trois figures

précédentes on constate aisément que les fonitetmh,;, ont des supports disjoints lorsqlie (.
Ainsib; - by =0sil # 1" et:

1 si:se[los, (I+1)ds]

0 si:séllds, (14 1)0s]
Dans ce cas:

B = [s) - bo(s) ds = [ (5) - ds

(14+1)-05
= (51711 . / 1-ds= 51’1/ - 0s
-85

Nous pouvons conclure que :

BlJ’ = 5[711 <08 (Fl)

225



Annexe G

Calcul des A4, ;

Rappelons que :

Al,l’ = /CL[(S) . al/(s) -ds

Comme dans I'annexe précédent nous avons représenté sémnla figure les variations de la
fonctionq, ainsi que les variations des fonctiomslorsquel’ = [ — 1, [ etl + 1. Encore une fois
nous avons fait ces représentations dans les trois sihsag@ométriques suivantes :

— Pres de la surfac&™ d’équations = [, - ds (I = ly) voir figure G.1.
— Prés de la surfac&™ d’équations = (I, + 1) - s (I = I, + 1) voir figure G.2.
— Entre les surfaceS™ et S (Ip < [ < [,, + 1) voir figureG.3.

alo et a, a
a ° - da
/=1 I +1
,/// ’/// \\\\ ‘i
-2 I—-1 1| 141 L +2  6s

FIG. G.1 — Représentations graphiques des fonctignst a; .

226



[ +1 l' [ +1
azm azm+2
[ -1 1 [ +1 1 +2 I +3 °

FiG. G.2 — Représentations graphiques des fonctigns, eta; .

a et a,

al—l al al-l—l

v

-2 -1 [ [+1 [+2 °

FIG. G.3 — Représentations graphiques des fonctipesa, .

Comme dans I'annexe précédent nous avons représenté dill@tds fonctionsa; qui ont
leur support, ou une partie de leur support, dans le grantlagai

1) Regardons ce qui se passe pressde
Les fonctionsy, eta; ont des supports disjoints 8i< [, — 2 et sil’ > [y + 2, on en déduit
queA,;, ; = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc a examiner les das-dyl — 1, [y etl, + 1.

— Pourl’ = ly—1, onaa,-a;,,—1 = 0. En effet le support de la fonctian, _, étant entiérement
inclu dans le grand maillage, on peut considérer que cetteate est nulle. Ainsi;, ;,_; =
0.

— Pourl’ = [, on aay, - a;, # 0 mais dans le calcul dg,, ;, on ne doit prendre en compte que
« la partie de la fonction »,;, qui a son support dans le petit maillage. En d’autre terme on
considere la restriction de la fonctiay), sur I'intervalle[lyds, (Ip + 1)ds]. Ainsi :

(lo+1)-6 (lo+1)-8s ]
Alo,lo:/ a?o(S)'dSI/ — (=54 (lo+1)-ds)ds = 5 - 0s
lo-ds lo-0s Js 3

— Pourl’” = Iy + 1, on aqy, - a;,+1 # 0 et pour le calcul de4,, ,,+1 on prend en compte
I'intersection des supports dg et deq,, ., c’est a dire I'intervalldiyds, (Io+1)ds]. Ainsi:

(lo+1)-6 1 1
Alo,lo-l—l :/ i (—S+ (lo+ 1) 53) . % . (S _ l05s)ds _ 6 . s
l

0-0s S

227



On peut regrouper ces trois résultats dans le tableau guivan

‘ U ‘lo—l‘ lo ‘l0—|—1‘
‘ Alo,l’ 0 ‘ % <08 ‘ % - 08 ‘
TAB. G.1 — Valeurs de4,, » pres deS—.
2) Prés deS™ :
La situation est la méme que la précédente a une symétrie@metsouve le résultat suivant :
| U ] b a1l +2]
T L6 1] 0]

TAB. G.2 — Valeurs del,,, ;1 prés deS+.

3) EntreS~ et St :
Les fonctionsy; eta; ont des supports disjointsBi< [ — 2 et sil’ > [ + 2, on en déduit que
A, = 0 dans ces deux cas. Il nous reste maintenant a examiner lesias [ — 1, [ et] + 1.
— Pourl!’ =1 —1,0naq -a_; # 0 etle calcul de4,;,_; se fait sur{support dey;} N
{support dey_,} = [({ — 1)ds, lds]. Ainsi :

A1 = —(s=(1l—=1)-0s)- —-(=s+1-ds)ds==-0s
(t 0 6

—1)-ds 0s S
— Pourl’ = [, on a bien s(r; - a; # 0 et le calcul de4,; se fait sur le support de;, c’est a
dire I'intervalle[(I — 1)ds, (I + 1)ds]. Ainsi :

l-6s 1
Au:/ —'(S—(l—1)~58)2‘d8—|—
(

1-1)-6s 08

(l+1)5 1 l 5 ) d 2 6
1 cds = 2.
[53 o (=s+(+1)-0s)-ds 508

— Pour!” = 1+ 1, 0onaq - a4 # 0 etle calcul de4,,,; se fait sur{support dey;} N
{support dey 1} = [lds, (I + 1)ds]. Ainsi:

(I+1)-6 1 1 1
A = — - (s—=1-08) - — - (— [+1)-0s)ds=~=-0¢
1,1+1 /lt(ss 55 (S S) s ( S+ ( + ) S) S 6 S
Nous avons regroupé les résultats dans le tableau suivant :

LU

| Ay

V)

[ —
g0

TAB. G.3 — Valeurs del,, entreS~ et S™.

Les résultats précédents montrent que les quamitesont non diagonales. Pour remédier a
ce probléme on utilise une approximation nomméerdensation de masseCette approxima-
tion consiste a annuler les valeurs.dg, pour lesquelled’ # [ et a ajouter a la quantité, ; les
valeurs que nous avons supprimeées. Il a été montré que aette fle faire ne change pas I'ordre
d’approximation du modéle, c’est a dire ici I'ordre deuxapplication de cette approximation aux
quantités4,; ; donne les résultats suivants :
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(7 [l—1] o o 1]

‘Alo,l’ 0 ‘%554‘%58:%58‘ 0 ‘
TAB. G.4 — Valeurs de4,, » pres deS— apres « condensation de masse ».
soit :
Alo 14 . 5[071/ 58
7 (] L +1 |l +2 |
| Ay |0 |- 0s+35-0s=3-0s|] 0 |
TAB. G.5 — Valeurs del,,, 1 prés deST aprés « condensation de masse ».
soit : .
A1y = 3 “Olp41, * 08
| U Ji-1] l [ [+1]
‘Au/ 0 ‘%58+§58+%5$:58‘ 0 ‘
TAB. G.6 — Valeurs del; ; entreS~— et S* aprés « condensation de masse ».
soit :
Ay =0y - 0s
Ces trois dernieres relations peuvent étre compactéesiearéc
Al7l’ = 9[ . 5”/ <08 (Gl)
avec :
-0, = % si M(p, ¢, r) appartient au plan d’équation= [, - ds ou bien au plan d’équation
s=(l;m+1)-6s.
— 6, = 1 dans les autres cas.
e e
_ | _
- | -
|
|
i
|
K L
Plan s =1 65 Plan s =(I +1)-ds
— () = 1/2
= 0 =1

l

FIG. G.4 — Valeurs prises pé}.
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Annexe H

Calcul deleS I

Nous avons représenté sur la méme figure les variations mw'd)n% ainsi que les varia-
tions des fonctions, lorsquel’ = | — 1 etl. Nous avons fait ces représentations dans les trois
situations géometriques suivantes :

— Prés de la surfacg™ d’équations = [, - s (I = ly) voir figure H.1.

— Pres de la surfac&™ d’équations = (I, + 1) - ds (I = I, + 1) voir figure H.2.

— Entre les surfaceS™ et S™ (I, < [ < 1, + 1) voir figureH.3.

dal
- et bz'
ds dal
A —_—
ds
1
g - T T T T T T
1
\ \
b | b
\} 0 \} v Ry
— ] 6
lo 1 lo lO+1 s

FIG. H.1 — Représentations graphiques des fonctiaglsﬁset by .

Nous avons représenté en pointillé les fonctions qui ont $epport, ou une partie de leur
support, dans le grand maillage.

1) Regardons ce qui se passe pressde
Les fonctionsa% etb, ont des supports disjointsBi> [, + 1 et sil’ <[, — 2, on en déduit
queD; , = 0 dans ces deux cas. Il nous reste a examiner les cés-oly — 1 etly.

— Pourl’ = [,—1,0n aa% -b,—1 = 0. En effet le support de la fonctidnp,_, étant entierement
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et bl,
ds dal +1
A “
ds
ss |
I oo
| |
bz | bz+1 |
m | m |
| | >
[ [ +1] 1 +2 os
m m | "
\ \
| |
\ \
\ \
FiG. H.2 — Représentations graphiques des foncti?@gg1 etoy
da,
— et bl,
ds dal
A -
L N
ss |
1 777777777

I—1 [

v

[—1 [ [+1 os

FiG. H.3 — Représentations graphiques des fonct?énst by .

inclu dans le grand maillage, on peut considérer que cettegte est nulle. AinsD; |, | =
0.
— Pourl’ = [y, on a

Balo

5+ bi, 7 0 mais dans le calcul d®; ; on ne doit prendre en compte
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gue «la partie de Iafonction%‘;—O gui a son support dans le petit maillage. En d’autre terme
on considere la restriction de la fonctigg@g sur l'intervalle[lyds, (lp + 1)ds]. Ainsi :

(lo+1)-9s a 1 (lo+1)-9s
Dfl:i/ -ﬁ@-m,ds:-—-/“ 1-1-ds=—1
0 lo-ds 85 s lo-0s

Finalement :
D} = =0 SUr:S”

2) Prés deS™ :
La situation est la méme que la précédente a une symétriemésouve :

D} 1y =01, Sur ol

3) EntreS— et ST :
Les fonction% etb; ont des supports disjoints8i< [ — 2 et sil’ > [ + 1, on en déduit que
D}, = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les céds-oli— 1 et!.

— Pourl’ =1 —1,ona%e - b_, # 0etle calcul deD;j,_, se fait sur{support d&} N
{support dé&;,_;} = [({ — 1), J;]. Ainsi :

l-6s 1
Dls,l—:l:/ 5_'dS:1
(1-1)-6s Ys

— Pourl’ = I, on a bien sGEZ - b, # 0 et le calcul deD;, se fait sur{support d&} N
{support dé;} = [19, (I + 1)ds]. Ainsi:

(10
’ )
1-6s s

Finalement on aentr&~ et S+ :

Df,l/ = (8—10 — Oupr)

Les trois résultats que nous venons d’obtenir peuventisg&sous la forme générale suivante :
Diy=— (g 60 —di-01-10) (H.1)

avec : :
(g, di) = (1,0) si:li=1

(g1, di) = (0, 1) sitl=1l,+1 (H.2)

(g1, d;) = (1, 1) sinon
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Annexe |

Calcul desFy

Rappelons que :

FL7L’ = /AL(S) : BL/(S) - ds

Nous avons représenté sur le méme graphique les variat®fesfdnctionA; ainsi que les
variations des fonction8;, lorsquel’ = L et L — 1. Nous avons fait ces représentations dans les
trois situations géomeétriques suivantes :

— Prés de l'arétel~ d’équations = LyAs (L = L) voir figure I.1.

— Pres de l'arétel™ d’équations = (L,, + 1)As (L = L,, + 1) voir figure 1.2.

— Entre les aréted ™ et A" (Lo < L < L, + 1) voir figure 1.3.

A et BL,

L,
AL0
BLO_I - /:/j‘ N BLO
\ ’/// } \\ k)
L-1 L, L+l As

Lm Lm+1 Lm-|—2 As

FIG. I.2 — Représentations graphiques des fonctiéns.; et By, .

233



A et B

L—1 L L+1 As

FiIG. 1.3 — Représentations graphiques des fonctiépet B, .

1) Regardons ce qui se passe prées de l'aréte:
Les fonctionsA,, et B, ont des supports disjoints 81 < Ly — 2 etsiL’ > Lo+ 1. Ainsi
Fr,.1» = 0 dans ces deux cas. Il nous reste a examiner les caseulL, — 1 et L.
— Pourl’ = Ly —1,0naA., - Br,—1 = 0 car la fonctionB,_; a son support en dehors de
la surfaceX. Donc : Fy, ,—1 = 0.
— Pourll = Ly :

(Lo—i—l)AS 1 1
FLO,LO :/I:OAS A_S(_S+(LO+1>AS)dS:§AS

Ainsi : .
FLQ,L’ = 5 . 5LO7L/ . AS

2) Prés de l'aréted™ :
La situation est la méme que la précédente a une symétricumésouve :

1
FLosip =5 0L,,1 As

3) Entre les arétesl™ et A" :

Les fonctionsA;, et By, ont des supports disjoints & < L — 2 etsiL’ > L + 1. Ainsi
Fy, 1, = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les cds et — 1 et L.

— Pourl/ =L —1:

LAs 1
F _:/ — (s —(L—1)As)-ds=—=-As
L,L—1 (L_l)ASAS ( ( ) ) 9

— Pourl =L

(L+1)As 1 1
P = L s+ (L+DAs)-ds =2 A
L.L /LAS s (=s+ (L+1)As) - ds 5 Qs

Ainsi :

Frop= (0p—1.0 +0r1/) - As

1
2
On peut regrouper ces trois résultats en écrivant :

1
Frp = 5" (9 - 0p,r +dp - 0p—1,10) - As (1.1)
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avec :
(1,0) si:L=1Ly
(9r,dr)=1<¢ (0,1) si:L=0L,+1 (1.2)

(1, 1) sinon
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Annexe J

Calcul desGy ;/

Rappelons que :
GL,L’ = /BL(S) . Ay(S) -ds

Nous avons représenté sur le méme graphique les variatofesfdnctionB;, ainsi que les
variations des fonctiond;, lorsquel’ = L et L + 1. Nous avons fait ces représentations dans les
trois situations géomeétriques suivantes :

— Prés de l'arétel~ d’équations = LyAs (L = Lg) voir figure J.1.

— Pres de l'arétel™ d’équations = (L,, + 1)As (L = L,,) voir figure J.2.

— Entre les aréted ™ et A* (Lo < L < L,,) voir figure J.3.

BL et AL,
A B

0
L L +1

L-1 L, L+1 L+2

Fic. J.1 — Représentations graphiques des foncti$set A, .

1) Regardons ce qui se passe prées de l'aréte:

Les fonctionsB,, et A;, ont des supports disjoints 81 < L, — 1 etsiL’ > Ly + 2. Ainsi
G, = 0 dans ces deux cas. Il nous reste a examiner les caseul, et L, + 1.

— Pourll = Ly :

(Lo+1)As ]
GLoLo = / ~— (=s+ (Lo +1)As) -ds = 3 As
L

0As AS

— Pourl) = Lg+1:

(Lo+1)As 1 1
GroLot1 = / — (s — LoAs) -ds = = - As
LoAs S 2
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Lm L'
B
L
A m
L, ~_ L +1
. S
L-1 L L+l L+2 As

FiG. J.2 — Représentations graphiques des fonctigset A, .

7

B et AL,

L

A " A

L L+1

v

L—1 L L+1 L+2 As

FiG. J.3 — Représentations graphiques des fonctignst A;, .

Ainsi :

Grow = = (0o, + 6ng+1,17) - As

|~

2) Prés de l'aréted™ :
La situation est la méme que la précédente a une symétrieqnésouve :

Gr,ov == (0p,0+ 00, +11)  As

|~

3) Entre les arétesl™ et A" :

Les fonctionsB;, et A;, ont des supports disjoints 6/ < L — 1 etsiL’ > L + 2. Ainsi
G = 0 dans ces deux cas. Il faut maintenant examiner les cds eul et L + 1.

— Pourl/ =L:

(L+1)AS 1

GL,L:/ E~(—s+(L+1)As)~ds:§~As
LAs

— Pourl/ =L+ 1:

(L+1)As 1 1
Grpir = o (s—LAs)-ds—~-A
LL+1 /LAS s (s s) - ds 5 Qs
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Ainsi :

Grrp == (0 +0r11,10) - As

N —

On peut regrouper ces trois résultats en écrivant :

Grrp == (0 +0r11,10) - As (J.1)

N —
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Annexe K

Calcul desF] ;s etdesFy

K.1 CalculdesF;

Rappelons que :
E,L’ = /CL[(S) . BLI(S) -ds

Nous avons représenté sur le méme graphique les variatemfodctionsy, lorsquel = 2L
et lorsquel = 2L + 1, ainsi que les variations des fonctioRg, lorsquel’ = L et L — 1. Nous
avons fait ces représentations dans les trois situatioms §iques suivantes :

— Pres de l'arétel~ d’équations = 2Lgds (I = 2Lget2Lq + 1) voir figure K.1.

— Pres de l'arétel™ d’équations = (2L,,, + 2)ds (I = 2L,, + 1 et2L,, + 2) voir figure K.2.

— Entre les aréted ™ et A* (I = 2L et2L + 1) voir figure K.3.

B a

L 1
BLO a2L0+1
2L,+2 o
>
Lo + )

Fic. K.1 — Représentations graphiques des fonctions, a1 €t By .

1) Regardons ce qui se passe prées de l'aréte:

Lorsquel’ < Lo — 2 et lorsquel’ > Ly + 1, le support de la fonctiof3;.n’a aucune partie
commune avec le support de la foncties,,, ni avec celui de la fonction,, .. On en déduit
querkyr, 1 = 0 et queFy., 41 = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc a examiner les cas ou
L = Lo — 1etL.

— Pourl’ = L, — 1 la fonction By, _; est nulle, car son support est en dehors de la surface

Y. Ainsi asr, - Br,—1 = 0 etaspy+1 - Br,—1 = 0. On en déduit quésy,, 1,—1 = 0 et que
Foro41,00-1 = 0.
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B A A a2Lm+1’a2Lm+2

v

2L +4 09
A
L L +1 L +2  Ag

FIG. K.2 — Représentations graphiques des fonctions .1, asr,, 12 €t B .

B a. a er a

L 2L .
BL—1 a,, BL -
) i 2L+2 5Ss
L—1 : L+1' |

FIG. K.3 — Représentations graphiques des fonctigpsas; .1 et By, .
— Pourl’ = Ly, on aasyr, - Br, # 0 etasr,+1 - B, # 0et:

F2L0,L0 = /a’?Lo(S) ’ BLO(S) ds =

(2L0+1)68 1
/ — - (=s+(2Lo+ 1)ds) -ds = = - s
5 J 2

Lods $
Puis :
Forgs1,0, = /a2L0+1(8) - Bry(s) - ds =

S

(2L0+1)5S (2L0+2)58
/ —-(3—2L055)~d8—|—/ — - (=s+ (2Lo + 2)ds) - ds = ds
2 (

Lgés S 2Lo+1)ds ds
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Ainsi : .
Forg = 5 0pg1r - 08

Forg1,00 = 0pg,10 - 05

2) Prés de l'aréted™ :

La situation est la méme que la précédente a une symétrieqnésouve :
Forps1,00 = 0p,,, 10 - 05

_ 1
F2L0+2,L/ =3 5Lm,L' - 08

3) Entre les arétesl™ et A :

Pourl/ < L —2etpourl’ > L+ 1, le support de la fonctio®,.n’a aucune partie commune
avec le support de la fonctian,, ni avec celui de la fonctiots,z 1. On en déduit qués, ,» = 0
et quefyr 41 = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc a examiner les dals-ol — 1 et L.

— Pourl/ =L —1,0n aasy, - Br_1 7& 0 etasr+1 - B;_1 =0.Donc:

Forr1= /a2L(S) -Br_1(s) - ds =

s

2L6s 1 1
o (s— (2 —1 vds = .
/(2L—1)53 55 (s —( )ds) - ds 5 0s

et:
Foriip—1 = /a2L+1(5) -Br_1(s)-ds=0

— Pourl’ = L,on aayy, - By, # 0 etasyq - By # 0. Donc :

FQL’L = /a2L(S) . BL(S) -ds =

(2L+1)és 1 1
/ —~(—s+(2L+1)5s)~ds:§-5s
2

Lés S
et:
Forpin = /a2L+1(S) - B(s) -ds =
(2L+1)és 1 (2L+2)ds
/ —-(3—2L55)-d8+/ — - (=s— (2L 4 2)ds) - ds = Js
2L8s Js (2L+1)8s Js
Ainsi :

Forp = % ~(0p—1,v +6L1) - 65
Fory1,pr =0, - 08

On peut regrouper tous ces résultats en écrivant :

(921 01,10 +dor, - Op,1/) - 05 (K.1)

N —

For =

avec .
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(1,0) si:l=2L=2L

(gZL; dgL) = (0, 1) Si:l=2L= 2L, + 2 (KZ)
(1, 1) sinon
et:
Fori =0p,10 - 08 (K.3)

K.2 CalculdesFy

Rappelons que :

Fru = / Ap(s) - bu(s) - ds

La technique de calcul est toujours un peu la méme, c'esteaqglie I'on se base sur les
représentations graphiques des fonctignset b, afin de déterminer les intersections de leurs
supports. Apres on intégre sur ces intersections les piodyi- b;,. Le résultat est le suivant :

Frp==-(ory +2-02p41,0 + O2142y) - 05 (K.4)

N =
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Annhexe L

Calcul desG ;,etdesGy

L.1 Calcul desG,

Rappelons que :

G = / bi(s) - Ap(s) - ds

s

Nous avons représenté sur le méme graphique les variatenfdctions), lorsquel = 2L
et2L + 1, ainsi que les variations des fonctioAg lorsquel’ = L et L + 1. Nous avons fait ces
représentations dans les trois situations géométriguesrgas :

— Prés de l'arétel~ d’équations = 2Lqds (I = 2Lget2Ly + 1) voir figure L.1.

— Pres de l'arétel™ d’équations = (2L,, + 2)ds (I = 2L,, et2L,, + 1) voir figure L.2.

— Entre les aréted ™ et A* (I = 2L et2L + 1) voir figure L.3.

AL, A AszO et sz +1

0

A 2L, T2L,+1 A
LO’/ -~ T L+1
// \\\\\ > —_—
2L +2 0s
0 > S
L +1 A
Ln 0 5

FiG. L.1 — Représentations graphiques des fonctigns bar,+1 €t Ay .

1) Regardons ce qui se passe prées de l'aréte:

Lorsquel’ < Lo — 1 etlorsquel’ > Ly + 2, le support de la fonctiorl;,n’a aucune partie
commune avec le support de la fonctigf,,, ni avec celui de la fonctiohyy,1. On en déduit
queGsr,.r = 0 et queFy,, 11, = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc a examiner les cas ou
L'=LyetLy+ 1.

— Pourl/ = Lo, on absr, - Az, # 0 etbor 1 - A, #0et:

G2L0,L0 = /b2Lo (S) ’ ALO (S) ds =

S
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A b et b

L' 2L 2L +1

b
A 2L b2Lm+1 A
L e L+
2 - RN s
_ T~ > -
2L 2L +2 05
L L +1 As

FIG. L.2 — Représentations graphiques des fonctigps, by, .1 €t A .

AL' 44 sz et b2L+1

L/ ~ - T.+1
_— .
2L 2L+2 0s
- 5
L L+1 As

FIG. L.3 — Représentations graphiques des fonctigpsby;, 1 €t Ay .

(2L0+1)5S 1 3
(=54 (Lo+ 1)As) -ds =28
/2L065 s (—s+ (Lo +1)As) - ds 108

Puis :
Gorot1,Lo = /b2Lo+1(8) - Apy(s) - ds =

(2L0+2)5S 1 1
— - (=s+ (Lo +1)As) -ds=—-ds
/(2L0+1)5s As ( (Lo JAs) 4

— Pourl! = Lo+ 1,0nabyr, - Aryg+1 # 0 €tbop, 1 - Ar,+1 # 0et:

Garo,Lot1 = /bZLo(S) Apgyi(s) - ds =

(2L0+1)68 1 1
— (s — LgAs) -ds = - -0s
AL05S AS ( ‘ ) 4

puis :
GoLot1,L0+1 = /b2Lo+1(8) Apgra(s) - ds =

(2L0+2)5S 1 3
— . (s—LoAs)-ds==-§
/(2Lo+1)6s As (s ols) - ds 4 ’
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Ainsi : .
GZLO’LI =7 (3 . 6L07L’ + 5Lo+1,L’) -0s

1
Gorgy1,r = 7 (Ong,r + 3+ 0rg41,10) - 05

2) Prés de l'aréted™ :
La situation est la méme que la précédente a une symétrieqmésouve :

1
Gorprr =5 (300,00 + 0L, 11,) - 05

Gorpity =5 Op +3+-00,,41,00) - 08

3) Entre les arétesl™ et A :

Pourl/ < L —1etpourl’ > L+ 2, le support de la fonctior ;.n’a aucune partie commune
avec le support de la fonctidn,,, ni avec celui de la fonctiob,;, ;. On en déduit quérsy, 1 = 0
et queGy41,» = 0 dans ces deux cas. Il nous reste donc a examiner les das-oW et L + 1.

— Pourl’ = L,on abyy, - A, # 0 etbyr 1 - Ar, # 0. Donc :

Gor = / bor(s) - Ap(s) - ds —

(2L+1)és 1 3
 (—s+(L+1)As)-ds=2-6
/2L65 N (—s+ (L+1)As) - ds 708

et:
G2L+1,L = /b2L+1($) : AL(S) ds =

(2L+2)ds 1 1

— - (=s+ (L+1)As)-ds=-"Js
/(2L+1)6s As 4

— Pourl/ =L +1,0n abyy, - AL+1 7& 0 etb2L+1 . AL+1 7& 0. Donc:

G2L,L+1 = /b2L(3) : AL+1(S) ~ds =

(2L+1)és 1 1
/ — (s = LASs) -ds =~ s
9 4

Lés AS
et:
Gor+1,041 = /b2L+1(5) cApia(s)-ds =
(2L+2)58 1 3
/ — (s — LASs) -ds = —-Js
@2L+1)5s Qs 4
Ainsi :

Gor1y = i -(3-6p+6r4110) - 08

1
Gory1,rr = 5 - (0p,0r +3-0p41,10) - 05
On peut regrouper tous ces résultats en écrivant :

Gor1 = i -(3-6p+6r4110) - 08
(L.1)
Gaort1,0 = i ~(0p,r +3-dp41,10) - 08

quelque soitl € [Lg, L.

245



L.2 Calcul desGy

Rappelons que :
Grr = /BL(S) ~ap(s) - ds

On se base sur les représentations graphiques des foné&joata; afin de déterminer les
intersections de leurs supports. Aprés cela on integreesiintersections les produifs, - a;. On
trouve :

Gry=—-(dp-0ap—opy +3-dp b1y +3-9r - 0ory + g - S2r41y) - 05 (L.2)

NS

avec .
(1,0) si:L=1Lg
(g1, dr) =14 (0,1) si:L=L,+1 (L.3)

(1, 1) sinon
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Résumé

Dans ce rapport nous commencons par ¢laborer un schéma de sous-maillage 3D basé¢ sur
des relations d’interpolation. Le facteur de raffinement utilisé est égale a deux. La réflexion
numérique et la stabilité que nous obtenons nous permettent alors de traiter des problémes de
diffraction. Nous étudions ensuite séparément les parties temporelle et spatiale de ce schéma puis
nous montrons la stabilit¢ numérique de 1’algorithme temporel. Ainsi nous prouvons que les
instabilités produite par le schéma sont dues a 1’algorithme spatial seul, de plus nous mettons a
jour une nouvelle fagon de concevoir les schémas de sous-maillage, puisque dorénavant ces
derniers sont congus comme la succession d’un algorithme temporel stable et d’un certain schéma

de raffinement spatial.

Nous montrons finalement que cette nouvelle méthode de construction peut s’appliquer
aussi a des schémas de sous-maillage possédant des facteurs de raffinement plus élevés (3, 4 et
5), en particulier nous démontrons la stabilité numérique des schémas de raffinement temporels

en 1/3, 1/4 et 1/5.

Dans la seconde partie de ce rapport nous expliquons en détail la formulation
variationnelle de la méthode des éléments finis présentée par T. Fouquet dans sa thése. Par la
suite nous proposons une version simplifiée de cette formulation basée sur le théoreme de
Poynting, puis nous 1’appliquons avec succes a la stabilisation des schémas de sous-maillage 2D-

TE et 2D-TM.
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