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RESUME

Ce document de thèse s'attache d'abord à étudier les performances de schémas de
codage de type turbo associés à des modulations à haute efficacité spectrale (MDP8,
MAQ16). Nous distinguons principalement les cas d'un entrelacement au niveau de
bits et d'un entrelacement au niveau de symboles. Nous détaillons le principe de
fonctionnement de chacun des schémas et comparons leurs performances pour des
transmissions sur des canaux de Gauss et des canaux de Rayleigh non sélectifs en
fréquence.

Puis, nous abordons le contexte des transmissions multi-antennes. Un premier chapitre
est consacré à l'étude de la capacité des systèmes MIMO et met bien en évidence
l'accroissement potentiel très important apporté par ce type d'architecture. Cependant
pour bien profiter de la diversité spatiale offerte par les systèmes MIMO, il faut
pouvoir en réception éliminer les signaux interférents. Nous proposons et étudions
plusieurs techniques depuis la plus simple architecture de type VBLAST jusqu'aux
codes spatio-temporels de type STBC ou STTC. En particulier, dans le cadre des
codes STBC, nous avons développé un calcul original de borne supérieure très précise,
et dans le cadre de l'étude des codes STTC, nous avons proposé un nouveau type de
code qui combine l'avantage en diversité des codes STBC avec le gain de codage
STTC.
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INTRODUCTION ET CONTEXTE GENERAL

Outre le chapitre 1 qui décrit des architectures d’émetteurs-récepteurs turbo pour les
modulations à haute efficacité spectrale, ce document de thèse constitue principalement une
contribution à l’étude des systèmes MIMO.

Dans le premier chapitre, nous étudions l’association du codage turbo avec des modulations à
haute efficacité spectrale de type MDP-8 au moins, voire MAQ-16, 32…Les modulations
codées en treillis, inventées par Ungerboeck en 1982, sont très efficaces pour les
communications sur des canaux à bande limitée. Elles sont, entre autres, très utilisées pour les
radiocommunications téléphoniques terrestres et satellitaires et permettent d’obtenir des gains
de codage de l’ordre de 3-6 dB sans perte de bande passante ou de taux de transmission.

D’autre part, les turbo-codes binaires permettent d’obtenir des taux d’erreur très faibles même
à faibles Eb/N0. Cependant, leur utilisation n’est pas envisageable pour des canaux à bande
passante limitée. Il faut pouvoir améliorer leur efficacité spectrale. L’idée, pour combiner les
performances des turbo-codes et l’efficacité spectrale des modulations codées en treillis, est
de proposer des schémas de codage combinant les deux approches. On obtient alors des turbo-
modulations codées en treillis (Turbo Trellis Coded Modulation schemes). Nous examinons
différents schémas de codage/décodage qui combinent le codage turbo et les modulations à
haute efficacité spectrale et nous montrons les performances obtenues sur canal de Gauss et
canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence.

Pour le canal de Gauss, on peut distinguer, pour les turbo-modulations à haute efficacité
spectrale, celles qui s’inspirent directement des schémas de turbo-codes en binaire et celles
qui utilisent la technique des modulations codées en treillis inspirée des travaux de
Ungerboeck. Dans le premier sous-ensemble, cité on distinguera les modulations
pragmatiques (“pragmatic” schemes) qui utilisent un seul turbo-code et les modulations multi-
niveaux qui utilisent plusieurs codeurs turbo. Dans le cas des schémas qui utilisent les
modulations codées en treillis on considérera d’une part les schémas avec poinçonnage
alternatif des symboles de parité et d’autre part les schémas avec poinçonnage des bits
systématiques. Dans le premier cas l’entrelacement au codeur se fait au niveau des symboles
tandis que dans le second cas l’entrelacement a lieu au niveau des bits. Dans le cas des canaux
de Rayleigh non-sélectifs en fréquence nous présentons un schéma de modulation turbo
appelée “I-Q turbo coded modulation” qui s’inspire des modulations pragmatiques mais qui
présente une grande souplesse d’utilisation et un gain en performance de l’ordre de 0.5-1 dB
par rapport à ces dernières.

A partir du chapitre 2, nous abordons le contexte des systèmes MIMO. Ce travail de thèse
s’inscrit dans le cadre de la mise en place de nouveaux services de radiocommunications
mobiles à hauts débits. Le principal obstacle à la mise en œuvre de tels systèmes est constitué
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par la nature même du canal radiomobile. En effet, le canal radiomobile est un canal sélectif
en fréquence et variable dans le temps. Plus on augmente les débits et plus on renforce ce
caractère sélectif en fréquence qui se traduit par une forte IES en réception. L’introduction des
systèmes multiporteuses de type OFDM pur ou OFDM combiné avec l’étalement de spectre
(systèmes MC-CDMA par exemple), permet de réduire efficacement ce problème puisque
l’OFDM de taille N transforme le canal large bande sélectif en fréquence en N sous-canaux
parallèles non-sélectifs en fréquence. Ceci permet, entre autres, d’utiliser un égaliseur
beaucoup plus simple en réception que dans le cas des systèmes TDMA. Cependant, la nature
variable du canal avec la présence de “fadings” profonds, reste un obstacle majeur à
l’augmentation des débits transmis.

Une solution fondamentale au problème de la capacité du canal radiomobile H a été apportée
par les résultats de Télétar et de Foschinni. En effet, ces deux chercheurs ont démontré que
l’utilisation d’antennes multiples en émission et en réception permettait d’obtenir des
accroissements de capacité substantielle à condition de considérer les canaux de transmission
entre antennes indépendants et de pouvoir obtenir une estimation précise des coefficients de la
réponse impulsionnelle du canal de propagation. Ces résultats ont conduit la communauté
scientifique du domaine à s’intéresser aux systèmes MIMO (Multiple Input Multiple Output).
La quantification de la capacité de tels canaux MIMO passe par le calcul de la capacité
“outage”. Dans les canaux à “fadings” la capacité est essentiellement limitée, comme on l’a
déjà mentionné, par la présence de phénomènes d’évanouissements profonds sur la liaison.
Cependant, la plupart du temps, une capacité bien supérieure est disponible. Ceci est
particulièrement important lorsque l’on a affaire à des transmissions par paquets sans codage.
Si le système est conçu pour transmettre à un certain débit, un certain pourcentage des paquets
sera démodulé avec des erreurs. Ce pourcentage est appelé “outage” et on suppose alors qu’il
existe un protocole de reprise des erreurs de transmission (protocole ARQ) qui permet de
réordonner la transmission des paquets erronés. Ainsi, dans le cas des canaux à fading, on
considère plutôt la capacité “outage” que la capacité de Shannon classique. On définit alors la
capacité de transmission “outage” Cx avec le pourcentage x% qui correspond au débit
maximum que l’on peut transmettre sans erreur pendant (100 - x%) du temps. Ceci revient à
dire que l’on vise à obtenir une capacité “outage” de x%. En supposant le canal constant sur la
durée d’un paquet, la capacité “outage” peut être évaluée par simulations de type Monte Carlo
en calculant la capacité pour un grand nombre de réalisations de H. Le résultat fondamental
est que la pente asymptotique de la courbe de la capacité en fonction de Es/N0 en dB est

déterminée par le nombre minimum { }RT nn ,min d’antennes d’émission-réception. Ainsi, un

gain de capacité très important, en termes de capacité “outage” peut être réalisé lorsqu’on
augmente à la fois le nombre d’antennes d’émission et de réception. En fait, on constate un

accroissement quasi-linéaire de la capacité lorsque RT nn = . Par contre, si le nombre

d’antennes est augmenté uniquement en émission ou en réception, on n’obtient qu’une
translation de la courbe de capacité (par rapport à un système simple antenne) et la pente

asymptotique reste constante car la quantité { }RT nn ,min  reste inchangée.
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Ces résultats sont démontrés dans le chapitre 2 du document de thèse présenté. Cependant, s’il
est montré que la capacité augmente considérablement avec le nombre d’antennes d’émission
et de réception il faut encore pouvoir disposer d’un récepteur performant qui va pouvoir
prendre en compte toute cette richesse de diversité créée par l’emploi d’antennes multiples. Le
choix de récepteurs à maximum de vraisemblance conduit alors à choisir le signal dont la

métrique est la plus faible parmi TnM signaux (lorsqu’on a affaire à une modulation à M
états), ce qui conduit à des complexités rapidement prohibitives. C’est ce qui explique
pourquoi des systèmes sous-optimaux ont d'abord été introduits comme les systèmes BLAST
(Bell-Labs-Layered-Space-Time-Architecture) avec comme principales alternatives les
systèmes V-BLAST (Vertical BLAST) et D-BLAST (Diagonal BLAST). Dans ce type de
récepteur, on détecte à chaque étape un signal issu d’une antenne alors que les signaux issus
des autres antennes sont supprimés à l’aide d’un dispositif ZF (Zero-Forcing) ou par une
technique MMSE Minimum Mean Square Error) et par une suppression d’interférences en
utilisant les résultats des étages précédents. Cependant, ce type de dispositif est très sensible
aux erreurs de propagation et nécessite un nombre élevé d’antennes d’émission et de réception
ce qui peut s’avérer délicat sur un terminal portable de faibles dimensions. Le chapitre 3 est
consacré à l’étude du système V-BLAST et nous montrons que les performances obtenues

dépendent également beaucoup de l’écart lorsque TR nn −  entre le nombre d’antennes de

réception et le nombre d’antennes d’émission.

Pour pallier à la nécessité d’utiliser un nombre élevé d’antennes des schémas de transmission
à base de codes spatio-temporels ont été mis au point. Dans ce domaine ce sont
incontestablement les travaux de Tarokh et d’Alamouti qui ont servi de base aux travaux de
recherche actuels. Alamouti a d’abord mis au point un schéma de diversité spatiale simple
pour deux antennes d’émission qui s’est imposé comme un standard dans la norme UMTS
pour les transmissions hauts-débits (l’utilisation d’antennes multiples n’est qu’optionnelle
dans la norme UMTS actuelle). Puis, Tarokh a généralisé le concept d’Alamouti avec le
codage spatio-temporel en bloc pour un nombre quelconque d’antennes d’émission et de
réception. Il faut bien comprendre que, contrairement à ce que pourrait laisser croire leur nom,
ces schémas de transmission n’induisent aucun gain de codage, ils sont simplement des
schémas de diversité optimaux. Leur principal intérêt est que le traitement en réception est très
simple puisqu’une simple combinaison linéaire (MRC: Maximum Ratio Combiner) des
sorties des filtres adaptés permet de récupérer les données transmises avec un maximum de
diversité. Le chapitre 4 étudie les schémas d’émission-réception à base de codes STBC, nous
introduisons entre-autres les règles de codage-décodage à l’aide de formes matricielles très
simples même pour des nombres élevés d’antennes. De plus, nous donnons un calcul de borne
supérieure en termes de TEB qui s’avère très précis (plus précis que la borne de Chernoff) sur
les canaux de Rayleigh non-sélectifs en fréquence.

Pour améliorer les codes STBC, des schémas de transmission avec diversité utilisant le
principe des codes convolutifs ont été mis au point, initialement par Tarokh. Il s’agit des
codes STTC (Space Time  Trellis Codes). Ces codes introduisent, comme les codes
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convolutifs, une corrélation entre les symboles transmis sur les antennes d’émission. Leur
décodage fait appel à l’algorithme de Viterbi en supposant connus les paramètres de la
réponse impulsionnelle du canal au récepteur. Tarokh a proposé des structures de codes
spatio-temporels en treillis pour des modulations de type MDP-4, MDP-8 ou MAQ-16 qui
permettent de travailler à 2-3 dB de la capacité de coupure (“Outage Capacity”) du canal.
Nous avons réalisé et simulé la plupart des codes proposés initialement par Tarokh. De plus,
nous proposons dans le chapitre 5, des codes originaux appelés SOSTTC qui combinent le
gain de codage des codes STTC avec le gain en diversité optimal des codes STBC. La
construction de ces codes est basée sur une règle de partitionnement de la constellation initiale
en sous-constellations comme pour la construction des modulations codées en treillis de
Ungerboeck. Le critère de partitionnement utilisé est basé sur le calcul du déterminant de la
matrice des différences de mots de code. On affecte alors aux différentes sous-constellations
ainsi définies des codes STBC différents qui vont permettre de définir les nouveaux états du
treillis. La construction de ces codes est assez semblable à celle des M-TCM
(Multidimensional-TCM). Les performances obtenues  montrent une amélioration sensible par
rapport aux codes STTC.

Revendications:

Les contributions originales de cette  thèse concernent principalement deux points: l’obtention
de bornes supérieures très précises sur le TEB des codes STBC dans le chapitre 4 et l’étude
des codes SOSTTC dans le chapitre 5, codes qui combinent le gain de codage des codes
STTC avec le gain en diversité optimal des codes STBC.
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CHAPITRE 1

ASSOCIATION TURBO-CODES ET
MODULATION A HAUTE EFFICACITE

SPECTRALE

(TURBO TRELLIS CODED MODULATION
SCHEMES)
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1-  Association turbo-codes et modulation à
haute efficacité spectrale

(Turbo Trellis Coded Modulation Schemes)

Dans ce chapitre nous étudions l’association du codage turbo avec des modulations à haute
efficacité spectrale de type MDP-8 au moins, voire MAQ-16, 32…Les modulations codées en
treillis, inventées par Ungerboeck en 1982 [1], sont très efficaces pour les communications sur
des canaux à bande limitée. Elles sont, entre autres, très utilisées pour les
radiocommunications téléphoniques terrestres et satellitaires et permettent d’obtenir des gains
de codage de l’ordre de 3-6 dB sans perte de bande passante ou de taux de transmission.
D’autre part, les turbo-codes binaires permettent d’obtenir des taux d’erreur très faibles même
à faibles Eb/N0. Cependant, leur utilisation n’est pas envisageable pour des canaux à bande
passante limitée. Il faut pouvoir améliorer leur efficacité spectrale.
L’idée, pour combiner les performances des turbo-codes et l’efficacité spectrale des
modulations codées en treillis, est de proposer des schémas de codage combinant les deux
approches. On obtient alors des turbo-modulations codées en treillis (Turbo Trellis Coded
Modulation schemes). Nous examinons différents schémas de codage/décodage qui
combinent le codage turbo et les modulations à haute efficacité spectrale et nous montrons les
performances obtenues sur canal de Gauss et canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence.
Pour le canal de Gauss, on peut distinguer, pour les turbo-modulations à haute efficacité
spectrale, celles qui s’inspirent directement des schémas de turbo-codes en binaire et celles
qui utilisent la technique des modulations codées en treillis inspirée des travaux de
Ungerboeck. Dans le premier sous-ensemble cité on distinguera les modulations pragmatiques
(“pragmatic” schemes) qui utilisent un seul turbo-code et les modulations multi-niveaux qui
utilisent plusieurs codeurs turbo. Dans le cas des schémas qui utilisent les modulations codées
en treillis on considérera d’une part les schémas avec poinçonnage alternatif des symboles de
parité et d’autre part les schémas avec poinçonnage des bits systématiques. Dans le premier
cas l’entrelacement au codeur se fait au niveau des symboles tandis que dans le second cas
l’entrelacement a lieu au niveau des bits. Dans le cas des canaux de Rayleigh non-sélectifs en
fréquence nous présentons un schéma de modulation turbo appelée “I-Q turbo coded
modulation” qui s’inspire des modulations pragmatiques mais qui présente une grande
souplesse d’utilisation et un gain en performance de l’ordre de 0.5-1 dB par rapport à ces
dernières.
Le plan de ce chapitre est alors le suivant : nous présentons d’abord les approches s’inspirant
directement des schémas de turbo-codes en binaire en examinant les modulations
pragmatiques puis les schémas multi-niveaux. Nous abordons ensuite le cas des turbo-
modulations codées en treillis en distinguant, d’une part, les schémas avec poinçonnage
alternatif des symboles de parité et, d’autre part, les schémas avec poinçonnage des bits
systématiques. Enfin, nous terminons par l’examen des schémas “I-Q turbo coded
modulation” pour le cas du canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence.
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1-1 Les schémas de turbo-modulation binaires

1-1-1 Les turbo-modulations pragmatiques

Dans le cas des turbo-modulations pragmatiques [4] on utilise un seul codeur turbo binaire de
rendement 1/n. Les sorties du codeur sont multiplexées et convenablement poinçonnées pour
obtenir m~  symboles de parité et mm ~−  symboles d’information., comme le montre la figure
1. Ces symboles codés vont ensuite constituer à l’aide d’une correspondance (“mapping”)
prédéfinie (on utilise classiquement le mapping de Gray) des symboles MDP-N ou MAQ-N .
Si on utilise une modulation MDP-N, on a m symboles codés qui sélectionne un signal MDP-
N d’après la correspondance de Gray. Si on utilise une modulation MAQ-N, on a m/2
symboles codés qui sont utilisés pour synthétiser le signal MAQ-I (en phase) et m/2 symboles
codés qui sont utilisés pour synthétiser le signal MAQ-Q (en quadrature). Une correspondance
de Gray est appliquée sur chacune des voies I et Q. L’efficacité spectrale de ce schéma est
égal à mm ~−  bits/s/Hz.
Bien que généralement un entrelaceur soit inséré entre le multiplexeur et le module de
poinçonnage dans le but de décorréler les signaux sur des canaux non stationnaires à
évanouissements, sa présence n’est pas indispensable dans le cas d’un canal de Gauss.
Le récepteur, présenté sur la figure 2, calcule les rapports de vraisemblance logarithmiques au
niveau des bits à partir du signal reçu bruité et des sorties pondérées du démodulateur (sorties
des filtres adaptés). Le flux des rapports de vraisemblance est désentrelacé puis démultiplexé
avant d’entrer dans le décodeur turbo binaire, ce décodeur pouvant être du type SOVA ou
MAP.
L’approche pragmatique est simple puisqu’elle ne fait appel qu’à un seul turbo codeur et
qu’elle réutilise les principes des turbo-codes en binaire. En modifiant la fonction de
poinçonnage et la constellation du signal modulé on peut alors obtenir une large famille de
turbo-modulations à haute efficacité spectrale.

Fig.1 : codeur turbo-modulation pragmatique
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Fig. 2 : décodeur turbo-modulation pragmatique

Pour illustrer un exemple concret de turbo-modulation pragmatique nous considérons
l’exemple d’une modulation MAQ-16 avec un rendement 1/2 avec 3,1 == mn et 4~ =m  (cf
figure 1). Un turbo-codeur de rendement 1/3 est utilisé. Les bits codés sont multiplexés et
poinçonnés d’après la matrice suivante :

P = 
















01
10
11

( 1 )

Ceci conduit à un turbo-code de rendement 1/2. Si on note les quatre bits codés à l’instant t
par vt,i, i = 1, 2, 3 et 4, ils viennent sélectionner un signal MAQ-16 xt, donné par :

QtItt xjxx ,, .+= ( 2 )

où xt,I est le signal en-phase (I) et xt,Q est le signal en quadrature (Q) du signal transmis xt. Une
constellation typique MAQ-16 avec mapping de Gray est présentée sur la figure 3.

Fig. 3 : Modulation MAQ-16 avec mapping de Gray
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En supposant une détection cohérente, le signal reçu à l’instant t appelé rt, peut se mettre sous
la forme :

QtItt rjrr ,, .+= ( 3 )

avec les composantes I et Q données par

QtQtQt

ItItIt

nxr
nxr

,,,

,,,

+=
+=

( 4 )

nt,I et nt,Q sont deux échantillons de bruit Gaussiens de moyenne nulle et de variance σ2. Le
rapport de vraisemblance logarithmique (log-likelihood ratio (LLR)) de chaque bit codé vt,i ,
noté  Λ(vt,i), se calcule par la formule [4], [12].

{ }
{ }tit

tit
cit rv

rv
Kv

0Pr
1Pr

log.)(
,

,
, =

=
=Λ ( 5 )

où Kc est une constante. Comme les composantes en phase et en quadrature du signal reçu
sont affectées par des composantes de bruit indépendantes, l’application de la règle de Baye
montre que les LLR’s de vt,1 and vt,2 dépendent uniquement de rt,I, tandis que les LLR’s de vt,3
and vt,4 dépendent uniquement de rt,Q. On peut alors écrire les LLR’s des bits codés avec la
formule ci-dessous.

2,1,
)).(

.2
1exp(

)).(
.2

1exp(
log.)(

0:

2
,2

1:

2
,2

,

,

, =
−−

−−

=Λ
∑

∑

=

= i
xr

xr
Kv

itI

itI

vx
IIt

vx
IIt

cit

σ

σ

4,3,
)).(

.2
1exp(

)).(
.2

1exp(
log.)(

0:

2
,2

1:

2
,2

,

,

, =
−−

−−

=Λ
∑

∑

=

=
i

xr

xr
Kv

itQ

itQ

vx
QQt

vx
QQt

cit

σ

σ

où xI est la composante en-phase et xQ  la composante en-quadrature du signal modulé vt,i = j, j
= 0,1. Les rapports de vraisemblance sont alors désentrelacés et démultiplexés puis envoyés
au turbo-décodeur binaire classique.

Il faut remarquer que les LLR’s des bits vt,1 et vt,2 qui sont affectés par le même échantillon de
bruit Gaussien nt,I  ne sont pas indépendants. Il en va de même pour vt,3 et vt,4 soumis à
l’échantillon de bruit nt,Q. De plus, pour un signal reçu donné rt , les LLR’s Λ(vt,i) ne sont pas
strictement Gaussiens pour tous les bits codés i = 1,2,3 et 4. Ainsi, le turbo-décodeur binaire
n’est plus optimal pour le schéma de modulation considéré. Cependant, les résultats de
simulation ont montré que, pour des valeurs de SNR’s élevés, les LLR’s Λ(vt,i) sont proches
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de variables Gaussiennes de variance σ2 si la constante Kc est prise égale à σ2/2. Dans ce cas
le turbo-décodeur binaire permet d’obtenir de bonnes performances dans le cadre de
l’approche pragmatique [4], [12].

1-1-2 Les turbo-modulations multi-niveaux

Le schéma de modulation multi-niveaux, proposé par Imai et Hirakawa [5], est une approche
combinant codage et modulation qui utilisent plusieurs turbo-codeurs. L’émetteur, pour un
signal dans un alphabet M-aire, consiste en la juxtaposition de l = log2M codeurs binaires mis
en parallèle comme le montre la figure 4. Pour expliquer le principe de fonctionnement, on
note une séquence de messages de longueur k par

),...,,( 21 kcccc = ( 6 )

La séquence est partagée en l blocs. Le bloc i se met sous la forme
),...,,( 21

i
k

iii
i

cccc = ( 7 )

où ki est la longueur du bloc numéro i et

∑
=

=
l

i
ikk

1
( 8 )

Chaque bloc de message ci est codé par un turbo-codeur Ci qui génère un mot de code
),...,,( 21

i
n

iii
i

vvvv = ( 9 )

où ni est la longueur du code pour le turbo-codeur Ci. Le rendement du code Ci est égal à Ri =
ki/ni. Dans la suite nous supposerons, pour des raisons de simplicité évidentes, que chaque
turbo-code a la même longueur n, ainsi n1 = n2 = …= nl = n. Les sorties des codeurs à l’instant
t, notées i

tv , i = 1, 2, …, l, t = 1, 2, …, n, forment un mot binaire ( )l
ttt vvv ,...,, 21  qui est

transformé par un modulateur M-aire en un signal modulé xt. La séquence de signaux transmis
s’écrit alors

( )nt xxxxx ,...,,...,, 21= ( 10 )

Fig. 4 : Turbo-codeur multi-niveaux
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Le rendement global du code est R = k/nl. L’efficacité spectrale du schéma de codage est
égale à

Hzsbits
n
kMR //log. 2 ==η ( 11 )

Le décodeur optimal à maximum de vraisemblance opère sur le treillis du code complet égal à
la juxtaposition des treillis de chaque codeur élémentaire Ci. En général la complexité de ce
décodeur est telle que sa réalisation pratique est impossible. Heureusement il existe une
technique sous-optimale, appelée décodage multi-étages (multistage decoding) dont la
performance asymptotique est très proche de celle du décodeur optimal. La structure du
décodeur multi-étages est illustrée sur la figure 5.

Figure 5 : Turbo-décodeur multi-niveaux

Un problème important dans la conception du code réside dans le choix des turbo-codes
élémentaires et de leur rendement. Waschmann et Huber [8] ont proposé une technique
particulière pour le choix des turbo-codes élémentaires. Le taux de transmission du code de
niveau de modulation i est choisi égal à la capacité du canal équivalent affecté à ce niveau.
Comme la capacité totale du canal est égal à la somme des capacités obtenues pour chaque
niveau un tel choix permet, en théorie, dans le cas des longueurs de code infinies, d’éliminer
toutes les erreurs sur la transmission. Les turbo-codes opérant près de la capacité limite
définie par Shannon sont d’excellents codeurs potentiels pour réaliser le codeur multi-
niveaux. De plus, de par l’excellent pouvoir correcteur des turbo-codes, on peut considérer
que la propagation d’erreur est négligeable d’un niveau de modulation à l’autre. Cependant,
dans le cas de messages de faible longueur, l’utilisation du décodeur multi-niveaux peut
conduire à une perte non-négligeable en termes de Eb/N0 pour obtenir un taux d’erreur donné
[8].
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1-2 Les schémas de turbo-modulation codées en treillis

1-2-1 Les schémas avec poinçonnage alternatif des symboles de parité

Une première méthode pour combiner le codage turbo et les modulations codées en treillis
consiste à utiliser deux modulations codées en treillis type Ungerboeck réalisées à l’aide de
deux codeurs convolutifs récursifs de rendement k/(k+1) [6-7]. Les principes généraux des
modulations codées en treillis sont rappelés en annexe et des exemples de réalisation y sont
illustrés. La figure 6 illustre un schéma de turbo-modulation codée en treillis utilisant deux
codeurs convolutifs, séparés par des entrelaceurs/désentrelaceurs qui opèrent au niveau des
symboles.
Le codeur opère avec des blocs de message de N groupes de k bits d’information où N est la
taille de l’entrelaceur. La séquence de message transmis, notée c, est donnée par :

( )Nt ccccc ,...,,...,, 21=

où ct est un groupe de k bits d’information au temps t

( )1,1,0, ,...,, −= ktttt cccc

Le codeur transforme la séquence d’entrée en un bloc de N symboles binaires codés

),...,,...,,( 21 Nt vvvvv =

Fig. 6 : Turbo TCM codeur avec poinçonnage des symboles de parité

où vt est un symbole codé au temps t, de longueur n = (k+1) digits binaires, donné par
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),...,,( ,1,0, ktttt vvvv =

Un entrelaceur permute les bits d’information en travaillant au niveau des symboles. Ainsi,
l’ordre d’arrivée de k bits d’information au niveau de l’entrelaceur reste inchangé.
En ce qui concerne les codes convolutifs utilisés, certains bits d’entrée n’ont pas besoin d’être
codés. Dans la pratique ces bits n’ont pas besoin d’être entrelacés mais sont utilisés
directement pour sélectionner les signaux dans les sous-constellations. Au récepteur ces bits
sont estimés par décodage par sous-constellation [1].
La séquence de symboles codés v donne naissance à la séquence de signaux modulés xu,
donnée par

( )u
N

u
t

uuu xxxxx ,...,,...,, 21=

où u
tx est un symbole de la constellation de la modulation utilisée, contenant 2k+1 points,

u
tx peut s’écrire

u
Qt

u
It

u
t xjxx ,, .+=

u
Itx ,  est le signal en phase et u

Qtx ,  le signal en quadrature du signal modulé u
tx . La

correspondance (“mapping”) entre les bits codés et les symboles modulés est basée sur le
partitionnement en sous-constellations proposé par Ungerboeck dans [1] et rappelé en annexe
1.

La sortie du second codeur est désentrelacée. Ceci assure que les k bits d’information qui
déterminent les (k+1) bits codés de chacun des codeurs supérieur et inférieur sont identiques.
Il faut remarquer que les signaux modulés issus de chacun des deux codeurs contiennet
chacun k bits d’information. Ceci constitue une différence importante avec les turbo-codes
binaires où
les bits d’information ne sont utilisés qu’une seule fois puisqu’ils peuvent être reconstruits à
partir de l’autre séquence reçue en parallèle. Pour empêcher que chaque bit d’information ne
soit transmis deux fois, on insère un commutateur (selector, switch) en sortie du schéma de
codage qui prend en compte tantôt la sortie de la branche supérieure, tantôt la sortie de la
branche inférieure. Dans ce cas, pour une constellation de 2k+1 points, on obtient une efficacité
spectrale de k bits/sec/Hz.
Un exemple de codeur 8-états en conjonction avec une modulation MDP-8 est présenté sur la
figure 7. Pour le schéma de la figure 7, initialement présenté par Robertson et Woerz, nous
avons les paramètres suivants: k = 2 et une taille d’entrelaceur N = 6.
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Fig. 7 : Exemple de turbo-modulation codée en treillis (poinçonnage des symboles de parité)

Le processus de codage est alors le suivant. On suppose que nous avons en entrée du codeur
une séquence de six groupes de 2 bits (k = 2), cette séquence s’écrit:

)11,00,10,11,01,00(=c

Après codage par le codeur récursif systématique optimisé pour la modulation en treillis
correspondante, une séquence MDP-8 est générée par le codeur supérieur, cette séquence est
notée xu
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La séquence d’information est alors entrelacée par un entrelaceur opérant sur les symboles et
elle est codée et transformée en séquence modulée par le codeur inférieur, on obtient la
séquence lx~

( ))4,0,3,0,7,6~ =lx

Après désentrelacement cette séquence devient

)7,0,4,6,3,0(=lx

Le commutateur de sortie sélectionne alternativement la sortie supérieure et la sortie
inférieure des codeurs. Ainsi, le premier symbole transmis sur le canal provient du codeur
supérieur, le second du codeur inférieur, le troisième du codeur supérieur…etc. La séquence
transmise pour l’exemple illustrée s’écrit:

( )7,1,4,7,3,0=x

Ainsi, le symbole de parité est alternativement choisi sur la sortie du codeur supérieur et sur la
sortie du codeur inférieur. Chaque groupe de bits d’information (k = 2) n’apparaît bien qu’une
seule fois dans la séquence transmise, on respecte bien la règle de codage des turbo-codes.
Pour ce type de turbo-modulation codée, les codes convolutifs élémentaires doivent être
choisis sans branche parallèle pour que chaque bit d’information puisse bénéficier de
l’entrelacement. Cependant cette condition peut être relachée si l’entrelaceur n’a plus à
conserver un groupe de k bits d’information inchangé [15] ou si l’on désire une grande
efficacité spectrale [7]. Si l’entrelaceur échange les deux bits d’information dans l’exemple
précédent, le code peut alors présenter des branches parallèles. Cette opération assure
l’entrelacement des bits d’information à l’intérieur d’un symbole.
Pour trouver de bons codes convolutifs élémentaires on peut utiliser une recherche exhaustive
par ordinateur. Le but est alors de maximiser la distance Euclidienne minimale de chaque
code tout en sélectionnant de façon aléatoire les symboles de parité (entrelacement) sur le
second train codé de symboles [6].

1-2-2 Algorithme de décodage Log-MAP pour les Turbo-modulations codées
en treillis avec poinçonnage des symboles de parité

La structure du décodeur est illustrée sur la figure 8. Pour ce type de codage il vaut mieux ne
pas utiliser l’algorithme MAP optimal [9] car l’information extrinsèque est souvent très forte
ou très faible et peut provoquer des phénomènes de débordement dans les calculs. On lui
préfère ici l’algorithme log-MAP beaucoup plus stable numériquement.
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Fi.g 8 : Décodeur pour Turbo-modulations codées en treillis

Le procédé de décodage est très semblable à celui des turbo-codes binaires mais on utilise ici
des probabilités au niveau des symboles et non plus des bits comme dans le cas binaire.
L’algorithme de décodage pour les treillis non-binaires est appelé symbol-by-symbol MAP
algorithm.
Le décodeur MAP calcule le LLR de chaque groupe de bits d’information ct = i. La sortie
pondérée “soft” )( ict =Λ est donnée par [2-3]
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où i représente un groupe de bits d’information dans l’ensemble set, { 0, 1, 2, …, 2k-1} , et les
probabilités )(),( ll tt βα et )',( lltγ  peuvent être calculées récursivement par l’algorithme de
Bahl, Cocke, Jelinek and Raviv [9] .
Le symbole i avec le rapport de vraisemblance logarithmique le plus élevé dans l’équation
(12), i∈{ 0, 1, 2, …, 2k-1}  est alors choisi comme symbole décidé (hard decision).

Le gros problème de l’algorithme MAP réside dans l’utilisation importante du calcul
d’exponentielles et de multiplications pour calculer les LLR’s. Cela peut conduire comme on
l’a déjà mentionné à des problèmes d’instabilité. Pour éviter ces problèmes on peut travailler
au niveau des logarithmes des rapports de vraisemblance. On utilise alors les logarithmes de
probabilité pour le calcul de )(),( ll tt βα  et ),'( lltγ . Ces logarithmes de probabilité sont alors
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notés )(),( ll tt βα  et ),'( lltγ respectivement (avec des notations évidentes). L’algorithme de

calcul des coefficients )(ltα  procède de la façon suivante (algorithme ascendant)

∑
−

=

+−=
1

0'

),'()'(1log)(
s

tt

M

l

lll
t el γαα ( 13 )

avec les conditions initiales

0,)(0)0( 00 ≠−∞== llαα

et les probabilités )(ltβ  se calculent par l’algorithme descendant
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)',()'( 11log)(
s

tt

M

l

lll
t el γββ ( 14 )

avec les conditions initiales

0,)(0)0( ≠−∞== llττ ββ

avec les probabilité de transition sur le canal données par
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i. Itr ,  et Qtr ,  sont les composantes en phase et en quadrature du signal reçu. pt(i) représente la

probabilité à-priori que le symbole ct soit égal à i.
Les coefficients )(ltα et )(ltβ dans les équations (13) et (14) peuvent se calculer en utilisant
l’algorithme du Jacobien.
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fc(.) est une fonction de correction que l’on peut implanter en mémoire ROM (look-up table).
L’expression )...log( 21 neee δδδ +++ se calcule de façon récursive en utilisant l’équation (16)
par la procédure suivante.

)(),max(

)log(),max(log
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1
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=+++=∆+∆= −∑
=

Le processus itératif de décodage de l’algorithme symbol-by-symbol MAP est similaire à
celui utilisé dans le cadre des turbo-codes binaires mais la nature de l’information échangée
entre les deux décodeurs est différente [6]. Dans le cas des turbo-codes binaires on peut
décomposer la sortie du décodeur MAP en trois termes: l’information à priori générée par
l’autre décodeur, l’information systématique présente à l’entrée du décodeur et l’information
extrinsèque générée par le décodeur lors de cette nouvelle itération. L’information extrinsèque
dans le cas des turbo-codes binaires est indépendante de l’information à priori et de
l’information systématique. Par contre, dans le cas des turbo-modulations codées en treillis,
on ne peut plus séparer l’influence de l’information systématique et de l’information
systématique, elles sont présentes toutes les deux à l’intérieur d’un symbole codé. Dans ce cas
ce ne sera plus l’information extrinsèque seule qui sera échangée entre les deux décodeurs
mais l’ensemble de l’information extrinsèque et de l’information systématique. L’ensemble
information extrinsèque plus information systématique en sortie du premier décodeur est
notée par )(,1 ictes =Λ  et peut s’obtenir par

)0(
)(

log)()( 1,1
t

t
ttes p

ip
icic −=Λ==Λ ( 17 )

L’ensemble information extrinsèque plus information systématique )(,1 ictes =Λ  est alors

utilisé (après entrelacement) comme probabilité à priori dans le prochain étage de décodage.
Après entrelacement cet ensemble est noté )(~

,1 ictes =Λ . L’ensemble information extrinsèque

plus information systématique du second décodeur est donné par

)(~)()( ,12,2 icicic testtes =Λ−=Λ==Λ ( 18 )

Lors de la prochaine itération de décodage, le second terme de droite de l’équation (17) est
remplacé par l’ensemble information extrinsèque plus information systématique issu du
second étage de décodage noté )(~

,2 ictes =Λ .

Il faut remarquer que le décodage symbol-by-symbol MAP implique que chaque décodeur ne
peut utiliser la même information  systématique qu’une seule fois à chaque itération [6]. Pour
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les schémas de turbo-modulations codées en treillis chaque décodeur reçoit alternativement la
sortie bruitée de son propre codeur ce qui implique que le symbole codé reçu en seconde
position appartient à l’autre décodeur et doit être traité comme poinçonné.
Par exemple, si on considère ici le premier décodeur, pour chaque signal reçu impair
l’algorithme de décodage procède exactement de la même façon que pour les turbo-codes
binaires car le décodeur reçoit bien le symbole en provenance de son propre codeur. La seule
différence réside dans la nature de l’information transférée au second décodeur qui comprend
l’ensemble information extrinsèque plus information systématique. Cependant dans le cas des
signaux reçus pairs, le décodeur reçoit le symbole poinçonné dans lequel le symbole de parité
est généré par l’autre codeur. Dans ce cas le décodeur ignore ce symbole en mettant à zéro la
métrique de transition correspondante dans le treillis. A ce stage la seule entrée dans le treillis
est la composante à priori obtenue à partir de l’autre décodeur. Cette composante contient
l’information systématique.

1-2-3 Algorithme de décodage SOVA pour les Turbo-modulations codées en
treillis avec poinçonnage des symboles de parité

La structure du décodeur est la même que celle représentée en figure 8. Comme pour le
décodage des turbo-codes binaires, on définit la sortie pondérée du décodeur )( ict =Λ , où

{ }12,...,2,1,0 −∈ ki , comme

{ }
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0
tµ est la métrique cumulée minimale correspondant à ct = 0, et i

tµ  est la métrique cumulée
minimale correspondant à ct = i. On définit la métrique de branche affectée au treillis à
l’instant t par

)(log)()( 2
,,

2
,, ipxrxr tQtQtItItt −−+−=ν ( 20 )

où Itr ,  et Qtr ,  sont les signaux reçus respectivement sur les voies en phase et en quadrature à

l’instant t. Itx ,  et Qtx ,  sont les signaux de sortie modulés, en phase et en quadrature,

correspondant à  ct = i  et  pt(i) représente la probabilité à-priori que le symbole ct soit égal à i.
La métrique de chemin, pour un chemin x dans le treillis, peut s’écrire

∑
=

=
τ

νµ
1t

x
t

x ( 21 )

Comme dans le cas de l’algorithme symbol-by-symbol MAP, on ne peut pas séparer ici
également information extrinsèque et information systématique. Ainsi la sortie d’un décodeur
se partage entre la composante de probabilité à priori, d’une part, et l’ensemble information
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extrinsèque plus information systématique d’autre part. L’ensemble information extrinsèque
plus information systématique en sortie du premier décodeur SOVA est notée par

)(,1 ictes =Λ  et peut s’obtenir par

)0(
)(

log)()( 1,1
t

t
ttes p

ip
icic −=Λ==Λ ( 22 )

où )(1 ict =Λ  est la sortie pondérée du premier décodeur et 
)0(
)(

log
t

t

p
ip

  est l’information à

priori pour ct = i. L’ensemble information extrinsèque plus information systématique est
utilisée comme probabilté à priori dans l’étape suivante de décodage sous la forme

)(~)()( ,12,2 icicic testtes =Λ−=Λ==Λ ( 23 )

1-2-4 Performance des Turbo-modulation codées en treillis avec poinçonnage
des symboles de parité

On considère ici la performance de schémas de codage de rendement 2/3 en modulation
MDP-8 avec une efficacité spectrale de 2 bits/s/Hz et pour des canaux Gaussiens. Les
polynômes générateurs des codeurs à 4-8 et 16 états utilisés dans la turbo-modulation codée
en treillis sont donnés en table 1 ci-dessous. Le calcul du taux d’erreur binaire se fait avec des
entrelaceurs de type S-random [10] de tailles 1024 et 4096. Le nombre d’itérations est égal à 8
pour une taille d’entrelaceur de 1024 et à 18 pour une taille d’entrelaceur égale à 4096. Les
résultats de simulation sont illustrés en figures 9-10 et 11. Le décodage est de type SOVA.

Trellis states generator polynomials
g0

generator polynomials
g1

generator polynomials
g2

4 5 6 7
8 17 15 13
16 35 27 23

Table 1: codeurs de turbo-modulations codées en treillis
rendement 2/3, modulation MDP-8
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Figure 9 : Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 4 états)

Figure 10 : Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 8 états)
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Figure 11 : Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 16 états)

La comparaison entre les algorithmes log-MAP et SOVA est illustrée sur la figure 12 dans le
cas du codeur à 8 états avec un entrelaceur de taille 1024. L’algorithme SOVA présente une
perte de l’ordre de 0.4 dB pour un BER de 10-3 et de 0.2 dB pour un BER of 10-5.

Fig. 12: Comparaison des performances des algorithmes SOVA  et log-MAP pour le codeur 8
états, taille d’entrelaceur 1024.
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Nous avons étudié également la performance de schémas de turbo-modulations codées en
treillis pour la modulation MAQ-16 avec des codeurs de rendement 2/3 et une efficacité
spectrale de 3 bits/s/Hz. Les polynômes générateurs des codes convolutifs utilisés sont
indiqués sur la table 2. On considère toujours un canal de Gauss.

Trellis States Generator
Polynomials

g0

Generator
Polynomials

g1

Generator
Polynomials

g2

Generator
Polynomials

g3

4 5 6 4 7
8 17 15 5 13
16 23 35 33 37

Table 2: codeurs de turbo-modulations codées en treillis  rendement 2/3, modulation MAQ-16

Les performances sont illustrées sur les figures 13-15, deuw tailles d’entrelaceur sont utilisées
1024 et 4096. Il est intéressant de remarquer que la différence entre les deux algorithmes (log-
MAP et SOVA) est négligeable lorsque les codeurs ont un nombre d’états faible mais que
cette différence augmente avec le nombre des états du codeur atteignant une valeur de 0.3 dB
pour un TEB de 10-5 dans le cas du codeur à 16 états (cf figure 15)

Figure 13: Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 4 états), rendement
2/3, modulation MAQ-16, 3 bits/s/Hz,  algorithmes SOVA et log-MAP
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Figure 14: Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 8 états), rendement
2/3, modulation MAQ-16, 3 bits/s/Hz,  algorithmes SOVA et log-MAP

Figure 15: Performance de turbo-modulations codées en treillis (codeurs à 16 états), rendement
2/3, modulation MAQ-16, 3 bits/s/Hz,  algorithmes SOVA et log-MAP
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1-2-5 Les schémas avec poinçonnage des bits systématiques

La concaténation parallèle de deux codes convolutifs récursifs avec poinçonnage des bits
systématiques a été proposée par Benedetto, Divsalar, Montorsi et Pollara [11]. L’idée de base
est de poinçonner les symboles de sortie de chaque codeur et de sélectionner le motif de
poinçonnage de telle sorte que les symboles de sortie du code global avec concaténation
parallèle ne contiennent l’information d’entrée qu’une seule fois. Par opposition aux schémas
du paragraphe précédent où l’entrelacement avait lieu au niveau des symboles et où le
poinçonnage s’opérait au niveau des “digits” de parité, ce nouveau type de codeur utilise un
entrelacement au niveau des bits et un poinçonnage au niveau des bits systématiques de
chaque codeur convolutif. En effet, il est clair dans ce cas que le gain d’entrelacement sera
supérieur permettant un meilleur comportement aux faibles SNR.

La structure globale du code utilise deux codes convolutifs élémentaires de rendement k/(k+1)
en parallèle. En supposant k pair, chaque encodeur génère un bit codé et k bits d’information
non codés. Pour éviter que l’on transmette deux fois chaque bit d’information, les k/2
premiers bits d’information sont utilisés dans le modulateur supérieur et les k/2 suivants dans
le modulateur inférieur. Ceci implique que k/2 bits d’information sont poinçonnés à chaque
encodeur. Le nombre total de bits codés est k+2. Ces bits peuvent être utilisés sur une
modulation MDP-N ou MAQ-N avec N = 21+k/2, et une efficacité spectrale de k/2 bits/s/Hz est
réalisée. Ce schéma est équivalent à une modulation multi-dimensionnelle MDP-N ou MAQ-
N puisque deux signaux modulés sont générés dans chaque intervalle. Dans le cas de la MAQ-
N on peut aussi faire correspondre les 1+k/2 bits codés du premier encodeur au signal modulé
sur la voie en phase (I-channel) et les 1+k/2 bits codés du second encodeur au signal modulé
sur la voie en quadrature (Q-channel) avec N = 2k+2.  Dans ce cas, on obtient une efficacité
spectrale de k bits/s/Hz.

Le décodage se fait selon des principes semblables à ceux évoqués pour le shéma précédent
(figure 8), à ceci près que les entrelaceurs travaillant au niveau des bits, on doit convertir les
pondérations des symboles en sortie du log-MAP en pondérations sur les bits. De même,
après l’entrelaceur, on doit reconvertir les pondérations sur les bits en pondérations sur les
symboles. Pour un symbole c représentant k bits d’information ),...,,( 21 kcccc = avec cj = 0,1,

j = 1,2,…, k, si l’on appelle )(ceΛ l’information extrinsèque du symbole c, l’information
extrinsèque du bit j peut se calculer par la formule :
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∑
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Après les opérations d’entrelacement/désentrelacement, les probabilités à priori de chaque
symbole sont calculées par la formule :
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A titre d’exemple, nous montrons le schéma d’une modulation MAQ-16 avec une efficacité
de 2 bits/s/Hz en figure 16. Deux codeurs à 16 états de rendement 2/3, sont utilisés. Les
polynômes générateurs sont g0 = (23), g1 = (16), g2 = (27). La distance libre quadratique de ce
code est égale à 7.2.
Les bits codés de chaque encodeur sont poinçonnés et envoyés sur les parties en phase et en
quadrature d’une modulation MAQ-16 d’après le "mapping" naturel. Un autre schéma est
montré en figure 17 pour une modulation MDP-8. Les polynômes générateurs de chaque
encodeur sont g0 = (23), g1 = (14), g2 = (16), g3 = (21), g4 = (31). La distance libre quadratique
de ce code est égale à 6.34.
Les performances du codeur MAQ-16 illustré en figure 16 sont données en figure 18 pour un
canal de Gauss avec deux entrelaceurs de taille 16384 (128 × 128). A titre de comparaison
nous avons reporté également les performances d’une turbo-modulation pragmatique MAQ-
16 (cf paragraphe 1.1) avec la même efficacité spectrale et une taille d’entrelaceur égale à
32768 [16]. On voit clairement que les performances du schéma de concaténation parallèle
avec poinçonnage des bits systématiques sont supérieures à celles de la turbo-modulation
pragmatique avec un gain de 0.1 dB pour un TEB de 10-5.
Les performances du codeur MDP-8 illustré en figure 17 sont données en figure 19 pour un
canal de Gauss avec quatre entrelaceurs de taille 4096 (64 × 64).

Figure 16: Turbo modulation codée en treillis MAQ-16 avec entrelacement au niveau des bits
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Figure 17: Turbo modulation codée en treillis MDP-8 avec entrelacement au niveau des bits
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Figure 18 : Performance de la turbo-modulation codée en treillis (codeur figure 16) et
comparaison avec une turbo-modulation pragmatique en MAQ-16, efficacité spectrale 2
bits/s/Hz et nombre d’itérations égal à 8.

Figure 19 : Performance de la turbo-modulation codée en treillis (codeur figure 17) et
comparaison avec une turbo-modulation pragmatique en MDP-8, efficacité spectrale 2
bits/s/Hz, taille d’entrelaceur 16384, nombre d’itérations: 6 et 8.
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1-3 Les turbo-modulations codées I-Q pour les canaux à
évanouissements

La performance d’un schéma de modulation codée pour un canal de Rayleigh non-sélectif en
fréquence dépend fortement de la distance minimale de Hamming entre symboles du code
émis. Dans [17], Al-Semari et Fuja ont proposé des schémas I-Q TCM (Modulations Codées
en Treillis en Phase et en Quadrature) qui présentent des distances minimale de Hamming
entre symboles bien supérieures à celles des schémas conventionnels de modulations codées
en treillis. Ils ont montré que des gains importants pouvaient être obtenus en utilisant des
codes convolutifs simples optimisés en termes de distance minimale de Hamming en
combinaison avec un codage et un mapping sur les voies I et Q. Dans ce paragraphe nous
utilisons les turbo-codes optimisés pour le cas binaire avec un mapping sur les voies I et Q
pour construire des schémas de turbo-modulations à haute efficacité spectrale [14]. Dans un
turbo-codeur I-Q, chaque groupe de bits d’information est associé à ses symboles codés qui
sont obtenus alternativement soit à la sortie du premier turbo-codeur, soit à la sortie du
deuxième. Les bits codés en sortie des deux codeurs sont modulés séparément sur les voies en
phase et en quadrature de la constellation désirée en suivant un mapping de Gray. Ce type de
modulation codée s’apparente aux schémas pragmatiques déjà décrits dans la partie 1. Le
décodage de ce type de modulation est assuré par un décodeur symbol-by-symbol MAP.

1-3-1 Structure des turbo-modulations codées I-Q

Nous considérons ici un schéma de décodage turbo en modulation MAQ-16 avec des codeurs
de rendement 1/2 et une efficacité spectrale de 2 bits/s/Hz. La structure du codeur est illustrée
sur la figure 20. Deux codeurs convolutifs récursifs systématiques identiques de rendement
1/2 et de longueur de contrainte ν sont séparés par un entrelaceur aléatoire de taille N. Le
premier codeur opère directement sur la séquence d’entrée.

),...,,( 11 Ncccc = ( 27 )

La sortie contient la séquence d’information

),...,,( 11
2

1
1

1 s
N

sss vvvv = ( 28 )

et la séquence codée

),...,,( 11
2

1
1

1 p
N

ppp vvvv = ( 29 )

La séquence d’entrée à l’entrée du second codeur est entrelacée à l’aide d’un entrelaceur S-
random de taille N. La sortie codée du second codeur est désentrelacée pour faire en sorte que
la séquence de sortie donnée par
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est ordonnée de la même façon que la séquence d’entrée c. En utilisant un poinçonnage
classique pair/impair, le turbo-code complet obtenu a un rendement de 1/2 et la séquence de
sortie codée, appelée ν est constituée de chaque bit d’information suivi par un bit codé en
provenance tantôt du premier codeur, tantôt du deuxième codeur. Si l’entrelaceur a une taille
N avec N paire on peut écrire la séquence de sortie sous la forme

),,,,...,,,,( 211
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s
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p
N

s
N

psps vvvvvvvvv −−= ( 31 )

La séquence de sortie entre alors dans un modulateur MAQ-16. Dans l’exemple donné,
chaque ensemble de deux bits codés vient sélectionner le signal modulé de sortie avec une
correspondance (mapping) de Gray sur chacune des voies en phase et en quadrature. La sortie
du premier codeur sert à sélectionner le signal modulé sur la voie en phase tandis que la sortie
du second codeur sert à sélectionner le signal modulé sur la voie en quadrature.

Fig. 20: Schéma de turbo-modulations codées I-Q en MAQ-16

Le principe des turbo-modulations codées I-Q peuvent être facilement appliqués à différents
contextes pour obtenir des schémas à grande efficacité spectrale. Par exemple, on peut utiliser
a turbo-code de rendement 2/3 en MAQ-64 pour obtenir une efficacité spectrale de 4
bits/s/Hz. Les trois bits de sortie du premier codeur servent à sélectionner la composante en
phase du signal MAQ-64 avec un mapping de Gray alors que les trois autres bits de sortie du
deuxième encodeur servent à sélectionner la composante en quadrature du signal MAQ-64
avec un mapping de Gray. Avec un poinçonnage pair/impair un signal MAQ-64 est produit
tous les deux cycles de codage.

1-3-2 Le Decodeur
Dans le système proposé, chaque groupe de bits d’information associé à ses bits de codage est
inclus dans le signal modulé de sortie. Un décodeur itératif de type symbol-by-symbol MAP
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pour les treillis non-binaires (cf paragraphe 2.2) peut être appliqué. On peut travailler ici
directement au niveau des symboles sans avoir à reconvertir les LLR’s du niveau symboles au
niveau bits. De plus on suppose ici que l’ atténuation sur le canal de Rayleigh est parfaitement
estimée, elle est alors incluse dans le calcul des métriques de branches dans le treillis.

1-3-3 Performance des turbo-modulations I-Q sur canaux de Rayleigh

Le Taux d’Erreurs Binaire (TEB) d’un schéma de codage d’efficacité spectrale 2 bits/s/Hz sur
un canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence en modulation MAQ-16 est représenté sur la
figure 21. Les polynômes générateurs des codes convolutifs utilisés sont g0 = (23) et g1 = (35).
Dans la simulation on utilise au décodeur un algorithme de type symbol-by-symbol log-MAP.
Les tailles d’entrelaceur sont 1024 et 4096.

Fig. 21: Performance d’une turbo-modulation codée I-Q en MAQ-16 avec une efficacité
spectrale de 2 bits/s/Hz sur un canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence.

Nous avons comparé les performances de ce schéma de codage avec celles des turbo-
modulations pragmatiques (pour une même efficacité spectrale et une même modulation)
exposées au paragraphe 1.1.

Les performances de la turbo-modulation pragmatique correspondante peuvent être trouvées
dans [4]. Nous utilisons 8 itérations dans l’algorithme symbol-by-symbol log-MAP avec un
entrelaceur de taille 4096. Les résultats sont donnés en figure 22. Il est clair d’après la courbe
présentée que le schéma de turbo-modulation codée I-Q présente, à taille d’entrlaceur et
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efficacité spectrale égales, des performances supérieures au schéma de turbo-modulation
codée pragmatique. Le gain est de l’ordre de 0.5 dB à TEB=10-5.

Fig. 22: Comparaison des performances des turbo-modulations codées I-Q et des turbo-
modulations codées pragmatiques en MAQ-16, efficacité spectrale 2 bits/s/Hz, taille

d’entrelaceur 4096, canal de Rayleigh non-sélectif en fréquence

1-4 Conclusion
Nous avons présenté dans ce paragraphe les principaux schémas de codage associant turbo-
codes et modulations à haute efficacité spectrale. Pour le canal de Gauss, il semble que les
turbo-modulations codées en treillis s’inspirant du principe de partitionnement en sous-
constellations de Ungerboeck donnent les meilleurs résultats. Pour le canal de Rayleigh non-
sélectif en fréquence, les turbo-modulations codées I-Q basées sur le choix de codeurs
convolutifs à distance minimale optimisée constituent le meilleur compromis performances-
complexité.
Il est à signaler pour terminer que nous présentons en annexe 2 un système de codage turbo-
modulation codée en treillis associéé à un code spatio-temporel en bloc de type Alamouti. Les
performances remarquables obtenues avec ce dispositif, en particulier avec deux antennes de
réception, montrent bien, malgré leur relative complexité, l’intérêt d’utiliser de tels schémas
de codage.
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Annexe 1 : Modulations Codées en Treillis

Le but de cette annexe est de définir les principes de base de la réalisation des MCT
(Modulations Codées en Treillis) qui associent modulation et codage de telle sorte que la
distance minimale entre deux signaux codés soit la plus grande possible. Ceci se fait à l’aide
d’un mapping particulier qui associe aux bits codés les symboles émis dans la constellation de
telle sorte que la distance euclidienne minimale entre eux soit maximisée. Les MCT
présentent une bonne efficacité spectrale et permettent avec des codes simples d’obtenir
d’excellentes performances. Nous allons examiner les principes de base de réalisation du
codage MCT à l’aide des règles données par Ungerboeck.

Principes de Partitionnements successifs d’une constellation :

Les principes cités ci-dessous sont dûs à Ungerboeck (1982). Pour illustrer leur application,
nous allons considérer le cas d’une modulation MDP-8 (figure 1). La constellation est
partitionnée en sous-constellations avec des distances croissantes entre les points des sous-
constellations. Dans le cas de la MDP-8, les points de la constellation sont situés sur un cercle
de rayon ε  et ont une distance minimale de séparation égale à :

εεπε .765.0).22()
8

sin(..20 =−==d

Dans la première sous-constellation, les 8 points sont divisés en deux sous-constellations de 4
points chacune de telle sorte que la distance minimale entre les points de ces sous-
constellations augmente jusqu’à une valeur ε.21 =d . Pour le prochain partitionnement on
obtient alors 4 sous-constellations de deux points chacune, dont la distance minimale entre les
éléments devient égale à ε.22 =d . Et finalement, on obtient à la fin des partitionnements, 8
sous-constellations contenant chacune un point.

Les principes de partitionnement cités ci-dessus peuvent s’appliquer au cas d’une modulation
MAQ 16 comme le montre la figure 2. On commence par diviser la constellation initiale en
deux sous-constellations en prenant un point sur deux dans la constellation de départ (points
alternés). Ainsi, la distance minimale entre les points dans ces deux sous-constellations
devient égale à 2. ε.2 alors qu’elle vaut ε.2  pour la constellation de départ. On continue
alors à partitionner en sous-constellations comme illustré sur la figure 2. Il est intéressant de
noter que dans le cas de la modulation MAQ-16, chaque nouveau niveau de partitionnement
augmente la distance euclidienne minimale entre les points des constellations d’un facteur 2

soit, 21 =+

i

i

d
d

 pour i∀ .

Dans ces deux exemples, le partitionnement a été effectué jusqu’à la limite où chaque sous-
constellation finale ne contient plus qu’un point. En général, il n’est pas nécessaire d’aller
jusque la. Par exemple, dans le cas de la MAQ 16, on peut se contenter d’un seul
partitionnement qui aboutit à quatre sous-constellations de quatre points chacune. De la même
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façon, dans le cas de la MDP 8 (8 PSK), on peut se  limiter à deux partitionnements successifs
qui conduisent à quatre sous-constellations de deux points chacune.

Fig. 1 : partitionnement de constellation MDP-8
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Fig. 2: partitionnement de constellation MAQ-16

Le degré de partitionnement d’une constellation dépend des caractéristiques du code utilisé.
De façon générale, le processus de codage se fait selon le processus illustré sur la figure 3. Un
bloc de m bits d’information est séparé en deux groupes de longueurs k1 et k2. Les k1 bits sont
codés et transformés en n bits alors que les k2 bits restent non-codés. Ensuite, les n bits du
codeur sont utilisés pour sélectionner une des 2n sous-constellations possibles dans le
partitionnement de la constellation pendant que les k2 bits sont utilisés pour sélectionner un
des 22k  points à l’intérieur de chaque sous-constellation. Quand k2 = 0, tous les m bits
d’information sont codés.

Fig. 3: Structure générale d’un ensemble codeur/modulateur

Nous allons maintenant étudier un exemple de codeur utilisant les principes mentionnés ci-
dessus. On considère pour cela le codeur de la figure 4 ci-dessous qui utilise un code
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convolutif de rendement ½ pour coder un bit alors que le second bit d’information n’est pas
codé. Utilisé conjointement avec une modulation MDP-8, les deux bits codés servent à
sélectionner une des quatre sous-constellations dans le diagramme de la figure 1 alors que le
bit non codé est utilisé pour sélectionner un des deux points à l’intérieur de chacune des
quatre sous-constellations. Dans ce cas, on a k1 = 1 et k2 = 1. Le treillis à quatre états de la
figure 4 correspond au treillis classique du codeur convolutif de rendement ½ avec l’ajout de
branches parallèles pour chaque transition dûes à la présence du bit non codé. Ainsi, les bits
codés (c1,c2) sont utilisés pour sélectionner une des quatre sous-constellations contenant deux
signaux chacune, tandis que le bit non codé est utilisé pour sélectionner un des deux signaux
dans chaque sous-constellation. On peut remarquer que les signaux à l’intérieur d’une sous-
constellation sont séparés d’une distance ε.22 =d . La distance euclidienne entre les
branches parallèles est égale à d2. La correspondance des bits codés (c1,c2,c3) avec le signal
émis en MDP-8 pour le codeur de la figure 4 est illustré sur la figure 5.

Fig. 4: codeur pour TCM MDP-8 et diagramme en treillis
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Fig. 5: Constellation MDP-8 pour le codeur précédent

Il est bien évidemment possible d’utiliser un code convolutif plus puissant du type 2/3 et ainsi
de coder les deux bits d’information. Ce nouveau code donne un treillis à huit états et permet
d’obtenir de meilleures performances. Le codeur est représenté sur la figure 6 ci-dessous.

Fig. 6 : codeur convolutif 2/3

Nous reprenons ici l’exemple d’une constellation MDP8 utilisé conjointement avec un code
convolutif. La modulation MDP4 non-codée est utilisée comme référence pour mesurer le
gain de codage. La modulation MDP4 non-codée utilise les indifféremment les points des
sous-constellations B0 et B1 de la figure 1 pour lesquelles la distance minimale entre les
signaux est égale à ε.2 . On peut remarquer que ce signal correspond à un treillis très simple
à un seul état avec quatre branches parallèles comme le montre la figure 7(a). Les sous-
constellations D0, D2, D4 et D6 sont utilisées en tant que points dans la constellation.
Dans le cas de la modulation codée MDP8, nous pouvons utiliser le treillis à quatre états de la
figure 7(b). Chaque branche dans le treillis correspond à une des sous-constellations C0, C1,
C2 ou C3. Pour la constellation à huit points, chacune des sous-constellations C0, C1, C2 ou C3

contient deux signaux. Ainsi, l’état de transition C0 contient les points de la constellation
correspondant aux bits (000, 100) ou encore (0, 4) en notation octale. De la même manière, C2

contient les points de la constellation correspondant aux bits (010, 110), ou à (2, 6) en
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notation octale. C1 contient les points correspondants à (001, 101) ou (1, 5) en octal et C3, les
points correspondants à (011, 111) ou (3, 7) en octal. Ainsi, chaque transition dans le treillis à
quatre états, contient deux chemins parallèles comme le 7(c). On peut remarquer que chaque
paire de chemins qui diverge à partir d’un état donné et qui reconverge vers ce même état
après plusieures transitions possède une distance euclidienne au carré entre eux égale à:

2
2

2
0

2
1

2
0 .2 dddd +=+ . Par exemple, les chemins 0, 0, 0 et 2, 1, 2 sont séparés de la distance:

( )[ ] εε .585.4.4765.0 22
2

2
0 =+=+ dd . D’un autre côté, la distance euclidienne au carré entre

les transitions parallèles est égale à: ε.42
2 =d . On en conclut que la distance euclidienne

minimale entre deux chemins qui divergent à partir d’un état donné et reconvergent vers ce
même état dans le cas d’un treillis à quatre états est égale à: ε.22 =d . Cette distance
minimale dans le treillis est appelée la distance euclidienne libre et est notée Dlibre.
Dans le cas du treillis à quatre états de la figure 7(b), Dlibre = ε.2 . Lorsque nous comparons

à la distance euclidienne ε.20 =d de la modulation MDP4 non-codée, nous constatons que
le treillis à quatre états conduit à un gain de codage égal à 3 dB.

Le treillis à quatre états illustré sur la figure 7(b) est optimum au sens de la maximisation de
la distance libre. Il est clair qu’il existe d’autres treillis à quatre états comme celui représenté
sur la figure 8 où il existe quatre transitions distinctes depuis chaque état vers tous les autres
états, mais aucun de ces codes ne conduit à une valeur de Dlibre plus élevée.

La construction du treillis optimal pour la constellation MDP8 est réalisée à partir des règles
de base suivantes :
1. Les transitions parallèles lorsqu’elles se produisent sont affectés aux points qui sont les

plus éloignés dans la constellation, c’est-à-dire ε.22 =d  pour la MDP8 dans les quatre
sous-constellations C0, C1, C2, C3.
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Fig. 7(a): treillis à un état

Figure 7(b) : treillis à quatre états
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2. Les transitions d’un état à l’autre sont affectées auxsous-constellations (C0,C2) ou (C1,C3)
qui ont une distance maximale ε.21 =d .

3. Les signaux de la constellation doivent être choisis de façon équiprobable.

Les règles (1) et (2) garantissent que la distance euclidienne associée aux chemins qui
divergent à partir d’un état donné et reconvergent vers ce même état excède la distance
euclidienne de la MDP4 non-codée. La règle (3) garantit que le treillis du code a une structure
régulière.
La correspondance bits codés et signaux de la constellation n’est pas primordiale et la solution
présentée sur la figure 1 n’est pas unique: d’autres correspondances peuvent être appliquées
en permutant les sous-constellations de telle sorte que l’accroissement de la distance minimale
entre les points des sous-constellations soit respecté d’un partitionnement à l’autre.
Dans le treillis à quatre états, les transitions parallèles sont séparées de la distance euclidienne

ε.2 , qui correspond aussi à Dlibre. Ainsi, le gain de codage de 3 dB est limité par la distance
des transitions parallèles.

Fig. 7(c): treillis à quatre états
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Fig. 8 : un autre treillis à quatre états possible

Des gains de performance plus substantiels par rapport à la MDP4 non-codée peuvent être
réalisés en utilisant des treillis avec un nombre d’états plus élevés qui permettent d’éliminer
les branches parallèles. Des codes avec des treillis de 8 états et plus permettent d’obtenir des
transitions distinctes qui conduisent à une augmentation de Dlibre.
A titre d’exemple, nous montrons sur la figure 9 le cas d’un treillis à huit états proposé par
Ungerboeck en 1982 pour une constellation de type MPD8. Les transitions d’état à état pour
maximiser la distance euclidienne libre ont été déterminées à partir des trois règles de base
données précédemment. Dans ce cas, le calcul de Dlibre conduit au résultat suivant :

ε.585.4.2 2
1

2
0

2 =+= ddDlibre

Ceci donne, par rapport à ε.22
0 =d dans le cas de la MDP4 non-codée, un gain de 3.6 dB.

Ungerboeck (1982, 1987) a également proposé des treillis de rendement 2/3 avec 16, 32, 64,
128 et 256 états qui réalisent des gains de codage allant de 4 à 5.75 dB pour une modulation
MDP8.
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Fig. 9: treillis à huit états pour une modulation codée en MDP8

Les principes de base du partitionnement peuvent s’étendre aux cas de constellations MDPN
avec N > 8 ou MAQ-M , M > 8, qui possèdent une meilleure efficacité spectrale. Par exemple,
3 (bits/s)/Hz peuvent être obtenus soit par une modulation MDP8 non-codée soit avec une
modulation MAQ16. Ungerboeck (1987) a proposé des modulations codées et a évalué les
gains de codage obtenus à partir de codes convolutifs de rendements 2/1 et 2/3 pour la
modulation MAQ-16.

Le décodage de Viterbi en soft pour les modulations codées en treillis esr réalisé en deux
étapes. Puisque chaque branche dans le treillis correspond à un partitionnement de la
constellation, la première étape du décodage consiste à déterminer le meilleur point à
l’intérieur de chaque sous-constellation, c’est-à-dire le point dans chaque sous-constellation
qui est le plus près du signal reçu. Cette étape s’appelle “décodage de la sous-constellation”.
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Dans la seconde étape, chaque signal sélectionné dans les sous-constellations lors de la
première étape et sa métrique euclidienne sont utilisés pour dérouler l’algorithme de Viterbi
qui détermine le chemin dans le treillis ayant la métrique cumulée la plus prôche de la suite
d’échantillons bruités en sortie des filtres adaptés.
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Annexe 2 : Association turbo-modulation codée en treillis et
code spatio-temporel en bloc (STBC)

Dans cette annexe nous présentons les performances du schéma de turbo-modulation codée en
treillis du paragraphe 2.1, schéma de Robertson et Woerz, associé à un codage spatio-
temporel en bloc à deux antennes d’émission de type Alamouti (cf chapitre 3). Le nombre
d’antennes de réception est égal à un puis à deux. Un algorithme d’apprentissage de la
réponse impulsionnelle du canal basé sur l’isertion de symboles pilotes au sein même du
processus turbo est également inclus. Nous montrons comment pondérer les sorties du
décodeur STBC avant de les envoyer vers le décodeur log-MAP. Cette pondération des
symboles codés s'opère en calculant la distance euclidienne entre les sorties du décodeur
STBC (qui est en fait un combineur à maximum de rapport signal à bruit) et tous les points de
la constellation MDP-8 utilisée. Nous mettons bien en évidence les gains de capacité
considérables obtenus avec un système multi-antennes (en particulier dans le cas de deux
antennes de réception). Le papier joint ci-dessous a fait l’objet d’une communication à la
conférence ICASSP 2004 à Orlando en Floride.
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Turbo-TCM and Transmit Antenna Diversity
In Multipath Fading Channels

 Cances J.P, V. Meghdadi V.N.
GESTE(Groupe d’Etude des Systèmes de Télécommunication)

ENSIL, University of LIMOGES

Abstract : We consider turbo-trellis-coded transmission over fading MIMO channels with transmit diversity
using space-time block codes. We describe the concatenation of Turbo-TCM with a space-time block code and
show that, in addition to the transmit diversity, substantial benefits can be obtained by turbo iterations as long
as the channel is time-varying during transmission of a coded block or frequency hopping is applied.

I) Introduction

In future wireless communications systems high data rates need to be reliably transmitted over
time-varying bandlimited channels. The wireless channel suffers mainly from time-varying
fading due to multipath propagation and destructive superposition of signals received over
different paths. Therefore, special techniques have to be applied to enable bandwidth efficient
transmission. A very famous one consists in the use of antenna diversity. Usually multiple
antennas are used at the receiver using maximum ratio combining (MRC). However, it is hard
to efficiently use receive antenna diversity at the mobile receiver since it should remain
inexpensive and small. Therefore, receive antenna diversity is only planned at the base
station.
However, diversity transmission schemes have been recently introduced to benefit from
antenna diversity also in the downlink. A transmit diversity scheme for two transmit antennas
and a simple decoding algorithm was introduced by Alamouti in [1] and generalized to an
arbitrary number of transmit antennas as space-time block coding by Tarokh & al in [2]. In
fact, a space-time block code is not an error event corrector and detector code, it’s just a
transmit diversity scheme which achieves the maximum possible diversity order of nT.nR for
nT transmit and nR receive antennas under the constraint of allowing simple combining. A
space time block code has to be concatenated with an outer code to obtain further coding gain.
In recent years “Turbo” codes have been shown to perform close to the Shannon limit in
AWGN channels. There have been a number of different proposed schemes combining Turbo
codes and higher order modulation [3], [4], [5] and [6]. One of the most outstanding structure
is due to Robertson and Worz who proposed a sophisticated scheme using Ungerboeck codes
in their recursive systematic form as component codes for Turbo-TCM.
We will first describe the system we propose putting the emphasis on space-time block
coding. We show how space-time block coding transforms the fading MIMO channel towards
a gaussian SISO channel. We derive a general linear combining rule for space-time block
codes. Section 4 explains how we use Turbo-TCM as an outer code and simulation results are
eventually provided in section 5.

II) Channel model

Let us consider a discrete-time flat fading MIMO channel model with nT transmit antennas
and nR receive antennas. The tap gain from transmit antenna i to receive antenna j is denoted
as )ij(

kh .
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These channel taps are considered as independent complex gaussian random variables of

equal variance and they satisfy 1hE
2)ij(

k =






 , that means the channel is passive. The

observed value at receive antenna j is given by

)1(nx.hy )j(
k

)i(
k

n

1i

)ij(
k

)j(
k

T
+∑=

=

In this paper we consider two versions of time variance. The first is the case of quasi-static
fading where the tap gains are assumed to be constant over a block and change independently
from block to block. This describes a system which applies frequency hopping. The second is
the classical Doppler fading, in which the tap gains vary according to a Jakes spectrum. Jakes
spectrum is characterized by the product fd.Ts of maximal Doppler shift and symbol duration.
The additive noise )j(

kn  at each receive antenna j is assumed to be white and gaussian with
spectral power density N0 in the equivalent lowpass domain.

III) Space-Time Block Codes

A space-time block code is defined by generalized complex orthogonal design, which is a
P×nT matrix

TnB with orthogonal columns. The entries of 
TnB are elements kx  of a higher

order modulation constellation (M-PSK for example), their conjugates *
kx  and linear

combinations of kx  and *
kx .

Figure 1 : Space-Time block code transmitter
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which is the scheme propoed by Alamouti in [1]. Inputs to a space-time block encoder is a
block of K complex symbols xk, k = 1,…,K. The space-time block encoder maps the input
symbols on entries of 

TnB . All symbols in the same row of 
TnB are transmitted

simultaneously from nT different antennas. All entries in the same column of 
TnB  are

transmitted from the same antenna in P successive time slots. Given the number nT of transmit
antennas the rate R = K/P should be maximized. Clearly, each symbol xk has to be transmitted
with the same energy from all antennas in order to obtain maximum diversity effect.
Therefore, the maximum possible rate for space-time codes is R = 1. For example, B2 is a rate
1 space-time block code. For nT = 3 and nT = 4 the highest rate complex generalized

orthogonal designs given in [2] are of rate R =
4
3 .

Antenna diversity will be supposed to be used at the receiver premise too using nR receive
antennas. We assume only the case of flat fading where the tap gains are constant during the
transmission of one space-time block code matrix, i.e for P.TS. At each receive antenna the
observed signal is the superposition of the signals transmitted from the nT antennas perturbed
by additive white Gaussian noise. However, the orthogonality of the columns of 

TnB allows
us to obtain decoupled expressions for the transmitted symbols xk, which are independent of
the simultaneously transmitted symbols xt, t ≠ k, by simple linear combining. In general, the
linear combining for all space-time block codes is done according to

[ ] [ ] )1(n̂xI.h.c)y.H.I0(y.H.0Iŷ KK

2n

1i

n

1j

)ij(
k

*H
KKKK

H
KKKK

T R
+∑ ∑=+= ×

= =
××××

where IK×K is the K×K unity matrix, y = [ ]T)n(
P

)n(
1

)1(
P

)1(
1

RR y,...,y,...,y,...,y and

[ ]T
K1 x,...,xx = are the received and transmitted symbols, respectively. The received values

after combining are denoted [ ]T
K1 ŷ,...,ŷŷ = . Finally, the nR.P×2.K matrix H is defined such

that

)2(n
x
x

Hy * +







=

The variance of the additive white gaussian noise [ ]T
K1 n̂,...,n̂n̂ = is 

2n

1i

n

1j

)ij(
k

22
n̂

T R
h..c ∑ ∑σ=σ

= =
,

where σ2 is the variance of the noise at each receive antenna and c is a constant, which is c =
1 for the space-time block code B2.
Using (1) and the fact that for all space-time block codes the energy gain after combining is
equal to the rate loss we can describe the system including the space-time block code, the
MIMO fading channel and the linear combiner by a SISO channel as shown in figure 2.
Figure 3 shows for quasi-static fading the probability density function of the per bit SNR
normalized to its expected value of the resulting channel of figure 2. It can be seen that the
variance of the SNR decreases with the diversity level nT.nR and the fading channel is
transformed towards a gaussian channel as it is well known from maximum ratio combining.
Due to the chosen normalization, the plots in figure 3 describe any diversity scheme with
diversity level nT.nR.

xk

h nk

yk
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Figure 2 : Equivalent channel model for space-time block code and linear combiner at the
receiver

Figure 3 : Probability density function of per bit SNR γ = 
RT
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Using SNR distribution we can also easily give analytical results on the bit error probability.
Using results in [7] we can derive the bit error probability for BPSK and QPSK with Gray
mapping transmitted over quasi-static MIMO fading channels using space-time block codes to
be :
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+
=µ . For higher order modulation there exists no closed form solution.

From (1) it is now possible to derive a MAP soft-output detection rule for space-time block
codes. This rule is a key point since the output of the space-time block detector is passed to an
outer detector. The logarithmic a-posteriori probability can be shown to be
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K)ŷx(Pln ka

2n

1i

n

1j

ij
k

2
k22

2
kk

kk
T R

+∑ ∑+−
σ

−
σ

−
−=

= =

The term )x(Pln ka is an independent a-priori probability obtained from knowledge of the
source statistics. If no a-priori information is available, all symbols xk are assumed to be
equally likely. In the particular case of M-PSK constellations the fourth term in (4) is the
same for all possible symbols xk and therefore it can be added to the constant term K. In this
case the MAP detection rule for equally likely symbols consists in finding the point of the
signal constellation with the minimum Euclidean distance to the output of the linear
combiner.
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IV) Turbo-tellis coded modulation and Space-Time Block Codes

From figure 2 it’s easy to understand that codes which are optimal for SISO channels are also
optimal for MIMO channels with space-time block codes. Trellis-coded modulation schemes
appear as an attractive way to interface with Space-Time block codes because the input
symbols of a space-time block code are elements of a higher order modulation signal
constellation. In this paper we use the Space-Time block code together with a very performant
Turbo-TCM scheme as an outer code. This sheme was at first proposed by Robertson and
Worz in [6]. It uses Ungerboeck codes in their recursive systematic form as componnent
codes.
Figure 4 shows the encoder, where we used an 8-state 8-PSK Ungerboeck code as component
codes. This Ungerboeck code has been shown to be an optimal TCM code for both Gaussian
and fading channels. The encoding process is detailled in [6]. The coded 8-PSK symbols are
interleaved symbolwise and transmitted over the MIMO channel using a space-time block
code.

Figure 4 : Turbo Trellis Coded Modulation scheme
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Figure 5 : Decoder for Turbo TCM with Ungerboeck codes

We consider the space-time block code B2 for nT = 2 transmit antennas. For this example the
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are computed according to (1) and (4). These soft values are the channel information for the
TTCM decoder. The turbo-TCM decoding is done as described in [6].
It seems possible to think also of a Turbo feedback from the Turbo-TCM decoder to the
space-time block code detector. The fedback extrinsic information would then be used as the
apriori input )x(P ka . However, this a priori information is only an additive term in the
information about symbol xk and does not affect the information of other symbols. Therefore,
there is no new independent extrinsic information and the feedback will not improve the
decoding result. In fact, it’s clear that the space-time block code is not a code but a diversity
scheme.
The decoding complexity of the concatenated system is mainly determined by the decoding
complexity of the outer code. The space-time block code provides diversity with virtually no
additional complexity.
Of course, it is also possible to design special codes for turbo space-time coded modulation.
The advantage of the method proposed here is besides its good performance the low detection
complexity. Furthermore, standard channel coding can be used for the outer code. This makes
the system very flexible, because the transmit diversity can just be switched of if only one
transmit antenna is available without modifying the channel coding. This is very useful for the
application of transmit diversity in existing mobile communications systems.

V) Simulation Results

Simulations were performed for a frame size of 4096 information bits and transmission of 2
bit/s/Hz using 8-PSK. In the turbo-TCM scheme 8-state Ungerboeck codes were used as
component codes. All interleavers were pseudo-random [8] of size 64×64 (for Πc and Πs). We
used only two transmit antennas applying the space-time block code B2. The results of BER
vs Eb/No is illustrated on figure 6 in the case of the quasi-static fading channel. It’s worth
noting that there is no significant improvement in BER due to turbo iterations when there is
no block space-time code. This can be explained by the fact that only a small fraction of
blocks is transmitted in the SNR regions where turbo iterations are very effective. Increasing
the size of the interleavers (Πs) up to 128×128 brings only marginal improvements. However,
when the space-time block code is combined with the Turbo TCM modulation the gain
compared to the Turbo TCM scheme is obvious. The diversity advantage of this scheme leads
to improvements up to 6 dB (TTCM + BSTC : iteration 2) compared to TTCM scheme. We
add the case of TCM+BSTC where we replace the TTCM by a classical TCM which uses the
same Ungerboeck code as in TTCM as outer code. It’s worth noting that TCM + BSTC offers
nearly the same performances as TTCM + BSTC. The difference is less than 1 dB.
Figure 7 illustrates the case of fast flat Rayleigh fading (Jakes spectrum with fd.Ts = 0.01). As
the channel changes within one frame duration, an additional diversity advantage is obtained
by the interleaver between the component codes of the Turbo TCM encoder and by the
interleaver between the Turbo TCM encoder and the space time block code. There is a
significant additional gain when nR = 2 receive antennas are used. We add the case of TCM +
BSTC too and we found that the curve of this scheme is less step than for Turbo-TCM
because of the additional diversity achieved by the interleaver between the component codes
of the Turbo TCM.
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Figure 6 : BER for quasi-static fading channel

Figure 7 : BER for fast Rayleigh fading channel (fd.Ts = 0.01)
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VI) Conclusion

We considered in this paper the case of a block space-time code concatenated with a Turbo
TCM scheme. We showed that basically the space-time block code together with linear
combining at the receiver provides a transformation of the fading MIMO channel to an
equivalent SISO channel with a significantly smaller probability of deep fades. Using the
equivalent channel model we are able to give analytical results for the BER. Besides, we
described the concatenation of turbo-TCM with a space-time block code and showed the
oustanding improvement in BER performances due to the additional diversity provided by the
block-space time code when we compare this scheme with a classical single sensor receiver.
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CHAPITRE 2

CAPACITE DES CANAUX MIMO
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2-  Capacité des Canaux MIMO

Dans ce chapitre on étudie l’impact, en termes de capacité, de l’utilisation d’antennes
multiples en émission et en réception. On se placera ici dans le contexte d’un système mono-
utilisateur. Le but est de trouver des expressions mathématiques qui permettent d’évaluer la
capacité de canaux MIMO pour différents modèles de propagation. Nous allons montrer que
le gain en capacité apporté par l’utilisation d’antennes multiples est considérable à condition
de considérer des fadings et des bruits indépendants sur les antennes de réception.

2-1 Introduction

Il est clair que l’utilisation d’antennes multiples est un moyen bien connu pour améliorer les
performances d’un système de transmission sur canaux à fading [1]. Ces antennes multiples
peuvent s’utiliser à l’émetteur ainsi qu’au récepteur. Cependant, dans un système radio
mobile, vu la taille des portables, il apparaît clairement que l’utilisation d’antennes multiples
se fera plutôt au niveau de la station de base, sachant qu’au maximum deux antennes pourront
être implantées sur le mobile. Dans le cas général on parlera de diversité de transmission
lorsqu’on utilise des antennes multiples en émission et de diversité de réception lorsqu’on
utilise des antennes multiples en réception. Pour le cas particulier du mobile, la diversité se
fait plutôt en liaison montante en réception à la station de base et, en liaison descendante,
toujours en émission à la station de base [2].

Récemment les systèmes MIMO (Multi-Input Multi-Output) sont devenus un des sujets les
plus étudiés en recherches, car ils sont capables d’augmenter l’efficacité spectrale (capacité)
sur une largeur de bande limitée. L’utilisation d’antennes multiples conduit à une dimension
supplémentaire dans le degré d’accès multiple au réseau par rapport au cas mono-antenne
(Space Division Multiple Access : SDMA) et ainsi offre une solution efficace à
l’accroissement des débits pour les générations futures de radiotéléphonie cellulaire. Pour
conduire nos calculs nous allons d’abord utiliser le modèle du canal MIMO Gaussien qui est
défini comme un canal simple utilisateur gaussien avec des antennes multiples en émission et
en réception. De plus, le scénario simple utilisateur nous permet de traiter les informations
émises et reçues en commun.

Ces calculs sont essentiellement basés sur les travaux de Telatar [3]. Le plan de ce chapitre est
alors le suivant. Nous présentons d’abord le modèle d’un canal MIMO Gaussien. Ensuite
nous présentons une étude mathématique préliminaire qui nous permet de calculer la capacité
de ce type de canal. Le cas du canal de Rayleigh quasi-statique est ensuite abordé. Ce chapitre
se conclue par le cas des canaux non ergodiques et des canaux MIMO multiutilisateurs.

Notations utilisées dans ce chapitre :

Les matrices et les vecteurs en police gros italique : 1 , ×× MNM xA
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Opérateur Hermitien des matrices ou des vecteurs : †
1

†  , MMN ×× xA

Opérateur Transposé des matrices ou des vecteurs : T
1

T  , MMN ×× xA

Opérateur Conjugué des matrices ou des vecteurs : *
1

*  , ×× MNM xA

2-2 Modélisation du Système

Nous considérons un système mono-utilisateur MIMO avec un canal Gaussien (ref. Figure 1).
On dénote le nombre d’antenne d’émission par n, et le nombre d’antennes de réception par m.
On traite exclusivement un modèle linéaire dans lequel le vecteur reçu

[ ] mT
mjm Cyyy ∈=×   11  LLy  se calcule d’après le vecteur émis

[ ] nT
nin Cxxx ∈=×   11  LLx  avec l’équation suivante.

nH.xy += (1)

Où H est une matrice m×n contenant les ji,α  ( gain du trajet entre l’antenne d’émission i et

l’antenne de réception j) et [ ]Tmj nnn   1 LL=n  est le bruit gaussien complexe additif avec la

moyenne zéro, et avec les parties réelle et imaginaire indépendantes de la même variance. On
suppose également que les bruits des différents antennes de réception sont indépendants et

normalisés, donc { } mmE ×= Inn† . Le fait que la puissance de l’émetteur soit égale à P conduit

à la contrainte :

 

{ }
{ }( ) PE

PE

≤

≤
†

†

tr xx

xx

(2)

La deuxième inégalité vient du fait que:

 ( ) ( ) ( )†††
111

†
1 tr    tr    tr)(tr xxxxXYYXABBA =⇒=⇒= ×××××××× NNNNNMMNMNNM (3)

La deuxième forme du contraint d’énergie dans (2) sera plus utile dans les discussions à venir.

Jusqu’à maintenant, on n’a pas parlé de la nature de la matrice H. On considère trois scénarios
différents pour cette matrice.
1. H est déterministe.
2. H est une matrice aléatoire (pour laquelle on utilisera la notation H), choisie selon une

densité de probabilité, et chaque utilisation du canal correspond à une réalisation
indépendante de H.

3. H est une matrice aléatoire, mais fixée une fois choisie.
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Figure 1 : Modèle d’un canal Gaussien multi-antennes

Dans ce chapitre on étudiera principalement les deux derniers cas. Au cas où la matrice H
serait aléatoire, on suppose que ses éléments sont des variables aléatoires i.i.d. (Independent
Identical Distribution) Gaussien avec la moyenne zéro, et les parties réelle et imaginaire
indépendantes, chacune avec la variance 21 . Par conséquent, chaque élément de la matrice H

a une phase uniforme ( [ ]π2,0 ) et une loi qui suit une amplitude Rayleigh. Ce choix

correspond bien au cas où les antennes d’émission et de réception sont suffisamment espacées
pour pouvoir considérer leurs coefficient ji,α indépendants. Dans tous les cas, on suppose que

le récepteur connaît les informations du canal (H), autrement dit, les sorties du canal sont
données par la paire (y,H) et la distribution de H est connue par le récepteur.

2-3 Préliminaires mathématiques

Le vecteur aléatoire complexe n
n C∈×1 x  est Gaussien si sa partie réelle et imaginaire sont

Gaussiennes. Pour la suite et afin d’éviter les calculs complexes, on définit le vecteur aléatoire

réel n
n R 2

1 2ˆ ∈×x  contenant la partie réelle et imaginaire du vecteur x, 







=

)Im(

)(Re
ˆ

x

x
x  qui doit

être Gaussien aussi. Donc pour désigner la distribution du vecteur aléatoire complexe
Gaussien x, il suffit juste de trouver les statistiques (l’espérance et la covariance) du vecteur
aléatoire réel x̂ , c’est à dire :

{ } nRE 2ˆ ∈x , { }( ) { }( ){ } nnREEE 22Tˆˆ ˆˆ ×∈−− xxxx

On dit que le vecteur aléatoire complexe gaussien x est circulairement symétrique (CS) si la

matrice d’auto-covariance du vecteur correspondant x̂ , a la structure suivante (ref. Annexe
A).

 { }( ) { }( ){ } Q
QQ

QQ
xxxx ˆ

2
1

)(Re)Im(

)Im()(Re

2
1

ˆ-ˆˆ-ˆ =






 −
=

TEEE (4)

jn

mn

1y
1n

mn,α

ji,α

1,1α1x

ix

nx

jy

my
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où nnC ×∈Q  est une matrice Hermitienne non-négative définie ; Q ,plus précisément, désigne

la matrice d’auto-covariance du vecteur x, ( ) ( ){ }† xxxxQ −−= E  (ref. Annexe A). Donc on

peut trouver les statistiques du vecteur x à partir de celle du vecteur x̂ . Il faut aussi remarquer
que la partie réelle d’une matrice Hermitienne est symétrique et sa partie imaginaire est

antisymétrique et que la matrice Q̂  est réelle et symétrique.

Comme dans la suite, on utilise plutôt la forme réelle ( x̂ ) d’un vecteur aléatoire complexe
(x), il faut expliciter les propriétés de cette projection qui s’applique sur le vecteur complexe

ainsi que sur la matrice complexe. Pour chaque n
n C∈×1 z  et nn

nn C ×
× ∈ A  on définit le

vecteur n
n R 2

1 2ˆ ∈×z  et la matrice nn
nn R 22

2 2
ˆ ×

× ∈A  comme suivant :









=

)Im(

)(Re
ˆ

z

z
z ; 







 −
=

)(Re)Im(

)Im()(Reˆ
AA

AA
A

Lemme 1. La projection T, définie comme 



=→

)Im(

)(Reˆ    
z

z
zz  et 



=→ −

)(Re)Im(

)Im()(Reˆ    
AA

AA
AA  a

les propriétés suivantes :

ABC =    ⇔ BAC ˆˆˆ = (5-a)

BAC +=   ⇔ BAC ˆˆˆ += (5-b)
†AC =    ⇔ TAC ˆˆ = (5-c)

1−= AC    ⇔ 1ˆˆ −= AC (5-d)

( ) ( ) ( ) 2† detdetˆdet AAAA == (5-e)

yxz +=   ⇔ yxz ˆˆˆ += (5-f)

Axy =    ⇔ xAy ˆˆˆ = (5-g)

( ) yxyx ˆˆRe † T= (5-h)

Les preuves de ces propriétés se trouvent dans l’Annexe B.

Corollaire 1. nnC ×∈U  est unitaire si et seulement si nnR 22ˆ ×∈U  est orthonormale.

Preuve : il suffit juste de suivre (4-a), nnn 2
T† ˆˆˆ    IIUUIUU ==⇔=

Corollaire 2. Si nnC ×∈Q  est non-négative définie, nnR 22ˆ ×∈Q  le sera aussi.

Preuve : On considère un vecteur complexe quelconque nC∈x  et sa projection nR 2ˆ ∈x . En
utilisant (5-g) et (5-h) et la définition d’une matrice non-négative définie, on aura :

{ ( ) ( ) 0ReRe
ˆ

ˆˆˆ    
††† ≥=== xQxxQxyx

y

xQxT

La densité de probabilité (en ce qui concerne la mesure standard de Lebesgue en nC ) d’un
vecteur gaussien complexe circulairement symétrique (GCCS) avec la moyenne µ  et la

matrice de covariance Q  est donnée par (voir l’annexe C):
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )µxQµxQ

µxQµxQx
Qµ

−−−=

−−−=
−−

−−

1†21

1†21

expdet              

ˆˆˆˆˆexpˆdet)(
,

π

πf
(6)

où la deuxième égalité se déduit de (5-d)-(5-h) et du corollaire 2. L’entropie différentielle
d’un complexe Gaussien x avec la matrice de covariance Q s’écrit alors sous la forme :

 

( ) ( )( ){ }
( )( ) { } ( )( ) ( ){ }
( )( ) { }( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )Q

QQIQ

Q.QQQxxQ

QxxQxQxQ

xQQ Q

e

eene

eEe

ee

ffH

n
n

f

EE

E

 

   

   

  

detlog           

detlog)log(detlog tr)log(detlog           

 tr)log(detlog tr)log(detlog           

tr )log(detlog )log(detlog            

log

11†

1†1†

π
πππ

ππ
ππ

=
=+=+=

+=+=

+=+=

−=

−−

−−

(7)

Dans (7) on s’est servi de (3). L’importance des vecteurs aléatoires GCCS est due au lemme
suivant : Les variables GCCS donnent l’entropie maximum.

Lemme 2 : Supposons que le vecteur aléatoire complexe nC∈x  a la moyenne zéro et la

matrice de covariance Q, { } Qxx =† E , autrement dit, { } jiji QxxE ,
* = , nji ≤≤ ,1 . Donc

l’entropie de x satisfait ( )( )Qx  detlog)( π≤H , avec l’égalité si et seulement si x est GCCS

avec la même matrice de covariance Q.
Preuve : Considérons la fonction de densité de ( )xp  qui donne exactement la même matrice

de covariance Q, c-à-d, elle satisfait { } njiQdxxpxx jiC jiji nE ≤≤== ∫ ,1 ,  )( ,
**

 
 xx  et on

considère également la densité )(x
Q

f  qui correspond au vecteur GCCS, donc

( ) ( )xQxQx
Q

1†1 expdet )( −− −= πf

Comme Q est la matrice de covariance de cette densité GCCS, il est évident que

njiQdxxf jiC jin ≤≤=∫ ,1 ,  )( ,
*

 
 xxQ , d’ailleurs d’après cette densité Gaussienne, ( ))(log xQf

est une combinaisons linéaire des  termes *
ji xx  et le moyennage de ces termes avec la densité

de ( )xp  ou avec la densité de )(x
Q

f  sont identiques. Ainsi

( ){ } ( ){ })(log)(log xx QpQf ff EE
Q

= . Donc :

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

0                        

 log)(                        

 log)(log)(                        

log)(log)(

 

   

≤

=

+−=

+−=−

∫
∫∫
∫∫

n

nn

nn

C Q

C QC

C QQCQ

dxpxfp

dxfpdxpp

dxffdxppfp HH

xx

xxxx

xxxx

Où la dernière inégalité se déduit de l’inégalité d’information ( ( ) 0   ≥qpD , où

( ) ( )∫= qppqpD log   est l’entropie relative de deux fonctions de probabilité p(x) et q(x), et

l’égalité est atteinte si et seulement si xxqxp ∀=  , )()( ). Cette dernière est elle-même une
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conséquence de l’inégalité de Jensen ( ( ) ( ))()( XgXg pp EE ≥  pour la variable aléatoire X et

une fonction g(x) convexe, si g(x) est strictement convexe, l’égalité implique que X soit
constant) [11,§2.6,§9.6]. Donc ( ) ( )Qfp HH ≤  avec l’égalité si et seulement si

nCfp ∈∀= xxx
Q

 ; )()( .

Lemme 3 : Si le vecteur nC∈x  est GCCS, le vecteur mC∈= Axy , le sera également pour

n’importe quelle matrice nmC ×∈A .
Preuve : Sans perdre la généralité, on peut supposer que le vecteur x a la moyenne zéro et la

matrice de covariance { }†xxQ E= . Ainsi la moyenne de y est zéro. Comme chaque élément

de y est une combinaison linéaire des éléments de x, il est évident que y est un vecteur

Gaussien complexe, il reste à prouver qu’il est CS. D’après (5-g) xAy ˆˆˆ =  et

{ } { } { } KAQAAxxAAxxAyy ˆ
2

1ˆˆˆ
2

1ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ TTTTTT ==== EEE

où { } { } { } †††††† AQAAxxAAAxxyyK ==== EEE .

Lemme 4 : Si x et y sont des vecteurs GCCS indépendants, yxz +=  est également un

vecteur GCCS.
Preuve : là encore sans perdre de généralité, on suppose que les vecteur x et y ont la moyenne

zéro, { }†xxA E=  et { }†yyB E= . Donc, en utilisant (5-f), on obtient :

{ } ( )( ){ } { } { } CBAyyxxyxyxzz ˆ
2

1ˆ
2

1ˆ
2

1
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ TTTT =+=+=++= EEEE

où { } ( )( ){ } { } { } BAyyxxyxyxzzC +=+=++== ††††
  EEEE

2-4 Canal Gaussien avec Fonction de Transfert Fixe

Dans le calcul de la capacité de canal, on va commencer par le cas le plus simple où la
matrice de transfert H est déterministe. Les résultats de ce paragraphe peuvent être déduits de
[4, §8]

2-4-1 Capacité

On va d’abord dériver une expression pour la capacité ( )PC ,H  de ce type de canal avec les

gains constants. Pour ce faire, on maximise l’information mutuelle moyenne ( )yx ; I  entre

l’entrée et la sortie de notre canal MIMO, sur le choix de la distribution de x.
En utilisant le théorème de décomposition en valeur singulière (SVD), chaque matrice

nmC ×∈H  peut s’écrire comme (ref. Annexe D) :

 
†UDVH = (8)
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où mmC ×∈U  et nnC ×∈V  sont unitaires ( †1 UU =−  et †1 VV =− ), et nmR ×∈D  est diagonale
et non-négative définie. Plus précisément on a les propriétés suivantes :
D : est une matrice diagonale non-négative définie dont les éléments diagonaux sont les racine

carrées des valeurs propres de †HH  (ou HH † ).

U : est une matrice unitaire dont les colonnes sont les vecteurs propres de †HH .

V : est une unitaire dont les colonnes sont les vecteurs propres de HH † .

Donc en utilisant (8), l’équation (1) peut réécrit comme :

nUxDVyU

nxUDVy
†††

†   

+=

+=

Maintenant on utilise un changement d’espace dans lequel le vecteur entré est multiplié par
†V , et le vecteur sorti par †U , avec les définitions suivantes :

yUy †~ = , xVx †~ = , nUn †=

Etant donné que les matrices U et V sont unitaires, n~  a exactement la même distribution de n

(il est toujours Gaussien et avec les mêmes statistiques) et { } { } { }xxxVVxxx †††† ~~ EEE ==
(la puissance totale de x~  et de x sont identiques). Donc, le canal original est équivalent au
canal suivant :

nxDy ~~ ~   += (9)

Dans ce canal équivalent, les statistiques du bruit n’ont pas changé, n~  est Gaussien, avec la
moyenne zéro et la partie réelle et imaginaire indépendantes et identiquement distribuées avec

la même matrice de covariance, { } mE Inn =†~~  et la contrainte d’énergie reste la même aussi

{ } PE ≤xx ~~† . Comme les matrices U et V sont unitaires (et inversibles) la projection

)~,~,~(),,( nyxnyx →  conserve les statistiques (entropie, informations mutuelles, capacité, etc.)

on peut alors considérer le canal équivalent (9) au lieu du canal (1). Une fois ces statistiques
calculées pour le canal équivalent, on peut trouver les statistiques correspondantes dans le
canal original.
On revient au canal (9), comme ( )nmH ,min)(rank ≤ , au maximum on aura ( )nm,min

valeurs singulière non-nulles (ref. Annexe D). En notant ces dernières par 21
iλ ,

( )nmi ,min,,1 L=  (où iλ  sont les valeurs propres non-zéros de †HH  ou HH † ), on peut

réécrire (9) sous une forme par composantes scalaires :

( )nmk
mikny

kinxy

ii

iiii ,min   ;     
    ;                   ~~

1    ;       ~~~

 

21

=




≤<=
≤≤+= λ

(10)

Comme on peut remarquer dans (10), si nm > , il reste des composantes iy~  ( min ≤< ) qui

sont égaux aux composantes correspondantes du bruit in~ . Ces composants iy~  pour

( ) minm ≤<,min  sont indépendants des signaux émis. D’ailleurs si mn >  il y a des
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components ix~  ( nim ≤< ) qui n’interviennent pas dans le canal. Donc pour le calcul de

capacité on ne considère que le premier terme de (10). Dans la section suivante on va
présenter le calcul détaillé de la capacité de ce canal, mais pour l’instant on accepte que la
maximisation de l’information mutuelle nécessite que ( ){ }nmixi ,min1  : ~ ≤<  soient Gaussiens

indépendants avec la moyenne zéro et les parties réelles et imaginaires indépendantes. Donc,
notre canal équivalent (9) (ou (10)) peut être considéré comme un canal Gaussien parallèle
(Figure 2) dont la capacité se trouve dans la littérature [11].

( ) ( )∑
=

+=
k

i
ii PC

1
1log~,~ λyx (11)

où { }2~~
iiii xEQP ==  et ∑ = PPi .

Figure 2 : Canaux gaussiens équivalents parallèle

Donc le problème se réduit à trouver l’ensemble des puissances qui maximisent la capacité de
(11), en respectant la contrainte ∑ = PPi .

( ) ( )    1log,,; ~,~  Max
1

1

 O ; 

,,     

1

1
∑
=

∑ ≥=

+=

=

k

i
iik

PPP

PP
PPPC

k

i
ii

k

λL
L

yx

On est confronté à un problème standard d’optimisation qui peut être résolu en utilisant la
théorie des ‘Multiplieurs de Lagrange’ comme suit :

( ) ( )∑ ∑
= =

++=
k

i

k

i
iiik PPPPJ

1 1
1 1log,, βλL

( ) 11)log(        0
1

log
      0 −− −=−−=⇒=+

+
⇒=

∂
∂

iii
ii

i

i

eP
λP

(e)λ
P

J λµλ
µ

ββ
43421

Mais comme les puissances iP  doivent être non-négatives, il n’est pas toujours possible de

trouver une solution à cette forme. Dans ce cas on utilise les conditions Kuhn-Tucker pour
trouver une solution qui maximise la capacité.

( ) ( ){ } ( ){ } ( )+−+− −==−= 1221

2

1~Im~Re     ;    iiiii xxP EE λµλµ (12)

1
~x

1
~n

1
~y

kx~
kn~

ky~

2
~x

2
~n

2
~y

{ }kixi ≤<1  : ~  indépendants

{ }kini ≤<1  : ~  indépendants

{ }kiyi ≤<1  : ~  indépendants

in
dé

pe
nd

an
ts
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où µ  est choisi pour satisfaire la contrainte de puissance et +a  dénote ),0max( a . Pour iP

dans (12) on peut écrire :

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )+
−

−
+−

=







≥≥=−+

<<==×+
=





 −+=+

i

iiii

iii
iiii P

λµ

λµλµλµλµ
λµλµλ

λµλλ

 

   

 

 

log                     

1ou       ;   log11log

 1ou       ;     0)1log(01log
1log1log

1

1
1

Donc la puissance P et l’information mutuelle maximale C peuvent être paramétrées comme
suivant.

( ) ( )+−∑ −=
i

iP 1λµµ , ( ) ( )( )∑ +=
i

iC λµµ  ln (13)

Cette solution connue sous le nom de Water-filling est graphiquement illustrée sur la Figure
3.

Figure 3 : Water-filling pour les canaux parallèles

Canal 1

1P

Pu
is

sa
nt 2P

Canal 2 Canal i

0=iP

Canal k

0=kP

µ

1
1
−λ

1
2
−λ

1−
iλ 1−

kλ
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Remarque 1 (Réciprocité) : Comme les valeurs propres non-zéros de HH †  sont les mêmes

que celles de †HH , les capacités des canaux correspondant aux matrices H  et †H  sont les
mêmes.

Remarque 2 : Pour mn > , il y a des components ix~  ( nim ≤< ) qui ne jouent aucun rôle

dans le canal et n’ont aucun effet sur l’information mutuelle. Il est donc logique que leurs
puissances soient considérées nulle ( nkiPi ,,1  ;  0 L+== ).

Remarque 2 : Dans le canal équivalent (9), pour avoir l’information mutuelle maximum, il

faut que { }kixi ≤<1  : ~  soient gaussien et avec la matrice d’auto covariance diagonale Q
~

. En

plus pour atteindre la capacité maximum, les puissances doivent satisfaire la contrainte de
puissance dans (13) et elles sont calculées par la méthode ‘water-filling’. D’après cette
dernière les puissances correspondantes aux valeurs propres zéros sont nulles et celles qui
correspondent aux valeurs propres identiques sont identiques.

kji
PP

P

jiji

ii ,,1,   ;   
      

   0        0 
L=

=⇒=
=⇒=

λλ
λ

Cela nous rappelle une règle générale de la théorie d’information qui dit que pour arriver à la
capacité de canal, les statistiques des signaux d’entrée doivent ressembler au canal. En plus

d’après les définitions des x~  et V , nous avons †~
VQVQ =  et †† VVDHH v=  ( DDD Tv = ),

et en considérant la ressemblance entre Q
~

 et vD ,on peut apercevoir la ressemblance entre Q

et HH †  pour le canal original (1).

Pour mieux comprendre les relations (12) et (13) et la remarque 2, nous allons considérer
quelques exemples.

Exemple 1 : Supposons i,j H ji ∀=  ;  1, . Le canal est complètement corrélé. La décomposition

SVD minimisée de H (ref. Annexe D) peut s’écrire comme :

( )[ ]
n

nnmn

m

m

×

×
















=
1 

1m

11  

1

1

LMH

Pour ce canal la seule valeur propre non nulle de HH †  (ou †HH ) est mn  et donc la seule

valeur singulière non nulle de H est mn  et les premières colonnes des matrices U et V

(correspondant à cette valeur singulière) sont respectivement [ ]†1 ,  , 1 1 Lm  et

[ ]†1 ,  , 1 1 Ln . Pour trouver la capacité de ce canal, on revient aux formules (12) et (13).

0  , 21 ==== kmn λλλ L  ( )
mn

Pmn
mnPPPP n

+=⇒−=====⇒ − 1
       ,  0  1

12 µµL

( ) ( )PmnCmn
mn

Pmn
C +=⇒






 +== 1log    
1

loglog 1 λµ
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Comme on l’a remarqué, pour arriver à cette capacité la matrice d’auto covariance de x~  (Q
~

)

est une matrice diagonale dont tous les éléments sont zéros sauf le premier. Donc la matrice
d’auto covariance de xVx ~

 =  qui atteint cette capacité a la structure suivante.

{ } ( )
{ } [ ] [ ]
















==⇒







==

==

11

11

1 ,  , 1 1..1 ,  , 1 1 ~
 0,,0,~~~

†

††

†

 

 

L

LOM

L

LL
L

n

P
nPn

E

PdiagE
Q

VQVxxQ

xxQ

Autrement dit { } i,jnPxx jiE ∀=   ;  * , c-à-d les émetteurs transmettent tous à la même

puissance. On peut remarquer encore une fois la ressemblance des matrices Q  et HH † . On

note que même si la puissance d’émission de chaque émetteur est nP , comme leurs signaux

au récepteur sont cohérents, la puissance reçue à chaque récepteur est Pn  ( nPn2 ) avec un

bruit de puissance 1. Et comme chaque récepteur voit le même signal et les bruits aux
récepteurs sont non-corrélés, le rapport total signal à bruit est Pmn  (En fait la puissance du

signal est multipliée par 2m  mais la variance du bruit est multipliée par m).

Exemple 2 : On suppose que mn =  et nIH = . Pour ce canal non-corrélé, nous avons :

( ) ( )∑
=

+=⇒−=−=⇒====⇒===
n

i
inn n

P
nP

1
21 1    1    1     µµλµλλλ LIDVU

( ) ( )nPnCnPC
n

i
+=⇒+=∑

=
1log    1log

1

Donc pour atteindre la capacité tous les signaux ont la même puissance ( nP ), c’est à dire :

nnn n

P

n

P

n

P

n

P
IVVVIVVQVQIQ ====⇒= ††† ..

~
       

~

Ainsi afin d’atteindre la capacité d’un canal non-corrélé, il faut avoir une source non-corrélée

(les components de x sont i.i.d. avec { } jiji nPxxE ,
* δ= ). On ne peut pas pourtant déduire de

cette conclusion que pour atteindre la capacité, il faut un codage indépendant pour chaque
émetteur. Il est vrai que la capacité de ce canal peut être atteinte en divisant la séquence de
données arrivée en t séquences qui seront codées et modulée séparément et envoyées sur les
différents émetteurs. Supposons que Nt bits vont être transmis, on a deux possibilités pour
atteindre la capacité de ce canal :
Soit nous allons les séparer en t groupes chacun de N bits et utiliser chaque groupe afin de

sélectionner un des N2  signaux pour chaque émetteur,

Soit nous allons utiliser tous les Nt bits pour sélectionner un des tN  2  signaux.
La deuxième alternative donne une probabilité d’erreur nettement meilleure que la première,
au prix d’une complexité beaucoup plus importante. En effet le log de la probabilité d’erreur
pour ces deux cas-là diffère par un facteur de t. (voir ‘error exponents’ des canaux parallèles
dans [4, pp. 149-150].)
De toute manière, vu la source qui permet d’atteindre la capacité, on peut considérer ce canal
MIMO, comme n canaux parallèles indépendant avec le nPSNR =  pour chaque canal, ce
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qui confirme la capacité obtenue. Dans le cas où le nombre d’antennes de réception et
d’émission ( nm = ) augmenterait pour un canal non-corrélé, la capacité se calcule selon :

( ) ( )
)log(

1

1log
  lim1log  lim

01
e

n

nP
nPnC

nn
=+=+=

→∞→

2-4-2 Autre expression de la capacité

Dans la section précédente on a supposé sans le démontrer que la source x~  qui permettait
d’atteindre la capacité de canal (9) devait être gaussienne avec la matrice d’auto covariance

Q
~

 diagonale et on a également supposé vérifiée la formule (11). Maintenant nous allons

présenter un calcul plus détaillé de la capacité ; pour cela on revient au canal original (1)
( nH.xy += ). Pour ce canal l’information mutuelle ( )yx; I  peut s’écrire comme :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nyxyyyx HHHHI −=−=; 
(14)

Comme ( )nH  ne dépend pas de la source, la maximisation de ( )yx; I  est équivalente à

maximiser ( )yH . On note que si x satisfait la contrainte de puissance { } PE ≤xx† , alors

{ }xx E−  le fera aussi. On peut donc se concentrer sur x en le supposant de moyenne zéro. En

outre, si x est de moyenne nulle avec la matrice de covariance { }†xxQ E= , les statistiques de

y seront les suivantes :

{ } { } { } { } mEEEE IHQHnnHxxHyy0y +=+== †††††       ;      

D’après le lemme 2 parmi les y avec de telles statistiques, ( )yH  sera maximum, quand y est

GCCS, ce qui sera le cas quand x est GCCS (Lemme 3 et 4).

( ) ( ) ⇒≡     Max   ; Max  yyx HI y : GCCS ⇒ x : GCCS

Donc désormais, on peut se concentrer sur x GCCS. Dans ce cas-là, l’information mutuelle
peut se calculer à partir de (7).

( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )HQHIHQHI

IHQHIyx
††

†

detlogdetlog            

detlogdetlog;   

+=+=

−+=

nm

mm eeI ππ
(15)

où la dernière égalité se déduit de l’identité des déterminants :

( ) ( )NMMNNMNNMM ×××× +=+ ABIBAI detdet (16)

Donc il reste juste à maximiser la quantité ( )yx; I  dans (15) par rapport aux matrices non-

négatives définies Q, en respectant la contrainte de puissance ( ) P≤Qtr . Et comme la quantité

( )( )†detlog HQHI +  sera utilisée très fréquemment dans ce chapitre, on propose la notation

suivante :

( ) ( ) ( )( )†

 )(
      

detlog;   Max; Max  HQHIHQyx
Q
Q

+=Ψ≡
≤

m

Ptr

I (17)
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Comme HH †  est Hermitienne et non-négative définie, elle peut être diagonalisée (ref.

Annexe D), ††  VVΛHH = , avec la matrice unitaire V et non-négative diagonale

( )nλλ ,,diag 1 L=Λ . En remplaçant HH †  par sa décomposition en valeurs propres et en

appliquant l’identité de déterminant, on aura :

( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( ) ( )212121†21†2121

†††

~
detdet  det       

detdetdet

ΛQΛIQVΛVΛIVΛQVΛI

QVΛVIHQHIHQHI

+=+=+=

+=+=+

nnn

nnm (18)

où QVVQ †~ =  est également une matrice non-négative définie si et seulement si Q l’est, de

plus, selon (3) on peut vérifier que :

( ) ( ) ( ) ( )QQVVQVVQ trtrtr
~

tr †† ===

Donc on aura la même contrainte de puissance pour Q
~

 ( ( ) P≤Q
~

tr ) et la maximisation sur Q

peut être transposée sur Q
~

.

( ) ( ) ( ) ( )( )2/12/1

 )
~

(

~
     

 )(
      

~
detlog, 

~
  Max,   Max;  Max  ΛQΛIΛQHQyx

Q
Q

Q
Q

+=Ψ≡Ψ≡
≤≤

n

PtrPtr

I (19)

Pour la suite, on se concentre sur la matrice 2/12/1 ~ΛQΛI +n . Cette dernière est également une

matrice hermitienne non-négative définie et pour une matrice non-négative définie
quelconque A, on a l’inégalité : ( ) ∏≤

i
iiA
 

det A , donc :

( ) ( )∏ +≤+
i

iiin Q
~

1
~

det 2/12/1 λΛQΛI (20)

avec l’égalité quand Q
~

 est diagonale. Donc en résumé, pour atteindre la capacité de canal, la

source x doit être premièrement GCCS avec la moyenne zéro, et deuxièmement avoir une

matrice de covariance Q telle que QVVQ †~ =  soit diagonale. Pour une telle source (19)

s’écrit sous la forme suivante :

( ) ( )( ) ( ) ( )∑∏ +=






 +=+=
i

iii
i

iiin
QQ

QQC
nn

~
1

~
1log

~
detlog;    Max 2/12/1

,,11

λλΛQΛIyx
L

(21)

Il reste seulement à obtenir les éléments diagonaux optimaux de la matrice Q
~

 (les mêmes

puissances du canal équivalent (9)) qui peuvent être trouvés par la méthode ‘water-filling’
(voir Figure 3).

( )  ,,1   ;  
~ 1

 niQ iii L=−= +−λµ (22)

où le paramètre µ  est choisi, pour satisfaire la contrainte de puissance et la capacité

correspondant à ces éléments sera définie par :
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( ) ( )+−∑ −=
i

iP 1λµµ , ( ) ( )( )∑ +=
i

iC λµµ  ln (23)

Donc on arrive finalement exactement aux même résultats présentés que ceux de la section
précédente (équations (12) et (13)).

2-4-3 « Error Exponents »

Connaître la capacité d’un canal n’est pas toujours suffisant. Par contre, il peut être intéressant
de savoir à quel point peut-on s’approcher de cette capacité. Les « erreurs exponents »
donnent une réponse partielle à cette question en calculant une borne supérieure de la
probabilité d’erreur qui peut être atteinte avec des codes en bloc de largeur N et de rendement
R. Cette borne supérieure connue comme la borne des codes aléatoires s’écrit :

( ) ( ))(.exp RENerreurP r−≤

où )(REr , l’exposant de codage aléatoire, est donné par :

( )( )REREr ρρ
ρ

−=
≤≤ 0
10
  max)(

et où ( )ρ0E  se calcule en maximisant l’expression suivante sur toutes les distributions xq

satisfaisant la contrainte d’énergie.

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 





−= ∫ ∫

++
yxxyxxx ddpqqE

ρρρ
111

0

 
 

 log,
(24)

Dans notre cas ( ) ( ) ( ) ( )( )HxyHxyIxy −−−= − †1 expdet   rp π  et en choisissant xq  comme

une distribution gaussienne Qf  et après quelques manipulations (preuve dans l’annexe E),

nous arrivons à :

( ) ( )( )( ) ( )( )HQHQHIQ ,11detlog, 1†1
0

−− +Ψ=++= ρρρρρ rE (25)

où la fonction Ψ  est déjà définie dans (17). Avec notre hypothèse sur la distribution de xq , la

maximisation de ( )xqE ,0 ρ  sur xq  est équivalente à la maximisation de ( )Q,0 ρE  sur Q.

Cette maximisation de 0E  sur Q constitue exactement le même problème que de maximiser

l’information mutuelle de l’expression (17) sauf que ( )( ) ( )ρρ +≤+ − 11 1 Ptr Q . Donc on peut

dire que :

( ) ( )( )H,1 0 ρρρ += PCE (26)

Le choix de xq  Gaussien n’est pas optimal, et certaines autres distributions donnent de

meilleurs résultats [4,§7.3]. Néanmoins, l’expression ci-dessus est une borne inférieure très
proche de 0E  et donc elle donne une bonne approximation de la borne supérieure de la

probabilité d’erreur.
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2-5 Canal Gaussien avec Fading de Rayleigh

Cette fois-ci, on suppose que la matrice H n’est pas déterministe, elle est une matrice aléatoire
et indépendante de x et n pour laquelle on utilise la notation H. La matrice H est censée d’être
connue au récepteur (Estimation parfaite du canal) mais pas à l’émetteur. Le canal peut donc
être considéré avec une entrée x et deux sorties y et H (Figure 4)

( ) ( )HΗΗ ,, nxy += (27)

Figure 4 : Canal de Gauss avec fading de Rayleigh et estimation parfaite

On suppose que les éléments de H sont indépendants, gaussiens complexes de moyenne zéro
et de parties réelle et imaginaire indépendantes avec une variance 21  pour chacune d’entre

elles. Par conséquent pour chaque élément, la phase a une distribution uniforme [0,2π] et
l’amplitude a une distribution de Rayleigh avec l’espérance de l’amplitude au carré égale à 1.
Ceci correspond à la modélisartion d’un canal à fading de Rayleigh avec une distance de
séparation suffisante entre les antennes d’émission et de réception afin d’avoir l’indépendance
entre les éléments de H. Pour calculer la capacité, nous avons d’abord besoin de montrer
qu’une telle matrice H est invariante avec les transformations unitaires.

Lemme 5 : Supposons nmC ×∈H  est une matrice complexe gaussienne avec les éléments
distribués identiquement, et les partie réelle et imaginaire de chaque élément sont
indépendantes avec la moyenne zéro et la variance identique. Pour n’importe quelle matrice

unitaire mmC ×∈U  et nnC ×∈V , la distribution de †VUH  est identique à celle de H.

Preuve : Il suffit juste de démontrer que UHG =  a la même distribution de H. La preuve suit

ensuite d’une application de ce dernier pour †G . Comme les colonnes de H sont
indépendantes, les colonnes de G le sont également. Donc il reste à vérifier si chaque colonne
de G a la même distribution que H. Comme les colonnes de H sont GCCS, les colonnes de G
le seront aussi. Si jG  et jH  représentent respectivement les colonnes j de G et de H, on aura

donc :

{ } { } ( ) { }††††††
jjmmjjjj EEE KKK HHHH ===== IUUUIUUUGG

Dans cette section on suppose que le canal est sans mémoire et pour chaque utilisation de ce
canal, une réalisation indépendante de H est appliquée. Dans ce cas la capacité peut se
calculer comme l’information mutuelle maximale. De toute manière les résultats qui suivent
sont valides pour les canaux pour lesquels H est générée avec un processus ergodique et

H
x

H

y

n
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seulement les statistiques de H du premier ordre sont nécessaires pour déterminer la capacité
de canal.

2-5-1 Capacité

Comme le récepteur connaît la matrice H, on considère le canal de l’expression (27). Pour ce
canal l’information mutuelle entre l’entrée et les sorties est :

( )( ) ( ) ( )
( )

( ){ }HH

H

HHH

==

=

+=

 

 

 

;                  

;                  

;;,;

H yx

yx

yxxyx

I

I

III

E

(28)

On sait d’après la section précédente que le choix de x (avec la contrainte d’avoir la matrice

de covariance Q) qui maximise ( )HH = ;yxI  est un vecteur GCCS de même covariance Q et

( ) ( )( )†detlog; HQHIHQ += mΨ  est l’information mutuelle maximale correspondante. Nous

devons donc maximiser l’expression suivante

( ) ( ){ } ( )( ){ }†

 )(
      

detlog;    Max HQHIHQQ
Q
Q

+=Ψ=Ψ
≤

m

Ptr

EE (29)

où Q est non-négative définie et satisfait ( ) Ptr ≤Q .

Comme Q est non-négative définie, nous pouvons l’écrire comme †VDVQ =  où V est

unitaire et D est diagonale et non-négative définie. Ces deux matrices sont également les
matrices des vecteurs propres et des valeurs propres de Q. Avec cette expression de Q, (29) se
réécrit sous la forme suivante :

( ) ( ) ( )( )( ){ } ( ) ( ) ( )   Max   Max         detlog 
 )(

      
 )(

      

† DQDVHDVHIQ
D
D

Q
Q

Ψ≡Ψ⇒Ψ=+=Ψ
≤≤ PtrPtr

mE (30)

Selon le lemme (5), la distribution de VH est la même distribution que H et par conséquent
(((( )))) (((( ))))  DQ ΨΨ ==== . Nous pouvons donc juste se concentrer sur Q diagonale et non-négative

définie. Pour une matrice diagonale Q donnée et une matrice de permutation Π , on considère
†ΠQΠQ =Π  (elle sera aussi diagonale, mais avec les éléments permutés par rapport à Q).

Comme ΠΠΠΠH  a la même distribution de H (les matrices de permutation sont unitaires),

( ) ( ) QQ Ψ=Ψ Π . En plus, on note que pour n’importe quelle matrice H, la projection
†  HQHIQ +ma  est linéaire et préserve le caractère positif. Comme ( )( )detlog  est concave

sur l’ensemble des matrices positive définies, la projection

( ) ( )( )†detlog;   HQHIHQQ +=Ψ ma  sera également concave. Donc pour la matrice Q
~

définie comme suit (la moyenne de toutes les permutations possibles pour une matrice
diagonale non-négative définie Q), on aura :

( ) ( ) ( ) ( )QQQQQQ tr
~

   tr;    
~

        
!

1~ =Ψ≥Ψ⇒= ∑
Π

Π

n
(31)
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Preuve : Le premier terme se déduit directement de la concavité de (((( ))))HQ ;  Ψ  (et par

conséquent de (((( ))))  QΨ ) par rapport à Q et du fait que ( ) ( ) QQ Ψ=Ψ Π .

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))QQQQQQQ ΨΨΨΨΨΨΨ
ΠΠ

Π

Π

Π ≥≥≥≥⇒⇒⇒⇒========≥≥≥≥




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==== ∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑ ~
         

!
1

  
!

1
!

1~
nnn

Pour le deuxième terme, on se rappelle que Q est diagonale ( (((( ))))nqqqdiag ,,, 21 L====Q ) et

chaque ΠQ  est une permutation de Q. Parmi !n  permutations possibles, sur chaque élément

diagonal, nous avons (((( ))))!1  −−−−n  fois les termes nqqq ,,, 21 L . Donc :
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∑∑∑∑
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Π

Π

L

On s’aperçoit que Q
~

 est une multiple de la matrice d’identité et on conclut d’après (31) que Q

optimale doit être de la forme nI α . Il est clair que le maximum est atteint, quand α est le plus

grand possible, c’est à dire nP====α . On peut récapituler les résultats de cette section sous la

forme suivante.
Pour atteindre la capacité 1- x doit être GCCS. 2- D’après (30) on peut s’occuper uniquement
des matrices Q diagonales. 3- Parmi ces matrices diagonale non-négative définie, celle qui est
optimale, est de la forme nI α . 4- En respectant la contrainte d’énergie, α optimal est nP .

Tout cela peut être résumé dans le théorème suivant.
THEOREME 1. Le vecteur aléatoire x qui nous permet d’atteindre la capacité, est GCCS avec

la moyenne zéro et la matrice de covariance (((( )))) nnP I . La capacité correspondante sera :

 ( )( )( ){ }  
†

 detlog HHnPC mE += I (32)

On va présenter le calcul précis de (32) dans la section suivante. Mais déjà lorsque m est fixe,

on remarque selon la loi des grands nombres que mn
I→†1

HH  quand n devient très grand.

Donc la capacité pour les grandes valeurs de n prend la forme

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )PmPPPC m
mmm +=+=+=+→ 1log1log1detlogdetlog III (33)

On s’aperçoit dans ce cas que la capacité est proportionnelle au nombre d’antennes de
réception.
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2-5-2 Evaluation de la capacité

Même si l’expression (32) est facile à évaluer pour 1== nm , cette évaluation devient
compliquée pour les valeurs plus importantes de m et n. Dans cette section on va montrer
comment évaluer l’expression (32). En utilisant l’identité du déterminant on peut dire que :

( )( ) ( )( )HHHH †
  detdet † nPnP nm +=+ II

Et on définit la matrice W selon

 






≥

<
=×

nm

nm
pp

      

      †

HH

HH
†

W  , { }nmp ,min=  , { }nmq ,max= (34)

pp××××W
 est une matrice non-négative définie et par conséquent elle possède les valeurs propres

( pλλλ ,,, 21 L ) réelles et non-négatives. En utilisant (34) l’expression (31) peut s’écrire sous la

forme suivante.

  
( )( )( ){ }  

†
 detlog WI nPC pE +=

(35)

Cette dernière peut se simplifier en se servant de la décomposition en valeurs propres de W

( †UDUW ====  où D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de W (les mêmes
valeurs singulières de H), et U la matrice unitaire des vecteurs propres) et de l’identité du
déterminant (16).
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=

+=+=+=

+=+=+
p

i
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1detdet           

detdetdet

DIUDUI

UDUIUDUIWI

(36)

Donc on peut finalement réécrire la capacité en fonction des valeurs propres pλλ ,,1 L  de W.

 

(((( ))))(((( )))) (((( ))))(((( ))))
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
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
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++++==== ∑∑∑∑∏∏∏∏
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   1log1log
p

i
i

p

i
i λnPλnPC EE

(37)

Et le moyennage sur H est remplacé par le moyennage sur les valeurs propres de W. Pour ce
faire, on a besoin de connaître la distribution de ces valeurs propres. La loi de distribution de
W s’appelle la ‘distribution Wishart avec les paramètres p et q’ et la loi de probabilité
conjointe de ses valeurs propres dans l’ordre décroissant est : (voir [5] ou [6], une simple
présentation se trouve également dans l’annexe F)

( ) ( ) p
ij

ji
i

qp
iqpp

i ieKp λλλλλλλ λ ≥≥−∑= ∏∏
>

−−− LL 1
21

,1ordered,       ,,,  

λ

où qpK ,  est la facture de normalisation. Les valeurs propres non-ordonnées auront donc la

densité suivante.
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( ) ( ) ( )∏∏

>

−−− −∑=
ij

ji
i

qp
iqpp

i ieKpp 21
,1

   !,,  λλλλλ λ
Lλ

(38)

Vu la symétrie de λp  par rapport aux pλλ ,,1 L , l’espérance de l’expression (37) se récrit

sous la forme suivante.

 

( )( ) ( )( ){ }

( )( ){ }1 

1

 

1
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+= ∑∑
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(39)

Donc l’espérance que l’on veut calculer ne dépend que de la distribution d’une des valeurs
propres non-ordonnées. Pour calculer la densité de 1λ , nous aurons juste besoin de faire

l’intégration sur pλλ ,,2 L .

 ( ) ( ) pp ddpp λλλλλλ λ LLL 2211  ,,,
1 ∫ ∫=λ (40)

Ce qui complique cette intégration, c’est le dernier terme de (38) (à cause de ce terme,

l’intégrale (40) n’est pas séparable). On peut pourtant noter que ( )∏ <
−

ji ji λλ  est le

déterminant d’une matrice Vandermonde.

 ( ) ( )( ) ( )∏<
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
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


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
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L

L DD (41)

Et on peut réécrire λp  de (38) comme suivant.

 ( ) ( ) ( )( ) ∏ −−−=
i

qp
ipqpp

ieKpp λλλλλλ 2
1

1
,1 ,,det!,,   

  
LL Dλ (42)

Toute la complexité du calcul réside dans le terme ( )( )pλλ ,,det 1 LD . Avec les opérations

linéaires sur les lignes, on peut transformer ( )pλλ ,,1 LD  en ( )pλλ ,,
~

1 LD  dont le déterminant

est proportionnel à ( )( )pλλ ,,det 1 LD .

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )pp

ppp

p K λλλλ
λϕλϕ

λϕλϕ
λλ ,,det,,

~
det       ,,

~
11
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1    LL
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L DDD =⇒
















= (43)

où pϕϕ ,,1 L  sont le résultat de l’application de la procédure d’orthogonalisation de

Gram-Schmidt à la séquence 12 ,,,,1 −pλλλ L  dans l’espace des fonctions réelles avec le

produit scalaire suivant.

 ( ) ( )∫
∞ −−=

0
, λλλλ λdegfgf pq (44)
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Suivant la procédure de Gram-Schmidt les fonctions pϕϕ ,,1 L  seront orthonormales selon le

produit scalaire (44) et on verra que chaque ( )λϕ k  est une polynôme de l’ordre )1( −k  par

rapport à λ .

 ( ) ( ) ji
pq

jiji de ,

 

0 
, σλλλϕλϕϕϕ λ == ∫

∞ −− (45)

Donc, en utilisant la définition du déterminant, le déterminant de ( )pλλ ,,
~

1 LD  se développe

suivant :

 ( )( ) ( ) ( ) ( )∑ ∏∑ ∏ −=−=
α

α
α

α
α

α λϕλλ
i

i
i

ip ii
DD )(per

,
)(per

1 1
~

1,,
~

det  L (46)

où la sommation s’effectue sur toutes les permutations possibles de { }p,,2,1 L  (il en existe

p!), et per(α) est 0 ou 1, cela dépend du signe de la permutation (paire ou impaire).
L’avantage de cette démonstration du déterminant de D (46), par rapport à celle de (41) est le
fait que λp  dans (38) devient séparable sur pλλ ,,1 L  pour chaque permutation. Donc

l’expression (42) peut encore se mettre sous la forme suivante.

 ( ) ( ) ( ) ( )∏∑ −−+=
i

qp
iiiqpp

i

ii
eCp λ

βα
βα

βα λλϕλϕλλ
,

)(per)(per
,1 1-,,Lλ (47)

où qpC ,  est une constante, plus précisément ( ) 1
,  ,

  ! −= KKpC qpqp . En faisant l’intégration sur

pλλ ,,2 L  et selon l’orthonormalité des fonctions pϕϕ ,,1 L  ((45)), on arrive à :
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(48)
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La deuxième égalité vient du fait que le terme ∏
≥2

,
i

ii βαδ  est non nul, si et seulement si

2  , ≥∀= iii βα  et donc iii ∀=   , βα , c’est à dire à condition d’avoir deux permutations

identiques βα = . La quatrième égalité vient du fait que pour α il existe p! combinaisons

possibles mais pour 1α  il n’y en a que p, donc pour chaque de p combinaisons de 1α  nous

avons ( )!1  −p  combinaison possibles. La dernière égalité se déduit de l’orthonormalité des
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fonctions pϕϕ ,,1 L , ( ) 1
 

0 11
2

1
1 =∫

∞ −− λλλϕ λ depq
i  et qpC ,  qui satisfait à ( ) 1

 

0 111
=∫

∞
λλλ dp  doit

donc être égale à !1  p . Donc pour le calcul de )( 11
λλp  (48) et la capacité (39), Il nous reste

seulement à définir les fonctions  pϕϕ ,,1 L . Vu la procédure l’orthonormalisation Gram-

Schmidt sur la séquence 12 ,,,,1 −pλλλ L  (45), on peut exprimer ces fonctions sous la forme :
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où )(xL pq
k
−  est le polynôme Laguerre associé d’ordre k (voir [7,. §8.90,8.97]. Tout cette

procédure de calcul de la capacité peut être récapitulée dans le théorème suivant.

THEOREME 2. La capacité du canal avec n émetteurs et m récepteurs sous la contrainte de
puissance P est égale à :

 ( ) [ ]∫ ∑
∞ −

=

−−−

−+
+=

0

1

0

2
)(

)!(
!

1log
m

k

pqpq
k deL

pqk

k
nPC λλλλ λ (50)

où { }nmp ,min=  et {{{{ }}}}nmq ,max==== , et pq
kL −  sont les polynômes Laguerre associés.

Exemple 3. Considérons 1=n , dans ce cas-là 1=p  et mq = . Etant donné que 1)(0 =− λpqL ,

l’application de (50) donne l’expression suivante pour la capacité.

 ( )∫
∞ −−+

Γ
=

0

11log
)(

1 λλλ λdeP
m

C m (51)

où )(mΓ  est la fonction Gamma ( )!1()( −=Γ mm ). Les valeurs de cette intégrale sont

représentées dans le tableau 1 ainsi que dur la courbe de la figure 5, pour 101 ≤≤ m  et P
variant de 0dB à 35dB en incrément de 5dB. Il faut noter que pour les valeurs importantes de
m, la capacité asymptotique est en ( )Pm+1log .

    P
m 0dB 5dB 10dB 15dB 20dB 25dB 30dB 35dB

1 0.5963 1.1894 2.0146 3.0015 4.0785 5.1988 6.3379 7.4845

2 1.0000 1.8133 2.8132 3.9066 5.0377 6.1824 7.3315 8.4822

3 1.2982 2.2146 3.2732 4.3922 5.5329 6.6808 7.8310 8.9820

4 1.5321 2.5057 3.5913 4.7204 5.8646 7.0136 8.1642 9.3153

5 1.7236 2.7327 3.8333 4.9679 6.1138 7.2634 8.4141 9.5652

6 1.8853 2.9183 4.0285 5.1663 6.3133 7.4632 8.6141 9.7652

7 2.0250 3.0752 4.1919 5.3319 6.4796 7.6298 8.7807 9.9319
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8 2.1479 3.2110 4.3324 5.4740 6.6222 7.7726 8.9235 10.075

9 2.2576 3.3306 4.4556 5.5985 6.7471 7.8975 9.0485 10.200

10 2.3565 3.4375 4.5654 5.7091 6.8580 8.0086 9.1596 10.311

Tableau 1 : Valeurs de l’intégrale (51)

La capacité d’un canal fading simple émetteur, multi récepteur en nats. Le gain du trajet entre
l’émetteur et chaque récepteur a une phase uniforme et une amplitude de Rayleigh dont
l’espérance du carré est égale à 1. Ces gains sont indépendants. Le nombre de récepteurs est
égale à m et P est le SNR.

Figure 5 : Capacité en nats en fonction de m pour 1=n  et différentes valeurs de P.

Exemple 4. Considérons cette fois-ci 1=m . Comme exemple précédente ( 1=p  et nq = ) en

appliquant (50), on trouve l’expression suivante pour la capacité.

 ( )∫
∞ −−+

Γ
=

0

11log
)(

1 λλλ λdenP
n

C n (52)

Comme on avait déjà noté dans (33), la capacité s’approche de ( )P+1log  quand n devient très
grand. Les valeurs de la capacité de (52) sont représentées dans le tableau 2 ainsi que sur la
courbe de la figure 6.

    P
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n
1 0.5963 1.1894 2.0146 3.0015 4.0785 5.1988 6.3379 7.4845

2 0.6387 1.2947 2.1947 3.2411 4.3540 5.4923 6.6394 7.7893

3 0.6552 1.3354 2.2608 3.3236 4.4441 5.5854 6.7334 7.8837

4 0.6640 1.3570 2.2947 3.3646 4.4882 5.6305 6.7789 7.9293

5 0.6695 1.3702 2.3152 3.3891 4.5142 5.6571 6.8057 7.9561

6 0.6733 1.3793 2.3289 3.4053 4.5314 5.6746 6.8233 7.9738

7 0.6760 1.3858 2.3388 3.4169 4.5436 5.6870 6.8358 7.9863

8 0.6781 1.3907 2.3462 3.4255 4.5527 5.6963 6.8451 7.9956

9 0.6797 1.3946 2.3519 3.4322 4.5598 5.7034 6.8523 8.0028

10 0.6810 1.3977 2.3565 3.4375 4.5654 5.7091 6.8580 8.0086

Tableau 2 : Valeurs de l’intégrale (52)

La capacité d’un canal fading muti émetteur, simple récepteur en nats. Le gain du trajet entre
chaque émetteur et le récepteur a une phase uniforme et une amplitude de Rayleigh dont
l’espérance du carré est égale à 1. Ces gains sont indépendants. Le nombre d’émetteurs est
égale à n et P est le rapport signal à bruit.

Figure 6 : Capacité en nat en fonction de n pour 1=m  et différentes valeurs de P

Exemple 5. Considérons nm = , donc nqp == , en appliquant (50) la capacité s’écrit comme

suit.

 ( )∫ ∑
∞ −

=

−+=
0

1

0

2)(1log
m

k
k deLnPC λλλ λ (53)

où )()( 0 λλ kk LL =  est polynôme la guerre de l’ordre k. La Figure 7 illustre la capacité pour

différentes valeurs de n et P. D’après la figure, on aperçoit bien que la fonction linéaire de n
peut être une bonne approximation pour la capacité. Pour prouver cela mathématiquement on
revient à l’expression (39). En utilisant la distribution empirique comme une approche de la
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distribution cumulative (CDF : Cumulative Distribution Function), on peut réécrit (39)
comme suivant.
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où )(xF A  est la distribution empirique des valeurs propres d’une matrice Hermitien pp×A ,

définie comme suivant.

p

x
xF

 àinférieur   de propres  valeursdes nombre le
)(

AA =

On note que si λ  est la valeur propre de W, 
p

v
λ=  sera la valeur propre de la matrice 

p

W
.

Figure 7 : Capacité en fonction de n pour nm =  et différentes valeurs de P

Un résultat très général de la théorie des matrices aléatoire (voir [8]) dit que pour W définie
comme ci-dessus, quand {{{{ }}}}nmq ,max====  et {{{{ }}}}nmp ,min====  s’augmentent et le rapport pq

s’approche d’une limite 1≥≥≥≥τ , on aura :
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où (((( ))))21±±±±====±±±± τν . Donc, dans la limite des valeurs importantes de m et n, l’expression (54) se

met sous la forme suivante.
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Pour le cas considéré dans l’exemple 5, nmqp ============ , donc 0====−−−−v , 4====++++v , et en

remplaçant ces valeurs, (56) s’écrit comme suivant.

 ( )∫ −+≅
4

0
 4

11
1log ν

νπ
ν dPpC  (57)

D’après cette dernière C sera linéaire par rapport à p, comme on avait déjà remarqué dans la
Figure 7.
Maintenant on présente quelques remarques observés dans les exemples précédentes.
Remarque 2. Le résultat de la théorie des matrices aléatoires utilisé dans l’exemple 5
s’applique en général pour les matrices aléatoires qui ne sont pas nécessairement gaussiennes.
Donc l’expression (57) est toujours valable, si et seulement si les éléments de H sont i.i.d.
avec la variance 1.

Remarque 3. La propriété de réciprocité que nous avons observé pour H déterministe (on a la

même capacité pour le canal hH  que pour H) n’est pas valable pour H aléatoire. Il suffit juste
de comparer l’exemple 3 et 4 où les matrices H correspondantes sont transposées l’une de
l’autre. Dans l’exemple 3, la capacité augmente sans limite quand m augmente, tandis que
dans l’exemple 4 la capacité est limitée.
Cependant, la permutation de m et n, n’a aucun effet sur la matrice W, et la capacité dépend
seulement de nP  et des valeurs propres de W. Donc si (((( ))))PnmC ,,  dénote la capacité d’un

canal avec m récepteurs, n émetteurs et une puissance totale P, on peut dire :

(((( )))) (((( ))))PaabCPbbaC ,,,, ====

Remarque 4. Dans la procédure de calcul de la capacité du théorème, nous avons obtenu la
densité d'une des valeurs propres non-ordonnée de la matrice complexe Wishart W. On est
également capable de trouver la densité jointe de n’importe quel nombre (k) des valeurs
propres non-ordonnées de W comme suivant.
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2-5-3 « Error Exponents » :

Comme pour le cas H déterministe, nous pouvons calculer l’ « error exponent » dans le cas du
canal à fading. Dans ce cas-là, il y a un calcul d’ espérance sur H qui s’ajoute à l’expression
(24).

 ( )[ ] HyxxHyx dddpqqE xx

ρρρ
++

∫∫ ∫−=
1 )1(1

0 ,)(log),( (58)
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Comme H est indépendante de x, (((( )))) (((( ))))HxyHxHy H ,)(, ppp ====  et (58) peut se mettre sous la

forme suivante.

 ( )[ ] 











−= ∫ ∫

++
yxHxyxH ddpqEqE xx

ρρρ
1)1(1

0 ,)(log),( (59)

On note que :

. ( ) ( ) ( ) ( )( )HxyHxyIHxy −−−= − †1 expdet, mp π

Et pour Qfq ====x , la distribution gaussienne avec la matrice de covariance Q, on peut utiliser

les résultats du cas H déterministe pour conclure :

 ( )( ){ }




 ++−=

−− ρ
ρρ

 †1
0 1detlog),( HQHIH mx EqE (60)

Tenant compte que (((( )))) ρ−−−−→→→→ AA det  est une fonction convexe, le raisonnement précédemment

utilisé pour montrer que (((( )))) nnP IQ ====  maximise l’information mutuelle, montre que Q

maximise également 0E , et on obtient finalement.

 ( ) 

































+

+−=
−ρ

ρ
ρ †

0 1
detlog),( HHIH n

P
qE mx E (61)

Pour calculer efficacement 0E , on devrait représenter la densité des valeurs propres Wishart

comme un déterminant Vandermonde (exactement comme dans la section précédente) et

orthonormaliser les monomes 12 ,,,,1 −−−−pλλλ L , avec le produit scalaire ci-dessous (toujours

avec la technique d’orthonormalisation Gram-Schmidt).

(((( )))) (((( )))) (((( ))))∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−

−−−−
−−−−
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ρ
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ρ
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n

P
gfgf pq

où le facteur multiplicatif dans l’orthonormalisation est la valeur de l’espérance dans (61).
Comme pour le cas H déterministe, le choix de la distribution gaussienne est sous-optimale,
mais ce choix aboutit aux expressions les plus simples.

2-6 Canaux non Ergodiques

Nous avons remarqué au début de la section précédente que l’information mutuelle peut
permettre de calculer la capacité quand le canal est sans mémoire (memoryless) et dans le cas
où pour chaque utilisation du canal nous avons une réalisation indépendante de H. Cela n’est
pas le seul cas où l’information mutuelle représente la capacité de canal. En particulier si le
processus qui génère H est ergodique, on peut obtenir les relations arbitralement proches de
l’information mutuelle.
Au contraire pour le cas où H serait choisi aléatoirement au début de chaque temps et reste
fixe pour tous les utilisateurs du canal, l’information mutuelle n’est pas en générale égale à la
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capacité de canal. Dans cette section nous allons nous concentrer sur un tel cas quand les

entrées de H sont i.i.d. GCCS avec la moyenne zéro et { } 1
2

 =ijhE , c’est à dire la même

distribution que nous avons analysée dans la section précédente.

2-6-1 Capacité

Dans le cas décrit ci-dessus la capacité au sens de Shannon du canal est nulle. De toute façon
il existe une probabilité non-nulle que H réalisée soit incapable de la supporter, peu importe la
longueur de notre code. D’autre part, on peut parler d’un compromis entre la probabilité
outage et le taux de transmission supportable. Avec un taux donné R et une puissance P, on
peut trouver ( )PRPout ,  telle que pour tous les taux inférieurs à R et tous les δ , il existe un

code satisfaisant la contrainte de puissance P pour lequel la probabilité d’erreur est inférieure
à δ :

 ( )
( )

( )( )RPRP
PQtr

QQ
out <Ψ=

≤
≥

HQ,P  inf,
0: 

(62)

où

( ) ( )( )†detlog, HQHHQ +=Ψ mI

Cette approche est utilisée dans [9] dans un problème similaire.
Dans cette section comme dans la précédente, nous supposons que les entrées de H sont
gaussiennes indépendantes avec la moyenne zéro et les parties réelle et imaginaire
indépendantes avec la variance 21 .

Exemple 6. Considérons 1=n . Dans ce cas il est clair que P=Q  est optimale. La probabilité

outage sera donc.

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( )RPPRPIPPRP mout <+=<+= HHHH †† 1detlogdetlog, (63)

Comme HH †  est une variable aléatoire 2X  de degré de liberté m2  et la moyenne m, on peut
calculer la probabilité d’outage comme suivante.

 ( ) ( )( )
( )r

Pem
PRP

R

out Γ
−= 1,

,
γ

(64)

où ( ) ∫ −−= x ua dueuxa
0

1,γ  est la fonction incomplète de gamma. Supposons que ( )εψ ,P  est la

valeur de R qui satisfait

 ( )( ) ε=≤Ψ RPP H, (65)

La Figure 8 illustre ( )εψ ,P  comme une fonction de m pour les différentes valeurs de ε  et P.

Rappelons-nous que ( )εψ ,P  est le taux maximum pour lequel la probabilité d’outage est

inférieur à ε . Chaque ensemble des courbes correspond à la puissance P indiquée dessous.
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Dans chaque ensemble, les courbes correspondent, dans l’ordre descendant, à
4321 10,10,10,10 −−−−=ε .

Figure 8 : La ε-capacité pour 1=n  comme défini par (65)
( )εψ ,P  en fonction de m pour les différentes valeurs de P et ε
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On note d’après le Lemme 5 que la distribution de HU  est la même que de H pour U
unitaire. Nous pourrons donc conclure que :

( )HUQU ,†Ψ
a la même distribution que ( )HQ,Ψ . En choisissant U pour diagonaliser Q, on se concentre

sur Q diagonale et la symétrie dans ce problème suggère la conjecture suivante.

CONJECTURE. La matrice optimale Q a la forme suivante.

)0,,0,1,,1(
zéros uns 
321L321L

knk

diag
k

P

−−−−

pour nk ,,1 L==== . La valeur de k dépend du taux : plus le taux de transmission est important (la

probabilité d’outage est plus grande), plus k est petit.
Comme la puissance est identiquement partagée entre la majorité des émetteurs, l’espérance
de ΨΨΨΨ augmente mais les queues de ces distributions se détériorent plus rapidement. Afin de
minimiser la probabilité d’outage, il faut maximiser la densité de probabilité de ΨΨΨΨ. Si on veut
avoir les taux plus grands que l’espérance de ΨΨΨΨ, il faudra utiliser un petit nombre d’émetteurs
pour avoir l’avantage de la détérioration lente des queues de la distribution ΨΨΨΨ. Bien sur la
probabilité d’outage correspondant sera encore large.

Exemple 7. Considérons 1====m . D’après la conjoncture ci-dessus, il suffit simplement de

calculer ( )( )( )RnPP n ≤Ψ H,I  pour toutes les valeurs de n. Si le nombre actuel d’émetteurs

est appelé τ, la probabilité d’outage sera donc le minimum des probabilités pour τ,,1 L====n .

Comme dans l’exemple 6, on marque que HH a une statistique X2 avec 2n degrés de liberté
et une moyenne n. Donc on aura :

 ( )( )( ) ( )( )
)(

1,
,

n

Penn
RnPP

R

n Γ
−=≤Ψ γ

HI (66)

La figure 9 illustre cette distribution pour les différentes valeurs de n et P. Chaque ensemble
des courbes correspond à la puissance P indiquée dessous et dans chaque ensemble les
courbes correspondent, dans l’ordre, de gauche à droite, à 10,,2,1 L====n  et 100. Il est clair,

selon la figure, que les valeurs larges de n ont une meilleure performance pour R petit et les
petites valeurs de n donnent une meilleure performance pour R large. Comme dans l’exemple
5, on suppose que (((( ))))εψ ,P  est la valeur de R qui satisfait l’expression suivante.

 ( )( )( ) ε=≤Ψ RnPP n H,I (67)

La Figure 10 montre (((( ))))εψ ,P  en fonction de n, pour les différentes valeurs de P et ε.
Rappelons que (((( ))))εψ ,P  est la taux maximum pour lequel la probabilité d’outage reste

inférieur à ε. Chaque ensemble des courbes correspond à la puissance P indiquée dessous et
dans chaque ensemble, les courbes correspondent, dans l’ordre descendant, à

4321 10,10,10,10 −−−−−−−−−−−−−−−−====ε . On remarque d’après la figure que pour les valeur petites de ε ,
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considérées dans la figure, l’utilisation de tous les émetteurs disponibles est toujours
meilleure que l’utilisation d’un sous ensemble.

Figure 9 : Distribution de ( )( )( )RnPP n ≤Ψ H,I  pour 1=m  en fonction de R pour les différentes
valeurs de P et n.
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Figure 10 : ε-capacité (comme définie par (18)) pour 1=m  par rapport à n et pour les
différentes valeurs de P et ε.
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2-7 Canaux Accès Multiple

On considère maintenant un nombre d’émetteurs égal à M, chacun avec n antennes d’émission
et disposant chacun d’une puissance maximale P. Nous considérons également le cas d’un
unique récepteur avec m antennes. Le signal reçu s’écrit

 n

x

x

x

y

M

M +



















=
M

L 2

1

1 ][ HH (68)

où xm est le signal transmis par l’émetteur m, n est un bruit Gaussien et Hm m = 1,…,M sont
des matrices complexes m × n. Nous supposons que le récepteur connaît tous les Hm’s et que
chacune de ces variables suit une loi complexe Gaussienne de moyenne nulle et de variance
unité. On peut alors généraliser le cas monoutilisateur au contexte multiutilisateurs décrit ici.
Un ensemble de M débits de transmission ),,( 1 MRR L peut être réalisé si :

 [ ] ),,(
1

iPinmCR
M

i
i ≤∑

=

  pour tout i = 1,…,M (69)

où [ ]( )][1 ,, MRR L  est l’ensemble des taux de transmission rangés par ordre décroissant et

),,( PbaC correspond à la capacité simple utilisateur entre l’émetteur a et le récepteur b avec

la contrainte de puissance P.

2-8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les expressions de la capacité de canaux MIMO pour les
différents types de matrice de transfert (déterministe, processus aléatoire ergodique, processus
aléatoire non ergodique). On s’est aperçu que l’utilisation des antennes multiples permettait
d’augmenter considérablement le débit sur les canaux à fading si les paramètres du canal
peuvent être bien estimés au récepteur et si les gains de trajet entre les différentes paires
d’antennes sont indépendants. La deuxième contrainte peut être réalisée avec une facilité
relative. La première est plus difficile à réaliser, et elle doit être en fonction du contexte
étudié. En effet l’évaluation des paramètres d’un canal de propagation MIMO est un exercice
particulièrement difficile dans un contexte multiutilisateurs-multiantennes où les signaux
interférents sont très nombreux.
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Annexe A : Statistiques des vecteurs aléatoires complexes

Considérons le vecteur aléatoire complexe n
n C∈×1 x

IR j xxx  +=

dont chaque partie réelle et imaginaire est également un vecteur aléatoire faisant partie de
nℜ . L’Objectif est de trouver les statistiques du vecteur complexe x, par rapport à celles des

vecteurs  Rx  et Ix .

 { } { } { } IR jjEEE xxxµxxxxµ xx           +==⇒+=== (A-1-a)
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(A-1-b)

( ) ( )
IRRIIR

j xxxxxxx σσσσQ Σ       −++==⇒

Où 
Rxσ  et 

Ixσ  sont respectivement les matrices d’auto-covariance des vecteurs  Rx  et Ix

(matrices symétriques et non-négative définie) et 
RI xxσ   et 

IR xxσ   sont les matrice

d’intercorrélation de ces vecteurs, en plus T
IRRI xxxx σσ   = . La matrice d’auto-covariance Q

sera également une matrice Hermitienne (symétrique en partie réelle et antisymétrique en
partie imaginaire) et non-négative définie.

Cas particuliers :

1. x : circulairement symétrique (CS)
)Im(

2

1

        )(Re
2
1

      

  Qσσ

Qσσ

xxxx

xx

=−=

==
⇒

IRRI

IR

RI xxσ   et 
IR xxσ   : Antisymétrique

2. Rx , Ix  indépendant 
IRIRRI xxxxxxx σσQ0σσ Σ +==⇒==⇒                

Q : réelle et symétrique

3. x : circulairement symétrique et Rx , Ix  indépendant : Qσσ xx 2

1
   ==⇒

IR

Pour 1=n , le vecteur x ne peut pas être CS, à moins que Rx  et Ix  soient indépendants.
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Une autre façon de trouver les statistiques de vecteur complexe n
n C∈×1 x , en évitant les

calculs complexes, est de définir le vecteur n
n R 2

1 2ˆ ∈×x  qui contient la partie réelle et

imaginaire du vecteur x, 







=

I

R

x

x
x̂  et de se servir des statistiques de ce vecteur afin d’obtenir

celles du vecteur x.

 { } µ
x

x
xµ x ˆˆˆ =








==

I

RE (A-2-a)

 

{ }( ) { }( ){ } ( ) ( )[ ]
( )( ){ } ( )( ){ }
( )( ){ } ( )( ){ }

nn
T
I

T
III

T
R

T
RII

T
I

T
IRR

T
R

T
RRR

T
II

T
RR

II

RR

IRI

IRR

jj

j

E

EE
EE

EEE

2 2 

 

T

ˆ

    

  
    

 ˆˆ ˆˆ

×









=













−−−−
−−−−=









−−







−
−

=−−=

xxx

xxx

x

σσ
σσ

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxx
xx

xx
xxxxΣ

(A-2-b)

En comparant (A-2-b) et (A-1-b), on peut trouver la matrice d’auto-covariance Q à partir de

xΣ ˆ  qui est une matrice symétrique non-négative définie.

Cas particuliers :

1. x : circulairement symétrique Q
QQ

QQ
xΣ ˆ 

2
1

 
)(Re)Im(

)Im()(Re

2
1

   ˆ =






 −
=⇒

où Q̂  est la projection T (définie dans le lemme 1) de la matrice Q

2. Rx , Ix  indépendant      2
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3. x : circulairement symétrique et Rx , Ix  indépendant : 




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
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Annexe B : Preuve des propriétés de la projection
zz ˆ    →  , AA ˆ    →

On va prouver les propriétés de la projection 



=→
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 −
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présentées dans les équations (5). Les preuves des équations (5-b) et (5-f) sont évidentes.
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Une suite de cette propriété est : A : Hermitienne, la matrice correspondant Â  : symétrique

(5-d) : La preuve est évidente en suivant (4-a) et le fait que nn 2
ˆ II = .
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Dans cette preuve on s’est servi de :
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Annexe C : Distribution Normale (Gaussienne) complexe
multi-dimensionnelle

On dit que le vecteur aléatoire complexe n
n C∈×1 x  est gaussien, si chacun de ses éléments

complexe, a une distribution gaussienne (la partie réelle et la partie imaginaire sont également
gaussiennes). La corrélation entre les différents éléments ou entre la partie réelle et imaginaire
est possible, de toute façon, les statistiques de ce vecteur complexe sont représentées par µ
(la moyenne) et xΣQ =  (la covariance). On peut regarder le vecteur complexe x comme un

vecteur réel de taille 2n. Et comme la distribution normale réelle multi-dimensionnelle existe

déjà dans la littérature mathématique, on utilise la projection 



=

I

R

x

x
x̂  de ce vecteur

complexe. Pour ce vecteur avec la moyenne xµ ˆ  et la matrice de covariance xΣ ˆ , la densité de

probabilité s’écrit sous la forme suivante :

 ( ) ( ) ( )





 −−−== −− µxµxxx xx ΣΣ

ΕµΣµ
ˆˆˆˆ

2

1
exp2det)ˆ()( 1

ˆ
†21

ˆˆ,ˆ,
πff (C-1)

Dans le cas général, on ne peut pas écrire la densité de probabilité par rapport aux statistiques
du vecteur complexe x ( µ  et xΣ ), mais si ce vecteur est circulairement symétrique (Annexe

A), 2ˆ
ˆ QxΣ =  et l’équation (C-1) se met sous la forme suivante :

 ( ) ( ) ( )( )µxQµxQxx
ΕµΣµ

ˆˆˆˆˆexpˆdet)ˆ()( 1†21

ˆ,ˆ,
−−−== −−

πff (C-2)

Maintenant, en utilisant les propriétés de la projection T (définie dans le lemme 1) et le
corollaire 2, on arrive à :

 ( ) ( ) ( )( )µxQµxQx
Σµ

−−−= −− 1†1 expdet)(
,

πf (C-3)
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Annexe D : Décomposition valeur singulière (SVD)
Quand, pour une matrice, il n’est pas possible de trouver la décomposition propre (Eigen
Decomposition), quelle que soit la raison, on cherche à trouver la décomposition en valeur
singulière (Singular Value Decomposition). Ce fait peut se produire, quand la matrice
originale n’est pas carrée (pour laquelle on ne peut pas définir les valeurs et les vecteurs
propres) ou quand sa matrice des vecteurs propres n’est pas inversible comme dans l’exemple
suivant :

Exemple 1 : 







=








=⇒==








=

0

1
    ;   

10

01
    1   ;  

10

11
21 VΛH λλ

Mais pour la même matrice H, la décomposition en valeur singulière peut être effectuée
comme :

( ) ( )
( )
( ) 



















−

+











=

−−−−

+++

++−−−

+−

5521555

5521555

05521555215

5555

1

1
15

01511H

Même si, nous avons une matrice carré pour laquelle la décomposition propre est possible,
parfois la décomposition en valeurs propres est avantageuse, car elle donne certainement une
matrice diagonale avec les éléments sont non-négatifs (nous allons montrer que les valeurs
singulières sont toujours non-négatives). Ce qui est le cas de notre problème dans le calcul de
la capacité de canal. Considérons l’exemple suivant :

Exemple 2: 2   ;  2     
20

32
21 −==⇒








−

= λλH 







−








−








−

=⇒
450

431

20
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531
H

Décomposition SVD : 








−
















−
=⇒

5152

5251
10

04

5251

5152
H

Théorème : Pour une matrice complexe nmC ×∈H , il existe des matrices unitaires mmC ×∈U

et mmC ×∈V , telles que DHVU =† , où 







=

−×−×−

−××
×

)()()(

)(

rnrmrrm

rnrrr
nm 00

0S
D  et S est une matrice

diagonale réelle non-négative définie, ( )rddddiag ,,, 21 L=S ,  021 >≥≥≥ rddd L  et

),min()(rank nmr ≤= H .

Comme les matrices U et V sont unitaires, cette diagonalisation peut être également
interprétée comme une décomposition appelée SVD :

 †UDVH = (D-1)

Plus particulièrement, on peut avoir une décomposition SVD minimisée de ‘taille
économique’ :



2-44

 
[ ]

†
11

†
2

†
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V
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


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
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−××

rnrmrrm

rnrrr

(D-2)

où rmC ×∈1U , )(
2

rmmC −×∈U , rnC ×∈1V  et )(
1

rnnC −×∈V .

Preuve : Si on accepte l’existence de cette décomposition, il est facile de montrer que U et V

sont respectivement les matrices des vecteurs propres de †HH  et HH †  et rdd ,,1 L  sont les

racines carrées des valeurs propres non nulles de ces matrices.







===

===
⇒=

†††††

†††††
†     

VVΛDVVDUDVUVDHH

UUΛUUDDUVDUDVHH
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où 











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−×−×−

−××
×

)()()(

)(
2

rmrmrrm
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mm 00

0S
Λ  et 












=

−×−×−

−××
×

)()()(

)(
2

rnrnrrn

rnrrrv
nn 00

0S
Λ .

Mais il faut aussi prouver l’existence de cette décomposition. Comme la matrice HH † est
hermitienne non-négative définie, ses valeurs propres sont réelles et non-négatives. On dénote

les valeurs propres de HH †  par { }nidi ,,1;2 L= , nrr dddd ===>≥≥ + LL 11 0  et les

vecteurs propres orthonormaux correspondants par { }nii ,,1; L=v . On divise ces vecteurs

propres en deux groupes, ceux qui correspondent aux valeurs propres non-zéros
( )rvvV ,,11 L= , et ceux qui correspondent aux valeurs propres nuls ( )nr vvV ,,12 L+= . En

définissant la matrice ( )rdddiag ,,1 L=S , on peut écrire :

 [ ] [ ]






=

=
⇒












=

−×−×−

−××

0HVH

SVHVH

00

0S
VVVVHH

2
†

2
11

†

)()()(

)(
2

2121
†

 

rnrnrrn

rnrrr (D-3)

Si on pré-multiplie le deuxième terme de (D-3) par †
2V , on aura :

 ( ) 0HV0HVHV0HVHV =⇒=⇒= 22
†

22
††

2              (D-4)

Et si on multiplie le premier terme de (D-3) d’abord par †
1V  à gauche et ensuite par 1−S  à

gauche et à droite  vu l’orthonormalité des vecteurs iv , on arrive à :

 ( ) rrr IUUISHVSHVISHVHVS

SSVVHVHV

=⇒=⇒=

==
−−−−

11
1

1

†1
1

1
1

††
1

1

22
1

†
11

††
1

†

             

                                    
(D-5)

où la matrice rmC ×∈1U  est définie par 1
11

−= SHVU . Selon (D-4), cette matrice est

othonormale. On choisit n’importe quelle matrice )(
2

rmmC −×∈U  telle que [ ]21 UUU =  soit

othonormale aussi. Donc en utilisant (D-3) :

 [ ] 







=








=








=

0HVU

0HVU

HVUHVU

HVUHVU
VVH

U

U
HVU

1
†
2

1
†
1

2
†
21

†
2

2
†
11

†
1

21†
2

†
1† (D-6)
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A partir de la définition de 1
11

−= SHVU  et de l’orthonoarmalité de U, on peut dire que :

SHVU =1
†
1 ; 0SUUHVU == 1

†
21

†
2

Ainsi, l’équation (D-5) peut se mettre sous la forme suivante :

 D
00

0S
HVU =








=† (D-7)

La définition de la matrice D par cette dernière complète la preuve. On pouvait commencer la

preuve en développant †HH  au lieu de HH † .

Définition : Supposons que †UDVH =  soit une SVD de nmC ×∈H .
1. L’ensemble de { }rdd ,,1 L  est appelé l’ensemble des valeurs singulières (non-zéros) de

la matrice H il est dénoté par D(H). D’après la preuve du théorème, on peut remarquer

que ( ) ( )HHHHH †21†21)( iiid λλ == . On note qu’il existe respectivement rm −  et

rn −  valeurs propres zéros pour les matrices †HH  et HH †  et rnm −),min(  autres

valeurs singulières zéros.
2. Les colonnes de U sont appelées les vecteurs singuliers gauches de H (et ils sont à la fois

les vecteurs propres orthonormaux de †HH .
3. Les colonnes de V sont appelées les vecteurs singuliers droits de H (et ils sont à la fois les

vecteurs propres orthonormaux de HH † .

Remarque 1 : == r)(rank H  le nombre des valeurs singulières non-zéros de H.

Remarque 2 : La décomposition en valeur singulière n’est pas unique. Par exemple, en
suivant la preuve du théorème on peut remarquer que :

•  N’importe quelle base orthonormale de )(HN  (l’espace nulle de H) peut être utilisée

pour 2V .

•  On peut utiliser n’importe quelle matrice 2U  pourvu que [ ]21 UU  soit orthonormale.

•  Les colonnes de U et V peuvent être changées (en tandem) par le signe (ou en étant

multipliées par θje  en cas complexe).

Remarque 3 : Supposons que mmC ×∈H  soit une matrice hermitienne positive définie, et V
soit une matrice des vecteurs propres orthonormale de H. Pour une telle matrice, les valeurs

propres sont réelle et non-négative et sa décomposition propre ( † VVΛH = ) peut être à la fois
une SVD de cette matrice, dans laquelle VU = .

Exemple 3 : A la fin, on présente un autre exemple pour montrer une SVD minimisée.
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Annexe E : Preuve de l’expression (25)

Dans cette annexe on présente la preuve de l’équation suivante

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )( )†11 11

0 1detloglog,
 

 HQHIyxxyxxx
−++ ++=





−= ∫ ∫ ρρρ

ρρ
rddpqqE

où ( ) ( ) ( ) ( )( )HxyHxyIxy −−−= − †1 expdet   mp π  et ( ) ( )xQxQx
Q

1†1 expdet )( −− −= πf .

Autrement dit, il faut démontrer que

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( )( ) ρρρ ρ
−−++ ++== ∫ ∫ †11 

1
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2 1det
 

 HQHIyxxyxx md

I

dpqI
4444 34444 21

(E-1)

Pour cela, on se servira de l’expression suivante qui vient de la définition d’une densité
gaussienne, c’est à dire :

 
( ) ( )QzzQz πdet  exp 1† =−∫ − d

(E-2)

On commence par se concentrer sur le calcul de 1I .
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où la dernière égalité déduit de l’expression (E-2) et en remplaçant K par sa valeur (E-3) peut
encore se simplifier comme suivant.
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La dernière égalité vient de l’identité du déterminant (16). Maintenant on peut revenir au

calcul de ∫ += ydII ρ1
12  et on va encore utiliser (E-2) pour simplifier.
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Il nous reste juste à calculer le terme de ( )Cdet , en utilisant (16) on aura :

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( )1†1††1†1
  1det1detdet

−−−− ++−=++−= HHQHHIHHHQHIC ρρ nm (E-6)

On peut vérifier très simplement l’expression suivante en multipliant par ( )( )HHQ †1
 1 ++ −ρ

à droite et par ( )( )ρ++ 1†HQHIn  à gauche.
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En utilisant cette dernière et (16), (E-6) peut se mettre sous la forme suivante.
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En remplaçant ( )Cdet  dans (E-5) par cette dernière, l’équation (E-2) sera justifiée.

 ( )( ) ρρ −++=  

1det †
2 HQHI mI (E-9)
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CHAPITRE 3

DECODAGE SOUS-OPTIMAL DES SIGNAUX
MIMO : BLAST
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3-  Décodage sous-optimal des signaux MIMO : BLAST

3-1 Introduction.

Le décodage des signaux multiantennes est une tâche difficile et particulièrement gourmande
en termes de complexité vu le nombre de signaux à traiter en parallèle sur chaque antenne.
L’algorithme de décodage optimal basé sur la technique du maximum de vraisemblance
présente de ce fait une complexité rédhibitoire. La technique BLAST est une méthode sous-
optimale de décodage des signaux émis dans un système à antennes multiples qui s’inspire
des techniques de réduction d’interférences d’accès multiples utilisées en étalement de spectre
par séquences directes (systèmes DS-CDMA). En effet l’algorithme utilisé s’apparente selon
les contextes à un PIC (Parallel Interference Canceler) ou à un SIC (Serial Interference
Canceler).

Le système étudié ici ne comporte aucun codage, le canal sur chaque lien entre une antenne
d’émission et une antenne de réception est un canal de Rayleigh quasi-statique non sélectif en
fréquence. Les coefficients multiplicatifs sont alors des variables gaussiennes complexes de
moyenne nulle et de variance 0.5 par dimension.

Ce chapitre se concentre sur l’utilisation des algorithmes D-BLAST (Diagonal Bell Labs
Layered Space-Time) et V-BLAST (Vertical Bell Labs Layered Space-Time). L’algorithme
D-BLAST a été proposé pour la première fois par Foschini en 1996 [1]. Dans cette technique,
les blocs des symboles codés sont étalés de façon diagonale en espace-temps avec la
contrainte N (nombre d’antennes d’émission) = M (nombre d’antennes de réception).
On sait qu’en utilisant N antennes (en tant que diversité spatiale) on peut annuler jusqu’à (N –
1) sources d’interférence. Dans l’architecture D-BLAST, N blocs de données, codés
séparément, sont transmis sur les antennes émettrices. Ainsi N encodeurs à une dimension
sont utilisés pour coder les données envoyées sur chaque antenne. Ces encodeurs fonctionnent
sans aucun partage d’information entre eux (d’où l’expression de codage diagonal en espace
temps). A chaque durée de séquence (bloc de donnée), au récepteur on détecte les N
séquences transmises reçues en N étapes successives. A chaque étape k, on annule
l’interférence provenant des signaux qui ne sont pas encore détectés (en utilisant N – k ordre
de diversité), et en même temps, on supprime l’interférence provenant des signaux qui ont été
déjà détectés (on profite des k ordres de diversité restants).

L’ordre de détection est tel qu’à chaque étape, la séquence avec le meilleur SNR (en fait le
meilleur rapport signal à bruit plus interférence) est détectée la première. De cette façon, la
tâche de détection à N dimensions est faite en N étapes similaires chacune à une dimension.
Ainsi la complexité du récepteur n’augmente que de façon linéaire avec N. Il est montré par
simulation que dans le cas d’un environnement à fadings de Rayleigh indépendants, cet
algorithme permet d’approcher la capacité de Shannon à 20% près.
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Cependant, l’algorithme D-BLAST présente une complexité relativement importante pour
pouvoir être implanté en pratique, une simplification consiste en l’utilisation de l’algorithme
V-BLAST [2] (Vertical BLAST) qui va faire l’objet de ce chapitre.

Dans cette structure simple, aucun codage n’est utilisé sur les signaux émis. Ici aussi comme
pour le cas D-BLAST la détection est faite en N étapes en faisant la suppression successive
d’interférences. L’ordre de détection des signaux se fait par SNR décroissant. La borne sur le
taux de transmission pour l’architecture V-BLAST a été étudiée dans [3]. Il a été montré que
la capacité augmente linéairement avec le nombre d’antennes, et que la borne du système D-
BLAST peut être approchée à environ 72% près. K.C. Amis a montré dans [4] que la
performance de la technique V-BLAST dépend considérablement de la différence (M – N). Il
est montré que la performance (en terme de probabilité d’erreur pour une modulation MDP-4)
obtenue pour M = N est presque la même que pour un canal SISO. En augmentant (M – N) il y
a une nette amélioration de la performance, qui s’approche de celle obtenue avec la méthode
MAP. Ces résultats peuvent être expliqués de la façon suivante : dans le cas où M = N, l’ordre
de diversité disponible pour le premier symbole à détecter est égal à zéro. Il est égal à un pour
le deuxième, 2 pour le troisième, etc...La détection erronée du premier symbole peut
engendrer une propagation d’erreur sur les décisions des autres symboles. En augmentant M –
N, on peut profiter d’une diversité plus importante surtout pour les premiers symboles à
détecter, et la performance sera meilleure.

Le principe de cet algorithme simplifié est le suivant : en émission, la séquence de données est
démultiplexée en N sous-séquences (substreams), celles-ci sont ensuite modulées par N
modulateurs indépendants et transmises sur chaque antenne d’émission. L'algorithme de
détection en réception se compose principalement de trois parties 1) annulation
d’interférences 2) suppression d’interférences 3) détection.

3-2 Modèle du système

La Figure 1 présente le schéma global de transmission d’un système multi-antennes.

Figure 1- Modèle du système de transmission
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On considère un modèle de canal de fading quasi-statique (constant sur la période d’une trame
pour chaque utilisation du canal) et les coefficients multiplicatifs varient de manière
indépendante pour les utilisations suivantes. De plus, le canal est non sélectif en fréquence. Le

système complet comprend N antennes d’émission et M antennes de réception. i
tx  représente

le symbole émis par l’antenne d’émission i au temps t. Le coefficient t
ji,α  est le gain

complexe du trajet entre l’antenne d’émission i et l’antenne de réception j au temps t. Ces
gains sont modélisés comme des variables aléatoires gaussiennes, centrées, complexes et
indépendantes avec une variance égale à 0,5 pour chaque partie réelle et imaginaire.

Au temps t, le signal j
tr reçu par l’antenne j s’écrit sous la forme suivante :

j
t

n

i

i
t

t
ji

j
t nxy +=∑

=1
,α

( 1 )

où j
tn  est le bruit gaussien complexe additif sur l’antenne j au temps t. Les j

tn  sont

considérés comme variables aléatoires gaussiennes centrées, complexes et indépendantes avec

la variance )SNR2/(12 =σ  par dimension complexe : 22
σ=





 j

tnE . L’index t sera sous-

entendu pour une question de simplicité d’écriture. Les coefficients t
ji,α  sont indépendants

entre eux ce qui revient à supposer un espacement suffisant entre les antennes d’émission et
de réception. On suppose que le récepteur connaît parfaitement les gains des trajets et la
variance de bruit.
En utilisant une notation matricielle, la relation ( 1 ) peut s’écrire:

y=Hx+n ( 2 )

où :
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La matrice H contient les coefficients t
ji,α  )( ,

, t
ji

jih α= du canal et le vecteur x représente la

sortie des antennes d’émission à l’instant t , le vecteur r désigne les signaux reçus sur les
antennes de réception, et le vecteur n contient les échantillons de bruit du canal.



3-6

3-3 Architecture du récepteur

En supposant une synchronisation parfaite, nous allons maintenant expliquer le principe de
l’algorithme V-BLAST. La Figure 2 illustre le schéma global du récepteur.

Figure 2- Schéma global du récepteur

Dans un premier temps, on considère le cas où le nombre d’antennes de réception est égal au
nombre d’antennes d’émission : M = N. On généralisera les résultats obtenus au cas général
où M  N.
Nous présentons maintenant une méthode itérative pour estimer simultanément toutes les
signaux émis. L’idée de base est de transformer H en une matrice triangulaire supérieure R ce
qui permettra d’estimer de façon itérative les symboles transmis.
On utilise une décomposition de la matrice H sous la forme: H = QR, où Q est une matrice
unitaire : Q†Q = I, où R est une matrice triangulaire supérieure R = [rij] (rij=0 pour i > j) [3]
L’équation ( 2 ) peut alors s’écrire :

y = Hx+n = QRx+n ( 3 )

La transformation Q  Q†, où Q† est la matrice hermitienne de Q, préserve la norme
euclidienne. C'est à dire que pour chaque vecteur v on peut écrire :

2††††††2† )()()( vvvvQQvvQvQvQ =⋅=⋅=⋅=

Ainsi si on multiplie un vecteur par Q† , sa norme demeure inchangée. Egalement si on
multiplie les deux côtés d’une égalité par Q† l’égalité des normes demeure. Dans le contexte
étudié ici on multiplie le signal reçu par Q†. En multipliant l’équation
( 3 ) par Q† on arrive à :

nRx

nQRxQ

yQy

~
)(

~

†

†

+=
+=

= ( 4 )

Estimation du
canal

D
étecteur

y1

y2

yM

Nxxx ˆ,...,ˆ,ˆ 21
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Les caractéristiques du bruit sont inchangées, il reste gaussien centré avec la même variance.
Ceci est vérifié car l’opérateur Q† est une matrice unitaire. On peut réécrire ( 4 ) en
considérant la forme triangulaire de R :
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A chaque étape on suppose que la décision précédente est correcte. L’algorithme dans le
domaine spatial (antenne) peut être décrit de la façon suivante :

1
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MMM ( 6 )

Donc, à partir de la première ligne de ( 6 ), Nx̂  peut être obtenu. En supposant Nx̂  correct,

on peut donc mettre NN xx ˆ=  dans la deuxième ligne, alors on peut trouver l’estimation

1ˆ −Nx . Egalement, en supposant qu’à la ième étape on connaît déjà les valeurs de

11 ˆ,,ˆ,ˆ +−− iNNN xxx K , (les décisions précédentes sont correctes), on a :
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( 7 )

En répétant le même processus jusqu’à la dernière ligne toutes les valeurs, 11 ˆ,,ˆ,ˆ xxx K−NN ,

peuvent être obtenues.

On considère le cas M  N où le nombre d’antennes de réception est plus important que le
nombre d'antenne d'émission. Ceci est équivalent à dire que le nombre d’équations est plus
important que le nombre de variables inconnues. Pour l’instant, on laisse de côté le problème
du bruit, il s’agit de trouver les solutions pour la forme matricielle suivante :

y = Hx

On choisit la méthode des moindres carrés pour ce système qui consiste à trouver x0 qui
minimise la norme du résidu :
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22 )(min Hxyxr −== F ( 8 )

Afin de minimiser 2r , on la note F(x), on peut dire que :

yHxHHyHHxH
x

HxyHxyHxyrx

†††† =⇒=−=

−−=−==

=
~0)(2

)()()(

~

†22

xxd

dF

F ( 9 )

On remarque que, si H†H est une matrice de rang complet, elle est inversible. Dans ce cas-là
il y a une solution unique. A partir de ( 9 ) on arrive à :

yHyHHHx †† +− == 1)(~

où H+  est la pseudo-inverse de matrice H :

H+=(H†H)-1H†
( 10 )

Pour que la matrice H†H soit inversible, il faut les conditions suivantes :
•  M  N ( NM ×H ); ceci constitue une contrainte de réalisation de l’algorithme V-BLAST.

•  les colonnes de H doivent être linéairement indépendantes.
D’après la minimisation MMSE, on peut dire que le vecteur r est orthogonal à l’espace
colonne de H car :

0)~(~ ==−⇒= rHxHyHyHxHH †††† ( 11 )

Pour le cas où M > N on peut généraliser la factorisation QR sous la forme suivante [5] :
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R
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où RN×N est une matrice triangulaire supérieure, 0M-N×M  et QN×N . Le problème devient alors :
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( 12 )

Ce système conserve la même solution que le système précédent, puisque la norme du résidu
est conservée. En remplaçant ( 12 ) dans ( 9 ) on arrive à :
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On considère Q = [Q1 Q2] ,où Q1 est de dimension M×N et Q2 est de dimension M×(M-N).

Donc minimiser le résidu revient à minimiser 2
1 Rxc − le seul terme de l’égalité qui dépende

de x et peut donc être minimisé. Puisqu’il s’agit d’un système carré N×N, on peut obtenir une
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solution exacte. Le problème des moindres carrés y = Hx se ramène donc à la solution d’un
système carré. En considérant la factorisation faite, il s’agit d’un système triangulaire
supérieur qui est encore plus simple à résoudre. Maintenant que nous avons expliqué l’idée
mathématique de l’algorithme V-BLAST, nous allons détailler les différentes étapes de la
détection.

3-3-1 Suppression d’interférences 

On suppose que le récepteur a détecté les i-1 premiers xi. On note que le signal reçu (cf
( 3 )) peut encore s’écrire [6] :

nxxxxy +⋅++⋅++⋅+⋅= NNii hhhh LL2211 ( 13 )

où hj est défini comme [h1j, h2j,…, hNj] et H=[h1, h2, …, hN]. On considère que les i-1
premières décisions étaient sans erreurs. On peut alors supprimer l’interférence des
composantes de x. On réécrit ( 13 )

.)()ˆˆˆ( 11112211 nxxxxxxy +⋅++⋅+⋅+⋅++⋅+⋅= ++−− NNiiiiii hhhhhh LL

Dans cette expression, la première parenthèse contient seulement les terme correctement
détectés ; on les soustrait de y. Le résultat est un n-D vecteur, on le note ui

.)()( 11 nxxxu +⋅++⋅+⋅= ++ NNiiiii hhh L

soit

∑
−

=
−=

1

1

ˆ
i

j
jji hxyu

( 14 )

Considérant ui au lieu de y on aura :
ui=[0 0 … xi·hi  xi+1·hi+1 … xN·hN]T+ n = H [0 0 … xi xi+1 … xN]T+ n

Dans chaque étape donc, on traite le vecteur ui au lieu de y.

3-3-2 Annulation d’interférences

L’étape d’annulation d’interférences libère le processus de détection xi des autres symboles
transmis simultanément, xi+1, xi+2,…, xN. Cette étape peut s’exécuter en choisissant des
vecteurs de poids wi  ,i = 1,2,…,N  tels que [7] :

ijj
T
i δ=hw

où hj est la jème colonne de H et δ est le delta Kronecker, où 




=
≠

=
ij

ij
ij 1

0
δ , ce qui revient à

dire :





=
≠

=
ij

ij
j

T
i 1

0
hw

( 15 )

Si on considère ( 10 ) il est clair que iw peut-être la nème ligne de H+ où + indique la matrice

pseudo-inverse de Moore-Penrose, qui peut être obtenue à partir de l’équation ( 10 ).
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En considérant l’équation ( 2 ) la décision pour la i-ème couche est
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Ceci explique que vecteur T
iw  est orthogonal au sous-espace de {hj} où j  i (dimension N-

1). C'est une conséquence directe de la suppression.
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donc iii uHHu 1−= , où 1−iH dénote la matrice obtenue en mettant les colonnes 1, 2,…, i-1 à

zéro. Par conséquent T
iw  vérifie l’équation suivante :





=
≠

=− ij

ij
ji

T
i 1

0
)( 1Hw

donc iw correspond à la  jième ligne de +
−1i

H .

3-3-3 Le point de vue géométrique

L’étape d’annulation d’interférence est basée sur le processus de Gram-Schmidt. Pour éviter
des interférences, on projette ui sur le sous-espace engendré par hi+1, hi+1,…, hN
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Figure 3- Illustration géométrique de l’étape d’annulation d’interférences. Le vecteur reçu
(après la suppression d’interférences) est décomposé en sa composante orthogonale et sa

composante parallèle

Afin d’obtenir une modélisation mathématique nous construisons un ensemble de vecteurs
orthogonaux ηi+1, ηi+2,…, ηN. de vecteurs linéairement indépendants des hi.s. On utilise pour
cela le procédé de Gram-Schmidt. Pour produire ηi i = 1,…,N, il faut dérouler les étapes
suivantes [8]
Etape 1 :
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On note le vecteur de projection vi  égal à:

NNiiiiiiiii ηηuηηuηηuuv 〉〈−〉〈−〉〈−= ++++ ,,, 2211 L

où 〉〈 ji ηu , représente le produit scalaire des vecteur ui et ηj , jji ηηu 〉〈 ,  représente la

projection de ui sur ηj .

3-3-4 Effet de la suppression d’interférence sur les vecteurs poids wi

Afin de quantifier l’efficacité de la suppression d’interférences on utilise le rapport signal à
bruit comme critère de qualité. On calcule ce SNR en revenant à l’équation ( 11 ), on a [8] :
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où δ2 représente la puissante du bruit à chaque antenne de réception. On remplace la valeur
obtenu dans l’équation précédante, on arrive à :

22)(
1

δi
i

N
SNR

w
=

(16 )

Une des conséquences de l’inégalité de Cauchy-Schwartz (cf Annexe) est que la norme de
T
iw est d’autant plus grande que le nombre de lignes de H orthogonales à T

iw est élevé. Ainsi,

en utilisant la suppression d’interférences, les SNR’s obtenus seront meilleurs que leurs
homologues obtenus lors de l’annulation sans suppression.

3-3-5 Ordre de détection

En utilisant la suppression d’interférence, l’ordre dans lequel les composants de x sont
détectés devient important ; cet ordre influence directement la qualité de la performance
globale de décodage. Le détecteur désiré minimise la probabilité de faire une erreur de
décision dans un bloc. Afin de réduire au minimal cette probabilité, il faut ranger les N
composantes obtenues après suppression d’interférences selon les SNR’s décroissants. Le
critère de rangement est donc le suivant : Maximiser le rapport [SNR(i) , 1  i N] minimal où
SNR(i) est le SNR de la i-ème couche après détection. Il est alors aisé de montrer que ce critère
équivaut à minimiser la probabilité d’erreur sur un bloc. En effet, si on considère que Pv est la
probabilité qu’un symbole détecté soit erroné, on a  [6] :

Prob[bloc incorrect]=1-Prob[bloc correct] (17)
=1-Prob[symbole correct]k=1-(1-Pv)

k

=Pv[1+(1-Pv)+…+ (1-Pv)
k-1]

La dernière ligne correspond à la somme sur k événements indépendants. En considérant
lim(Pv)→0, l’équation (17) devient :

Prob[bloc incorrect] ≈ k.Pv (18)

On peut pareillement obtenir Pv en fonction de la probabilité d’erreur par bit Pb :

[ ])1()1)(1(1 21 bNbbv PPPP −−−−= L (19)

Si les erreurs faites à chaque niveau de détection sont statistiquement indépendantes, on peut
réécrire l’équation (19)

[ ]∑ ∏
= = 








−×=
N

j

j

i
ibjbv SNRPSNRPP

1 1
)()( )(1)(
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A savoir que Pb(.) est directement liée au SNR [5]. On peut écrire de plus dans le cas d’une
modulation MAQ-K :

[ ]
[ ] )))1.(2/().3((

)log./()1(

2/1
)(

)(2/1
2

2/12/1 2

−=

×−≈ ∫
∞

−−

KSNRa

eKKKP

i

a

d
b

ξξπ

Pb(SNR(i)) décroît exponentiellement avec SNR(i) ,pour les hauts SNRs et on peut considérer
que 1-Pb(SNR(i) ) ≈ 0 donc

)(

)(/)(1)(

)(

)(

)()()(

1
)(

nb

nj
nbjbnb

N

j
jbv

SNRP

SNRPSNRPSNRP

SNRPP

≈









+≈

≈

∑

∑

≠

=

( 20)

où Pb(SNR(n)) est la valeur maximale des Pb(SNR(j)) et SNR(n) est la valeur minimale des N
SNR(j)s. Il est clair que l’hypothèse d’indépendance entre les erreurs, de par le processus
d’annulation d’interférences utilisé, ne peut être complètement vérifiée. L’équation ( 20) donc
n’est donc pas strictement correcte, mais elle est asymptotiquement correcte. En remplaçant
les valeurs des probabilités obtenues dans [9] on aura :

Prob[bloc incorrect] ≈ k.Pb(SNR(n))

Ce qui revient à dire la probabilité d’erreur dans un paquet de symboles est fonction du SNR
minimal des symboles reçus et la plus faible « couche » peut donc dominer la performance
globale du décodage, particulièrement la première « couche » décodée, car elle possède le
moins de diversité. L’ordre de détection nous permet de choisir à la ième étape les N-i colonnes

avec qui T
iw  doit être orthogonal. Les différents choix mènent à différents SNR(i).

3-4 Algorithme de programmation du détecteur VBLAST

Soit S ≡ {k1,k2,…,kN} l’ordre optimum de détection. Le processus se décompose en trois
étapes.

- Etape d’initialisation
i =1
u1 = r
G1 =H+ :



3-14













=
2

11 )(minarg
j

jk G  où (G1)j est la jième  ligne de G1

- Annulation

On obtient la statistique de décision en utilisant le vecteur de poids : ki
T
kiki uwx =~

Détection : )~(ˆ 11 kk xQx =
Où Q(.) désigne la métrique quadratique de maximum de vraisemblance. On cherche
le symbole le plus proche de 1

~
kx  dans la constellation

2~minargˆ sxx ki
As

ki −=
∈

A désigne les symboles de la constellation, |.| est la distance d’Euclidienne .
- Suppression d’interférences

On retranche l’interférence des composants détectés :

kikiii )(ˆ1 Hxuu −=+

Gi+1 = +
−1i

H

1−i
H  : matrice obtenue en mettant les colonnes 1, 2,…, i-1 à zéro

{ } 











= +∉+

2

11 )(minarg
1

ji
kkj

i
i

k G
L

i  ← i+1

Simplification
On suppose que la matrice H est constante sur la durée d’un bloc, on peut simplifier
l’algorithme de détection. Dans la section précédente on a vu que les vecteurs de poids et
l’ordre optimum dépendent de H. On peut donc les calculer une seule fois pour un bloc et les
enregistrer. Afin de calculer les vecteur de poids wi, on propose la méthode suivante : on
calcule les vecteurs orthonormaux à partir du processus de Gram-Schmidt. A chaque niveau
on prend le vecteur le plus grand possible. Cette méthode consiste à détecter le vecteur 1 pour
chaque dimension (symbole 1 recu pour chaque antenne de réception). On peut donc lancer
l’algorithme pour ce vecteur, et à chaque étape la composante détectée est égale au vecteur de
poids. Pour éviter de calculer l’inverse de la matrice H, on peut chercher le vecteur de norme
maximum entre tous les vecteurs possibles à chaque étape. Les Figure 4 - Figure 6 montrent
les schéma de calcul des vecteurs de poids.
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Figure 4 : Algorithme V-BLAST

Figure 5 : Algorithme V-BLAST
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On peut décrire l’algorithme modifié simplifié sous la forme suivante :

Figure 6 : Algorithme V-BLAST simplifié

3-5 Analyse de l’algorithme

Pour plus de simplicité, nous décrivons d’abord l’étape sans bruit (n = 0), puis nous tiendrons
compte de celui-ci dans l’analyse suivante. On suppose que les (i-1) premiers symboles sont
détectés sans erreurs. En mettant n = 0 dans l’équation ( 9 )
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La forme analytique pour la projection de ui sur le sous-espace engendré par hi , hi+1,…, hN  est
[7-9] :

[ ]

[ ]

0**
1

,1
1

1
,1

Niii

N

Ni
i

R
i Ni

θθ
θ

θ

⋅⋅
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uu

R
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L

K

où |.| signifie le déterminant de matrice ,θj= hj/║hj║, et R[i+1,N] est la matrice de corrélation
produit par (θi,…, θN} :
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où *
, ),( iiiiji corre θθθθθ ⋅==  montre la corrélation entre θi et θj. La composante de ui

orthogonale à (θi,…, θN} est  vi :
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( 21 )

En considérant :

j
N

ij
jj

N

ij
jji hh θ∑=∑=

==
xxu

Pour la dernière ligne de ( 21 ), nous obtenons la forme suivante :

∑=∑ ⋅=∑ ⋅=⋅
=

+
=

+
=

++
N

ij
nijjj

N

ij
nijjj

N

ij
nijjjnii hhh ,

*** θθθθθθ xxxu

Cette ligne inclut des composantes proportionnelles à la première ligne ainsi que jusqu’à la
(N-i)ème ligne qui s’annulent dans le calcul du déterminant. Ainsi le seul terme qui reste de (
21 ) est ║hj║xi. Par conséquent ( 21 ) se réduit à :
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En remplaçant la dernière ligne par la première ligne et la colonne de gauche par la colonne
de droite on peut obtenir :
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( 22 )

La puissance du signal est :

iii vvv ⋅=2

Nous ajoutons la valeur de vi de l’équation dans l’équation précédente on obtient :
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On note que la première colonne a des composants proportionnelles à la 2ème jusqu’au rang
(N-i+1), ces termes peuvent donc être soustraits. On arrive donc à la forme suivante :
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Maintenant on considère l’effet du bruit en ajoutant celui-ci dans l’équation ( 21 ) :

′+′= iii nvv

où iv ′ est le signal sans bruit, qui est obtenu à partir de l’équation ( 22 ). On  peut alors

généraliser ( 22 ) comme la formule suivante :
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La puissance de bruit après le traitement peut être exprimée par :

22 )()( δiNMEP ini
+−=′=′ n

où )( 2
iE n′ est l’espérance du bruit et 2δ est la puissance du bruit avant le traitement.. Le SNR

se calcule avec la formule suivante :

[ ]

[ ]Ni
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,22
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A partir de cette équation il est clair que la puissance totale du bruit est égale a M 2δ , qui est
donc supérieure à la puissance du bruit avant le traitement. C’est une des conséquences du
processus de Gram-Schmidt. On remarque que la puissance du bruit augmente avec i . A la
première étape elle est plus faible et à la dernière, elle est égale à la puissance totale.

3-5-1 La Diversité

Dans cette section nous prouvons que la diversité atteinte à la ième étape est égale à (M-N+i).
Sans perdre le caractère général de l’analyse, nous ignorons l’ordre de détection ainsi que le
bruit additif. Pour l’instant on considère le cas le plus simple où N = M = 2 , où H = [h1 h2].
Nous supposons que l’on détecte d’abord le premier symbole transmis.

On peut montrer l’étape d’annulation d’interférence en considérant les équations ( 2 )( 7 ). La

première étape consiste à calculer r~  défini par ( 4 ) yQy .~ †=  où †Q  est une matrice qui

projette r dans le direction orthogonale à h2, autrement dit, ⊥= yy~ . En remplaçant y  par

l’équation (2) on peut arriver à la formule suivante :

1
†

1 hQ ⋅=⊥ xy

Cela revient à dire que le signal après l’annulation d’interférence dépend uniquement de la

partie de h1 qui est orthogonale à h2, la puissance de signal est donc proportionnel à 2
1⊥h . La

norme du vecteur ne change pas par rotation.
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Figure 7 : Transformations des vecteurs reçus

On fait tourner [h1 h2] avec l’angle ψ, h2 donc devient parallèle à e2 : h21 = 0. On peut exprimer

ceci sous la forme ii hh ⋅= A
~

 où A est la matrice de rotation, qui vérifie la propriété suivante :

A.A+ = A+.A = I

En utilisant l’équation précédente on peut obtenir : 1,11

~
hh =⊥ . On peut montrer que les

composants de 1
~
h  ont la même distribution que h1 car l’angle ψ est indépendant de h1. On se

rappelle que les composants de hi sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de

variance 0.5 pour chaque partie réelle et imaginaire. Donc 1
~
h  et également 1,1

~
h  sont gaussiens

complexes.
Sachant que la somme carrée de N variables aléatoires gaussiennes (δ,0) sera une variable chi-

squared avec n degré de liberté 2
nχ . La pdf  de y peut être obtenue sous la forme suivante :
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Par conséquent la distribution de 
2

1,1

~
h  est chi-squared avec deux degré de liberté ainsi que

2

1⊥h  : 2
2

2

1 ~ χ⊥h . A la première étape il n’y a donc aucune diversité. Dans le cas M > 2 après

la rotation, 1
~
h  aura M-1 composants et donc 

2

1⊥h  sera la somme carré de 2(M-1) variables

gaussiennes . Ainsi 2
)1(2

2

1 ~ −⊥ Mh χ  et la diversité est égale à M-2.

Pour le cas N > 2, on fait d’abord tourner ensemble de vecteurs [h1 h2… hN] afin que hN soit
orthogonal à eN. A la deuxième étape, on garde la direction de hN ,et on fait tourner [h1 h2…
hN-1].autour de hN. Cette fois hN est l’axe de rotation et on rend hN-1 parallèle à eN-1. On
continue la rotation jusqu’à ce que h2 soit placé sur [e2. e3… eN].

A la fin de la rotation ⊥1h aura (M-N+1) composants non-nulles. Comme la rotation garde la

distribution de la composante, donc 2
)1(2

2

1 ~ +−⊥ NMh χ avec 2(M-N+1) degré de liberté, ce qui

veut dire que la diversité est égale à (M-N). Avec le même argument pour la ième étape on

arrive à 2
)(2

2
~ iNMih +−⊥ χ .On remarque qu’à la première étape (i = 1) on aura la plus basse
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diversité et qu’à la dernière étape (i = N) elle sera la plus forte. Au cas où M = N, il n’y a
aucune diversité à la première étape.

3-6 Choix de l’ordre optimal de détection

Dans cette partie, pour la simplicité, nous supposons que tous les symboles transmises ont la
puissance égale à un. Donc le vecteur reçu par antenne i de réception s’écrit ri = hi. On
considère d’abord le cas 2×N V-BLAST.

Le cas 2×N

On considère le cas de la Figure 7 car la rotation ne change ni la norme ni l’angle entre deux
vecteurs. Comme on l’a vu au sous-chapitre précédent, les vecteur ayant tourné ont les même

distributions que les vecteurs sans rotation : 2
22

2
1 ~ −⊥ Nh χ , 2

2

2

1 ~ χh , 2
2

2
1 ~ Nh χ . Les

composants de h2 et h1 ont alors les même distributions. La fonction de répartition d’une
variable de Rayleigh est :
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( 24)

L’ordre optimal de détection peut se décrire sous la forme suivante :
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où s1 est la puissance de signal après la première étape de détection. Pour choisir s1 on a deux

possibilité, 
2

1⊥h  et 
2

2⊥h , afin d’avoir l’ordre optimal on prend la valeur maximale entre les

deux. En choisissant 
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1
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En considérant (20), le comportement asymptotique de Fh(x) est :
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Maintenant on passe à 2
hF  :

[ ] 222
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≈
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( 26 )

En fait, l’ordre optimal augmente le SNR et il baisse la probabilité d’erreur lors de la première
étape.
Dans la seconde étape on va prendre le vecteur avec la largeur minimale, car le vecteur avec
la largeur la plus grande est déjà choisi dans l’étape précédante. On remarque que dans le cas
considéré, deux antennes d’émission, la seconde étape est la dernière, donc on ne fait pas
l’annulation d’interférences. Ce qui revient à dire :
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Le comportement asymptotique de F2(x) est :
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En comparant (21) et (23), on voit que la probabilité d’erreur lors de la seconde étape est 3dB
plus haute par rapport au cas sans ordre optimal.

3-6-1 Capacité du canal

On a vu que le processus de détection V-BLAST se décompose en N parties pour chaque
couche. La capacité pour la ième couche peut s’écrire sous la forme suivante :
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Donc la capacité totale de système peut être obtenue par la somme des capacités de chaque
couche :
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3-6-2 Exemples de performances

Les exemples de performances donnés ci-dessous sont calculés pour la technique V-BLAST
dans le cas d’une modulation MDP-4 sans codage de canal et avec un nombre d’antennes
d’émission et de réception variable et en supposant le canal parfaitement estimé. Le premier
chiffre correspond au nombre d’antennes d’émission et le second au nombre d’antennes de
réception. Malgré des capacités théoriques de canal plus élevées, on constate par exemple que
la technique V-BLAST donne des performances moins élevées pour un système (5-5) que
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pour un système (2,2). Ceci montre bien la sensibilité de ce type de détection aux
interférences et justifie de la nécessité de codage spatio-temporel pour mieux exploiter cette
diversité.

Figure 8. Taux d’erreur de Blocs pour différents nombre d’antennes (N,M)=(2,2),(3,3),(4,4) et
(5,5)

Figure 9. Taux d’erreur de Blocs pour différents nombres d’antennes de réception pour un
nombre d’antennes d’émission fixé à 3.
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Figure 10. Taux d’erreur de Blocs pour différents nombres d’antennes de réception pour un
nombre d’antennes d’émission fixé à 2.

Les Figure 9 et Figure 10 mettent bien en évidence l’amélioration de la qualité de détection
lorsque M – N augmente, l’effet de diversité pour les premiers symboles décodés augmentant
de façon conséquente.

Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre une technique de détection sous-optimale pour les
systèmes MIMO, à savoir la technique V-BLAST. Cette technique qui se base sur une
élimination successive des interférences par ordre d’énergie décroissante ne permet cependant
pas d’utiliser toute la diversité spatiale d’un canal MIMO. En effet, les performances obtenues
ne s’améliorent pas avec le nombre d’antennes d’émission et de réception contrairement à la
capacité théorique du canal. On trouve ici une justification à l’utilisation des codes spatio-
temporels.
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Annexe : Programme V-BLAST

function a_hat=vblast(r_rec,H,ss);
%*********************************************************
%*Entrées: r_rec: les signaux reçus                                                               *
%*        : H    : la matrice du canal                                                                 *
%*        : ss   : les points de constellation                                                       *
%*Sorties :a_hat : les vecteur de détection                                                    *
%*********************************************************
[temp,L_total]=size(r_rec);
inf=1e5;
[temp,Q]=size(ss);
[m,n]=size(H);
%n: antennes de réceptions
%m: antennes d'émissions
Hk_=H;
Gi=Ps_inv(Hk_);
sort_index=sort_min_index(Gi);% l'ordre optimal de détection
new_index=sort_index;
for i=1:n
    ki=new_index(i);
    Wk(i,:)=Gi(ki,:);
    ii=1;
    HH=zeros(m,n-i);
    for ih=1:n-i+1
        if ~(ih==ki)
            HH(:,ii)=Hk_(:,ih);
            ii=ii+1;
        end
    end
    Hk_=HH;
    clear HH
    Gi=Ps_inv(Hk_);
    for si=i:n
        if new_index(si)>ki
            new_index(si)=new_index(si)-1;
        end
    end;
end
a_hat=zeros(1,n*L_total);
for t=1:L_total
    Ri=r_rec(:,t);
       for i=1:n
        ki=sort_index(i);
        Yk=Wk(i,:)*(Ri);%  annulation d'interférence
        metric=inf;
        am_hat=ss(1);
        for q=1:Q
            new_metric=abs(Yk-ss(q));
            if new_metric<metric
                metric=new_metric;
                a_hat(ki+((t-1)*n))=q-1;
                am_hat=ss(q);
            end
        end
        ht=H(:,ki);
        Ri=Ri-(am_hat*ht);%  suppression d'interférence
    end
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end
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4-  Décodage des Codes STBC Orthogonaux
Algorithme Systématique de Détection & Dérivation des Bornes

Supérieures Précises

4-1 Introduction

La diversité de transmission a été largement étudiée comme une méthode efficace pour les
canaux à fading [1][2][3][4][5]. Elle est particulièrement intéressante pour sa simplicité
relative d’implantation et la faisabilité des antennes multiples à la station de base. STTC
(Space-Time Trellis Coding) combine le codage de canal de type TCM avec les techniques
appropriées aux antennes multiples à l’émetteur. Dans [6][7][8], les auteurs atteignent une très
bonne performance pour 2 à 4 antennes d’émission et pour les canaux slow-fading en
s’approchant de la capacité d’outage du canal. Cependant, le désavantage de tels codes est la
complexité de l’algorithme de décodage qui augmente de manière exponentielle par rapport
au taux de transmission quand le nombre d’antennes d’émission est fixe.

Pour éviter la complexité prohibitive de STTC, les schémas de la simple diversité de
transmission basés sur la conception de matrices orthogonales ont été proposé [9][10][11].
L'utilisation d’un tel schéma de diversité, en combinant avec un code FEC (Forward Error
Correction) qui peut être de type TCM afin de pouvoir comparer les deux cas, aboutit à une
performance presque similaire obtenue pour STTC. La construction des matrices orthogonales
aboutit aux techniques de codage STBC, qui pourront être planifiées, par exemple, pour la
nouvelle génération des systèmes radio-mobiles cellulaires.

Dans ce chapitre, on propose, d’abord une structure générale de réception pour le décodage
ML des codes STBC. Utilisant les outils algébriques, on propose donc un modèle matriciel
particulièrement approprié à la description des systèmes MIMO. Le modèle obtenu a
l'avantage de donner un simple algorithme de décodage ML, basé sur un traitement linéaire au
récepteur. Grâce à ce modèle matriciel, on va trouver une nouvelle borne supérieure très
précise pour le TEB du code STBC. Ces résultats sont finalement vérifiés avec une simulation
Monte-Carlo.
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4-2 Description du Système

La Figure 1 illustre un système multi-antenne de type STBC. Il y a donc n antennes
d’émission, m antennes de réception et un rendement de k/l qui décrit la redondance du code.
Pour un paquet de k symboles d'information en entrée du codeur, on aura l symboles sur
chaque antenne d’émission. Ces l symboles peuvent être une combinaison linéaire des
symboles d'entrée ),,,( 21 kxxx K  et de leur conjugué. Ct

i représente le symbole émis par

l’antenne d’émission i dan le temps t. Le coefficient ji,α  est le gain de trajet entre l’antenne

d’émission i et l’antenne de réception j ; ces atténuations du canal sont modélisées comme des
variables aléatoires gaussiennes complexes et indépendantes avec une variance de 0,5 pour les
parties réelle et imaginaire.

Figure 1 : Modèle du système MIMO-STBC

Dans le temps t, le signal j
tr reçu par l’antenne j s’écrit sous la forme suivante :

j
t

n

i

i
tji

j
t ncr +=∑

=1
,α ( 1 )

où j
tn  est le bruit gaussien complexe et additif sur l’antenne j pour le temps t ; les j

tn  sont les

variables aléatoires gaussiennes complexes et indépendantes à moyenne nulle et variance

)SNR2/(122 =σ  par dimension complexe : 22
σ=





 j

tnE . Pour obtenir la totalité d'énergie

émise égale à 1, l’énergie moyenne des symboles transmis par chaque antenne est normalisée
par 1/n. C’est à dire que la totalité d’énergie sur toutes les antennes d’émission est égale à 1.
Ainsi une comparaison judicieuse par rapport à un système monoantenne est possible.

Afin d’avoir une forme matricielle pour l’équation ( 1 ), on définit le vecteur

( )j
l

j
t

jj rrr LL1=r  représentant le signal reçu sur l'antenne j. On arrive ainsi à

l'équation suivante :

m
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1     lt rrr KK

1
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où le vecteur jh  contient les gains des trajets reçus par l’antenne j, C est la matrice de codes
en bloc contenant les symboles émis par toutes les antennes et pour tous les temps d’un

paquet et ( )j
l

j
t

jj nnn LL1=n  est le vecteur de bruit avec la matrice

d’auto-corrélation suivante :

( ){ } ll
jjE ×= Inn 2† σ

Maintenant en définissant la matrice r sous la forme suivante, on trouve une forme matricielle
pour tous les signaux reçus par toutes les antennes.
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Supposons que les informations du canal sont disponibles, le récepteur ML minimise la
métrique de décision ci-dessous sur tous les mots du code C :

2

1 1 1
,   Min       :ML ∑∑ ∑

= = =
−=Ω

m

j

l

t

n

i

i
tji

j
t cr α

C
( 4 )

En considérant les définitions matricielles présentées ci-dessus, on peut réécrire la métrique Ω
sous la forme suivante :

( )( )

( )∑

∑

=

=

+−−

−−=Ω

m

j

jjjjjj

m

j

jjjj

1

†††††

1

†

)()()(Min   

 Min   

hCChrChhCr

ChrChr

( 5 )

Pour pouvoir simplifier cette relation, il faut connaître le code et ses propriétés. Cependant, il
est toujours possible de décoder en calculant la métrique de l'équation ( 5 ) pour tous les mots
possibles du code et choisir celui qui minimise cette équation. Par exemple, pour une
modulation M-aire et pour les séquences de k symboles en entrée du codeur, la métrique ci-
dessus est calculée Mk fois. Le code qui donne la métrique minimale parmi toutes ces
métriques, est annoncé en tant que la séquence décodée suivant le critère ML.
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4-3 Codes STBC Orthogonaux

Dans ce paragraphe, on cherche à simplifier l'équation ( 5 ) en utilisant une matrice de code
orthogonale. On considère deux cas séparément :
•  Le cas du code complexe où la constellation des symboles envoyés est défini dans le

domaine complexe comme des modulation MPSK ou QAM.
•  Le cas du code réel où la constellation des symboles envoyés est définie uniquement sur

l'axe réel comme les modulation PAM. C'est en fait un cas particulier des codes
complexes.

La matrice de code ln×C  (complexe en général) est de taille n et de rendement k/l. Le code est

orthogonal si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Les éléments de la matrice C sont les combinaisons linéaires de k symboles d’entrées
),,,( 21 kxxx K  et de leur conjugué.

2. cDCC =†  où Dc est une matrice diagonale avec les éléments (i,i) de la forme suivante :

( )22
22

2
11  k

i
k

ii xlxlxl +++ L

et les coefficients i
k

ii lll ,,, 21 L  sont strictement positifs. Il est clair que pour cela, il faut

absolument que l ≥ n. Car le rang de la matrice C est inférieur ou égal à min(n,l) et le fait

que †CC  est une matrice diagonale de taille n × n avec les éléments de diagonal non nuls,
nécessite que le rang de C soit égal à n et par conséquent ln ≤ .

Tarokh a montré [11] que s’il existe un code complexe et orthogonal ln×  pour les variables

),,,( 21 kxxx K , il existera un code complexe et orthogonal C de la même taille et pour les

même variables telle que :

( ) nnkxxx ×+++= ICC   
22

2
2

1
† L

Dans la définition du code orthogonal, on peut donc remplacer la deuxième condition par
cette dernière relation.

Pour la première condition et dans la plupart des cas, on peut trouver un code orthogonal dont
les éléments sont

**
22

*
11  , ,  , , , , , 0 kk xxxxxx ±±±±±± L

et non pas la combinaison linéaire des xi et xi
*. Nous développons ci-dessous le cas particulier

du code réel .

Cas des codes réels :
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Pour un code réel et orthogonal, C est une matrice réelle dont les éléments sont les
combinaisons linéaires des symboles d’entrées ),,,( 21 kxxx K . Les xk sont choisis dans une

constellation réelle, ce qui est le cas des modulations PAM. Dans ce cas TCC =†  et pour un
code réel et orthogonal, on aura :

( ) nnkxxx ×+++= ICC   22
2

2
1

T L

Dans la majorité des cas, on peut trouver le code orthogonal réel dont les éléments sont

kxxx ±±±  ,  ,  , , 0 21 L

Exemples des codes orthogonaux:

Quel que soit le type du code (complexe ou réel), la définition du code orthogonal que l’on
vient de présenter n’impose aucune condition sur les éléments de la matrice C, et cette
définition peut comprendre les exemples ci-dessous.

Codes réels : 





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xx

xx






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




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−
−
−−−

2143

3412

4321

    

    

xxxx

xxxx

xxxx



















−
−

−
−−−

1234

2143

3412

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

Codes complexes : 






 −
*
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*
21

  xx

xx










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

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






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−
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*
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*
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*
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*
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*
3

*
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xxxxxxxxxx
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



















−
−

−
−−−

−
−

−
−−−

 

    

    

    
    

    

    

    

*
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*
2

*
3

*
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*
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*
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*
4

*
3

*
3

*
4

*
1

*
2

*
4

*
3

*
2

*
1

1234

2143

3412

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

4-3-1 Développement et mise en équation de la matrice du code

D’après la définition du code orthogonal, la matrice C peut s’écrire comme la somme de deux
termes. Le premier ne contient que les xi et le second les xi

*. La matrice C peut s'écrire alors
sous la forme :
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( ) ( ) ( )∑
=

× +=+++++=
k

i
iiiikkkkln xxxxxx

1

**
1

*
111 BABBAAC LL ( 6 )

où les matrices iA  et iB  sont les matrices constantes ln×  et avec les éléments { }1 , 0 ±  (nous

avons supposé que les éléments du C ne sont que des xi et xi
*. qui est vrai dans la majorité des

cas). Pour vérifier l’orthogonalité, ces matrices doivent satisfaire les conditions
suivantes (preuve dans l’annexe A):

 et      ,,1,pour            
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j ikj i

nnijji
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
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
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( 7 )

Pour les codes orthogonaux réels les matrices lni ×= 0B  et les matrices iA  sont telles

que (preuve dans l’annexe A):

 et      ,,1,pour            j ikj i
T
ij

T
ji

nn
T
ii ≠=







−=

= ×
L

AAAA

IAA
( 8 )

Nous utiliserons ces propriétés des matrices A et B pour le décodage.
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4-4 Décodage ML des codes STBC orthogonaux

Pour expliquer l’algorithme de décodage on revient à l’équation ( 5 )

( )
44 344 2144444 344444 21

21

1

††

1

††† )()()(Min   

ΩΩ

Ω ∑∑
==

++−=
m

j

jj
m

j

jjjj hCChrChhCr

Dans cette expression Ω est un scalaire réel, les deux premiers termes ( 1Ω ) sont linéaires par
rapport aux symboles envoyés et le troisième terme )2(Ω  est un polynôme de deuxième degré

qui contient les termes ***2
 , , , jijijii xxxxxxx .

L'idée du code orthogonal est la suivante: si on pouvait minimiser le Ω, symbole par symbole
et non pas sur la séquence entière de taille l symboles, l'algorithme de décodage se
simplifierait énormément. Si le code C est de telle sorte que dans Ω2, il ne reste que les termes

2
ix  et non pas les termes croisés xjxj, la minimisation de Ω (ou Ω2) sur k symboles envoyés

peut être remplacée par la minimisation de chacune des k métriques symbole par symbole.
Ceci peut être obtenu si le code est orthogonal. Par la suite, on ne considère que les codes
orthogonaux ln×C  et on se concentre sur le terme Ω2.
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( 9 )

Maintenant on passe au terme Ω1, étant donné la linéarité de Ω1 par rapport à la matrice C
dont chaque élément est une combinaison linéaire de x1, …, xk (et leur conjugué) et en notant
que Ω1 est un scalaire réel, on pourra dire que :

( ) ( )∑∑
==

+−=+−=Ω
k

q
qqqq

m

j

jjjj xpxp
1

**

1

††† )()(1 rChhCr ( 10 )

où pq est un scalaire complexe. Nous aborderons le calcul des pq plus tard et on se concentre
sur la métrique à minimiser. Utilisant les équations ( 9 ) et ( 10 ), on obtient :

∑
=

=Ω
k

q
q

1

Ω   

où ( )**22

,Ω qqqqq
i,j

jiq xpxpx +−

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




= ∑ α .

( 11 )
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Comme qΩ  ne dépend que de qx , minimiser Ω est équivalent à minimiser toutes les sous-

métriques qΩ .

kqq

qk xxx
,,1   ;     Min      Min    

),,( 1

L
L

=∀⇔ ΩΩ

Grâce à cette propriété, l’algorithme de décodage s'effectuera beaucoup plus simplement :

pour une modulation M-aire la complexité est dimensionnée par kM et non plus par kM . Par
la suite, on se concentre sur la minimisation des sous-métriques qΩ . Utilisant l'équation ( 11 )

on peut écrire :
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
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
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= ∑ α

( 12 )

Dans l’expression ( 12 ), A est un scalaire réel qui dépend des gains du canal, et pq se calcule à
partir des signaux reçus par toutes les antennes de réception et les informations du canal. on

appelle 
A

p
p q

q =′  le paramètre de décision du symbole q. Ainsi, le décodage se simplifie et

consiste à trouver pour chaque symbole, le point de constellation le plus proche (en terme de
la distance euclidienne) au paramètre de décision de ce symbole.

Le résultat obtenu nous permet d'avoir non seulement une décision sur les données envoyées,
mais aussi une mesure sur la fiabilité de ce choix : plus le paramètre de décision est proche
d'un point de constellation, plus le symbole détecté est fiable. On peut donc envisager des
systèmes mixtes TCM-STBC avec un décodage type "turbo".

4-4-1 Calcul des paramètres de décision

Dans ce paragraphe nous calculons les paramètres de décision pq. On revient à l'équation ( 10
). Dans cette équation la somme est composée de deux termes l'un conjugué de l'autre. On

commence par le deuxième terme et on se focalise sur Ch j . Utilisant l’équation ( 6 ) on peut
écrire :
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On remplace Ch j  ainsi obtenu dans l’équation ( 10 ) on obtient :
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où ( ) mlk
m
R

j
RRR ×= HHHH LL1 , ( ) mlk

m
I

j
III ×= HHHH LL1  et

( ) ml
mj

×= 1
1 rrrR LL . Nous allons remplacer ce résultat dans l'équation ( 10 ) pour

arriver à :
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Où
T
IR HRHR ..P *† += ( 16 )

En comparant l’équation ( 15 ) avec ( 10 ), le vecteur ( ) Appp kq LL1=′P  contient

les paramètres de décision. Maintenant, nous avons tous les éléments nécessaires pour le
décodage d’un code STBC orthogonal sous forme matricielle. Cette présentation est très utile
pour une programmation en Matlab. De plus, grâce à cette démonstration matricielle, on peut
trouver les paramètres de décision de tous les symboles d’un paquet d’information d’un seul
coup (en calculant le vecteur P d’après les signaux reçus et les informations du canal et du
code).
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Cas des Codes réels :

On peut déduire l’algorithme de décodage pour les codes réels à partir de celui des codes

complexes. Pour ces codes lni ×= 0B , TCC =†  et xx =* . Ω1 et Ω2 se mettent alors sous les

formes suivantes :

( )
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Et on peut également trouver les sous-métriques qΩ  comme suivant :
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Et pour le cas particulier de la modulation MDP2 la prise de décision s’effectue par utilisation
d’un seuil :









=

A

preal
signx q

q

)(
ˆ ( 20 )

Pour trouver le vecteur P, on réécrit les expressions de ( 13 ) à ( 15 ) pour les codes réels. On
obtient les matrices équivalentes pour l’antenne de réception j :
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( 21 )

En utilisant cette forme équivalente, on calcule Ω1.
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Avec les mêmes définitions pour RH  et R .
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( 23 )

Pour les codes réels le vecteur P simplifie alors sous la forme suivante :
†
RRHP = ( 24 )

En comparant l’équation ( 23 ) avec ( 17 ), le vecteur ( ) Apppreal kq LL1=′P

contient les paramètres de décision.

4-4-2 Algorithme de Décodage :

La Figure 2 illustre le principe du décodage ML pour les codes STBC orthogonaux et
complexes. Nous développons par la suite l’algorithme de décodage pour les codes complexes
ainsi que pour les codes réels.

Figure 2 : Structure du décodeur ML pour les codes STBC orthogonaux complexes

Les données du programme :

•  Le code, autrement dit les matrices iA  et iB  pour ki ,,1 L= .

•  Les signaux reçus j
tr  pour ltmj ,,1  ;  ,,1 LL ==  (Donc le vecteur R ).
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•  Les informations du canal jiji , pour  , ∀α  (Donc les vecteurs jh  et la matrice H).

L'algorithme de décodage se résume alors comme suit :

1- Trouver les matrices équivalentes j
RH  et j

IH  pour mj ,,1 L=  (à partir de l’équation ( 13

)) et par conséquent les matrices RH  et IH  (définies dans l’équation ( 14 )).

2- Calculer le vecteur P d’après l’équation ( 16 ) et obtenir les paramètres de décision

A

p
p q

q =′  pour tous les symboles d’un paquet d’information ( kq ,,1L= ).

3- Prise de décision sur tous les symboles selon l’équation ( 12 ).

Cas des codes réels :

Les données du programme :

•  Le code, autrement dit les matrices iA  pour ki ,,1 L= .

•  Les signaux reçus j
tr  pour ltmj ,,1  ;  ,,1 LL ==  (Donc le vecteur R ).

•  Les informations du canal jiji , pour  , ∀α  (Donc les vecteurs jh  et la matrice H).

L'algorithme de décodage se résume alors comme suit :

1- Trouver les matrices équivalentes j
RH  pour mj ,,1 L=  (à partir de l’équation ( 21 )) et

par conséquent les matrices RH  (définies dans l’équation ( 22 )).

2- Calculer le vecteur P d’après l’équation ( 24 ) et obtenir les paramètres de décision

A

preal
p q

q

)(
=′  pour tous les symboles d’un paquet d’information ( kq ,,1L= ).

3- Prise de décision sur tous les symboles selon l’équation ( 19 ).
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4-5 Etude Analytique (Dérivation des Bornes Supérieurs de TEB)

Dans ce paragraphe, on aborde le calcul analytique du TEB pour un décodage ML présenté
dans la section précédente. Le calcul se base à partir des paramètres de décision : le vecteur P
(les équations ( 16 ) et ( 24 )). On verra que les paramètres de décision contiennent deux
termes, l’un qui est exactement égal au symbole d’information envoyé et l’autre qui
correspond au bruit (bruit en sortie du décodeur). Le calcul du TEB nécessite de trouver les
statistiques de ce bruit.

Pour commencer, on applique la définition de la matrice R (utilisée dans l’équation ( 14 )) en
utilisant les équations ( 2 ) et ( 13 ). Avec cette définition, les signaux reçus sur l’ensemble
des antennes de réception et dans tous les temps d’un paquet d’information s’écrivent sous la
forme suivante :

NHHR .xx. ++= IR
* ( 25 )

où ( ) ml
mj

×= 1
1 nnnN LL , et jn  le vecteur de bruit à l’antenne j a déjà été défini

dans l’équation ( 2 ).

Avant d'appliquer ( 25 ) dans l’expression ( 16 ), il faut parler de la propriété des matrices

RH  et IH  (composées des matrices j
RH  et j

IH ) qui contiennent les informations du canal

ainsi que le code. Pour cela, nous utiliserons les propriétés des matrices de code présentées

aux équations ( 7 ). En utilisant les définitions des matrices j
RH  et j

IH  dans l’équation ( 13 ),

nous pouvons démontrer que :

( ) ( ) kk

T
j

I
j

R
j

I
j

R ×=




+ 0H.HH.H

††
                          (a)

( ) ( ) ( ) kk

n

i
ji

j
I

j
I

j
R

j
R ×

=
∑=+ .IH.HH.H

1

2

,

T*†
α                (b)

( 26 )

Les preuves de ces particularités des matrices j
RH  et j

IH  se trouvent dans l’annexe B.

L’équation ( 26 )-a signifie que la production matricielle ( ) 




 †j

I
j

R H.H  est antisymétrique

avec des éléments zéros sur la diagonale. La particularité de ce type de matrice est que sa
multiplication par un vecteur et son transposé de deux cotés est zéro (l’Annexe C).

A partir de l’équation ( 26 ) et en utilisant les définitions des matrices RH  et IH , on peut

trouver les expressions semblables pour ces deux matrices :

kk

T

IRIR ×







+ = 0.. HHHH ††                            (a) ( 27 )
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kk
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j
jiIIRR ×

= =
+ ∑∑= .I.. HHHH

1 1

2

,
T*† α              (b)

Maintenant, après avoir présenté ces particularités des matrices RH  et IH , on peut se

focaliser sur les paramètres de décision (le vecteur P). Pour cela on remplace le vecteur R
dans l’équation ( 16 ) par celui de l’équation ( 25 ) et en utilisant les équations ( 27 ). On
arrive donc à :
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Donc

[ ] ηx..xP HNHN +=++=′
∑

T
IR

ji
ji

*†

,

2

,

1

α ( 29 )

où η  est un vecteur de bruit complexe (et gaussien si les gains du canal sont considérés

constants).

[ ]T
IR

ji
ji

HNHN ..η *†

,

2

,

1 +=
∑ α

Les paramètres de décision que l’on obtient pour le décodeur ML, donnent exactement les
symboles d’information contaminés par un bruit additif en sortie de décodeur. On peut donc
imaginer que le système est équivalent à un système mono-antenne avec le même type de
modulation utilisée dans le système multi-antennes. Par contre, les statistiques du bruit additif
équivalent dépendent du canal MIMO.

Afin de trouver une expression analytique pour le TEB, il nous faut calculer les statistiques de
ce bruit. On considère dans un premier temps que les gains du canal ( ji,α ) sont constants.

Ensuite, on les considère comme les variables aléatoires gaussiennes et complexes, ce qui est
généralement le cas dans la pratique.

4-5-1 Canal constant

Pour calculer la matrice d’autocorrélation du vecteur η , on a besoin des statistiques du

vecteur N. A partir des statistiques des bruits j
tn , on peut vérifier très facilement que :
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En utilisant les équations ( 30 ) et ( 27-b ), on calcule la matrice d’autocorrélation du vecteur
bruit η .

{ } [ ][ ]{ }   
1 *†*†

2

,

2

,

† T
IR

T
IR

ji
ji

EE HNHNNHNH ....ηη ++











=

∑ α ( 31 )

{ } { } { } { }

[ ] kk

ji
ji

T
IIRR

ji
ji

R

mlml

I
T
I

mlml

R
T
I

mlml

IR

mlml

R

ji
ji

EEEE

×

××××

∑∑

∑

=+











=

+++











=

I

H

0

NNHH

0

NNHH

I

NNHH

I

NNH

HHHH

,

2

,

2
*†

2

,

2

,

2

†T**†

2

*T*†

2

†

2

,

2

,

][1

α

σ

α

σ

σσα
43421434214342143421

Cette relation démontre que le bruit du système multi-antennes reste gaussien et indépendant

avec une variance atténuée (si A=
2

,
,∑

ji
jiα  est supérieur à 1, ce qui est souvent le cas).

Comme SNR12 =σ  et que l’énergie de chaque symbole est égale à 1/n, le rapport équivalent

signal à bruit en sortie de décodeur pour chaque symbole se calcule comme suivant.

SNR 
1

SNR
2

,
,2

,
,

2 









== ∑

∑
n

n

ji
ji

ji
ji

q α
ασ ( 32 )

Le décodeur soft de la Figure 2, calcule les paramètres de décision à partir des sorties des
récepteurs et les paramètres de canal. Ces paramètres de décision vont être appliqués au
démodulateur qui cherche le symbole le plus proche à ce paramètre dans la constellation
envoyée. Cette prise de décision s’effectue séparément pour chaque symbole kxxx ,,, 21 L .

Vue l'indépendance des symboles détectés, on se focalise sur la détection d'un symbole pour
calculer le taux d'erreur.

Le signal en entrée du démodulateur est composé donc du symbole qx  avec l’énergie n/1  et

du bruit gaussien et complexe qη  avec la moyenne nulle et la variance 
2

,
,

2 ∑
ji

jiασ . C'est un

cas classique qui se trouve dans la littérature [12]-[13] pour lequel il existe des expressions
(exacte ou approximatives) pour le taux d'erreur de symbole. Suivant la constellation du
signal envoyé, on peut donc donner une expression analytique du taux d'erreur de symbole
pour un récepteur ML. C'est une fonction de la distance euclidienne minimale entre les points
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de constellation d. Nous calculons le taux d'erreur de symbole pe pour les modulations QPSK,
MAQ-16 et MPSK. On définit d'abord les relations suivantes :

n
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On obtient donc :

QPSK : pppPe 22 2 ≅−= ; wd 2=

( ) ( ) ( )qqqe SNRQSNRQSNRQP 22   2 ≅−=⇒

M-Aire PSK : pPe 2≅ ; ( )Mwd πsin2=

( )( )MSNRQP qe πsin22   ≅⇒

QAM-16 : pppPe 3
4

9
3 2 ≅−= ; ( ) wd 2102 −=

( )( ) ( )( ) ( )( )qqqe SNRQSNRQSNRQP 1523152
4
9

1523   3 −≅−−−=⇒
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4-5-2 Canal à variation aléatoire

Maintenant on passe au cas plus réaliste où les gains du canal sont des variables aléatoires.
Dans ce cas, pour calculer la matrice d’autocorrélation de bruit, la moyenne s'effectue à la fois
sur le bruit et sur les atténuations du canal. Sachant qu'ils sont indépendants, on peut séparer
l'opérateur de l'espérance sur chacun des deux variables aléatoires. D’abord, on le fera sur le
bruit et ensuite sur les matrices RH  et IH , autrement dit sur les gains ji,α .
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( 33 )

Il nous faut donc l’espérance de l’inverse de ∑
2

, jiα . On sait que les gains du canal ji,α

sont les variables aléatoires gaussiens, complexes et indépendantes à variance 0,5 pour chaque

partie réelle et imaginaire et à moyenne nulle. Dans ce cas, le module au carré de aij (
2

, jiα )

suit la loi de Gamma de zéro degré (Gamma(1,0) ) avec les paramètres 1=c  et 0=b   (voir
l'Annexe D). La densité de distribution de Gamme est la suivante :

  )(
!

)(      ),(Gamma   
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yUey
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c
yfNc~y ycN

N

Y
−

+

=⇔

On peut également démontrer que la somme de N variables aléatoire de type Gamme(c,0) suit
une densité de probabilité de Gamma de (N-1)ième degré, Gamma(c,N-1) (Annexe D). Par

conséquent, ∑∑
= =

=
n

i

m

j
jiz

1 1

2

,α  a une densité de probabilité de )1,1(Gamma −nm . Le problème

se réduit alors à trouver l’espérance de { }zEZ
1 . On montre dans l’annexe D que cette

espérance est égale à nm1 . Utilisant ce résultat, l’équation ( 33 ) se met sous la forme

suivante :

{ }
nm

E
ji

jiE
2

,

2

,
2† 1 

σασ α ==
















∑ηη ( 34 )

Bien que cette relation donne la matrice d'auto-corrélation du bruit, il ne donne pas sa
fonction de distribution. De toute façon le rapport signal à bruit peut être calculé et on
remarque une atténuation de la puissance de bruit de mn. Le rapport signal à bruit en sortie de
décodeur soft par rapport à un système mono-antenne est donc le suivant.

SNR
1

SNR
2

×== m
mn

n
q σ ( 35 )
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Nous avons donc réussi à calculer la variance du bruit en sortie du décodeur soft. Mais
l'expression de la fonction de distribution de ce bruit s'avère complexe sans quoi, la
probabilité d'erreur ne peut pas être estimée. Pour pouvoir débloquer la situation, nous
utilisons le théorème de la limite centrale pour le cas où le nombre d’antennes de réception et
d’émission (mn) est assez important. En examinant la relation ( 29 ), on remarque que le bruit
η est une somme de ml variables aléatoires. Supposant ml important, on peut modéliser ce
bruit avec une distribution gaussienne. Cette condition n'est malheureusement pas vérifiée
pour des cas relativement courants où le nombre d'antennes reste assez limité.

Nous utilisons donc la probabilité d'erreur que nous avons calculée pour le cas d'un canal
constant. Ensuite, en faisant varier les paramètres du canal, on calcule l'espérance de cette
probabilité d'erreur conditionnelle. Autrement dit, on calcule :

( ){ }αα ePEPe = ( 36 )

où α  représente l’ensemble des modules de tous les gains complexes de canal : ji,α

( mjni ,,1  ; ,,1 LL == ) et ( )αP  est la densité de probabilité conjointe de ces derniers.

Comme les gains de canal sont gaussiens et indépendants, chaque ji,α  aura une densité de

probabilité de Rayleigh et la densité de probabilité conjointe sera le produit de toutes ces
densités de probabilité.
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 ,

,αα
( 37 )

Utilisant ces deux dernières équations, on va pouvoir calculer eP .

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∏∏∫ ===
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   ( 38 )

Nous allons donc calculer cette probabilité pour un certain nombre de modulations classiques.

Ceci se fait en remplaçant le ( )αeP  dans la relation ci-dessus par les valeurs trouvées pour le

cas du canal constant. D'après nos calculs donnés sur la page 16, ces probabilités d'erreur sont

des polynômes de ( )qSNRGQ  où G n'est qu'un facteur d'échelle. Afin de trouver des

expressions simples, on utilise des fonctions approximatives pour la fonction Q(x).[12]-[13] :
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               (b)

( 39 )
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L’expression ( 39-a ) s’utilise afin de trouver une borne supérieure pour le taux d'erreur tandis
que l’équation ( 39-b) est une bonne approximation pour Q(x) (toujours supérieur mais plus
proche de Q(x)). Afin de trouver une seule expression pour toutes les modulations présentées,
on utilise les notations suivantes.

( ) ( ) ( )
( )








−==

==−

==

≅=

   152   ;   3    :16-QAM

sin2   ;   2     :AireM

1   ;   2         :QPSK

  ;   

21

21

21

21  

GG

MGG

GG

SNRGQGePP qe πα ( 40 )

On peut donc regrouper les équations ( 32 ) en utilisant la notation donnée en ( 40 ) pour
arriver au résultat suivant (dans le quelle l'approximation ( 39-a ) a été utilisée).
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( 41 )

Cette relation simple donne la borne supérieure du taux d'erreur pour le récepteur ML et pour

le code STBC orthogonal et complexe. On remarque que eP  diminue de manière

exponentielle par rapport au nombre d’antennes.

Pour améliorer l'approximation de la borne supérieure, on recalcule la somme de l'équation (
38 ) en utilisant l’équation l'approximation ( 39-b ) au lieu de ( 39-a ). On a donc :
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En comparant cette équation avec l'équation ( 41 ), on remarque le terme supplémentaire

∑
2

,1 jiα  qui va largement compliquer le calcul de l'intégrale car il n'est plus possible de

le séparer en produit de mn intégrales. Pour résoudre cette intégrale, on se sert d’un
changement de repère du cartésien au polaire de dimension mn. Pour cela, et avant tout, on
définit les notations suivantes :
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où  y  indique l’entier inférieur le plus proche de y et % le module de la division de deux

entiers.

Avec ces notations, on applique le changement de repère du cartésien au polaire comme
suivant :
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La limite de variations de toutes les iϕ  est de 0 à 2π  car les gains dα  sont positifs. On peut

vérifier très facilement que 22 ρα =∑ d  et c’est aussi grâce à cela que l’intégrale ( 42 ) peut se

simplifier. Dans ce changement de repère on peut montrer que [Annexe E] :
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12

1
1

21   sin sin sin −−
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MM
M ddddddd ϕϕϕρϕϕϕρααα LLLL ( 44 )
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Maintenant en appliquant ce changement du repère l’intégrale ( 42 ) se réécrit sous la forme
suivante.
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Dans cette expression, les intégrales concernant les iϕ  se calculent facilement alors que pour

l’intégrale concernant ρ , on utilise la relation suivante (preuve dans l’annexe E).

( ) πρρ ρ
12

 

0 

2

2!

! 22

+
−∞

=∫ K
K

K

K
de ( 46 )

Pour pouvoir utiliser cette relation, on applique le changement de variable suivant :
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Cette relation simple donne une borne supérieure très proche de la probabilité d'erreur du
système STBC.
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En comparant cette expression avec celle donnée en ( 41 ), on remarque le terme commun

( )mn
nSNRGG 21 2

21 +  qui diminue de manière exponentielle par rapport au nombre

d’antennes (mn). Le terme 
n

SNR
G

n

SNR
G

22
1 2

2
2
2 






 +  s’approche à un pour les rapports SNR

assez important. En revanche pour les SNR très faibles, il devient trop important, ce qui peut
se voir aussi par l'approximation ( 39-b) qui n'est plus une bonne approximation de fonction
Q. Cela veut dire que pour les SNR faibles, la précision de cette borne va chuter et on préfère
utiliser la borne de l'équation ( 41 ). Pour les grands SNR, on peut encore simplifier l'équation
( 47 )pour arriver à :
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4-5-3 Cas des codes réels

Dans ce paragraphe nous essayons de simplifier les résultats obtenus pour le cas d'une

constellation réelle. En utilisant les équations ( 2 ) et ( 21 ) et la définition de la matrice R
(voir page 9), les signaux reçus sur toutes les antennes de réception et pour tous les temps
d’un paquet s’écrivent sous la forme suivante :

NHR x. += R ( 49 )

avec la même définition du vecteur N donnée par l'équation ( 25 ). En utilisant les propriétés

de la matrices du code réel (les équations ( 8 )) et la définition des matrices j
RH  dans

l’équation ( 21 ), nous pouvons démontrer que (ref. Annexe B) :
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Et à partir de cette dernière et la définition des matrices RH , on arrive à :
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Maintenant on se concentre sur les paramètres de décision et on remplace le vecteur R dans
l’équation ( 24 ) par celui de ( 49 ) et en utilisant l’équation ( 51 ) on arrive à :
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où
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En ce qui concerne les statistiques de bruit additif du canal N, l’équation ( 30 ) est toujours
valable. On va alors calculer la matrice d’autocorrélation de vecteur de bruit réel η , d’abord

pour le cas où les gains du canal seraient constants.
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Donc l’énergie de chaque élément de bruit est identique à l'énergie de bruit additif du système
multi-antennes divisée par 2A. Le rapport signal à bruit en sortie de décodeur soft pour
chaque symbole sera alors :
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Alors pour le cas de la modulation PAM et pour un canal aux coefficients constants, on peut
écrire :
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Dans le cas où les gains du canal sont considérés aléatoires, on trouve une expression
semblable à l’équation ( 33 ).
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Alors, l'énergie du bruit équivalent et la même que l'énergie de bruit du système MIMO mais
atténuée de 2mn. Le rapport signal à bruit en sortie du décodeur soft se calcule alors :
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Mais comme on a vu pour le cas des codes complexes, cette expression n'est pas directement
exploitable car le bruit η  n’est plus gaussian. On peut donc calculer la probabilité d'erreur de

symbole comme on a fait pour le cas des codes complexes. C'est-à-dire en calculant pour le
cas du canal constant et en évaluant son espérance sur la distribution de probabilité des
coefficients du canal. Sachant que les équations sont identiques à ceux que nous avons écrites
pour le cas complexe à condition de redéfinir les paramètres G1 et G2.
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Dans ce cas les équations ( 41 ) et ( 47 ) sont toujours utilisables.
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4-6 Résultats des Simulations

Afin d'éprouver la précision des approximations que l’on a trouvées dans la section
précédente (équations ( 41 ) et ( 47 )), on utilise deux codes STBC orthogonaux donnés par la
suite et en faisant varier le nombre d’antennes de réception. Le premier code, connu sous le
nom du code d'Alamouti [9], est un code très simple (2×2), avec deux antennes d’émission et
un rendement de code égal à 1. Dans le deuxième code, nous avons un code plus compliqué
(4×8), avec quatre antennes d’émission et un rendement de code 0,5. Les matrices de code
pour ces deux exemples sont les suivantes :
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Une série de simulations a été faite pour ces deux cas dont les résultats sont présentés par la
suite.

La Figure 3 présente la performance du code Alamouti (G1) en comparant nos bornes
supérieures avec les résultats d'une simulation Monte-Carlo. La simulation a été faite pour
différents nombres d’antennes de réception.

Le même principe a été effectué pour la Figure 4 mais utilisant le code G2. Il faut bien noter
que le nombre d'antennes d'émission est fixé par la matrice du code, ce qui n'est pas le cas
pour le nombre d'antennes de réception. La précision de la borne supérieure améliorée
(équation ( 47 )) est telle que la différence avec les résultats des simulations Monte-Carlo est
inférieure de 0,2 dB pour les forts SNRs.

Figure 5 trace la probabilité d’erreur de symbole en fonction du nombre d’antennes m de
réception pour un SNR donné (8 dB). L’influence du nombre d’antennes de réception est
clairement démontrée et la précision de nos bornes est également validée.



4-29

Figure 3 : Probabilité d’erreur de symbole en fonction du SNR (Es/N0) pour le code G1

Figure 4 : Probabilité d’erreur de symbole en fonction du SNR (Es/N0) pour le code G2
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Figure 5 : Probabilité d’erreur de symbole en fonction du nombre d’antennes de réception pour
SNR=8dB
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4-7 Conclusion

Les principes des codes STBC sont déjà présents dans la littérature, mais l’objectif de ce
travail était de trouver d’abord une démonstration systématique matricielle pour le décodeur
ML des codes STBC orthogonaux (complexes ou réels). Cette forme systématique a aboutit à
un algorithme de décodage très facile à implanter. De plus, nous n’imposons aucune limite sur
le nombre d’antennes d’émission, de réception ou rendement de code. La seul condition est
que le code doit être orthogonal.

Nous avons considéré le code STBC orthogonal typique, avec n antennes d’émission, m

antennes de réception et un rendement de lk . Ce code peut être représenté par une matrice

ln×C  qui satisfait l’orthogonalité définie dans la section 4-3.

Ensuite, nous avons fait une étude analytique sur la probabilité d’erreur du décodeur ML pour
les codes STBC orthogonaux. Pour le cas du canal aux gains constants, nous avons trouvé les
valeurs exactes de la probabilité d'erreur pour certaines modulations. Pour le cas plus réaliste
où les gains du canal seraient aléatoires, et à partir du taux d'erreur du canal constant, nous
avons obtenu deux bornes supérieures pour la probabilité d'erreur symbole. Nous avons
ensuite comparé ces deux bornes et vu l'utilité de chacune.



4-32

4-8 Références

[1] N. Balaban and J. Salz, "Dual diversity combining and equalization in digital cellular
mobile radio", IEEE Trans. Veh. Technol., vol. 40, pp. 342-354, May 1991.

[2] G. J. Foschini Jr. and M. J. Gans, "On limits of wireless communication in a fading
environment when using multiple antennas", Wireless Personnal Commun., Mar. 1998.

[3] J. C. Guey, M. P. Fitz, M. R. Bell, and W. Y. Kuo, "Signal design for transmitter
diversity wireless communication systems over Rayleigh fading channels", in Proc.
VTC’96, 1996, pp. 136-140.

[4] N. Seshadri and J. H. Winters, "Two signaling schemes for improving the error
performance of frequency-division-duplex (FDD) transmission systems using
transmitter antenna diversity", Int. J. Wireless Inform. Networks, vol. 1, n° 1, 1994.

[5] E. Telatar, "Capacity of multi-antenna Gaussian channels", AT&T-Bell Laboratories
Internal Tevh. Memo., June 1995.

[6] V. Tarokh, N. Seshadri and A. R. Calderbank, "Space-time codes for high data rate
wireless communications : Performance analysis and code construction", IEEE trans.
Inform. Theory,  vol. 44, pp. 744-765, Mar. 1998.

[7] V. Tarokh, A. Naguib, N. Seshadri and A. R. Calderbank, "Space-time codes for high
data rate wireless communications : Performance criteria in the presence of channel
estimation errors, mobility and multipaths", IEEE trans. Commun., vol. 47, pp. 199-207,
Feb. 1999.

[8] S. Baro, G. Bauch and A. Hansmann, "Improved codes for space-time trellis-coded
modulation", IEEE Commun. Lett., vol. 4, pp. 20-22, Jan. 2000.

[9] S. M. Alamouti, "A simple transmitter diversity scheme for wireless communications",
IEEE J. Select. Areas. Commun., vol. 16, pp. 1451-1458, Oct. 1998.

[10] V. Tarokh, H. Jafarkhani and A. R. Calderbank, "Space-Time Block Codes from
Orthogonal Designs", IEEE trans. Inform Theory, vol. 45, pp. 1456-1467, July 1999.

[11] V. Tarokh, H. Jafarkhani and A. R. Calderbank, "Space-Time Block Coding for
wireless communications : Performance results", IEEE J. Select. Areas Commun.,  vol.
17, pp. 451-460, Mar. 1999.

[12] S. Benedetto and E. Biglieri, Principles of Digital Transmission With Wireless
Applications, Plenum Publishers, 1999.

[13] J. G. Proakis, Digital Communications, Third Edition, McGraw-Hill, Inc., 1995.
[14] Papoulis, Probability, Random Variable, and Stochastic Processes,



4-33

Annexe A : Preuve des particularités des matrices de codes

En appliquant l’équation (6) dans la définition de l’orthogonalité de code on aura :
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Pour que les matrices iA  et iB  satisfassent l’orthogonalité de code ( nn

k

i
ix ×

=
∑= ICC

1

2† ) pour

n’importe quels symboles d’informations ( )kxxx ,,, 21 L , les coefficients de 2
ix , *

ji xx  et ji xx

doivent être égaux à zéros et les coefficients de 
2

ix  égaux à la matrice unité. Donc les

matrices iA  et iB  doivent satisfaire l’équation (7).

Cas des codes réels :
On applique encore la matrice de codes dans la définition de l’orthogonalité :
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Pour que les matrices iA  satisfassent l’orthogonalité de code ( nn

k

i
ix ×

=
∑= ICC

1

2T ) pour

n’importe quels symboles d’informations ( )kxxx ,,, 21 L , les coefficients de ji xx  soient

égaux à zéros et les coefficients de 2
ix  égaux à la matrice unité. Donc les matrices iA  doivent

satisfaire l’équation (8).
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Annexe B : Preuve des particularités des matrices HR
j et HI 

j

D’abord on va montrer que la matrice ( )†j
I

j
R H.H  est antisymétrique (et avec les éléments

zéros sur le diagonal principal)
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Donc l’élément (i,q) de cette production matricielle est égale à : ( )††. j
qi

j hBAh , et d’après

l’équation (7) on peut apercevoir que ( )†j
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R H.H  est antisymétrique.

Maintenant on passe à l’équation (26-b).
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Donc d’après l’équation (7) l’élément (i,i) de la matrice résultat est :
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Cas des codes réels :

D’abord on va montrer que la matrice ( )†j
R

j
R H.H  est antisymétrique (mais avec ∑

i
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,α  sur

le diagonal principal).
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Donc d’après l’équation (8), l’élément diagonal (i,i) de matrice résultat est :
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On peut également vérifier, encore en utilisant l’équation (8), que la somme de l’élément (i,q)
et (q,i) est égale à zéro (Antisymétrie).
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Donc la matrice ( )†j
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D’ailleurs cette matrice est hermitien, donc à part les éléments diagonaux, les autres ont des
valeurs imaginaires, ce qui peut être trouvé très facilement. Pour cela, on montre l’élément
(i,q) de la matrice RRH  par ),( qihRR .
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Annexe C : Particularité des matrices antisymétriques

Dans cette annexe on présente la définition et propriétés des matrices antisymétriques. Une
matrice antisymétrique est une matrice carrée qui satisfait la condition suivante :

 :nn×G Antisymétrique GG −=⇔ T  

Il est claire que les éléments de diagonales sont égaux à zéros. Certaines propriétés de ces
matrices sont les suivantes :

1.  :nn×G Antisymétrique *†   , ,  GGGT⇔  : Antisymétrique

2. nn×G  et nn×J  : Antisymétrique  JG   ±⇒  : Antisymétrique

3. Si on multiplie une matrice antisymétrique par une matrice quelconque d’un coté et par sa
transposé de cette matrice de l’autre coté, le résultat sera encore une matrice antisymétrique.

 :nn×G  Antisymétrique ; ⇒= ××××     T
mnnnnmmm SGSQ  mm×Q : Antisymétrique

Il suffit juste de montrer que QQ −=T .

⇒=     TS.G.SQ  QS.G.S.S.GSQ −=−== TTTT  

Si S est un vecteur de taille n×1 , Q sera scalaire et QQ =T , d’ailleurs QQ −=T , donc Q

sera égale à zéro.
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Annexe D : Densité de probabilité de Gamma

La densité de Gamma se définit comme suivante [14] :
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nom de la fonction de Gamma.
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Si nb =  est un entier, !)1( nn =+Γ  et on appelle cette densité de probabilité, la densité

Gamma de nième degré.
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Donc pour une densité Gamma(c,n), les moment km  seront comme suivant :
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Annexe E : Repère polaire de dimension M

On va montrer que dans un changement de repère du cartésien ( )Myyy ,,, 21 L  au polaire de

M dimension ( )121 ,,,, −Mϕϕϕρ L  comme suivant :
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Pour calculer ce déterminant on le développe sur la première ligne. Dans les déterminants de

1,1∆  et 2,1∆ , il existe respectivement des termes de 1cosϕρ  et 1sinϕ  à factoriser et après ces

factorisations, on arrive à une matrice identique.

( ) ( ) Λ=Λ+Λ=∆+∆=∆ ρϕρϕρϕρϕ 2
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2
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Et dans ce déterminant dans toutes les colonnes (à part le premier), il existe un terme de

1sinϕ  à factoriser et après cette factorisation on arrive à une matrice de la même structure que

M∆ , mais avec la dimension 1−M  et par rapport aux variables ( )12 ,,, −Mϕϕρ L .
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On peut donc réécrire M∆  sous la forme suivante.

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )  sin,,,     
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On a finalement trouvé ( )11 ,,, −∆ MM ϕϕρ L , et on peut maintenant utiliser le repère polaire en

remplaçant Mdydydy L21  par ( ) 121

1

1

11   .sin −

−

=

−−− ∏ M

M

j

iM
i

M dddd ϕϕϕρϕρ L .
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Preuve de l’équation ( 46 ) :
( ) πρρ ρ
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CHAPITRE 5

CODAGE TEMPS-ESPACE EN TREILLIS

(SPACE-TIME-TRELLIS-CODED

MODULATION)
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5-  Codage Temps-Espace en Treillis
(Space-Time-Trellis-Coded Modulation)

Dans ce chapitre, nous présentons un codage temps-espace qui associe le principe de la
diversité spatio-temporelle et le codage convolutif (code en treillis). Ce type de codage est
généralement considéré comme un concurrent du codage spatio-temporel en bloc (STBC :
Space-Time Block Code). Cependant, contrairement au cas des codes STBC qui permettent
d’obtenir une diversité optimale, le codage STTC introduit de la corrélation au niveau des
symboles transmis entre les différentes antennes. Ceci explique que les performances de ce
type de code sont en général supérieures à celles des codes STBC, au prix d’une complexité
supérieure. Le but de ce chapitre est de présenter les critères de construction des codes STTC
pour obtenir les meilleures performances en termes de FER (Frame Error Rate). Dans la
première partie, nous donnons une première approche intuitive du codage STTC. La seconde
partie traite des critères de construction des codes STTC. La partie 3 montre des exemples de
codes STTC et leurs performances par comparaison à la capacité Outage du canal. Enfin, en
partie 4, s’inspirant des techniques de construction des modulations MTCM à partir des
critères de Ungerboeck, nous étudions une nouvelle catégorie de codes (SOSTTC) capables de
combiner le gain de codage des codes STTC et le gain en diversité optimal des codes STBC.

5-1 Une première approche du codage temps-espace en treillis (STTC)

Une première approche de ce type de codage a été donnée dans [1] par Wittneben. Le principe
de transmission proposé peut être résumé par la figure ci-dessous (Fig.1). L’information est
codée par un codeur de canal (ici il s’agit d’un simple code à répétition de longueur 2). La
sortie du code à répétition est ensuite partagée en deux trains de données parallèles avec un
retard de un symbole entre les deux trains. Il n’y a aucune perte en termes de bande passante
dûe à l’utilisation d’un code à répétition puisque deux symboles sont transmis en sortie à
chaque intervalle de temps.
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Fig. 1: schéma d’un émetteur à diversité d’émission

Seshadri et Winters ont montré dans [2] que ce schéma de transmission avait pour effet de
transformer un canal de propagation non sélectif en fréquence en un canal sélectif en
fréquence. Un récepteur à maximum de vraisemblance est alors capable de parfaitement
exploiter la diversité créée en émission. A la lueur de cet exemple simple, il est naturel de se
poser la question de savoir s’il est possible de choisir un codeur de canal plus performant que
le simple code à répétition de rendement ½  mentionné ci-dessus.
Tarokh a alors montré en partant de cet exemple simple qu’il était effectivement possible de
construire des schémas de transmission avec diversité spatiale, autres que des codes STBC,
utilisant des codeurs de canal performants et ne nécessitant plus d’introduire un délai entre les
branches des antennes émettrices. Il a proposé des structures de codes spatio-temporels en
treillis pour des modulations de type MDP-4, MDP-8 ou MAQ-16 qui permettent de travailler
à 2-3 dB de la capacité de coupure (“Outage Capacity”) du canal [3]. Nous avons réalisé et
simulé la plupart des codes proposés par Tarokh dans [3]. De plus, nous proposons dans le
chapitre 4, des codes originaux appelés SOSTTC qui combinent le gain de codage des codes
STTC avec le gain en diversité optimal des codes STBC. La construction de ces codes est
basée sur une règle de partitionnement de la constellation initiale en sous-constellations
comme pour la construction des modulations codées en treillis de Ungerboeck. Le critère de
partitionnement utilisé est basé sur le calcul du déterminant de la matrice des différences de
mots de code. On affecte alors aux différentes sous-constellations ainsi définies des codes
STBC différents qui vont permettre de définir les nouveaux états du treillis. La construction
de ces codes est assez semblable à celle des M-TCM (Multidimensional-TCM). Les
performances obtenues  montrent une amélioration sensible par rapport aux codes STTC.

Codeur de
canal S/P

Retard
Ts

Filtre
mise en forme

Filtre
mise en forme

modulateur

modulateur
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5-2 Critères de construction des codes STTC

On considère ici un système de radiocommunication mobile cellulaire dans lequel la station de
base est équipée de n antennes et le portable est équipé de m antennes. Le schéma de
transmission est conforme à celui de la figure 2. Les données sont codées par un codeur de
canal puis passent par un convertisseur série/parallèle pour obtenir n trains de données.
Chaque train après filtrage de mise en forme est modulé puis transmis par une antenne
d’émission. Ainsi, à chaque créneau temporel t, la sortie du modulateur i correspond à un

signal t
ic  transmis sur l’antenne i avec ni ≤≤1 . Les n signaux sont donc transmis

simultanément chacun ayant la même période T.
Le signal à l’antenne de réception est la superposition des n signaux transmis en tenant
compte du bruit additif et du fading de Rayleigh sur la liaison considérée (entre les n antennes
d’émission et l’antenne de réception j, ≤1 j m≤ ). Dans les calculs qui suivent il est supposé
que l’énergie moyenne de la constellation est égale à un (ceci revient à diviser tous les signaux

transmis par un facteur d’échelle sE .

Fig. 2: schéma d’émission considéré

Au récepteur, le démodulateur utilise une statistique basée sur le critère du maximum de
vraisemblance à postériori, cette statistique est construite à partir du signal reçu qui se met
sous la forme :

t
js

i
t

n

i
ji

j
t Ecd ηα +∑=

=
..

1
, (1)

Le bruit additif t
jη est un bruit Gaussien complexe de moyenne nulle et de variance N0/2 sur

chaque partie réelle ou imaginaire. Les coefficients ji,α  correspondent au gain du trajet entre

Codeur de
canal

S/P

Filtre
mise en forme modulateur

Filtre
mise en forme modulateur

d1

d2



5-6

l’antenne de transmission i et l’antenne de réception j. On suppose ici que les coefficients ji,α
restent constants à l’intérieur d’une trame mais peuvent varier d’une trame à l’autre
(hypothèse de fading quasi-statique).

5-2-1 Cas où les coefficients ji,α  sont tous indépendants

Dans ce sous-paragraphe, nous supposons que les gains de trajet sont modélisés par des
échantillons de bruit complexes Gaussiens de moyenne éventuellement non-nulle (cas d’un
canal de Rice) et de variance 0.5 sur chaque partie réelle ou imaginaire. Ceci revient à dire que
les signaux transmis depuis des antennes différentes sont confrontés à des “fadings”
indépendants.
Utilisant cette hypothèse, nous pouvons alors concevoir des codes optimisés pour ce type de
scénario. Cependant, avant d’établir les critères de construction, il est nécessaire de donner
quelques rappels d’algèbre matricielle.

Si nous définissons ),...,( 21 kxxx=x  et ),...,,( 21 kyyy=y  deux vecteurs de nombres

complexes sur l’espace vectoriel kC , le produit scalaire de ces deux vecteurs est défini par:

i

k

i
i yx∑=

=1
.yx (2)

où la quantité iy désigne le complexe conjugué de iy . Pour une matrice A quelconque, sa

transformée Hermitienne (conjuguée transposée) sera notée *A .

A partir des considérations algébriques donnée en annexe A, nous commençons par le calcul
de la probabilité de l'événement d’erreur suivant (PEP: Pairwise Error Probability). Nous
calculons la probabilité que le récepteur à maximum de vraisemblance décide que le signal
reçu est égal à

n
lll

nn eeeeeeeee ............ 21
2

2
2

1
21

2
1

1
1=e

en supposant que le signal réellement transmis s’écrit

n
lll

nn ccccccccc ............ 21
2

2
2

1
21

2
1

1
1=c

En supposant l’estimation de canal parfaite (les coefficients ji,α  sont parfaitement estimés au

récepteur), on peut approximer le calcul de la probabilité de l’évênement d’erreur sous la
forme

).4/).,(exp(),...,2,1,,...,2,1,( 0
2 NEdmjniP secec ji, −≤==→ α (3)

où N0/2 désigne la variance du bruit additif sur chaque partie réelle ou imaginaire. La distance

),(2 ecd s’écrit
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∑ ∑ ∑ −=
= = =
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2 ).(),( αec (4)

En appelant Ω j l’ensemble ),...,,( ,,2,1 jnjjj ααα=Ω , on peut réécrire (4) sous la forme

∑ −−∑ ∑ ∑=
== = =

l
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i
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i
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i
t

i
t

m

j

n

i
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i
jiji ececd
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''

1 1 1'
',',

2 )().(.),( ααec (5)

En notation matricielle (5) peut encore s’écrire

∑ ΩΩ=
=

m

j
jj Ad

1

*2 ..),( ec (6)

avec qp xx ., =qpA et ),...,,( 2211
p
l

p
l

pppp ececec −−−=px  pour nqp ≤≤ ,1 . Ainsi, la

probabilité d’erreur de décider le signal e à la place du signal c s’écrit finalement :

).4/..).,(.exp(),...,2,1,,...,2,1,( 0
* NEAmjniP sjj ΩΩ−≤==→ ecec ji,α (7)

avec )()(
1

,
q
t

q
t

l

t

p
t

p
tqp ececA −∑ −=

=
. Puisque ),( ecA est une matrice Hermitienne, il existe une

matrice unitaire V et une matrice diagonale réelle D telle que DVAV =*).,(. ec . Les lignes de

V, { }nvvv ,...,, 21  constituent une base orthonormée complète de nC  et correspondent aux

vecteurs propres de A en tenant compte des ordres de multiplicité. Par construction, la matrice
B(c,e) définie ci-dessous est alors une racine carrée de ),( ecA .
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
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


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2
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111
2

1
2

1
1

1
1

),( ec (8)

Ainsi les valeurs propres de ),( ecA sont toutes positives ou nulles. Nous pouvons alors

exprimer ),(2 ecd  en fonction des valeurs propres de la matrice ),( ecA . En posant
*

,,...,,1 )( Vjjnj Ω=ββ , il vient

2

,
1

*).,(. ji

n

i
ijj A βλ∑=ΩΩ

=
ec (9)

Maintenant, en se rappelant que les coefficients ji,α  sont des échantillons d’un bruit

complexe Gaussien de moyenne jiE ,.α , nous utilisons le vecteur :

( )jnjj
j EEE ,,2,1 ,,, ααα L=K



5-8

Comme la matrice V est unitaire, { }nvvv ,...,, 21  est une base orthonormale de nC  et les

coefficients ji,β  sont des variables aléatoires complexes Gaussiennes de variance 0.5 sur

chaque partie réelle ou imaginaire et de moyenne i
j vK . . Avec 

22

,, .. i
j

jiji EK vK== β , les

variables ji,β  sont toutes indépendantes et ont une distribution de probabilité égale à :

( ) )..2().exp(..2 ,,0,

2

,,, jijijijijiji KIKp ββββ −−=

où I0 désigne la fonction de Bessel modifiée d’ordre zéro. Le but étant d’obtenir une
probabilité PEP moyennée sur l’ensemble des erreurs d’évênements, on moyenne la

probabilité calculée en (7) en utilisant la distribution des variables ji,β . On obtient alors

Si on  considère alors le cas du fading de Rayleigh, on a ( ) 0, =jiE α  et à fortiori 0, =jiK  pour

tout i et j. Ainsi, on peut réécrire l’inégalité (10) sous la forme
m

n

i
si NE
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λ
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En notant r le rang de la matrice A, le noyau de A a pour dimension n-r et a exactement n-r

valeurs propres égales à zéro. Si les valeurs propres non nulles sont rλλλ ,...,, 21 , on déduit de

l’inégalité (11) que
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i
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On obtient alors un avantage en diversité de m.r et un avantage en gain de codage égal à
r

r
/1

21 )...( λλλ est réalisé. rλλλ ...21 est la valeur absolue de la somme des déterminants de tous

les principaux cofacteurs de A de taille r × r et il est aisé de voir que les rangs de ),( ecA et de

),( ecB sont égaux.

Remarque: on peut noter que l’avantage en diversité correspond à la puissance du SNR dans
le dénominateur de l’expression de la probabilité d’erreur d’évênements (PEP) calculée
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précédemment. Le gain de codage est une mesure approximative du gain obtenu par rapport à
un système non codé opérant avec le même avantage en diversité.
Ces premières analyses nous permettent d’arriver aux critères de construction suivants pour
les codes STTC.
Critère de construction pour les canaux de Rayleigh à “fadings” indépendants
- Le critère du rang:  Afin d’obtenir une diversité maximale égale à m.n , la
matrice ),( ecB doit être de rang complet (son noyau est égal au vecteur nul) pour chaque paire

de mots de code c et e. Si ),( ecB a un rang minimum égal à r sur toutes les paires possibles de

mots de code alors un gain en diversité de r.m est réalisé. Ce critère est aussi évoqué dans [4].
- Le critère du déterminant: Supposons que l’on veuille obtenir un gain en diversité de r.m. Le

minimum de la somme des déterminants de tous les r×r cofacteurs principaux de

),().,(),( * ececec BBA = pris sur toutes les paires de mots de code distincts e et c correspond

au gain de codage, où r désigne le rang de A(c,e).  Le but de la conception des codes STTC est
de rendre cette somme aussi grande que possible. Si on veut obtenir une diversité égale à n.m,
c’est-à-dire une diversié maximale, alors le minimum du déterminant de ),( ecA pris sur toutes

les paires de mots de code distincts e et c doit être maximisé.
Il est intéressant de regarder le comportement du membre de droite de l’égalité (10) pour les

rapports signal à bruit élevés. Pour des valeurs élevées de 0/ NEs  on peut réécrire (10) sous la

forme


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


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−
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1 1
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10

)exp(..
.4

)( λec (13)

Ainsi, on obtient un gain en diversité égal à r.m et un gain de codage égal à

( )
mr

m

j
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i
ji

r
r K

./1

1 1
,

/1
21 )exp(.. 








∏ ∏ −
= =

λλλ L

est réalisé. On en déduit les règles de construction suivantes pour les codes STTC dans le cas
des canaux de Rice et pour des valeurs élevées de Es/N0 .
- Le critère du rang: Ce critère est le même que celui déjà enoncé en page 6 pour le canal de
Rayleigh à “fadings” indépendants.

- Le critère du gain de codage: En appelant ( )ec,Λ  la somme de tous les déterminants des

principaux cofacteurs r×r de A(c,e) où r désigne le rang de A(c,e). Le minimum des produits

( )
mr

r

i
ji

r K
./1

1 1
,

/1 )exp(, 







∏ ∏ −Λ
= =

m

j
ec

pris sur toutes les paires de mots de code distincts c et e doit être maximisé.
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5-2-2 a- Cas où les coefficients ji,α  sont corrélés

Dans ce paragraphe, nous supposons que les coefficients ji,α  sont des échantillons corrélés de

variables aléatoires Gaussiennes de moyenne nulle et de variance 0.5 sur chaque partie réelle
ou imaginaire. Nous traitons le cas du canal de Rayleigh mais l’extension des calculs au cas

du canal de Rice est immédiate. Nous considérons d’abord la matrice mn × mn























=

),(0000

0),(00

00),(0

000),(

),(

ec

ec

ec

ec

ec

A

A

A

A

Y

L

MMOOMM

MO

LL

LL

0 représente ici la matrice nulle de taille n × n. Avec ( )mΩΩ=Ω ,...,1  on peut réécrire

l’équation (7) sous la forme

).4/..).,(.exp(),...,2,1,,...,2,1,( 0
* NEYmjniP sjj ΩΩ−≤==→ ecec ji,α (14)

On note alors *.ΩΩ=Θ E  la matrice de corrélation de Ω . On supposera dans la suite des

calculs que Θ  est de rang complet (son noyau est le vecteur nul). Comme la matrice Θ  est
une matrice définie positive, on sait qu’elle admet une racine carrée C qui est une matrice

triangulaire inférieure de taille nm × nm. En utilisant la transformation 1* )( −Ω= CW , il est

aisé de voir que les composantes de W deviennent des variables Gaussiennes non-corrélées de
variance 0.5 sur chaque partie réelle ou imaginaire. La moyenne des composantes de W peut

être facilement calculée à partir de la moyenne des coefficients ji,α  et de la matrice C. En

particulier, cette moyenne est nulle si la moyenne des ji,α  est nulle. En utilisant (14), on

arrive finalement à :

).4/..).,(.exp(),...,2,1,,...,2,1,( 0
** NEWCYCWmjniP secec ji, −≤==→ α (15)

On peut alors suivre la même démarche d’optimisation que dans le cas des “fadings”

indépendants en remplaçant la matrice ),( ecA  par la matrice CYC ).,(.* ec . On en déduit que

le rang de CYC ).,(.* ec doit être maximisé. Comme on a déjà supposé que C était de rang

plein, ceci revient à maximiser

[ ] [ ]),(.),( ecec ArangmYrang =

On voit que le critère du rang énoncé pour le cas des “fadings” indépendants est toujours
valable.
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Comme les coefficients ji,α  ont une moyenne nulle, il en va de même pour les composantes

de W. On peut alors, en suivant la même démarche que dans le paragraphe précédent (cas des

“fadings” indépendants), en déduire que le déterminant de CYC ).,(.* ec  doit être maximisé.

Or, ce déterminant est égal à :

[ ]mAY )),(det().det()),(det().det( ecec Θ=Θ (16)

Là encore, on s’aperçoit que le critère du déterminant énoncé pour le cas des “fadings”
indépendants est toujours valable. De plus, en comparant cette expression du déterminant avec
celle obtenue dans le cas a- (“fadings” indépendants) on peut quantifier la perte en gain de

codage dûe à la corrélation des coefficients ji,α . Cette perte au vue de (16) est

approximativement égale à ( ))det(log)../10( 10 Θmn  décibels (db).

De plus, en utilisant le même type d’argumentation, on se rend compte que le critère du rang
est toujours valable pour le cas des canaux de Rice et qu’un code optimisé pour le canal de

Rayleigh le sera également pour un canal de Rice même si les coefficients ji,α  sont corrélés.

Pour obtenir le critère du gain de codage, on doit calculer la moyenne des composantes de W
et appliquer le critère du gain de codage obtenu dans le cas des “fadings” indépendants.

5-2-3 Cas des évanouissements “fadings” rapides

Lorsque les variations du canal de propagation sont rapides, nous utilisons le modèle de canal
suivant :

j
t

n

i
s

i
tji

j
t Ectd ηα +∑=

=1
, .).( (17)

Les coefficients )(, tjiα  sont modélisés pour t = 1,2,…,l, i = 1, 2,…,n et j = 1,2, …, m par des

échantillons complexes Gaussiens indépendants de moyenne nulle et de et de variance 0.5 sur
chaque partie réelle ou imaginaire. Ces hypothèses correspondent au cas du canal de Rayleigh

mais, là encore, l’extension au cas du canal de Rice est immédiate. De plus, les j
tη sont des

échantillons de bruit Gaussiens complexes de variance N0/2 sur chaque partie réelle ou
imaginaire. Comme dans les paragraphes précédents nous supposons que les coefficients

)(, tjiα  sont parfaitement estimés au récepteur. On calcule la probabilité de décider la suite de

symboles décodés

n
lll

nn eeeeeeeee ............ 21
2

2
2

1
21

2
1

1
1=e

alors que la suite de symboles réellement transmis s’écrit

n
lll

nn ccccccccc ............ 21
2

2
2

1
21

2
1

1
1=c
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Ce calcul de probabilité conduit à l’expression :

).4/).,(exp(),,),(( 0
2 NEdtjitP secec ji, −≤→ α (18)

avec

2

1 1 1
,

2 )).((),( ∑ ∑ ∑ −=
= = =

m

j

l

t

n

i

i
t

i
tji ectd αec

En notant : ( ))(,),(),()( ,,2,1 tttt jnjjj ααα L=Ω  et C(t) la matrice n × n dont la pème ligne et la

qème colonne  admet pour élément )).(( q
t

q
t

p
t

p
t ecec −− . On peut alors réécrire la distance

),(2 ecd  sous la forme :

)().()(),( *

1 1

2 ttCtd j

m

j

l

t
j Ω∑ ∑Ω=

= =
ec (19)

La matrice C(t) est hermitienne, il existe donc une matrice unitaire V(t) et une matrice

diagonale D(t) telles que )().().()( * tVtDtVtC = . Les éléments de la diagonale de D(t), notés

ici Dii(t), ni ≤≤1 , sont les valeurs propres de C(t) avec leurs ordres de multiplicité. Comme
C(t) est hermitienne, ces valeurs propres sont réelles. En posant

( ) )().()(,),( ,,1 tVttt jjnj Ω=ββ L

alors les variables )(, tjiβ  pour i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m et t = 1, 2, …, l sont des variables

Gaussiennes complexes de moyenne nulle et de de variance 0.5 sur chaque partie réelle ou
imaginaire. On a alors :

)(.)()().()( ,

2

1
,

* tDtttCt ii

n

i
jijj ∑=ΩΩ

=
β

En réitérant les mêmes étapes que dans le cas a- on arrive alors, après moyennage sur la
distribution de Rayleigh, à :

m

ti

s
ii N

E
tDP

−

∏ 







+≤→

, 0
, .4

).(1)( ec (20)

Pour aller plus loin, il nous faut maintenant examiner la structure de la matrice C(t). Les
colonnes de C(t) sont toutes multiples de

( )n
t

n
ttttttt ececec −−−=− ,,, 2211 Lec
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Ainsi, C(t) a un rang égal à un si n
ttt

n
ttt eeeccc ...... 2121 ≠  et un rang nul dans le cas contraire. Il

s’ensuit que (n-1) éléments dans la liste )(,),(),( 2211 tDtDtD nnL  sont égaux à zéro et que le

seul élément non nul dans cette liste est 
2

tt ec − . En utilisant (20), nous pouvons maintenant

conclure que
m

l

t

s
tt N

E
tjitP

−

=
∏ 








−+≤→

1 0

2

.4
1),,),(( ecec ji,α (21)

Si on note ν(c,e) l’ensemble des indices t , lt ≤≤1  tels que 0≠− tt ec  et ),( ecν  le nombre

d’éléments dans l’ensemble ν(c,e). L’expression (21) entraîne alors
m

t

s
tt N

E
P

−

∈
∏ 








≤→

),( 0

2
.)(

ec
e-cec

ν
(22)

Il s’ensuit qu’une diversité de ),(. ecνm  est réalisée. Les critères de construction du code

STTC se déduisent de l’examen du coefficient de ( ) ),(
04/ ecνm

s NE −

- Le critère de la distance: Pour obtenir un ordre de diversité égal à µ.m dans un

environnement à évanouissements rapides, les quantités n
ttt ccc L21  et n

ttt eee L21 doivent être

différentes au moins pour µ valeurs de t. 
- Le critère du produit : En notant ),( ecν  l’ensemble des indices t , lt ≤≤1  tels que

n
ttt

n
ttt eeeccc LL 2121 ≠  et en notant

2

1

2
∑ −=
=

n

i

i
t

i
ttt ece-c

on trouve alors que le maximum de gain en codage est obtenu lorsque le minimum des
produits

2

),(
∏

∈

−
ec

ec
νt

tt

pris sur les différents mots de code e et c doit être maximisé.

5-3 Construction des codes

a- Limites fondamentales basées sur le critère de la capacité de coupure (“Outage
Capacity”) du canal

On considère un système de communication employant n antennes de transmission et une (ou
deux) antenne de réception avec un fading non sélectif en fréquence et quasi-statique. Il est
logique de penser qu’il existe une limite au-delà laquelle rajouter des antennes d’émission
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n’apporte plus qu’un gain marginal en termes de capacité Outage. Foschini et Gans [5] ont
prouvé que la capacité Outage d’un tel système est une variable aléatoire de la forme

)SNR)(1(log 2
22 nχ+ où 2

2nχ  est une variable aléatoire obtenue en sommant les carrés de 2n

variables gaussiennes indépendantes de moyenne zéro et de variance un. Ceci entraîne d’après

la loi des grands nombres que 12/2
2 →nnχ  en loi de probabilité. De façon concrète, dans le

cas n = 4, on a 12/2
2 ≅nnχ  et on retrouve le calcul de capacité classique pour un canal

Gaussien complexe, à savoir )1(log2 SNR+ par dimension complexe. Ainsi, avec une antenne

de réception, on montre qu’au delà de quatre antennes d’émission le gain en capacité obtenu
est marginal. De la même façon, on peut démontrer qu’avec deux antennes de réception on
obtient la quasi-totalité de la capacité du canal avec n = 6 antennes d’émission. Ces
observations corroborent complètement les résultats donnés par Telatar dans [6]. Dans ce
chapitre nous considérons des systèmes de transmission avec une ou deux antennes de
réception et ainsi le nombre d’antennes d’émission est toujours inférieur à six. Si un nombre
supérieur d’antennes d’émission et de réception est considéré alors les méthodes présentées
dans [7] où l’on combine le traitement d’antenne (changements du diagramme de
rayonnement par la commande des formateurs de faisceaux de l’antenne) et le codage spatio-
temporel peuvent s’appliquer. De plus, nous considérons ici des transmissions hauts débits par
paquets de petite taille, il est alors naturel d’introduire le codage spatio-temporel à l’intérieur
de chaque trame mais sans introduire de corrélation entre les trames. La capacité de coupure
(“Outage Capacity”) représente alors un excellent paramètre de mesure des performances.
Ceci explique pourquoi les courbes de résultats seront présentées en termes de FER: Frame
Error Rate.

b- Construction des codes pour le cas des “fading” non sélectif en fréquence et quasi-
statiques

Nous procédons à la construction des codes en utilisant les critères présentés dans la partie 2.
Les treillis présentés ci-dessous sont simples à interpréter: les symboles sont d’abord groupés
n par n (pour n antennes de transmission) puis, dépendant de l’état actuel du codeur, une
branche de transition est sélectionnée dans le treillis conduisant à un nouvel état. Par exemple,
dans le cas du codeur ci-dessous (figure 3), utilisant deux antennes d’émission, le symbole
transmis sur l’antenne 1 est égal à zéro dans le premier état. On passe alors de l’état un à l’état
un si le second symbole transmis sur l’antenne 2 est un zéro. On passe de l’état un à l’état
deux si le second symbole transmis sur l’antenne 2 est un un. On passe de l’état un à l’état
trois si le second symbole transmis sur l’antenne 2 est un deux. On passe de l’état un à l’état
quatre si le second symbole transmis sur l’antenne 2 est un trois. Le même raisonnement se
répète avec les états deux, trois et quatre.
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Fig. 3: STTC avec deux antennes d’émission, MDP-4, quatre états, 2 bits/s/Hz

Les constellations utilisées en MDP-4 et MDP-8 sont présentées sur la figure 4 ci-dessous.

Fig.4: constellations MDP-4 et MDP-8

Pour la MDP-4, outre, le code présenté en figure 3, nous avons également testé les codes
présentés en figure 5 (MDP-4, 2 antennes d’émission, huit et seize états).
D’autres exemples de codes sont présentés dans [3] page 752. En ce qui concerne la MDP-8,
nous avons testé le code de la figure 6, ce code présente une efficacité spectrale de 3 bits/s/Hz
En ce qui concerne les algorithmes de décodage des codes STTC, l’algorithme de Viterbi ou
l’algorithme de décodage par shères récemment introduit par Boutros [8] sont utilisables.
Dans le cas de l’algorithme de Viterbi, la métrique de branche à calculer lors d’une transition

notée n
ttt qqq L21  est donnée par :

2

1 1
, .∑ ∑−

= =

m

j

n

i

i
tji

j
t qr α

L’algorithme de Viterbi sert alors à sélectionner le chemin ayant la métrique cumulée la plus
faible. Les performances de ces codes sont illustrées sur les figures 7-10 dans le cas de deux
antennes d’émission et de un ou deux antennes de réception. Les paquets transmis ont une
taille de 260 symboles (130 sur chaque antenne). Les codes utilisés sont ceux présentés dans

[3] page 752. Les coefficients ji,α sont simulés par des échantillons de bruit complexes

Gaussiens de moyenne éventuellement nulle et de variance 0.5 sur chaque partie réelle ou
imaginaire.
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Fig. 5-a : STTC avec deux antennes d’émission, MDP-4, huit états, 2 bits/s/Hz

Fig. 5-b: STTC avec deux antennes d’émission, MDP-4, 16 états, 2 bits/s/Hz
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Fig. 6: STTC avec deux antennes d’émission, MDP-8, 8 états, 3 bits/s/Hz

Fig.7: Performances des codes STTC en MDP-4 avec une antenne de réception et deux antennes
d’émission (2 bits/s/Hz)
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Fig.8: Performances des codes STTC en MDP-4 avec deux antennes de réception et deux
antennes d’émission (2 bits/s/Hz)

Fig.9: Performances des codes STTC en MDP-8 avec une antenne de réception et deux antennes
d’émission (3 bits/s/Hz)
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Fig.10: Performances des codes STTC en MDP-8 avec deux antennes de réception et deux
antennes d’émission (3 bits/s/Hz)

A titre de comparaison nous donnons également les courbes de capacité Outage extraites de
[5] (cf figures 11 et 12).

Figure 11: Capacité Outage pour deux antennes d’émission et deux antennes de réception
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Figure 12: Capacité Outage pour deux antennes d’émission et une antenne de réception

On peut alors observer que pour un Frame Error Rate égal à 0.1, les codes réalisés et simulés
sont à 2.5 dB de la capacité Outage. Ceci montre bien que les codes STTC permettent
d’exploiter une grande partie de la capacité des canaux MIMO. On peut également observer
que la performance des codes (le gain de codage) augmente avec le nombre d’antennes de
réception. C’est ainsi que sur la figure 9 (cas d’une antenne de réception), on voit que l’on
améliore peu les performances en passant de 4 à 64 états (le gain est de l’ordre de 1 dB à FER
= 10-1). Par contre, sur la figure10, le gain pour FER = 10-1 devient supérieur à 2 dB. On peut
également constater que le gain de codage par rapport au code à quatre états n’est pas aussi
important que ce qui avait été prévu par le critère du déterminant. Ceci n’est pas très étonnant
car le critère du déterminant n’est qu’un critère approché qui ne tient pas compte, par
exemple, de la diversité. Cependant, malgré les bonnes performances réalisées par les codes
STTC, on peut se poser la question de leur optimalité: en d’autres termes, existent-ils des
schémas de codage permettant de transmettre à des débits plus élevés en MDP-4 ou MDP-8
ou, pour les débits atteints par les codes des figures 7-10, existent-ils des schémas de codage
plus simples? Le prochain paragraphe tente d’apporter une réponse à ces questions en
énonçant certaines règles de conception qui permettent d’obtenir des débits élevés avec une
bonne diversité en tenant compte de la taille de la constellation et du nombre d’états du
treillis.
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5-4 Règles générales de conception des codes STTC

Le but ici est de proposer pour un taux de transmission donné (nombre de bits par seconde et
par Hz), une taille de constellation donnée et un nombre d’états du treillis fixé, un code STTC
qui maximise le gain de codage donné par le critère du déterminant.
Ainsi, avec un système à n antennes d’émission et m antennes de réception on a vu que l’on
pouvait espérer une diversité maximale égale à m.n. On cherche alors à réaliser le taux de
transmission le plus élevé possible avec un avantage en diversité égal à r.m.
La construction du code utilise les théorèmes suivants:
Théorème 1: Si on considère un système de radiocommunication mobile avec n antennes de
transmission et m antennes de réception avec un canal de Rice sur chaque trajet équivalent. On
appelle r.m l’avantage en diversité du système. En supposant que l’on traite une constellation

Q à b2 éléments, le taux de transmission satisfait à l’inégalité suivante

l

rnA
R

bl )],(log[
2≤ (23)

avec R exprimé en bits par seconde et par Hertz. ),(
2

rnA bl est la taille maximale d’un code de

longueur n et de distance de Hamming minimale r défini sur un alphabet de taille bl2 .
Preuve:  En appelant l la longueur de la trame, on considère le superalphabet

QQQQl ××= K  défini par le l produit cartésien de Q. L’application (ou la correspondance)
nlln QQf ][: →  qui associe à n

lll
nn eeeeeeeee LKLL 21
2

2
2

1
21

2
1

1
1  l’élément :

( ) ( ) ( )[ ]n
l

nn
ll eeeeeeeee ,,,,,,,,,, 21
22

2
2
1

11
2

1
1 LLLL  est une application bijective. En utilisant le

critère du rang, la matrice B(c,e) donnée en (8) a au moins un rang égal à r pour chaque paire
de mots distincts c et e. Dans ce cas, r lignes de B(c,e) sont non-nulles. Il s’ensuit que f(c) et

f(e) ont une distance de Hamming au moins égale à r en tant que mots de code définis sur lQ .

L’alphabet lQ  a une taille égale à bl2 et ainsi le nombre de mots de code est majoré par

),(
2

rnA bl . Le taux de transmission maximum est bien alors celui donné par (23).

Corollaire : Toujours en considérant une transmission sur un canal de Rice avec n antennes de
transmission et m antennes de réception, on trouve que si l’avantage en diversité est égal à
n.m, alors le taux de transmission est au moins égal à b bits par seconde et par Hertz.

Preuve: on a évidemment blnnA bl 2),(
2

=  et ceci peut être atteint par un simple code à

répétition.
Remarque: Pour des modulations MDP-4, MDP-8 ou MAQ-16, un avantage en diversité de
nm donne une borne supérieure de respectivement 2, 3 et 4 bits/s/Hz pour le taux de
transmission.
L’ensemble de ces premiers résultats conduit à la conclusion qu’il existe un compromis entre
la taille de la constellation, l’ordre de diversité et le taux de transmission. Ce compromis est
relié directement à la complexité du treillis réalisé.
Lemme 1: La longueur de contrainte d’un code STTC avec un avantage en diversité égal à r
est au moins égale à r-1.
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Preuve: Si on considère deux transitions (deux branches parallèles) correspondant à la

longueur de contrainte ν dans le treillis du code. Sans perdre en généralité, on peut supposer
que l’une de ces transitions correspond au chemin nul 0000…0 et l’autre correspond à

000000,,,,,,,,, 1
2

1
1

12
2
2

1
21

2
2

1
1 LLLLL nnn eeeeeeeee +++ ννν

Si 1−< rν  le critère du rang n’est plus vérifié.
Lemme 2: En appelant b le taux de transmission d’un système multiantennes employant un
codage STTC avec un avantage égal à r, on montre que la complexité du treillis associé à ce

code est au moins égal à )1(2 −rb .
Preuve: Comme le taux de transmission est égal à b bits par seconde et par Hertz, le nombre

de branches qui partent de chaque état est égal à b2 . Ainsi, à l’instant r -1, il y a )1(2 −rb

chemins qui ont divergé depuis l’état zéro à l’instant t = 0. A cause du lemme 1, on sait

qu’aucun de ces chemins ne reconverge vers le même état. Ainsi, il y a au moins )1(2 −rb  états
dans le treillis.
Les codes présentés en figures 3 et 6, par exemple, atteignent cette borne supérieure. Ainsi la
borne du théorème 1 est une borne exacte (qui peut être atteinte par un code STTC optimal).
Cela prouve également que les codes des figures 5-6 présentent le meilleur compromis entre le
taux de transmission, le gain en diversité, la complexité du treillis et la taille de la
constellation.

5-5 Les codes SOSTTC  (Super-Orthogonal Space-Time Trellis Code)

Depuis les travaux initiés par Tarokh & al dans [3], de nombreux schémas alternatifs ont été
proposés pour améliorer les codes STTC [9-13]. En effet, un des principaux inconvénients des
codes STTC réside dans le compromis entre le taux de transmission, le gain en diversité, la
complexité du treillis et la taille de la constellation (cf partie ci-dessus), compromis qui
empêche souvent le code STTC d’atteindre une gain en diversité maximum pour une
complexité de trellis donnée. Cependant, on peut enlever cet inconvénient en utilisant les
règles de partitionnement de Ungerboeck. Nous allons d’abord montrer comment utiliser les
règles de partitionnement en sous-constellations [14]. Dans la suite de cette partie nous
considèrerons un système à deux antennes de transmission. Les matrices de transmission
utilisées seront construites à partir du schéma d’Alamouti et prendront la forme suivante:

( ) 








−
=

*
1

.*
2

2
.

1
21

.

.
,,

xex

xex
xxC

j

j

θ

θ
θ (24)

La valeur de θ est choisie de telle sorte que, pour chaque paire de mots x1, x2 de la
constellation initiale, les signaux transmis appartiennent toujours à cette même constellation.
Par exemple, pour une modulation MDP-L, les signaux x1, x2 peuvent être mis sous la forme

1,,1,0,
..2

−= Lle L

lj

L
π

. On peut alors prendre 1,,1,0',/'..2 −== LlLl Lπθ . Dans ce cas les
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signaux transmis par le code STBC appartiendront toujours à la constellation de départ. Pour

la modulation MDP-2, on peut utiliser C(x1, x2, 0) et C(x1, x2, θ) et C(x1, x2, 0), C(x1, x2,

θ/2), C(x1, x2, θ) et C(x1, x2, 3. θ/2) pour la modulation MDP-4 et avec 2/πθ = .

Nous appelons ),( 21 ccB  la matrice des différences des mots de code c1, c2 (cf équation 8) et

),( 21 ccB H
 sa transposée conjuguée. En reprenant les définitions du paragraphe 2, la diversité

du code STTC est définie par le rang minimum de la matrice ),( 21 ccB . Pour un code de

diversité maximal, le minimum du déterminant de la matrice ),().,(),( 212121 ccBccBccA H= ,
pour toutes les paires de mots de code (c1, c2), correspond au gain de codage. On définit la
distance en gain de codage (Coding Gain Distance: CGD) entre deux mots de code c1 et c2

par: )),(det(),( 2121
2 ccAccd = . En général, lorsque la diversité du code est inférieure à r (r:

nombre d’antennes d’émission), la distance peut être définie comme la moyenne harmonique

des valeurs propres non-nulles de ),( 21 ccA . Le CGD nous permet alors de partitionner une

constellation en sous-constellation. Un exemple très simple est d’abord donné dans le cas de
la MDP-2. Il y a quatre façons de partitionner le code STBC de transmission comme le montre
la figure 13.

Fig. 13: Principe de partitionnement d’après le CGD a) cas de la MDP-2, b) cas de la MDP-4,
c) cas de la MDP-8
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Nous allons maintenant montrer comment maximiser le gain de codage sans sacrifier le taux
de transmission. Nous affectons un code STBC du type de l’équation (24) à chaque transition
depuis un état. Les états adjacents du treillis sont affectés chacun à un code STBC différent.
Par contre, on peut affecter le même code STBC aux branches du treillis qui convergent vers
un même état. Cette règle garantit que les chemins qui divergent (ou qui convergent) vers le
bon chemin diffèrent tous entre eux d’un rang au moins égal à deux. En d’autres termes,
chaque paire de mots de code convergeant ou divergeant vers un état réalise une diversité
maximale car les mots appartiennent au même code STBC. Les codes réalisés portent le nom
de SOSTTC (Super Orthogonal Space-time Trellis Codes). La figure 14 a) montre un exemple
de code SOSTTC à quatre états r = 2 bits/s/Hz (MDP-4) et la figure 14 b) un exemple de code
SOSTTC à quatre états r = 3 bits/s/Hz (MDP-8). Le CGD minimum du code figure 14 a) est
égal à 16 ce qui est supérieur au CGD du code correspondant présenté par Tarokh dans [3]. Le
CGD minimum du code figure 14 b) est égal à 2.69 et il n’y a pas de code STTC
correspondant à quatre états en MDP-8 dans [3].

Fig. 14: Exemples de codes SOSTTC à 4 états:
r = 2 bits/s/Hz (MDP-4)  b) r = 3 bits/s/Hz (MDP-8)

La figure 15 présente un code SOSTTC à huit états en MDP-8 r = 3 bits/s/Hz.

C(x1,x2,0)   S0     S1

C(x1,x2,π)   S0     S1

C(x1,x2,0)   S1     S0

C(x1,x2,π)   S1     S0

C(x1,x2,0) S00 S01 S10 S11

C(x1,x2,π/2) S00 S01 S10 S11

C(x1,x2,π) S00 S01 S10 S11

C(x1,x2,3π/2) S00 S01 S10 S11

(a) (b)
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Fig. 15: Exemple de codes SOSTTC à huit états en MDP-8 r = 3 bits/s/Hz.

Avant de montrer les performances obtenues avec les codes SOSTTC et l’amélioration
apportée par rapport aux codes STTC classiques, nous donnons quelques outils
mathématiques nécessaires à la partition de la constellation de départ en sous-constellations, le
but étant, bien évidemment, comme dans le cas des modulations TCM de Ungerboeck, de
maximiser la distance entre sous-constellations. Si on considère une modulation MDP-L

chaque signal peut se mettre sous la forme 1,,1,0,/..2. −== Lles Llj Lπ  ou encore ω.jes = en

posant L/.2 πω = . Sachant que nous travaillons sur un système à deux antennes d’émission,
nous devons alors considérer les paires de symboles distincts dans la constellation transmise
(cf équation 24). Nous avons alors

),( .1.1
2

.1.1
1

ωω ljkj eses ==      et      ),( .2.2
2

.2.2
1

ωω ljkj eses ==

 pour les symboles transmis par le code STBC utilisé (θ = 0). Nous calculons alors les
matrices A et B définies au début de ce paragraphe et dans le paragraphe sur les critères de
construction des codes STTC (cf paragraphe 2). Pour les branches parallèles dans le treillis,
nous obtenons

C(x1,x2,0)      S00 S10 S01 S11

C(x1,x2,π/2)      S00 S10 S01 S11

C(x1,x2,π)      S00 S10 S01 S11

C(x1,x2,3.π/2)      S00 S10 S01 S11

C(x1,x2,0)      S01 S11 S00 S10

C(x1,x2,π/2)    S01 S11 S00 S10

C(x1,x2,π)      S01 S11 S00 S10

C(x1,x2,3.π/2)     S01 S11 S00 S10
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En utilisant  l’expression de la matrice A ( équation 26), on obtient alors:

{ } 2
1212 )].(cos[.2)].(cos[.24)det( llkkA −−−−= ωω (27)

Ainsi, si pour le premier mot de code transmis on appelle l’ensemble des symboles de la sous-
constellation

Ppeess
pljpkjp ,,2,1),,(),(

.1..1.1
2

1
1 L== ωω

et pour le second mot de code transmis

Ppeess
pljpkjp ,,2,1),,(),( 
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2

2
1 L== ωω

on obtient alors:
2
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L’égalité (28) regroupe une somme de P termes tous positifs, on a donc l’inégalité suivante:
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L’inégalité (29) permet alors de construire les sous-constellations définies sur la figure 13.

- Performances obtenues
Nous nous plaçons dans le même contexte que pour l’étude des codes STTC. Les
performances des codes SOSTTC sont illustrées sur les figures 16-17 dans le cas de deux
antennes d’émission et de un ou deux antennes de réception. Les paquets transmis ont une
taille de 260 symboles (130 sur chaque antenne). Le code utilisé est celui présenté en figure 14

a) en MDP-4. Les coefficients ji,α sont simulés par des échantillons de bruit complexes

Gaussiens de moyenne éventuellement nulle et de variance 0.5 sur chaque partie réelle ou
imaginaire. A titre de comparaison, nous donnons aussi les performances obtenues par les
codes donnés en [10-12].
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Fig 16 : Performances des codes SOSTTC, cas de deux antennes d’émission et une antenne de
réception (2 bits/s/Hz-MDP-4)

Fig 17 : Performances des codes SOSTTC, cas de deux antennes d’émission et de deux antennes
de réception (2 bits/s/Hz-MDP-4)

Les codes qui servent de comparaison, outre les codes STTC présentés dans [3], sont les codes
de Q. Yan et R. S. Blum [11] notés YB sur les courbes, les codes de S. Baro, G. Bauch et A.
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Hansmann [12] notés BBH et les codes de Z. Chen, J. Yuan et B. Vucetic [13] notés CYV. Il
s’agit, dans la littérature, des codes STTC les plus performants réalisés jusqu’alors.
Il est clair d’après les résultats des figures 16 et 17 que les codes SOSTTC présentent un
avantage conséquent par rapport aux codes STTC, cet avantage, en termes de FER, étant de
l’ordre de 1-1,5 dB (cas des FER à 10-2) pour le cas où l’on dispose de deux antennes de
réception (figure 17) et de 2 dB dans le cas où l’on utilise une seule antenne de réception
(figure 16). Ainsi, l’avantage sur les codes STTC diminue lorsque le nombre d’antennes de
réception augmente. Il est à signaler de plus que les performances des codes YB, BBH et CYV
sont très prôches de celles des codes STTC de Tarokh dans le cas d’une seule antenne de
réception (figure 16). Leurs avantages, par rapport aux STTC, n’apparaît que dans le cas de
deux antennes de réception (figure 17).

Remarque: l’algorithme de décodage fait appel à la métrique de maximum de vraisemblance
donnée dans le chapitre sur les codes STBC. Pour chaque sous-constellation on calcule la
métrique STBC la plus petite (la plus vraisemblable) et on la cumule dans le treillis de Viterbi
comme pour n’importe quel code convolutif conventionnel. L’algorithme de décodage est
présenté sous forme d’un fichier Matlab à la fin de ce chapitre pour le code SOSTTC de la
figure 14 a).

5-6 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle catégorie de codes spatio-temporels qui
s’apparentent à la classe des codes correcteurs convolutifs, ces codes sont appelés codes
saptio-temporels en treillis (Space-Time Trellis Codes). En effet, les symboles sont transmis
sur les différentes antennes d’émission suivant un schéma en treillis et le décodage de ce type
de code est réalisé avec l’algorithme de Viterbi. Leur gain de codage est supérieur aux codes
STBC qui ne sont que des schémas de diversité optimaux, cependant le gain en diversité n’est
pas toujours maximum. Après avoir examiné les principales règles de construction de ces
codes, en particulier le critère du rang et le critère du déterminant, nous avons exposé des
schémas de réalisation pour des modulations MDP-4, MDP-8 avec des taux de transmission
de 2 et 3 bits/s/Hz. Les simulations réalisées ont permis de constater que les codes STTC
approchaient la borne de la capacité Outage à 2.5 dB près. Nous avons alors proposé de
combiner les avantages des codes STTC (gain de codage) avec les avantages des codes STBC
(diversité optimale) pour obtenir un nouveau type de codes: les codes SOSTTC (Super
Orthogonal Space-Time Trellis Codes). Ce type de code permet d’améliorer sensiblement les
performances des codes STTC. En effet, des gains de 1 à 2 dB sont observés par rapport aux
codes STTc de Tarokh.
Pour compléter cette étude, il est évident qu’une extension des codes SOSTTC au cas de
schémas de transmission utilisant plus de deux antennes doit être envisagé. Le compromis
complexité du treillis-gain de codage doit être également mieux étudié. Enfin, l’influence d’un
algorithme d’estimation des paramètres du canal (détermination de la réponse impulsionnelle)
doit être prise en compte dans l’estimation des performances.
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Annexe A : Quelques propriétés matricielles

Une matrice An×n est dite Hermitienne si et seulement si elle vérifie *AA = . La matrice A est

dite définie positive si pour tout vecteur complexe x de taille 1 × n, on a 0. * ≥xx A . Une

matrice complexe V est dite unitaire si on a la relation IVV =*. où I désigne évidemment la

matrice identité d’ordre n. Une matrice B de taille n × l est dite racine carré de A si on a la

relation ABB =*. . Nous utiliserons également par la suite les résultats suivants :

- Un vecteur propre v d’une matrice An×n est dit associé à la valeur propre λ  de A lorsqu’il
vérifie vv ..λ=A . L’espace engendré par les vecteurs propres de A associés à la valeur propre
0 correspond au noyau de A et a pour dimension n-r où r est le rang de A.
- Toute matrice A qui admet une racine carré B, est une matrice définie positive.

- Pour chaque matrice An×n hermitienne définie positive il existe une matrice Bn×n triangulaire

inférieur telle que ABB =*. .

- Pour une matrice Hermitienne A, l’espace engendré par ses vecteurs propres est égal à nC ,
espace de dimension n. Il est alors possible en utilisant le procédé de Gramm-Shmidt de

construire une base orthonormée de nC  en utilisant les vecteurs propres de A. De plus, dans

ce cas, il existe une matrice V unitaire telle que DVAV =*.. . Les lignes de V constituent une

base orthonormale de nC  donnée par les vecteurs propres de A. D est une matrice diagonale

dont les éléments correspondent aux valeurs propres iλ de A, comptées avec leurs ordres de

multiplicité.
- Les valeurs propres d’une matrice Hermitienne sont réelles.
- Les valeurs propres d’une matrice Hermitienne définie positive sont toutes positives ou

nulles.
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Annexe B : liste des programmes Matlab

1-Algorithme de codage des codes SOSTTC

function [output,next_state] = encodeTTCsymbol(input, state)

if (state==1) % on est dans le cas de la matrice d'Alamouti avec angle == 0
   if (all(input==[1 1]) | all(input==[-1 -1]) | all(input==[1 -1]) |
all(input==[-1 1])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*3*pi/2)])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*3*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*pi/2)]))
      output = [input(1) input(2); -conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=1; % on reste dans le même état
 else
      output = [input(1) input(2); -conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=2; % on change d'état
 end;

elseif (state==2) % on est dans le cas de la matrice d'Alamouti avec angle
== pi
   if(all(input==[1 1]) | all(input==[-1 -1]) | all(input==[1 -1]) |
all(input==[-1 1])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*3*pi/2)])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*3*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*pi/2)]))
      output = [-input(1) input(2); conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=3; % on change d'état
else
      output = [-input(1) input(2); conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=4; % on change d'état
end;

elseif (state==3) % on est dans le cas de la matrice d'Alamouti avec angle
== 0
   if(all(input==[1 1]) | all(input==[-1 -1]) | all(input==[1 -1]) |
all(input==[-1 1])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*3*pi/2)])...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*3*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*pi/2)]))
      output = [input(1) input(2); -conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=2; % on change d'état Fig. 5
 else
      output = [input(1) input(2); -conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=1; % on change d'état
end;

elseif (state==4) % on est dans le cas de la matrice d'Alamouti avec angle
== pi
   if( all(input==[1 1]) | all(input==[-1 -1]) | all(input==[1 -1]) |
all(input==[-1 1]) ...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*3*pi/2)]) ...
         | all(input==[exp(j*pi/2) exp(j*3*pi/2)]) |
all(input==[exp(j*3*pi/2) exp(j*pi/2)]))
      output = [-input(1) input(2); conj(input(2)) conj(input(1))];
      next_state=4; % on reste dans le même état
else
      output = [-input(1) input(2); conj(input(2)) conj(input(1))];
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      next_state=3; % on change d'état
  end;
end;

2-Algorithme de décodage des codes SOSTTC

function x_hat = decodeSOTTCbis(z,alpha1,alpha2)

[m,K] = size(z);
max_state = 4;
n=2;
L_total = m
s0=1;
s1=exp(j*pi/2);
s2=-1;
s3=exp(j*3*pi/2);;
% construction de la matrice de test pour le maximum de vraisemblance %
% première sous-constellation
MV(1,1)=s0; MV(1,2)=s0;
MV(2,1)=s2; MV(2,2)=s2;
MV(3,1)=s0; MV(3,2)=s2;
MV(4,1)=s2; MV(4,2)=s0;
MV(5,1)=s1; MV(5,2)=s1;
MV(6,1)=s3; MV(6,2)=s3;
MV(7,1)=s1; MV(7,2)=s3;
MV(8,1)=s3; MV(8,2)=s1;
% deuxième sous-constellation
MV(9,1)=s0; MV(9,2)=s1;
MV(10,1)=s2; MV(10,2)=s3;
MV(11,1)=s0; MV(11,2)=s3;
MV(12,1)=s2; MV(12,2)=s1;
MV(13,1)=s1; MV(13,2)=s0;
MV(14,1)=s3; MV(14,2)=s2;
MV(15,1)=s1; MV(15,2)=s2;
MV(16,1)=s3; MV(16,2)=s0;

st_metric10(1:L_total/n)=10^2;
st_metric20(1:L_total/n)=10^2;
st_metric1pi(1:L_total/n)=10^2;
st_metric2pi(1:L_total/n)=10^2;

% set infinity to an arbitrarily large value
inf = 10^5;

% initialize trellis and path matrices
trellis = inf*ones(max_state,L_total/n);
path = zeros(max_state,L_total);
new_path = path;

% determine trellis and path matrices at time 1
y_segment1 = z(1:n,:);
P0 = [y_segment1(1) y_segment1(2)]*[conj(alpha1(1)) conj(alpha2(1)); 0 0] +
...
   [conj(y_segment1(1)) conj(y_segment1(2))]*[0 0 ; alpha2(2) -alpha1(2)];
P0 = (1/((abs(alpha1(1)))^2+(abs(alpha2(1)))^2))*P0;

% choose the most likely transmitted symbols using P vector components
% for the points belonging to the first subset
for i=1:8
   ecart(i) = abs(MV(i,1)-P0(1))^2+abs(MV(i,2)-P0(2))^2;
   if (ecart(i)<st_metric10(1))
      st_metric10(1) = ecart(i);
      min10=i;
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   end;
end;
% in this case, the next state is state 1
next_state=1;
trellis(next_state,1)=st_metric10(1);
path(next_state,1:2)=[MV(min10,1) MV(min10,2)];

% choose the most likely transmitted symbols using P vector components
% for the points belonging to the second subset
for i=9:16
   ecart(i) = abs(MV(i,1)-P0(1))^2+abs(MV(i,2)-P0(2))^2;
   if (ecart(i)<st_metric20(1))
      st_metric20(1) = ecart(i);
      min20=i;
   end;
end;
% in this case, the next state is state 2
next_state=2;
trellis(next_state,1)=st_metric20(1);
path(next_state,1:2)=[MV(min20,1) MV(min20,2)];

% determine trellis and path matrices from time 2 to time L_total
counter=n+1;
for time=2:(L_total/n)
   y_segment1 = z(counter:counter+n-1,:);
   P0 = [y_segment1(1) y_segment1(2)]*[conj(alpha1(counter))
conj(alpha2(counter)) ; 0 0] + ...
      [conj(y_segment1(1)) conj(y_segment1(2))]*[0 0; alpha2(counter+1) -
alpha1(counter+1)];
   P0= (1/((abs(alpha1(counter)))^2+(abs(alpha2(counter)))^2))*P0;
   for i=1:8
      ecart(i) = abs(MV(i,1)-P0(1))^2+abs(MV(i,2)-P0(2))^2;
      if (ecart(i)<st_metric10(time))
         st_metric10(time) = ecart(i);
         min10=i;
      end;
   end;
   for i=9:16
      ecart(i) = abs(MV(i,1)-P0(1))^2+abs(MV(i,2)-P0(2))^2;
      if (ecart(i)<st_metric20(time))
         st_metric20(time) = ecart(i);
         min20=i;
      end;
   end;
   Ppi = [y_segment1(1) y_segment1(2)]*[-conj(alpha1(counter))
conj(alpha2(counter)) ; 0 0] + ...
      [conj(y_segment1(1)) conj(y_segment1(2))]*[0 0; alpha2(counter+1)
alpha1(counter+1)];
   Ppi= (1/((abs(alpha1(counter)))^2+(abs(alpha2(counter)))^2))*Ppi;
   for i=1:8
      ecart(i) = abs(MV(i,1)-Ppi(1))^2+abs(MV(i,2)-Ppi(2))^2;
      if (ecart(i)<st_metric1pi(time))
         st_metric1pi(time) = ecart(i);
         min1pi=i;
      end;
   end;
   for i=9:16
      ecart(i) = abs(MV(i,1)-Ppi(1))^2+abs(MV(i,2)-Ppi(2))^2;
      if (ecart(i)<st_metric2pi(time))
         st_metric2pi(time) = ecart(i);
         min2pi=i;
      end;
   end;
   for state=1:max_state
      if state==1
         % in this case, Alamouti's scheme with théta = 0
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         % in this case, the next state is state 1
         next_state=1;
         path_metric = st_metric10(time) + trellis(1,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min10,:)];
         end;
         % in this case, the next state is state 2
         next_state=2;
         path_metric = st_metric20(time) + trellis(1,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min20,:)];
         end;

      elseif state==2
         % in this case, Alamouti's scheme with théta = pi
         % in this case, the next state is state 3
         next_state=3;
         path_metric = st_metric1pi(time) + trellis(2,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min1pi,:)];
         end;
         % in this case, the next state is state 4
         next_state=4;
         path_metric = st_metric2pi(time) + trellis(2,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min2pi,:)];
         end;

      elseif state==3
         % in this case, Alamouti's scheme with théta = 0
         % in this case, the next state is state 2
         next_state=2;
         path_metric = st_metric10(time) + trellis(3,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min10,:)];
         end;
         % in this case, the next state is state 1
         next_state=1;
         path_metric = st_metric20(time) + trellis(3,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min20,:)];
         end;

      else
         % in this case, Alamouti's scheme with théta = pi
         % in this case, the next state is state 4
         next_state=4;
         path_metric = st_metric1pi(time) + trellis(4,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min1pi,:)];
         end;
         % in this case, the next state is state 3
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         next_state=3;
         path_metric = st_metric2pi(time) + trellis(4,time-1);
         if path_metric < trellis( next_state, time )
            trellis( next_state, time ) = path_metric;
            new_path(next_state,1:n*time)= [path(state,1:n*(time-1))
MV(min2pi,:)];
         end;
      end;
   end;
   path=new_path;
   counter=counter+n;
end;
%selection of the best surviving paths among the remaining max_states ones
trellis_min=10^5;;
for i=1:max_state
   if trellis(i,L_total/n)<trellis_min
      trellis_min=trellis(i,L_total/n);
      MVstate=i;
   end;
end;
x_hat = path(MVstate,1:L_total);
return

3-Programme de test des codes SOSTTC

function  [SR,SER] = SOTTC
%M nombre d'états de la modulation, ici une MDP4 %
M=2;
n=50;  % taille d'un paquet
P=2;    % nombre d'antennes d'émission
fd=100;  % frequence Doppler
coding_rate=1;
Nbpacket=10;
SNR=[6];

% initialisation des SER par paquet et par SNR
for da=1:length(SNR)
   SER(da,1)=0;
   for jj=1:Nbpacket
      num_error(da,jj)=0;
      SR(da,jj)=0;
   end;
end;
% création de la modulation MDP4 %
for da=1:length(SNR)
   for num_packet=1:Nbpacket
      seq(num_packet,:)=(rand(1,n*M)>0.5);
      mseq=seq(num_packet,:);
      for i=1:n
         sn=mseq(M*(i-1)+1:M*i);
         if(sn==[0 0])
            vn(i)=1;
         elseif(sn==[0 1])
            vn(i)=exp(j*pi/2);
         elseif(sn==[1 1])
            vn(i)=-1;
         else
            vn(i)=exp(j*3*pi/2);
         end;
      end;
      % création du codage SOTTC : les symboles arrivent
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      % deux par deux sur l'antenne d'émission %
      state = 1; % on initialise l'état dans lequel on part à 1
      for m=1:(n/P)
         en=vn(P*(m-1)+1:P*m);
         [zn, next_state]=encodeTTCsymbol(en, state);
         A(P*(m-1)+1:P*m,1)=zn(:,1);
         A(P*(m-1)+1:P*m,2)=zn(:,2);
         state = next_state;
      end;
      x1=fadingtaps(fd,1,1,n,512);
      x2=fadingtaps(fd,1,1,n,512);
      A(:,1)=A(:,1).*x1;
      A(:,2)=A(:,2).*x2;
      z=A(:,1)+A(:,2);
      [zz,d]=awgncomplex(coding_rate,n,SNR(da),z);
      x_hat = decodeSOTTCbis(zz, x1, x2);
      error = x_hat-vn;
      for k=1:n
         if abs(error(:,k))>0.1
            num_error(da,num_packet)=num_error(da,num_packet)+1;
         end;
      end;
      SR(da,num_packet)=num_error(da,num_packet)/n;
   end;
   SER(da)=sum(SR(da,:),2)/Nbpacket;
end;
return
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Les différents chapitres de ce travail de thèse visent à étudier les performances des systèmes
MIMO. De nombreux résultats peuvent être déduits des performances présentées. En ce qui
concerne les systèmes BLAST nous avons entre autres, montré que leurs performances
dépendait surtout de l’écart entre le nombre d’antennes de réception et d’émission. De plus,
ces systèmes étant très sensibles aux erreurs de propagation, il faut utiliser des systèmes de
codage performants (tels que les turbo codes) à inclure dans une structure telle que le D-
BLAST. On aboutit ainsi à un système de type turbo-BLAST que le groupe de recherche
GESTE étudie actuellement. Pour les systèmes à codage spatio temporels de type STBC nous
avons redéfini les règles matricielles de codage et de décodage pour un nombre quelconque
d’antennes d’émission et de réception et nous avons calculé une borne très précise des
performances en termes de TEB sur canaux de Rayleigh non-sélectifs en fréquence. Cette
borne coïncide avec les résultats de simulation à moins de 0.5 dB près ce qui est remarquable
et bien plus précis que la borne classique de Chernoff. Pour les codes STTC nous avons
d’abord repris les schémas proposés initialement par Tarokh, nous avons vérifié qu’ils
permettaient d’atteindre la capacité “outage” à 2-2.5 dB près et nous avons proposé un schéma
de codage original qui combine l’avantage en diversité des codes STBC avec le gain de
codage des codes STTC. Ce type de code appelé SOSTTC (Super Orthogonal Space Time
Trellis Code) permet d’améliorer sensiblement les performances des codes STTC. En effet,
des gains de 1 à 2 dB sont observés par rapport aux codes STTC de Tarokh. Pour compléter
cette étude, il est évident qu’une extension des codes SOSTTC au cas de schémas de
transmission utilisant plus de deux antennes doit être envisagée. Le compromis complexité du
treillis-gain de codage doit être également mieux étudié.

Il est à signaler que le canal de propagation a été supposé non-sélectif en fréquence dans
chacun des chapitres. La généralisation des résultats au cas de canaux sélectifs en fréquence
devra être abordé. Enfin, et ceci est valable pour l’ensemble des chapitres, l’influence d’un
algorithme d’estimation des paramètres du canal (détermination de la réponse impulsionnelle)
doit être prise en compte dans l’estimation des performances.

Nous étudions actuellement la combinaison des codes STTC, STBC et SOSTTC avec des
codages turbo à haute efficacité spectrale du type de ceux présentés dans le chapitre 1. De
plus, l’utilisation d’algorithmes d’apprentissage du canal en conjonction avec l’utilisation de
turbo codes permet d’aboutir à des structures de turbo-égaliseurs qui restent délicates à mettre
au point pour les systèmes MIMO dans le cas de canaux sélectifs en fréquence. Ceci constitue
certainement une voie de recherche d’avenir.




