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La découverte des semi-conducteurs a permis un développement massif de 

l’électronique contemporaine. Le principe des semi-conducteurs a été décrit par la physique 

quantique. Il repose sur le fait qu’un électron voit son énergie quantifiée lorsqu’il se “déplace” 

au sein d’un arrangement périodique d’atomes. Il apparaît alors des bandes d’énergies 

interdites. C’est à partir de cette démonstration que les matériaux à bande interdite 

photonique, appelés plus simplement BIP, sont apparus il y a une vingtaine d’année [1]. Ces 

matériaux utilisent le phénomène de bandes d’énergie interdites. 

 

Nous pouvons remarquer que dans le domaine de la physique, il existe diverses 

analogies comme par exemple, les oscillateurs harmoniques issus de l’électricité (circuits 

RLC) et de la mécanique (pendule). Le travail de doctorat présenté dans ce mémoire s’inscrit 

dans la ressemblance qui existe entre l’électronique (comportement des électrons dans les 

semi-conducteurs) et l’optique ondulatoire (photons dans les structures macroscopiques). 

 

D’un point de vue théorique, l’étude et le développement des propriétés des matériaux 

à bande interdite photonique reposent sur la forte similitude qui existe entre les équations de 

Schrödinger et de Maxwell. 

La théorie de Maxwell date du XIXème siècle, tandis que celle du photon est plus récente. 

Il est bien connu de la communauté scientifique que les électrons d’un cristal semi-conducteur 

ne peuvent prendre n’importe quelle énergie : la périodicité du potentiel d’interaction entre 

électrons et atomes conduit à l’existence de bandes d’énergies interdites. De la même façon, 

un matériau dont l’indice de réfraction varie périodiquement suivant les différentes directions 

de l’espace pourra présenter des bandes d’énergies interdites pour les photons. Autrement dit, 

dans certains domaines de longueur d’onde de l’ordre de grandeur de la période du matériau, 

la lumière ne pourra s’y propager et sera réfléchie quelle que soit son incidence. E. 

Yablonovitch proposa de réaliser de tels matériaux. C’est ainsi qu’apparurent les concepts de 

bande interdite photonique et de cristaux photoniques. 

La première fonction d’un BIP est d’être un miroir parfaitement réfléchissant (99,5 %) quel 

que soit l’angle ou la polarisation dans une ou plusieurs bandes de fréquence. Ceci est 

possible sans aucun apport d’énergie (ce qui n’est pas le cas des semi-conducteurs). 
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Ce manuscrit s’articule autour de trois chapitres. 

 

 Dans un premier chapitre, nous décrivons les généralités sur les BIP et les outils de 

simulation. Après avoir présenté un historique rappelant le principe des cristaux photoniques, 

nous exposerons ces matériaux périodiques. Nous rappellerons ensuite dans le détail 

l’analogie qui existe entre les électrons et les photons. Un bref état de l’art sera présenté suivit 

des applications développées avec des structures périodiques dans différents domaines tels 

que l’optique et les microondes. Pour permettre l’étude des BIP, nous présenterons deux 

outils électromagnétiques : la méthode rigoureuse des différences finies temporelles (FDTD) 

et l’analyse théorique par décomposition en ondes planes. 

 

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude des matériaux infinis à deux dimensions 

(deux ordres de périodicité). Pour cela, nous proposerons une méthode basée sur un 

développement en ondes planes et nous présenterons les concepts utiles à cette 

décomposition. Grâce à cette méthode, nous pouvons tracer le diagramme de dispersion, 

représenter les contours de dispersion et les distributions du champ électromagnétique dans le 

cristal photonique. Pour élargir l’emploi de cette analyse, l’étude de matériaux BIP à défaut 

sera faite. 

 

Dans un troisième et dernier chapitre, nous donnerons une interprétation des propriétés 

dispersives des matériaux périodiques de dimensions finies. Dans un premier temps, nous 

montrerons que ces propriétés dispersives se traduisent sous forme de filtrage fréquentiel. 

L’étude de quatre structures types monodimensionnelles permet de couvrir les différents cas 

qui peuvent être rencontré et nous permet d’expliquer les propriétés électromagnétiques de 

n’importe quels matériaux à une dimension. Dans un deuxième temps, nous montrerons 

comment un matériau BIP à deux dimensions réalise un filtrage spatial sur les ondes 

électromagnétiques. 

 

Enfin, nous effectuerons une synthèse des résultats obtenus au cours de ce travail de 

thèse et nous développerons les perspectives qui en découlent dans la conclusion générale. 
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Chapitre I 

 

Introduction 
 

Les matériaux à Bande Interdite Photonique, plus simplement appelés BIP (en anglais, 

Photonic Band Gap, PBG) sont composés d’un assemblage périodique de deux ou plusieurs 

matériaux diélectriques ou métalliques. Ils présentent des bandes de fréquence pour lesquelles 

la propagation des ondes électromagnétiques est interdite. 

 

Nous débuterons ce chapitre par un historique retraçant l’origine des cristaux 

photoniques. Après avoir décrit les éléments permettant de caractériser ces cristaux, nous 

pourrons inventorier les matériaux à bande interdite photonique. 

 

Nous présenterons ensuite l’analogie qui existe entre les semi-conducteurs, dont la 

périodicité atomique interdit la propagation des électrons dans certaines bandes d’énergie, et 

les photons piégés dans des structures diélectriques périodiques de dimensions environ 1000 

fois supérieures aux cristaux atomiques.  

 

Nous continuerons par un état de l’art et une présentation de quelques applications 

dans les domaines des fréquences optiques et micro-ondes. 

 

Nous terminerons par une présentation des méthodes numériques utilisées pour 

effectuer ce travail. 
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I- Historique et présentation des bips 

I.1- Historique 

La naissance des structures photoniques provient de l’optique. C’est en 1915 que le 

physicien anglais Sir William Lawrence Bragg reçu le prix Nobel de physique en récompense 

de son travail effectué sur la diffraction des rayons X par les cristaux. 

 

 

Figure  I-1 : Miroir de Bragg 

 

Bragg a développé le miroir de Bragg (figure  I-1). Ce miroir est une succession de 

surfaces planes transparentes d’indices de réfraction différents. Il permet de  réfléchir, grâce à 

des phénomènes d’interférences constructives, 99,5 % de l’énergie incidente. Ceci est 

possible à condition que l’onde incidente soit proche de l’incidence normale. Aucun autre 

miroir ne peut égaler ce résultat (les pertes diélectriques étant plus faible que les pertes 

métalliques pour les longueurs d’ondes optiques). 

 

Ce n’est qu’en 1987 qu’Eli Yablonovitch  [1] de l’Université de Los Angeles proposa 

d’étendre le concept des miroirs de Bragg aux fréquences micro-ondes et ce pour des 

incidences quelconques. 

En 1991, Eli Yablonovitch réalisa le premier cristal photonique artificiel  [2]  [3] fonctionnant 

aux longueurs d’onde centimétriques. Ce cristal artificiel, réalisé dans un bloc de plexiglas 

usiné dans  trois directions différentes de façon à reproduire la structure du diamant, est 

appelé  Yablonovite (figure  I-2). 
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Figure  I-2 : Yablonovite 

 

 

Les exigences et les limitations technologiques dues à la taille de l’usinage ont dans un 

premier temps écarté les applications d’un tel cristal pour des fréquences optiques. 

Dès lors, les recherches sur les BIPs se multiplient pour toutes les gammes de 

longueurs d’ondes et à partir de 1994, les premières réalisations à l’échelle optique 

apparaissent. Devant l’essor de ce nouveau thème, la recherche en France s’est structurée 

autour d’un Groupe de Recherche (GdR Ondes) conduit par le CNRS et créé par le 

département STIC en janvier 2002, qui regroupe aujourd’hui 58 équipes, 104 doctorants et 

248 permanents travaillant dans le domaine des ondes électromagnétiques, optiques et 

acoustiques. L’un des différents axes de recherche est celui du domaine des BIPs (optique, 

circuits micro ondes, antennes, métamatériaux). 

Dans la communauté internationale, la recherche sur le thème des cristaux photoniques 

évolue et il est possible de trouver des ouvrages relatant les caractéristiques de ces matériaux 

 [4]  [5]. 

 

I.2- Description et inventaires des matériaux à BIP 

I.2.1- Description des matériaux périodiques 

Avant de répertorier les différentes sortes de matériaux à BIP, il faut donner quelques 

définitions. 

Le milieu diélectrique périodique peut s’apparenter à un milieu cristallin. 
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Cette organisation est constituée par : 

• un réseau périodique défini par trois vecteurs de translation a , b , c  (ou 

vecteurs de base) de l’espace.  Ce réseau défini des nœuds. Si r  désigne la position d’un 

nœud de ce réseau, l’ensemble des autres nœuds est localisé par le vecteur r′  tel que : 

 

 cwbvaurr ... +++=′  ( I-1) 

 

où u, v, w sont des entiers. 

• un motif élémentaire vient se positionner sur chaque nœud du réseau. Ce motif 

peut adopter des formes ou des volumes complexes. 

 

Cette association motif-réseau est caractéristique de l’état cristallin (figure  I-3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-3 : Structure cristalline formée d’un réseau et d’un motif élémentaire 

 

 

Après avoir défini la structure cristalline, les matériaux à une, deux et trois dimensions vont 

être présentés. 

 

 

Réseau carré Motif élémentaire Structure cristalline
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I.2.2- Inventaire des matériaux à BIP 

I.2.2.1- La structure périodique unidimensionnelle 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-4 : Structure périodique unidimensionnelle 

 

Cette structure est le dispositif périodique le plus simple. Il est connu sous le nom de 

« Miroir de Bragg ». Il consiste en une alternance de couches planes de diélectrique 

d’épaisseur 4/gλ  où gλ  représente la longueur d’onde guidée dans le matériau (figure  I-4). 

 

I.2.2.2- La structure périodique bidimensionnelle 

Les structures périodiques bidimensionnelles  [6],  [7] sont périodiques suivant deux 

directions de l’espace et infinis suivant la troisième. 

Ces structures périodiques sont composées de cylindres diélectriques. Elles présentent une 

relative simplicité géométrique qui facilitent les études théoriques et expérimentales. 

 

Dans ces structures 2D, il existe deux polarisations possibles pour les ondes 

électromagnétiques. La polarisation électrique correspond au cas où le champ électrique E  

est parallèle aux barreaux de la structure considérés de longueur infinie et la polarisation 

magnétique correspond lorsque le champ magnétique H  est parallèle aux cylindres infinis. 

 

Il existe deux types de structures périodiques diélectriques : 

1r
ε  

2r
ε
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• Les structures dites « connectées » (figure  I-5) : les motifs élémentaires sont 

d’indice n1 inférieur à l’indice n2 de la matrice diélectrique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-5 : Structure périodique 2D connectée 

 

 

• Les structures dites « déconnectées » (figure  I-6) : les motifs élémentaires sont 

d’indice n1 supérieur à l’indice n2 de l’espace inter motifs. Elles sont  constituées de tiges 

diélectriques ou métalliques alignées périodiquement dans l’air ou de la mousse  [8]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-6 : Structure périodique 2D déconnectée 

 

 

Les réseaux périodiques à deux dimensions se regroupent principalement suivant trois 

familles : 

cylindre 
(indice n1) 

matrice diélectrique 
(indice n2) 

Motif invariant 
à l’infini 
suivant cet axe 

indice n1 

indice n2 
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• Le réseau carré  [9] 

 

 

 

 
Figure  I-7 : Réseau carré 

 

Les nœuds du réseau sont situés sur un carré de côté “a” (figure  I-7). Il a été montré 

que ce type de réseau est très sensible à l’angle d’incidence et à la polarisation de l’onde 

électromagnétique. Il est ainsi difficile d’obtenir une bande interdite totale, c'est-à-dire une 

bande interdite qui empêche la propagation quelle que soit la polarisation. 

 

 

• Le réseau triangulaire  [10] 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure  I-8 : Réseau triangulaire 

 

 

Chaque noeud du réseau est espacé de son proche voisin d’une même distance “a” 

(figure  I-8). Cette structure est moins sensible à l’angle d’incidence que le réseau carré mais 

la bande interdite complète reste difficile à obtenir. 

 

 

 

 

a

a
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• Le réseau hexagonal  [11] 

- La structure graphite : 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure  I-9 : Structure graphite 

 

 

Sur un réseau hexagonal, si tous les nœuds sont identiques et espacés de “a”, alors on 

appelle cette structure “graphite” car elle est similaire à la structure cristalline du graphite 

(figure  I-9). 

 

- La structure nitrure de Bore 

 

 

 

 

 

 

 
Figure  I-10 : Structure Nitrure de Bore 

 

 

Si un nœud diffère de son suivant par sa nature ou sa dimension, on obtient ainsi la 

structure cristalline du Nitrure de Bore (figure  I-10). Celle-ci permet d’obtenir de larges 

bandes interdites ainsi que de nouvelles bandes interdites lorsqu’on les compare à celle 

obtenues avec la structure graphite précédente. 

a 
a 
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I.2.2.3- La structure périodique tridimensionnelle 

Dans la première moitié du XIXéme siècle,  Auguste Bravais a établi un classement des 

différentes familles de cristaux. Il a montré que les cristaux peuvent se répartir en 7 types de 

mailles (7 systèmes cristallins) et 14 types de réseaux (figure  I-11)  [12]. Ceux-ci sont à la 

base des structures périodiques tridimensionnelles (tableau  I-1). Il est ainsi possible d’obtenir 

des bandes interdites complètes, quel que soit l’angle d’incidence de l’onde 

électromagnétique sur certains matériaux périodiques. 

 

 

Géométrie  
du cristal Distances Angles Nature  

des réseaux 
Cubique  a = b = c α = β = γ = 90° P, F, I 
Tétragonal  
(Quadratique) a = b ≠ c α = β = γ = 90° P, I 

Orthorhombique a ≠ b ≠ c α = β = γ = 90° P, F, I, C 
Hexagonal  a = b ≠ c α = β = 90°, γ = 120° P 
Trigonal  
(Rhomboédrique) a = b = c α = β = γ  

différents de 90° P 

Monoclinique a ≠ b ≠ c α = γ =90° ≠ β   P, C 
Triclinique a ≠ b ≠ c α, β, γ différents P 

 

Tableau  I-1 : 14 types de réseaux tridimensionnels 
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Figure  I-11 : Les 14 mailles de Bravais 

 

 

Les réseaux cubiques (simple  [13], centré et faces centrées) sont les plus utilisés mais 

les autres réseaux n’ont pas fait, pour l’instant, l’objet de beaucoup d’études.  

 

La structure dite « tas de bois » (figure  I-13) est un exemple de matériau périodique à 

3 dimensions  [14]. On a cherché à copier la structure cfc, le motif élémentaire est composé de 

deux cylindres orthogonaux : 

 

 

 

 

Figure  I-12 : Motif élémentaire composé de 2 cylindres orthogonaux 
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Figure  I-13 : Structure tas de bois 

 

 

Ce motif est alors périodisé grâce à la relation  I-1 en utilisant les vecteurs de base du réseau 

cubique faces centrées  [43]. 

Cette structure est relativement facile à réaliser et elle offre une bande interdite complète pour 

toutes les incidences de l’espace  [15]. 

 

II- Analogie avec les semi-conducteurs  

Nous savons, grâce à la physique du solide, que les électrons d’un cristal semi-

conducteur ne peuvent pas prendre n’importe quelle énergie. La ressemblance qui existe entre 

l’équation de Schrödinger et l’équation de Helmholtz scalaire déduite des équations de 

Maxwell nous permet de supposer que pour un cristal photonique il peut exister des bandes de 

fréquences interdites. 

Pour comprendre le rapprochement qui est fait entre les deux entités précédentes, nous 

allons rappeler que la périodicité du potentiel d’interaction entre électrons et atomes conduit à 

l’existence de bandes d’énergies interdites. Puis nous ferons le calcul de bandes de fréquences 

interdites pour un matériau photonique. 

 

 

II.1- Etude d’une particule dans un puit de potentiel périodique : obtention 

de bandes permises et interdites 

 



CHAPITRE I GENERALITES SUR LES MATERIAUX À BANDE INTERDITE 
 PHOTONIQUE ET OUTILS DE SIMULATION 

18 

La périodicité du potentiel électrique est modulée par la répartition régulière des ions positifs. 

Sa périodicité correspond au pas “ d ” du réseau cristallin. Cette représentation est donnée par 

la figure  I-14. La démonstration pour l’obtention d’une telle énergie est donnée en annexe 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-14 : Potentiel électrique dans un cristal unidimensionnel 

 

 

Il faut résoudre l’équation de Schrödinger pour déterminer la fonction d’onde de l’électron en 

utilisant cette forme de potentiel électrique. 

 

L’équation d’onde de Schrödinger s’écrit sous la forme suivante : 

 

 ( )( ) 02
22

2

=Ψ−+
∂
Ψ∂ xVEm

x h
 ( I-2)  

 

où m est la masse de l’électron et h  la constante de Planck divisée par 2π. 

Ψ est la fonction d’onde, E est l’énergie de l’électron et ( )xV  représente la distribution du 

potentiel électrique. 

 

V(r)

r 

Position des atomes 

d 
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Cette résolution, très compliquée avec ce modèle de potentiel électrique, est résolue grâce au 

modèle de Kronig-Penney. Il est représenté par un puit de potentiel carré de hauteur de 

barrière V0 et de largeur de barrière b. 

 
 
 
 

 

 

( ) ( )xUdxU =+  

 

 

 

 

Figure  I-15 : Puits de potentiel électrique carré périodique 

 

 

La position des atomes est au centre de chaque puits de potentiel, et pour quitter 

l’atome, l’électron doit lutter contre la force d’attraction représentée par la barrière de 

potentiel (figure  I-15). 

Pour résoudre l’équation d’onde de Schrödinger, l’énergie totale E de la particule est 

supposée telle que 00 VE ≤≤ . 

Il faut alors résoudre l’équation d’onde de Schrödinger dans les deux régions suivantes, 

BxA <<  et CxB << , puis appliquer aux fonctions d’ondes les conditions de continuité et 

de périodicité aux interfaces. 

 

Sur le chemin A-B, on a ax <<0  et 0=V  d’où l’équation ( I-2) s’écrit : 

 

 ( ) ( ) 02
122

1
2

=Ψ+
∂
Ψ∂ xEm
x

x
h

 ( I-3) 

 

Sur le chemin B-C, on a baxa +<<  et 0VV =  d’où l’équation ( I-2) s’écrit : 

 

V(x)

a b

V0

A B C
x 

d
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 ( ) ( ) ( ) 02
2022

2
2

=Ψ−+
∂
Ψ∂ xVEm
x

x
h

 ( I-4) 

 

(avec 0VE <  d’après les hypothèses) 

 

 

Ainsi, la solution de l’équation ( I-3) est donnée par : 

 

 ( ) ( ) ( )xBxAx αα cossin1 +=Ψ  ( I-5) 

 

avec 2
2
h

mE
=α  et la solution de ( I-4) est donnée par : 

 

 ( ) xx DeCex ββ +− +=Ψ2  ( I-6) 

 

avec ( )EVm
−= 02

2
h

β . 

 

 

De plus, ( )xΨ  est la fonction d’onde solution relative à un motif du puit de potentiel 

périodique. La solution générale de l’équation d’onde est une fonction de Bloch  [16] qui 

s’écrit : 

 ( ) ( ) jkxexxu −Ψ=  ( I-7) 

 

(périodique de même période que le potentiel V), où k est le vecteur d’onde de la particule qui 

traduit le déplacement de la particule dans le puit de potentiel périodique. 

 

Les conditions de continuités doivent être satisfaites au points B sur les fonctions 

( ) ( )xx 21 ,ΨΨ  est sur leurs dérivées ( ) ( )xx 21 ,Ψ′Ψ′   [16]. Nous obtenons ainsi : 

 

 ( ) ( )axax =Ψ==Ψ 21  ( I-8) 

 ( ) ( )axax =Ψ′==Ψ′ 21  ( I-9) 
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De plus, les conditions de périodicité sont appliquées. Ainsi, la fonction d’onde ( )xu  (relation 

 I-7) doit être identique en Ax =  et en Cx =  et impose d’avoir : 

 

 ( ) ( )baxuxu +=== 0  ( I-10) 

 ( ) ( )baxuxu +=′==′ 0  ( I-11) 

 

Il est donc nécessaire de résoudre le système suivant : 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )



















Ψ=

+=Ψ

+=Ψ

+=
∂
∂

==
∂
∂

+===

=
∂
Ψ∂

==
∂
Ψ∂

=Ψ==Ψ

−

+−

jkx

xx

exxu

DeCex

xBxAx

bax
x
ux

x
u

baxuxu

ax
x

ax
x

axax

.

cossin

0

0

2

1

21

21

ββ

αα

 ( I-12) 

 

afin de déterminer les coefficients A, B, C et D. 

 

La résolution de ce système aboutit à la condition suivante : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]bakbaba +=
−

+ cosshsin
2

chcos
22

βα
αβ
αββα  ( I-13) 
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Figure  I-16 : Diagramme de dispersion 

 

 

Sur la figure  I-16 apparaît en pointillés la parabole d’équation ( ) 2
2

0 2
k

m
kE h
= . Cette parabole 

est obtenue dans l’équation ( I-13) lorsque b tends vers zéro, c’est-à-dire quand la barrière de 

potentielle est transparente. Alors on considère que les électrons sont dans un volume infini. 

La courbe E(k) ne s’éloigne de cette parabole qu’au voisinage des valeurs 
a

nk π
= , en créant 

chaque fois une bande d’énergie interdite (souvent appelée gap). Cette bande a la largeur EG 

pour 
a

k π
±= . Le domaine de l’espace des k compris entre 

a
π

−  et 
a
π

+  s’appelle la première 

zone de Brillouin de la chaîne atomique. Le domaine constitué des deux segments 





 −−

aa
ππ ;2  et 



 ++

aa
ππ 2;  constitue la seconde zone de Brillouin, etc.  [17] 

 

En utilisant la simplification de Kronig et Penney, l’analyse de l’équation ( I-13) est 

facilité. Pour cela, on suppose que la largeur b de barrière de potentiel tend vers zéro tout en 

gardant le produit 0.Vb  constant. 

 

Ainsi, ( )bβch  tend vers 1, ( )
b
b

β
βsh  tend vers 1, b2α  tend vers 0 et b2β  tend vers 

2
02

h

mV . 
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Dans ce cas précis, l’allure du résultat est inchangée et l’équation ( I-13) est ainsi simplifiée 

sous la forme : 

 ( ) ( ) ( )ka
a

aamVa cossincos 2
0 =+

α
αα

h
 ( I-14) 

 

 

En posant aX α=  et 2
0

h

amVP = , on obtient alors une réponse du type : 

 

 ( )ka
X

XPX cossincos =+  ( I-15) 

avec X>0 et P>0. 

 

En faisant une simple représentation graphique, en prenant une valeur arbitraire pour P (P=4), 

il est possible de montrer que le membre de gauche de la relation ( I-15) admet des valeurs de 

cette fonction supérieures à 1 et inférieures à -1. Or l’équation ( I-15) n’admettra des solutions 

que lorsque le membre de gauche sera compris entre +1 et -1. 

Ce comportement met en évidence la notion de bandes interdites et de bandes permises 

décrites par la figure  I-17. 
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Figure  I-17 : Bandes permises et bandes interdites 

 

Une autre façon de visualiser les bandes interdites est d’exprimer l’énergie E en 

fonction de k telle que ( )kfE = . 

Ainsi, à l’intérieur d’une bande permise, l’énergie est une fonction périodique de périodicité 

a
π2 . 

Cette périodicité permet de limiter la représentation à la première zone de Brillouin, c’est-à-

dire dans l’intervalle 



 +−

aa
ππ , . 

 

Bandes interdites

Bandes permises
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Figure  I-18 : Diagramme de dispersion pour un cristal 1D 

 

 

La figure  I-18 montre une autre représentation du diagramme de dispersion d’un matériau 

périodique à une dimension  [18]. 

 

 

II.2- Analogie électron-photon – Etude electromagnétique 

Nous allons à présent montrer la similitude qui existe entre le calcul des modes de 

propagation électromagnétique dans un matériau périodique et la résolution de l’équation de 

Schrödinger pour une particule dans un puit de potentiel périodique. 

Mais avant de regarder les similitudes qui existent entre ces deux équations, 

établissons la relation de Helmholtz scalaire dérivée des équations de Maxwell. 

 

Dans un milieu diélectrique parfait où il n’y a ni charges, ni courants, les équations de 

Maxwell se simplifient et s’écrivent dans le domaine temporel  [19]: 

 
t
HErot
∂
∂

−= µ  ( I-16) 

 
t
EHrot
∂
∂

= ε  ( I-17) 

 0=Ediv  ( I-18) 

 0=Hdiv  ( I-19) 
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Pour établir l’équation de propagation du champ électrique E , nous pouvons écrire 

successivement : 

 ( )Hrot
t

Erotrot
∂
∂

−= µ  ( I-20) 

 2

2

t
EEEdivgrad

∂
∂

−=∆− εµ  ( I-21) 

d’où : 

 02

2

=
∂
∂

−∆
t
EE εµ  ( I-22) 

 

Le champ électrique E  peut s’écrire sous la forme : 

 

 ( ) tjeEtE ω=  ( I-23) 

 

avec ω : pulsation 

 

 

Alors la relation de propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu diélectrique 

s’écrit, après simplification, de la manière suivante : 

 

 ( ) 0,,2

2
2 =+∇ Ezyx

c
E rε

ω  ( I-24) 

 

avec E  : champ électrique 

rε  : permittivité 

c  : célérité dans le vide 

 

 

Dans un système unidimensionnel, l’équation précédente devient : 

 

 
( ) ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xEx
cx

xE
rε

ω
 ( I-25) 
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La résolution de l’équation de propagation ( I-25) dans un milieu diélectrique périodique est 

détaillé dans l’annexe 2. 

 

Par analogie entre l’équation différentielle ( I-25) et celle de Schrödinger ( I-2), il est 

possible d’identifier le champ électrique E  à la fonction d’onde Ψ , et le terme ( )x
c

εω
2

2

 au 

terme ( ))(2
2 xVEm

−
h

. En prenant comme hypothèse que la permittivité ( )xε  est périodique de 

période d, il est possible de mettre de nouveau en évidence la notion de bandes permises et de 

bandes interdites. Ainsi, l’équation ( I-25) peut être résolue en considérant un réseau 

périodique unidimensionnel. L’allure de la permittivité ( )xε  est décrite sur la figure A2-124. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-19 : Constant diélectrique périodique 

 

( ) ( )xdx εε =+  

 

En reprenant la démarche vue au paragraphe précédent pour le calcul de bandes pour 

un électron dans un puit de potentiel périodique, nous pouvons faire la résolution de 

l’équation ( I-25) dans les régions A-B et B-C (cf. figure A2-124). 

 

Si ax <<0  alors ( ) 1== ax εε  et ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xE
cx

xE
AB

AB ω  ( I-26) 

 

0 a a+b x 

εa 

εb 

ε(x) 

A B

B C

 d
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Si baxa +<<  alors ( ) rbx εεε ==  et ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xE
cx

xE
BCr

BC εω  ( I-27) 

 

 

Les solutions des équations différentielles ( I-26) et ( I-27) sont donc respectivement : 

 

 ( ) ( ) ( )xBxAxEAB αα cossin +=  ( I-28) 

avec 
c
ωα =  

 

et ( ) ( ) ( )xDxCxEBC ββ cossin +=  ( I-29) 

avec rc
εωβ =  

En utilisant les faits, qu’au point B la fonction ( )xE  et sa dérivée ( )xE′  sont 

continues, qu’au point C la fonction ( )xε  et sa dérivée ( )xε ′  périodiques, et que le champ 

électrique ( )xE  qui vérifie l’équation ( I-25) admet une fonction de Bloch pour solution 

( ) ( ) jkx
k exxE µ=  (où ( )xkµ  est une fonction périodique de même période d que la distribution 

de permittivité ( ) ( )xdx kk µµ =+  ), il est possible de montrer facilement que la solution à 

l’équation ( I-25) est : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]bakbaba
r

r +=
+

− cos
2

1sinsincoscos
ε

εβαβα  ( I-30) 

 

 

Cette équation présente comme dans le cas des semi-conducteurs (équation ( I-13)), la 

particularité de n’avoir de solution que lorsqu’elle est comprise entre -1 et +1. 

Le membre de gauche de l’égalité ( I-30) peut être supérieur à +1 ou inférieur à -1. Dans ce 

cas, il n’y a pas de vecteur d’onde k qui vérifie la relation de dispersion ( I-30), donc aucune 

onde électromagnétique ne se propagera. Comme α et β dépendent tous deux de la pulsation 

ω, on parle alors de bandes de fréquences interdites. 

Donc le matériau périodique unidimensionnel empêche les ondes électromagnétiques de se 

propager à ces fréquences considérées. 
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Figure  I-20 : Diagramme de dispersion 1d 

 

 

 

 

Figure  I-21 : Diagramme de dispersion réduit 

 

 

Ce paragraphe met en évidence que la périodicité de la permittivité diélectrique peut 

interdire la propagation des ondes sur une certaine bande de fréquences. Cette notion de 

périodicité peut être étendue à 2 ou 3 dimensions, mais la nature vectorielle de l’équation de 

propagation complique considérablement la résolution théorique du problème. 

 

0 kx -π/p π/p 

freq*p/c

1 

 a=p/4 
 b=3p/4 
 εa=1 
 εb=9 
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III- Bref état de l’art 

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques applications de différentes structures 

périodiques, allant des fréquences optiques aux fréquences microondes. 

 

III.1- Fréquences optiques 

Les intérêts portés aux matériaux à bande interdite photonique ont tout d’abord été 

dans le domaine optique.  

 

L’objectif était de réaliser des cavités parfaites, ceci afin de contrôler l’émission 

spontanée et donc d’obtenir des lasers sans seuil. Le confinement optique latéral a été obtenu 

par un cristal photonique 2D formé de trous constituant un réseau triangulaire et le 

confinement vertical a été réalisé en élaborant les structures dans une membranes suspendue 

en semi-conducteur III-V. Ainsi, des micro sources pompées optiques et dotées d’un facteur 

de qualité supérieur à 1000 ont été conçues en laboratoire  [20]. 

 

Les fibres dites à « cristal photonique » sont apparues en 1996 aux universités de Bath 

et de Southampton  [21]. Elles sont constituées d’un cœur de silice pure entouré d’un 

arrangement régulier de canaux d’air de dimensions microscopiques, disposés parallèlement à 

l’axe (figure  I-22). 

 

 

Figure  I-22 : Exemple de fibre à cristal photonique 

 

Cette fibre à cristal photonique a la faculté de guider un mode fondamental sur une 

très large bande spectrale.  
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Des fibres monomodes possédant un effet de bande interdite photonique grâce à une 

gaine optique périodique sont aussi étudiées pour annuler la dispersion chromatique  [22]. Ces 

fibres sont capables de décaler la longueur d’onde d’annulation de la dispersion chromatique 

jusqu’à 0,85 micron. Ces fibres sont très intéressantes pour les  communications optiques à 

haut débit et longue portée 

 

Enfin, d’autres chercheurs ont montré qu’il était possible d’améliorer le comportement 

des diodes électroluminescentes en positionnant au cœur de ces dernières des cristaux 

photoniques qui empêchent les rayons lumineux  de revenir se perdre à l’intérieur du 

composant  [23]. 

 

III.2- Fréquences micro-ondes 

Dans le domaine des micro-ondes  [24], les matériaux à bande interdite photonique 

trouvent leurs applications aussi bien dans la conception des circuits que pour améliorer les 

performances des antennes  [25]. 

 

III.2.1- Dispositifs filtrants 

Parmi les dispositifs utilisant des structures périodiques dans le domaine du filtrage on 

trouve par exemple des filtres microondes, des guides d’onde et des structures planaires. 

 

Au sein de l’IRCOM, dans l’équipe CDM (Circuits et Dispositifs Microondes), des 

études sont menées pour valider théoriquement et expérimentalement le principe de filtres 

microondes à structures périodiques  [26]. 

  

Un nouveau type de guide d’onde quasi TEM utilisant des structures périodiques  [27] 

a été développé par l’équipe de Tatsuo Itoh. Il est conçu à partir d’éléments plans (BIP 

imprimés) (figure  I-23) disposés sur les parois latérales du guide. Ainsi, sur une plage de 

fréquences données, les parois du guide se comportent comme des courts-circuits de type 

magnétique (CCM). Il s’installe alors un mode quasi TEM dans le guide. Le guide n’a plus de 

fréquence de coupure et la propagation de l’onde se fait sur un mode unique. 
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Figure  I-23 : Schéma de guide à UC-PBG 

 

 

En introduisant des éléments actifs dans des guides d’ondes  [28], il est possible de 

réaliser l’accordabilité des structures périodiques. Les éléments actifs, du type diode varactor, 

sont placés dans une structure BIP métallique filaire. 

 

Les BIP trouvent également des applications dans les circuits développés en 

technologie planaire. 

Des trous espacés périodiquement et disposés de chaque côté d’une ligne microruban 

(figure  I-24) permettent l’obtention d’une bande interdite  [29]. Ce genre de filtre réalise une 

réponse stop bande large bande. 

 

Figure  I-24 : Trous périodiques de part et d’autre d’une ligne microruban 

 

 

En réalisant des démétallisations partielles périodiquement dans le plan de masse, il 

est également possible d’obtenir des structures périodiques 2D métalliques  [30]. Ce réseau 

périodique couplé à une ligne microruban réalise des sauts d’impédance et entraîne 

l’apparition d’une bande de fréquence où il n’y a pas de propagation. Le filtre réalisé est du 

type stop bande. Ce dispositif a la particularité d’être beaucoup plus compact qu’un dispositif 

BIP diélectrique à fréquence égale. 
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III.2.2- Dispositifs rayonnants 

Une des voies les plus développées pour l’application des BIP aux fréquences 

microondes concerne le domaine des antennes et leurs effets sur le rayonnement. De 

nombreuses études ont été menées et montrent l’utilisation de matériaux BIP comme substrat 

d’antennes, comme réflecteur ou comme radôme dans le but d’augmenter la directivité des 

antennes, ou encore en utilisant des matériaux BIP actifs. 

Il a été montré  [31] que le fait de disposer un réflecteur BIP métallique planaire au-

dessous d’un monopole permettait d’améliorer le fonctionnement du dispositif et ce alors que 

monopole et réflecteur sont très proche l’un de l’autre (<<λ/4). La présence d’un substrat BIP 

diélectrique sous une antenne patch a pour principal effet de réduire les effets d’onde de 

surface  [32] ainsi que le niveau des lobes secondaires. 

Les propriétés des matériaux BIP ont des intérêts au point de vue de la discrétion. Il est 

possible de réduire la SER  [33] d’un aérien en couplant ce dernier avec un BIP métallique 

possédant des caractéristiques de transparence durant le temps d’émission ou de réception et 

des caractéristiques d’opacité durant le reste du temps. 

 

D’autres études ont permis de réaliser des réflecteurs. La faisabilité d’un réflecteur, de 

forme parabolique à bande interdite photonique a été démontré  [34]  [35] (figure  I-25). Il est 

composé d’un empilement d’ « assiettes » diélectrique espacé de gap d’air. C’est le principe 

du miroir de Bragg. Ce dispositif, simple à réaliser, présente une meilleure sélectivité en 

fréquence comparé au réflecteur métallique. Ce type de parabole présente aussi un intérêt 

pour des applications militaires (furtivité radar).  

 

 

Figure  I-25 : Réflecteur parabolique diélectrique en chambre de mesure 
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Des cristaux photoniques électriquement contrôlable peuvent être employés 

alternativement en tant que radômes actifs ou filtres spatiaux pour sélectionner des modèles 

de rayonnement des antennes. Des travaux ont été menés à bien en France dans cette 

direction. 

A l’Université d’Orsay  [36] un radome actif a été obtenu. Il est composé de deux plaques 

imprimées avec des diodes PIN soudées à intervalles réguliers le long de pistes métalliques 

parallèles. Le radôme est placé près de l'antenne planaire pour réduire les ondes de chaque 

côté de la structure et pour améliorer l'espacement entre le matériau BIP et de l'antenne. 

Quand les diodes sont passantes (cristal photonique en transmission), l’antenne est plus 

directive et un gain de 3 dB est obtenu vers l’avant. Quand les diodes sont non passantes 

(cristal photonique en réflexion), le rayonnement de l’antenne est atténué d’environ 30 dB 

dans la direction vers l’avant. 

A l’Université de Rennes  [37], des résultats expérimentaux ont été obtenus sur la 

commutation de faisceau. Une antenne dipolaire est directement implantée dans un matériau 

périodique 2D de tiges métalliques construit à partir d’un réseau carré. Des transistors à effet 

de champ (FET : Field Effect Transistor) sont utilisés. Suivant l’état des transistors (passants 

ou bloqués), le dipôle émet dans un ou deux guides d’ondes, changeant ainsi le rayonnement 

de la structure globale. Ces résultats sont très prometteurs pour le développement des 

antennes peu coûteuses. 

 

 

IV- Les outils de simulation 

Pour étudier les matériaux BIP, on trouve différents outils de simulation théorique 

basés sur différentes méthodes tels que : la méthode des moments, la méthode des éléments 

finis, la méthode des différences finies dans le domaine temporel, la méthode des ondes 

planes, … 

Dans ce travail, nous nous restreignons à l’étude de deux méthodes pour analyser les 

matériaux à bande interdite photonique : la méthode des différences finies temporelles et la 

méthode des ondes planes.  Nous rappelons alors le principe de ces deux méthodes. 
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IV.1- La méthode des différences finies temporelles 

La méthode des différences finies temporelles (en anglais FDTD (Finite Difference in 

the Time Domain))  [38]est fondée sur le schéma explicite de Yee  [39], présenté en 1966. Elle 

permet de calculer à chaque instant discret de l’espace, les composantes du champ 

électromagnétique dans chaque cellule parallélépipèdique du volume tridimensionnel (figure 

 I-26). 

 

Hy
Hx

Hz
Ex Ey

Ez

x, i

z, k

y, j

y, j

z, k

x, i

 extraction
d'une maille

 

Figure  I-26 : Décomposition spatiale du volume de calcul 

 

 

Le principe fondamental de cette méthode est basé sur le principe des différences 

finies centrées. Il est schématisé sur la figure  I-27 et explicité ci après dans le cas d’un 

phénomène unidimensionnel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-27 : Calcul de la dérivée de f(x) en u0 

 

 

x 

f(x) 

u0-α u0 u0+α 

f(u0+α) 
f(u0) 

f(u0-α) 
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Soit une fonction f continue et connue aux points u1=u0-α et u2=u0+α, il est possible 

d’évaluer numériquement la dérivée de f en u0 en utilisant les développements limités de 

Taylor aux points u1 et u2. 
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En combinant ces développements limités de Taylor à droite (u2) et à gauche (u1) à l’ordre 2, 

la dérivée de f au point u0 peut être approchée de manière centrée à l’ordre 2 comme suit : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )200
0 2

αθ
α

αα
+

−−+
=

∂
∂ ufufu
u
f  ( I-33) 

 

Cette solution génère une erreur d’ordre 2 ( ( )2αθ ), beaucoup plus intéressante qu’une erreur 

d’ordre 1 (dans le cas d’ « approximation à gauche » ou d’ « approximation à droite »). 

 

Cette méthode peut être appliquée à n’importe quel système physique et notamment à 

la résolution des équations de Maxwell dans le domaine temporel qui font apparaître des 

différentiations à l’ordre 1 sur le temps et l’espace. 

 

Les équations de Maxwell sont telles que : 

 

 
t
HErot
∂
∂

−= µ  ( I-34) 

 E
t
EHrot σε +
∂
∂

=  ( I-35) 

 

Ainsi il est nécessaire de définir un pas d’incrémentation ∆t pour discrétiser le temps et des 

pas spatiaux ∆x, ∆y et ∆z pour réaliser un maillage de l’espace. 

Le champ magnétique H est calculé au temps (t+n.∆t), tandis que le champ électrique est 

calculé au temps (t+1/2+n.∆t) (figure  I-28). C’est-à-dire que les champs E sont calculés avec 
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un décalage d’une demi itération temporelle par rapport aux instants où sont calculés les 

champs H. Ainsi le principe des dérivées centrées est conservé. 

 

 

 

 

 

 

Figure  I-28 : Décomposition numérique du calcul 

 

 

Le calcul des composantes de champ est introduit dans un algorithme de calcul itératif 

temporel qui découle du schéma aux différences centrées. Les problèmes de stabilité des 

méthodes numériques explicites ont été analysés par Courant, Friedrich et Levy (CFL), à 

partir d’une approche mathématique rigoureuse. Taflove  [40] a appliqué cette approche à la 

méthode FDTD. 

 

Le critère CFL donné par l’inégalité  I-36 permet de palier à la divergence des calculs 

engendré par l’approximation des dérivées. 
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 ( I-36) 

 

où  ∆x, ∆y, ∆z sont les dimensions de la maille FDTD 

 ν est la vitesse  de phase de l’onde dans le milieu 

 ∆t est l’incrément temporel 

 

 

Il est alors possible de donner l’algorithme de base du calcul FDTD qui se présente sous la 

forme indiquée à la figure  I-29. 

 

 

t (n-1/2)∆t (n+1/2)∆t
(n-1)∆t n∆t (n+1)∆t

1−nH  nH 1+nH2/1−nE 2/1+nE
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Figure  I-29 : Algorithme de calcul des champs 

 

 

Par la suite, des améliorations se sont rajoutés à cet algorithme de base, telles que des 

conditions absorbantes de types PML (Perfectly Matched Layer)  [41]  [42] permettant de 

simuler l’espace libre, l’intégration de sources de Huygens permettant de déduire le champ 

lointain dans une direction donnée pour l’étude des systèmes rayonnants. 

 

 

IV.2- La méthode des ondes planes 

La méthode des ondes planes est un outil numérique permettant des calculer les 

bandes de fréquences autorisées (ou interdites) des ondes électromagnétiques susceptibles de 

se propager dans le matériau considéré comme milieu propageant non borné et ceci pour 

n’importe quelle direction. 

Itération n 

Calcul de nH  
en fonction de 1-nH , 1/2-nE

Calcul de 1/2nE +  
en fonction de 1/2-nE , nH  

Annulation des 
composantes tangentielles 
de champ électrique sur 
les éléments métalliques 

n=n+1 
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Cette méthode nous permet d’obtenir des diagrammes de dispersion comme présentée 

sur la figure  I-30. Le cas utilisé est celui d’un cristal présentant deux ordres de périodicité. La 

structure est représentée en encadré sur la figure ci-dessous.  
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Figure  I-30 : Diagramme de bande d’un cristal BIP 2D 

 

 

Ce diagramme représente : 

• en abscisse, le parcours fait par le vecteur d’onde lorsqu’il décrit le contour 

formé par les points de haute symétrie Γ, X, M de la première zone de Brillouin (figure  I-31) 

[45] 

• en ordonnée, la fréquence des modes calculés 

 

 

 

 

Γ X M Γ 

Bande Interdite totale 

1,85.10-3m 

0,74.10-4m 
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Figure  I-31 : Première zone de Brillouin d’un réseau carré 

 

 

Pour chaque vecteur d’onde du contour, il existe plusieurs fréquences correspondant 

aux différents modes de propagation susceptible de ce propager dans le cristal photonique. En 

fonction de ce calcul, nous pouvons alors déterminer la où les bandes interdites du matériau. 

En considérant toutes les directions possibles (définies par l’ensemble du contour de la 

première zone de Brillouin), nous pouvons alors avoir une bande interdite totale lorsque deux 

modes ne sont pas sécants (figure  I-30). C’est cette bande de fréquence qui est caractéristique 

des matériaux à bande interdite photonique  [43]. 

Cette méthode sera détaillée dans le chapitre II. 
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Conclusion 
 

Les structures périodiques présentant des bandes interdites photoniques sont des 

matériaux récents. Un rappel historique, une description et un inventaire de ces matériaux 

périodiques ont permis une présentation de leurs différentes caractéristiques. 

 

Grâce à l’étroite ressemblance entre l’équation de Schrödinger et l’équation de 

propagation des ondes électromagnétiques dans un espace à une ou deux dimensions, nous 

avons montré qu’un matériau diélectrique périodique peut posséder des bandes de fréquences 

qui interdisent la propagation des ondes électromagnétiques. 

 

Ensuite, nous avons dressé un état de l’art et nous avons présenté des applications dans 

lesquelles sont utilisées les structures périodiques. Ceci nous a permis de mettre en évidence 

l’utilisation des matériaux à bande interdite photonique dans plusieurs domaines tels que 

l’optique, les circuits micro ondes, les antennes. 

 

Finalement, deux méthodes numériques (méthode des différences finies temporelles et 

méthode des ondes planes) parmi plusieurs ont été décrites. Ce sont ces deux méthodes 

numériques qui ont permis l’obtention des divers résultats qui sont donnés dans la suite de 

cette thèse. 
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CHAPITRE II 
 

 

Etude de matériaux BIP infinis à deux dimensions 
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Chapitre II 

 

Introduction 
 

Les réalisations utilisant des matériaux à bande interdite photonique sont des 

structures de dimensions finies. Pour déterminer les paramètres propres de ces cristaux 

périodiques, nous devons considérer ces structures comme ayant des dimensions infinies. 

Dans ce chapitre, l’étude sera faite sur des matériaux à deux ordres de périodicité et 

infinis. 

 

Dans un premier temps, la méthode des ondes planes est présentée. Cette méthode est 

utilisée pour analyser les propriétés dispersives des matériaux BIP. Le matériau est considéré 

non borné. Il est vu comme un milieu de propagation. 

Grâce à cette méthode, il est possible de représenter le diagramme de bande. 

 

Une décomposition en onde plane du problème électromagnétique peut également 

permettre de calculer les surfaces de dispersion des cristaux photoniques. Ces surfaces (pour 

les matériaux 3D), ou contours (pour les matériaux 2D) sont définis par la longueur du 

vecteur d’onde k  en fonction de la direction de propagation. Elles traduisent l’anisotropie 

électromagnétique du matériau et elles sont différentes pour chaque fréquence étudiée. 

 

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons également à l’étude des matériaux à bande 

interdite photonique à défauts. 
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I- La méthode des ondes planes 

Le problème électromagnétique que nous considérons est construit sur un réseau à 

deux dimensions. Il est décrit par l’équation d’onde ( II-1) d’un champ électromagnétique 

( )rE  dans un milieu sans perte de permittivité électrique ε(r). 

 

 ( ) ( ) ( )rEr
c

rE εω
2

2
2 −=∇  ( II-1) 

 

Compte tenu de la périodicité de ε(r), l’équation ( II-1) se résout en décomposant la 

norme complexe E(r) et ε(r) en ondes planes, c'est-à-dire en série de Fourier spatiale. Nous 

pouvons décomposer le problème en série de Fourier spatiale car le milieu est périodique. 

Grâce au théorème de Bloch, nous pouvons écrire que la permittivité diélectrique est le 

produit d’une onde plane rkie .  par une fonction ( )ruk  qui a la périodicité du réseau cristallin. 

L’indice k signale que la fonction ( )ruk  dépend du vecteur d’onde k. Cela est connu sous le 

nom de fonctions de Bloch. 

 

Avant de réaliser cette décomposition, nous avons cependant besoin de définir les 

éléments nécessaires à cette analyse, tels que le réseau réciproque et ses vecteurs G  ainsi que 

les zones de Brillouin. 

 

I.1- Réseaux direct et réciproque à deux dimensions  [44] 

Pour réaliser la décomposition en série de Fourier spatiale du problème 

électromagnétique, il est nécessaire de définir une base de vecteurs orthogonaux aux vecteurs 

de base qui portent la périodicité du problème. 

 

Considérons la structure périodique à deux dimensions représentée sur la figure  II-1. 

Elle est formée de motifs identiques, disposés à égales distances les uns des autres sur les 

intersections formées par des parallèles aux droites ∆1 et ∆2 faisant entre elles un angle θ. Ces 

droites forment ainsi le réseau de la structure considérée qui est invariante par translation 

suivant la direction orthogonale au plan du réseau (Oxy). 
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Ce réseau est caractérisé par ses vecteurs de base 1d  et 2d  formant le réseau direct. 

Un nœud du réseau constituera l’origine O de notre repère. Les normes de 1d  et 2d  sont 

égales à la longueur d1 entre deux noeuds consécutifs (appartenant à une même parallèle à la 

droite ∆1),  et à la longueur d2 entre deux noeuds consécutifs (appartenant à une même 

parallèle à la droite ∆2). Les longueurs d1 et d2 peuvent ne pas être identiques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-1 : Structure périodique 2D, vecteurs de base des réseaux  
direct et réciproque 

 

 

Tout nœud du réseau peut être défini et repéré par un vecteur 
21llr  ayant pour origine 

l’origine du réseau et pour extrémité le nœud considéré, ce vecteur a pour expression : 

 

 221121
dldlr ll +=  ( II-2) 

 

avec ( ) 2
21, Nll ∈  

 

Tout l’espace direct peut être segmenté en mailles élémentaires. La maille élémentaire 

est obtenue grâce à la surface représentée par les vecteurs de base 1d  et 2d  ayant leurs 

origines en un même noeud. 

 

 

1d  

2d  

θ

1b

2b

y 

x 
∆1

∆2

O 



CHAPITRE II ETUDE DE MATERIAUX BIP INFINIS À DEUX DIMENSIONS 

48 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-2 : Maille élémentaire du réseau direct 

 

 

 Cette maille élémentaire n’est pas unique. 

Nous pouvons aussi obtenir une maille élémentaire de même surface de la manière 

suivante : on trace les ligne qui relient un nœud donné à tous ses voisins, puis on trace les 

médiatrices de ces segments. Le plus petit volume enclos de cette façon est la maille 

élémentaire de Wigner-Seitz  [45] comme le montre la figure  II-3. Tout l’espace peut aussi 

être rempli par ces mailles. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-3 : Maille élémentaire de Wigner-Seitz du réseau direct 

 

 

A tout réseau direct, on peut faire correspondre un réseau réciproque ayant un système 

de base constitué par deux vecteurs 1b  et 2b  définis par le produit scalaire suivant : 

 

 ( ) ikki db δ=⋅       




=
=

2,1
2,1

k
i

 ( II-3) 

 

avec ikδ  représentant le symbole de Kronecker 

1d

2d  
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



=
≠

=
kisi
kisi

ik 1
0

δ . ( II-4) 

 

 

 

Il est possible d’expliquer l’emploi du terme « réseau réciproque », par un calcul 

simple, en prenant deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Oy ayant comme origine 

l’origine O du réseau, alors les vecteurs 1d  et 2d  peuvent être définis sous forme matricielle 

par : 

 







=

yx

yx

dd
dd

D
22

11  ( II-5) 

 

De même, le système de base du réseau réciproque peut être défini par la matrice : 

 

 







=

yy

xx

bb
bb

B
21

21  ( II-6) 

 

Les indices des éléments de cette dernière devant être les transposés de ceux des 

éléments de la matrice D, puisque si 1d  et 2d  sont considérés comme des vecteurs lignes, 1b  

et 2b  doivent être considérés comme des vecteurs colonnes en raison de la manière dont ils 

ont été définis par la relation  II-3. Il apparaît alors immédiatement que les matrices D et B 

sont inverses, et on a alors : 

 

 ( ) ( )
( ) ( ) dI

bdbd
bdbdBD =








=










=

10
01

..

...
2212

2111  ( II-7) 

 

avec Id représentant la matrice unité. 

 

Ansi, 

 1−= DB . ( II-8) 
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Telle est l’origine du terme réseau réciproque. 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Figure  II-4 : Maille élémentaire d’un réseau réciproque 

 

 

I.2- Zones de Brillouin 

Nous allons maintenant définir une notion de zones dans le réseau réciproque. Nous 

allons montrer que, grâce au réseau réciproque, la fréquence est une fonction périodique du 

nombre d’ondes. 

 

Considérons une onde plane se propageant dans un milieu à deux dimensions défini dans un 

repère orthonormé (Oxy). Elle sera de la forme : 

 

 
( )( )

( )yaxatj

ratj

eA
eA

21 22

.2

ππω

πω

−−

−

=

=Ψ  ( II-9) 

 

où 







=

y
x

r  désigne une position dans le réseau direct et 







=

2

1a
a
a

 définit la direction de 

propagation, c’est un vecteur du réseau réciproque. La grandeur de a  est inversement 

proportionnelle à la longueur d’onde (
λ
1

=a ). 

 

1b

2b
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Dans une structure cristalline, intéressons nous à la fonction Ψ en chaque nœud du réseau 

direct, c’est-à-dire aux points définis par le vecteur 221121
dldlr ll += . Ainsi, comme l1 et l2 

sont des entiers, nous aurons : 

 

 
( ) ( ) ( )

2211

2211 .2.2.2
21

klkl

dladlara ll

+=

+= πππ
 ( II-10) 

 

avec ( )11 2 dak ⋅= π  et ( )22 2 dak ⋅= π , ( ) 2
21, Rkk ∈  

 

L’expression  II-9 prend alors la forme :  

 

 ( )2211 lklktjeA −−=Ψ ω  ( II-11) 

 

Si on s’intéresse à présent à un autre vecteur du réseau réciproque : 

 

 2211 bmbmaa ++=′  ( II-12) 

 

a′  définit alors une direction de propagation différente de a . 

 

Alors on peut écrire : 

 

 ( )( ) ( )( ) Ψ===Ψ′ ++−−′− πωπω 2..2 212211 mmlklktjratj eAeA  ( II-13) 

 

 

Ce résultat montre que la fréquence des ondes dans un réseau à deux dimensions est 

une fonction périodique du vecteur a  dans le réseau réciproque rapporté aux vecteurs 1b  et 

2b . 

 

Nous pouvons mettre en évidence que la plus petite aire issue de ces vecteurs a  est 

une zone fondamentale qui s’appelle la première zone de Brillouin. 
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Pour construire cette zone, nous plaçons au centre de la cellule l’origine O du réseau 

réciproque. Nous traçons un nombre suffisant de vecteurs joignant l’origine aux noeuds 

voisins de ce même réseau. Nous construisons ensuite les médiatrices de ces vecteurs. 

La plus petite aire interceptée par ces médiatrices est la première zone de Brillouin. La figure 

 II-5 en donne un exemple. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-5 : Construction de la première zone de Brillouin 
défini dans réseau réciproque 

 

 

I.3- Condition de diffraction 

Considérons la fonction d’espace ( )rn  qui rend compte de la distribution diélectrique 

périodique du cristal BIP. Cette fonction est invariante par translation dans le matériau. 

Les nœuds du réseau cristallin du réseau direct sont repérés par le vecteur position 

2211 .. dldlr += . 

Alors on peut écrire que : 

 

 ( ) ( )rnTrn =+ , ( II-14) 

 

avec 2211 ddT ξξ +=  : vecteur translation cristalline 
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( )rn  est une fonction périodique alors il est possible de la décomposer en série de 

Fourier. On obtient : 

 ( ) ( )∑∑ +=
1 2

2211

21

..2

h h

lhlhi
hh enrn π  ( II-15) 

 

où 2211 .. bhbhh +=  dans le réseau réciproque avec ( ) 2
21, Nhh ∈ . 

 

Par commodité, on pose : 

 ( )2211 ..2.221 bhbhhG hh +== ππ , ( II-16) 

 

et tout vecteur 21hhG  défini par la relation  II-16 est appelé vecteur du réseau réciproque. 

 

L’ensemble des vecteurs 21hhG  définit la base orthogonale des vecteurs utilisés pour la 

décomposition en série de Fourier. 

 

Etant donné la définition des vecteurs 1b  et 2b  du réseau réciproque (relation  II-3), il 

vient : 

 

 ( ) ∑=
G

rGi
G

enrn ..  ( II-17) 

 

Considérons le cas d’une onde plane se propageant dans une direction k . Cette onde 

rencontre deux volumes élémentaires distant de r . Considérons une onde diffractée dans une 

direction k ′ , comme le montre la figure  II-6. 
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Figure  II-6 : Diffraction d’une onde incidente  
sur deux volumes élémentaires 

 

 

La différence de phase de l’onde diffusée par le volume dV situé en R a un facteur de phase  

( ) rkkie .′−  par rapport à l’onde diffusée par le volume élémentaire situé à l’origine O. 

 

On note kkk ′−=∆  le vecteur de diffusion. Il mesure la variation du vecteur d’onde lors de la 

diffusion. 

 

L’amplitude de l’onde diffusée dans la direction k ′  est proportionnelle à l’intégrale étendue à 

tout le cristal de la quantité ( )dVrn .  multiplié par le facteur de phase rkie ..∆  : 

 

 ( )∫ ∆= dVernA rki ..  ( II-18) 

 

Nous introduisons les composantes de Fourier de ( )rn  dans l’équation précédente pour 

obtenir : 

 ( )∑∫ ∆−=
21

21 .

hh

hh

G

rkGi
G

dVenA  ( II-19) 

 

Quand le vecteur de diffusion k∆  est égal à un vecteur G  du réseau réciproque, 

l’argument de l’exponentielle s’annule et 
G

nVA .= . 

ejkr ejk’r

onde incidente onde diffractée

r

échantillon

O 

dV 

dV 
ϕ
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Il peut être montré que A est négligeable quand k∆  diffère de façon significative de 

tout vecteur G  du réseau réciproque  [46] : 

 

 Gk =∆    =>   kGk =+′  ( II-20) 

 

Lors d’une diffusion élastique, les vecteurs k  et k ′  ont des amplitudes égales. Alors : 

 

 
22

kk =′  ( II-21) 

 

De l’équation ( II-20), nous pouvons écrire ( ) 22
kGk =+′ . 

En associant l’équation ( II-21) au résultat précédent, il vient : 

 

 0..2
2
=+′ GGk  ( II-22) 

 

C’est le résultat central de la théorie de la diffusion élastique par un réseau périodique. 

Remarquons que si G  est un vecteur du réseau réciproque, G−  aussi ; nous pouvons 

également écrire l’équation  II-22 sous la forme : 

 

 
2

..2 GGk =′  ( II-23) 

 

Construisons le plan perpendiculaire au vecteur G  en son milieu ; tout vecteur k ′  mené de 

l’origine à ce plan satisfera à la condition de diffraction. Le plan ainsi décrit forme une partie 

de la frontière de la zone de Brillouin (figure  II-7). 
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Figure  II-7 : Interprétation géométrique dans l’espace  
réciproque de la condition de diffraction 

 

 

Nous pouvons donner une interprétation géométrique claire de cette condition de diffraction. 

Nous allons nous appuyer sur la figure  II-8. Cette figure s’obtient en considérant 

simultanément les relations ( II-20), ( II-21) et ( II-23). 

 

 

Figure  II-8 : Construction géométrique de la condition de diffraction 

 

 

Les points de la partie droite de la figure  II-8 sont des nœuds du réseau réciproque du cristal 

photonique. Le vecteur k est tracé parallèlement au faisceau incident de rayon X et on place 

son extrémité en un point du réseau réciproque. On trace une sphère de rayon 
λ
π2

=k  centrée 

en l’origine de k. On obtiendra un rayon diffracté chaque fois que la sphère contiendra un 

autre point du réseau réciproque. La sphère tracée ici intercepte un point relié à l’extrémité de 

G

k ′
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k par le vecteur réciproque G . Le faisceau diffracté est parallèle à Gkk +=′ . En translatant 

la sphère, celle-ci pourra intercepter deux autres nœuds du réseau réciproque, définissant ainsi 

un autre vecteur G  qui, associé à la relation ( II-20) fournira un autre vecteur phaseur k ′ . Ce 

second résultat précise une autre direction de diffraction, et ainsi de suite. 

Cette construction est due à P.P. Ewald, d’où le nom de sphère d’Ewald  [46]. 

 

 

II- Diagramme de bande 

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les matériaux bip à deux dimensions, 

dans lesquels peuvent se propager les ondes électromagnétiques suivant deux polarisations 

(figure  II-9) : 

• polarisation TM lorsque le champ électrique est parallèle à l’axe des tiges 

• polarisation TE lorsque le champ magnétique est parallèle à l’axe des tiges  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-9 : Polarisations possible dans une structure bip 2D : TM et TE 

 

Dans un premier temps, nous allons faire l’étude théorique des deux polarisations 

précédemment citées, puis  nous appliquerons la polarisation TM à un réseau carré et la 

polarisation TE à un réseau triangulaire en vue d’obtenir les diagrammes de bande respectifs. 

Nous considérons dans chacun des cas le champ défini suivant une seule composante dans un 

repère cartésien, à savoir la composante Ez pour le mode TM et Hz pour le mode TE. 

 

E  
k

Polarisation TM 

H
k  

Polarisation TE 
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II.1- Etude électromagnétique pour un mode TM 

On considère une onde polarisée TM se propageant dans un plan (O,x,y) ayant comme 

champ électrique en un point 







y
x

r  de la forme : 

 

 ( ) ( ) rkj
kz erErE .−= . ( II-24) 

 

L’équation  II-24 peut aussi s’écrire : 

 

 ( ) ( ) ( )ykxkj
kkz

yx

yx
eyxEyxE +−= ,, ,  ( II-25) 

 

où kx et ky sont les composantes suivant x et y du vecteur d’onde k . 

 

Pour une onde se propageant dans le matériau BIP, étant donnée la relation  II-25 et la 

condition de Bloch, l’amplitude complexe ( )yxE
yxkk ,  est une fonction périodique du plan. 

Nous avons vu à la partie précédente qu’il était intéressant de développer cette fonction en 

série de Fourier spatiale en utilisant les vecteurs du réseau réciproque comme base de 

développement. 

Ainsi, si 1b  et 2b  constituent les vecteurs de base du réseau réciproque, on définit la 

famille G  des vecteurs d’onde dans ce même réseau par : 

 

 2211
2211

..2..2
..

.2
21

21 bhbhG
bhbhh

hG
hh

hh πππ
+=







+=
=  ( II-26) 

 

avec ( ) 2
21, Nhh ∈  

 

Ainsi toutes les fonctions spatialement périodiques du réseau plan sont décomposées en série 

de Fourier spatiale : 

• Amplitude complexe de l’onde plane : 

 



CHAPITRE II ETUDE DE MATERIAUX BIP INFINIS A DEUX DIMENSIONS 

  59   

 ( ) ∑∑=
1 2

21

21

.
, ,

h h

rGjk
Gkk

hh

hhyx
eEyxE  ( II-27) 

 

avec 

 
jGiG

bhbhG

hhhh yx

hh

2121

21 2211 22

+=

+= ππ
 ( II-28) 

 

où h1 h2 sont deux entiers, et i  et j  sont les vecteurs de base du plan (0,x,y). 

Cette décomposition est appelée « décomposition en ondes planes ». 

 

• Distribution périodique de la permittivité : 

 

 ( ) f
h h

rGj
G

hh

hh
eyx εεε +=∑∑

1 2

21

21

.,  ( II-29) 

avec 

 ( )[ ]∫ ∫ ∂∂−= −

x y

rGj
f

d
G

yxeyx
S

hh

hh

.21

21
,1 εεε  ( II-30) 

 

où Sd représente l’aire de la cellule du réseau direct et εf est la permittivité du milieu 

diélectrique dans lesquels sont réparties les inhomogénéités diélectriques. 

 

Cette décomposition est appliquée à chaque composante de champs et à la distribution 

de la permittivité pour résoudre le problème électromagnétique de la propagation des ondes 

dans les milieux périodiques. 

 

Les relations de Maxwell-Ampère  

 

 EjHrot ωε=  ( II-31) 

 

et de Maxwell-Faraday 

 HjErot 0ωµ−=  ( II-32) 
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nous permettent d’écrire que 

 

 ( ) ( )EyxErotrot ,00
2 εµεω=  ( II-33) 

 

où ε0 est la permittivité du vide et µ0 est la perméabilité du vide. 

 

 

Or nous avons les relations suivantes : 

 

 ( ) ( ) EEdivgradErotrot ∆−=  ( II-34) 

 

et l’équation de la divergence du champ E  

 

 0=Ediv . ( II-35) 

 

Alors il est possible d’écrire que : 

 ( )Eyx
c

E r ,2

2

εω
=∆−  ( II-36) 

 

avec 002

1 µε=
c

 (c : célérité du vide). 

 

Nous pouvons alors écrire l’équation d’Helmholtz pour une onde polarisée TM dans le 

repère orthogonal (O,x,y) sous la forme : 

 

 ( )[ ] zfzf
zz E

c
Eyx

cy
E

x
E εωεεω

2

2

2

2

2

2

2

2

, −=−+
∂
∂

+
∂
∂  ( II-37) 

 

En décomposant en onde plane (comme indiqué dans le début du paragraphe) les 

termes de gauche et de droite de l’égalité  II-37 et après simplification (suppression de la 

double somme en h1 h2 ainsi que l’exponentielle  [43]), on obtient : 
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( ) ( )

[ ]∑∑
′′′−′−

+=




 +++ ′′

1 2
2122,112211212121 2

222

h h

kk

GGhhhhf
kk

yyxx
yx

hhhhhh

yx

hhGhhhh
EcEkGkG εδδε

ω
 ( II-38) 

 

avec 




′=

′≠
=′

ii

ii
hh hhsi

hhsi
ii 1

0
δ . 

 

Sous forme matricielle, cette relation devient : 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
21

2121

22,112211

21

A

222

2

hh

hhhh

hhhh

hh G

yyxx

Ghhhhf

Gd E
kGkG

EIc
′′

′′−

















+++

+
=

′′

44444 344444 21

εδδε

ω
 ( II-39) 

 

 

Ce résultat nous permet d’obtenir les fréquences autorisées à se propager dans le 

cristal photonique en réalisant une recherche de valeurs propres de la matrice A de l’équation 

 II-39. 

 

II.2- Etude électromagnétique pour un mode TE 

En considérant une onde polarisée TE se propageant dans un plan (O,x,y) et d’après 

les relations de Maxwell  II-31 et  II-32, nous pouvons écrire : 

 

 ( )EyxjHrot ,0εωε=  ( II-40) 

 

 ( ) HErotjHrot
yx

rot 00
2

0,
1 µεωωε

ε
==








 ( II-41) 

  

d’où ( ) H
c

Hrot
yx

rot 2

2

,
1 ω

ε
=








 ( II-42) 

 

avec 002

1 µε=
c

. 
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En posant ( ) ( )yx
yxf

,
1,

ε
= , on a : 

 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) HrotyxfgradHrotrotyxfHrotyxfrot ∧+= ,,,  ( II-43) 

 

Or nous avons les relations suivantes : 

 

 
( ) ( )

( ) ( ) HHrotrot
HH

HdivgradHdiv
HHdivgradHrotrot

∆−=








∆=∇
=⇒=
∇−=

   donc00
2

2

 ( II-44) 

 

D’où la relation  II-42 devient : 

 

 ( ) ( )[ ] H
c

HrotyxfgradHyxf 2

2

,, ω
=∧+∆−  ( II-45) 

 

 

En prenant chaque terme de l’équation  II-45, nous pouvons les développer en série de 

Fourier. Nous considérons toujours comme base de développement les vecteurs du réseau 

réciproque 1b  et 2b . 

Le champ H est défini suivant une seule composante, alors uHH z= , il vient : 

 

 
( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]∑∑ ∑∑ +++

′ ′













 +++

=∆−

′′′′′′′−′
1 2

2121

1 2
21212122,11

22

.,

h h

kGxkGj

h h
yyxx

kk

GG

yhhyxhhx

hhhh

yx

hhhhhh
ekGkGHf

Hyxf
 ( II-46) 

 

 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )ykGxkGj

h h h h
yyyxxx

kk

GG

yhhyxhhx

hhhhhhhhhhhh

yx

hhhhhh

e

GkGGkGHf

Hrotyxfgrad

+++

′ ′
∑∑ ∑∑ 








+++

=∧

′−′−′′′−′−′′′′′−′−

2121

1 2 1 2
22,112122,11212122,11

,

 ( II-47) 
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( ) ( )[ ]∑∑ +++

=
1 2

2121

21
2

2

2

2

h h

ykGxkGjkk

G

yhhyxhhxyx

hh
eH

c
H

c
ωω  ( II-48) 

 

La relation  II-45 se simplifie en utilisant les équations  II-46,  II-47 et  II-48, et en 

supprimant la double somme sur h1 et h2 ainsi que l’exponentielle dans chaque membre de 

l’équation  II-45  [43].  

 

Nous obtenons alors sous forme matricielle : 

 

 
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )yx

hhhhhhhhhhhhhhhhhh

yx

hh

kk

Gyyyyyxxxxx

hhhhG

kk

Gd

HGGGkkGGGkk

fHI
c

21212122,11212122,11

221121

B

.... 22

,2

2

′′′′′−′−′′′−′−
+++++

=
′−′−

4444444444444 34444444444444 21

ω

 ( II-49) 

 

 

Une recherche de valeurs propres dans la matrice B de l’équation  II-49 nous donne les 

valeurs 2

2

c
ω  possibles. Elles correspondent aux fréquences autorisées à se propager dans le 

matériau photonique pour un couple ( )yx kk ;  donné. 

 

 

II.3- Exemple de diagramme de bande 

II.3.1- Diagramme de bande pour une onde polarisée TM 

Nous considérons le cas d’une onde polarisée TM. Nous avons démontré 

précédemment que l’équation de propagation décomposée en ondes planes dans une base de 

vecteurs du réseau réciproque était de la forme : 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
21

2121

22,112211

21

A

222

2

hh

hhhh

hhhh

hh G

yyxx

Ghhhhf

Gd E
kGkG

EIc
′′

′′−

















+++

+
=

′′

44444 344444 21

εδδε

ω
 (II-39) 
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L’équation  II-39 est de la forme 02

2

=







− EIcA dω

. Dire que 2

2

ω
c  est valeur propre de 

A signifie qu’il existe un vecteur E, non nul, tel que 02

2

=







− EIcA dω

, ce qui est équivalent 

à : 

 0det 2

2

=







− dIcA
ω

 ( II-50) 

 

Pour obtenir les fréquences autorisées à se propager dans le cristal photonique, on 

réalise une recherche des valeurs propres de la matrice A de l’équation  II-39. Celles-ci nous  

permettront de fournir les valeurs 2

2

ω
c  possibles. 

 

Le diagramme de bande sera obtenu en faisant balayer au vecteur phaseur ( )yx kk ;  l’ensemble 

des directions de l’espace et en résolvant  II-39 pour chaque couple ( )yx kk ; . En théorie, il 

suffit que le vecteur k  balaye un secteur défini par le contour de la première zone de Brillouin 

pour obtenir toutes les informations nécessaires au tracé du diagramme de bandes. 

 

• Exemple d’un réseau carré : 
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Figure  II-10 : Représentation des réseaux direct et réciproque,  
et de la première zone de Brillouin d’une structure photonique 2D. 

 

 

La première zone de Brillouin du réseau carré ci-dessus est définie dans le réseau 

réciproque. Elle est représentée sur la figure  II-10. Les points remarquables de cette zone sont 

les points de haute symétrie Γ, X et M. 

 

Pour obtenir les fréquences autorisées à se propager dans le cristal photonique, nous 

faisons balayer au vecteur d’onde ( )yx kk ; , le contour défini par les points de haute symétrie 

de la première zone de Brillouin.  

Les représentations des réseaux direct et réciproque sont schématisées sur la figure  II-10. 

 

Nous proposons l’étude d’un matériau infini structuré sur la base d’un réseau carré de 

tiges carrées présenté sur la figure  II-11. Le pas a du réseau est de 1,85 mm et les tiges carrées 

ont un côté égal à 0,74 mm et une permittivité de εr=9,8. Ces tiges sont entourées d’air 

(εair=1). 
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Figure  II-11 : Structure photonique infinie étudiée 

 

En théorie, la décomposition en ondes planes utilisant le principe de la série de Fourier 

fait intervenir une infinité de vecteurs G . Dans le cas concret étudié, le problème est tronqué 

à un nombre fini de vecteurs G  et les valeurs propres fournissent les fréquences autorisées 

avec une précision qui dépend du nombre de coefficient de Fourier. 
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Figure  II-12 : Diagramme de bande d’un matériau 2D  
excité par une onde polarisée TM 
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La structure de bande fait apparaître une bande interdite totale, c'est-à-dire pour une 

incidence quelconque de l’onde électromagnétique, aucune onde ne pourra se propager entre 

47,1 GHz et 65,6 GHz. 

 

II.3.2- Diagramme de bande pour une onde polarisée TE 

Nous considérons le cas d’une onde polarisée TE. Nous avons démontré que l’équation de 

propagation décomposée en ondes planes dans une base de vecteurs du réseau réciproque était 

de la forme : 

 

 
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )yx

hhhhhhhhhhhhhhhhhh

yx

hh

kk

Gyyyyyxxxxx

hhhhG

kk

Gd

HGGGkkGGGkk

fHI
c

21212122,11212122,11

221121

B

.... 22

,2

2

′′′′′−′−′′′−′−
+++++

=
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4444444444444 34444444444444 21

ω

 ( II-49) 

 

L’équation  II-49 est de la forme 02

2

=







− HI

c
B d

ω . Dire que 2

2

c
ω  est valeur propre de 

B signifie qu’il existe un vecteur H, non nul, tel que 02

2

=







− HI

c
B d

ω , ce qui est équivalent 

à : 

 0det 2

2

=







− dI

c
B ω  ( II-51) 

 

 

Pour obtenir les fréquences autorisées à se propager dans le cristal photonique, on 

réalise une recherche des valeurs propres de la matrice B de l’équation  II-49. Celles-ci nous  

permettront de fournir les valeurs 2

2

c
ω  possibles. 

 

• Exemple d’un réseau triangulaire : 
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Figure  II-13 : Réseaux direct et réciproque, et première zone de Brillouin d’une 
structure photonique 2D 

 

 

La figure  II-13 représente d’une part les réseaux direct et réciproque, et d’autre part la 

première zone de Brillouin du réseau triangulaire qui est définie dans le réseau réciproque. 

Les points remarquables de cette zone sont les points de haute symétrie Γ, P et Q. 

 

Pour obtenir les fréquences autorisées à se propager dans le cristal photonique, nous 

faisons balayer au vecteur d’onde ( )yx kk ;  le contour défini par les points de haute symétrie de 

la première zone de Brillouin.  

 

La figure  II-13 représente le matériau infini utilisé pour réaliser le diagramme de 

bande. Il est structuré sur la base d’un réseau triangulaire de tiges à section circulaire. Le pas 

a du réseau est de 1,85 mm et les tiges de section circulaire ont un rayon égal à 0,74 mm et 

une permittivité de εr=19. Ces tiges sont entourées d’air (εair=1). 

 

Nous obtenons alors le diagramme de bande ci-dessous. 

Réseau direct Réseau réciproque 1ère zone de Brillouin 
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Figure  II-14 : Diagramme de bande d’un matériau infini 
excité par une onde polarisée TE 

 

 

La structure de bande fait apparaître une bande interdite totale, c'est-à-dire pour une 

incidence quelconque de l’onde électromagnétique, aucune onde ne pourra se propager entre 

36,9 GHz et 45,01 GHz. 

 

III- Surface de dispersion 

Nous allons décrire une méthode dérivée de la méthode du calcul de diagramme de 

bande. Cette méthode permet de calculer l’ensemble des vecteurs d’onde qui existent dans un 

cristal photonique infini à deux dimensions à une fréquence donnée. 

Comme dans le cas du calcul de fréquences permettant d’obtenir le diagramme de 

bande, nous allons faire l’étude d’une onde polarisée TM, puis celle d’une onde polarisée TE, 

et nous finirons par l’étude d’un réseau carré à deux dimensions pour des modes TM et pour 

plusieurs fréquences. 

Γ P Q Γ 

Bande Interdite totale 
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III.1- Calcul des contours de dispersion pour une onde polarisée TM  

Nous considérons un cristal photonique ayant une permittivité ε(x,y) périodique à 

deux dimensions. Alors les champs électrique et magnétique d’une onde se propageant dans 

un tel matériau peuvent être développés, à une fréquence ω donnée, en série de Fourier 

spatiale dans un repère cartésien (O; x, y, z). 

 

Nous pouvons écrire : 

 

 ( ) ( )∑∑ +=
1 2

21
21

.

h h

rkGjk
hh

hheErE  ( II-52) 

 

 ( ) ( )∑∑ +=
1 2

21
21

.

h h

rkGjk
hh

hheHrH . ( II-53) 

 

 

Où 221121 bhbhG hh +=  est un vecteur du réseau réciproque, 1b  et 2b  sont les vecteurs 

de bases du réseau réciproque à deux dimensions et jkikk yx +=  où xk  et yk  sont les 

coordonnées du vecteur phaseur k  dans le repère cartésien ( )jiO ,; . 

 

Dans la suite de la démonstration, on écrira 21hhK  pour remplacer le terme général 

kG hh +21 . 

 

La permittivité périodique ( )yx,ε  peut aussi être décomposée par une somme de série 

de Fourier, telle que : 

 

 ( ) ∑∑=
1 2

21

21

.,
h h

rGj
G

hh

hh
eyx εε  ( II-54) 

 

avec ( )∫ ∫ ∂∂= −

x y

rGj

d
G

yxeyx
S

hh

hh

.21

21
,1 εε  ( II-55) 

 

où Sd est l’aire de la cellule élémentaire du réseau direct. 
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Le détail de la démonstration est donné en annexe (annexe 3). 

 

L’équation de Maxwell-Ampere est résolue pour une onde polarisée TM dans une base 

d’ondes planes et on obtient la relation suivante : 

 

 [ ]( ) [ ]( )
( ) ( )

[ ]( )k
zG

k
xy

k
yx hhhhhhhhhhhhhh

EHKHK
2122,1121212121 0 ′′′−′−

−=− εωε  ( II-56) 

 

où [ ]
21hhxK  et [ ]

21hhyK  sont des matrices diagonales et la matrice 
( ) ( )

[ ]
22,11 hhhhG ′−′−

ε  est formée des 

coefficients de Fourier de la permittivité relative. 

 

La résolution de l’équation de Maxwell-Faraday pour un mode TM nous donne les 

équations suivantes : 

 

 [ ]( ) ( )k
x

k
zy hhhhhh

HEK
212121 0 ′′

= ωµ  ( II-57) 

 [ ]( ) ( )k
y

k
zx hhhhhh

HEK
212121 0 ′′

=− ωµ  ( II-58) 

 

Pour trouver la surface de dispersion à une fréquence ω donnée, nous devons 

rechercher les valeurs propres du système composé des équations  II-56,  II-57 et  II-58. 

 

On peut écrire que 




=
=

=
θ
θ

sin.
cos.

kk
kk

k
y

x . 

 

On a [ ] [ ] kGK += , alors les équations  II-56 à  II-58 peuvent s’écrire sous la forme : 

 

 [ ]( ) [ ]( )
( ) ( )

[ ]( ) ( ) ( )k
y

k
x

k
zG

k
xy

k
yx hhhhhhhhhhhhhhhhhh

HkHkEHGHG
21212122,1121212121

.cos..sin.0 θθεωε −=+−
′′′−′−

 ( II-59) 

 

 [ ]( ) ( ) ( )k
z

k
x

k
zy hhhhhhhh

EkHEG
21212121

.sin.0 θωµ −=−
′′

 ( II-60) 
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 [ ]( ) ( ) ( )k
z

k
y

k
zx hhhhhhhh

EkHEG
21212121

.cos.0 θωµ =−−
′′

 ( II-61) 

 

L’équation  II-60 mène à : 

 

 ( ) [ ]( )( )k
zy

k
x hhhhhh

EkGH
212121

sin.1

0

θ
ωµ

+=
′′

, ( II-62) 

 

et l’équation  II-61 mène à : 

 

 ( ) [ ]( ) ( )
θ

ωµ

cos
212121

21

0
k
y

k
zxk

z
hhhhhh

hh

HEG
Ek ′′

−−
= . ( II-63) 

 

En intégrant l’équation  II-63 dans l’équation  II-62, on obtient le champ xH  sans la 

norme de k, et cela nous donne : 

 

 ( ) ( ) [ ] [ ] ( )k
z

xyk
y

k
x hh

hhhh

hhhh
E

GG
HH

21

2121

2121
0

tan
tan

ωµ

θ
θ

−
+−=

′′′′
 ( II-64) 

 

 

Finalement, en remplaçant xH  de l’équation  II-59 par l’expression  II-64, on arrive à : 

 

 

( ) ( )
[ ] [ ][ ] [ ][ ] ( )

[ ] [ ]( )( )
[ ] [ ] ( ) ( )









−

−
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+








 −
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′′

′′′−′−

k
y

k
z
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k
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k
z

yyyx

G
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hhhh

hhhhhh

hh

hhhhhhhh

hhhh

HE
GG

k

HGG

E
GGGG
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212121

21

21212121

22,11

cos
1sintansin

tan

.tan.

0

0
0

θωµ

θθθ

θ

ωµ

θ
εωε

 ( II-65) 

 

Les vecteurs d’onde solutions peuvent être déduits à partir du système formé des 

équations  II-63 et  II-65. Ce système s’écrit : 
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 ( II-66) 

 

On pose la matrice : 
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 ( II-67) 

 

Une recherche des valeurs propres de la matrice A nous donne les vecteurs d’ondes 

solutions de la propagation dans une direction θ d’une onde plane à la fréquence ω. Pour 

tracer le contour de dispersion, il suffit de faire balayer θ de 0 à 360° (de 0 à 45° pour un 

réseau carré). 

 

 

III.2- Calcul des contours de dispersion pour une onde polarisée TE 

 De même que pour le calcul des contours de dispersion associée à la polarisation 

électromagnétique TM, les champs électrique et magnétique sont en série de Fourier sur la 

même base de vecteurs G  : 

 

 ( ) ( )∑∑ +=
1 2

21
21

.

h h

rkGjk
hh

hheErE  ( II-68) 

 

 ( ) ( )∑∑ +=
1 2

21
21

.

h h

rkGjk
hh

hheHrH , ( II-69) 
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ainsi que la permittivité périodique ( )yx,ε  : 

 

 ( ) ∑∑=
1 2

21

21

.,
h h

rGj
G

hh

hh
eyx εε  ( II-70)  

 

avec ( )∫ ∫ ∂∂= −

x y

rGj

d
G

yxeyx
S

hh

hh

.21

21
,1 εε  ( II-71)  

 

 

Dans la suite de la démonstration, on pose : 

 

 kGK hhhh += 2121  ( II-72) 

 

Le détail de la démonstration est donné en annexe (annexe 4). 

 

L’équation de Maxwell-Faraday est résolue pour une onde polarisée TE dans une base 

d’onde plane et on obtient la relation suivante : 

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )k
z

k
xy

k
yx hhhhhhhhhh

HEKEK
2121212121 0 ′′

=− ωµ  ( II-73) 

 

où [ ]
21hhxK  et [ ]

21hhyK  sont des matrices diagonales. 

 

La résolution de l’équation de Maxwell-Ampere pour un mode TE nous donne les 

équations suivantes : 

 [ ]( )
( ) ( )

[ ]( )k
xG

k
zx hhhhhhhhhh

EHK
2122,112121 0 ′−′−

−= εωε  ( II-74) 

 

et [ ]( )
( ) ( )

[ ]( )k
yG

k
zy hhhhhhhhhh

EHK
2122,112121 0 ′−′−

= εωε . ( II-75) 
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Pour déterminer la surface de dispersion à une fréquence ω donnée, nous devons 

rechercher les valeurs possibles du vecteur propagation k  dans le système composé des 

équations  II-73,  II-74 et  II-75. 

 

On peut écrire que 




=
=

=
θ
θ

sin.
cos.

kk
kk

k
y

x . 

 

On a [ ] [ ] kGK += , alors les équations  II-73 à  II-75 peuvent s’écrire sous la forme : 

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )k
x

k
y

k
z

k
xx

k
yy hhhhhhhhhhhhhh

EkEkHEGEG
21212121212121

.sin..cos.0 θθωµ +−=−−  ( II-76) 

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )k
z

k
xG

k
zx hhhhhhhhhh

HkEHG
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.cos.0 θεωε −=+  ( II-77) 

 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )k
z

k
yG

k
zy hhhhhhhhhh

HkEHG
2121212121

.sin.0 θεωε −=− . ( II-78) 

 

L’équation  II-78 mène à : 

 ( ) [ ]( )( )k
zy

G

k
y hhhh

hh

hh
HkGE

2121
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][
1

0

θ
εωε

+=  ( II-79) 

 

L’équation  II-77 mène à : 

 ( ) [ ]( ) [ ]( )
θ

εωε
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21212121

21

0
k
xG

k
zxk

z
hhhhhhhh

hh

EHG
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=  ( II-80) 

 

En intégrant l’équation  II-80 dans l’équation  II-79, on obtient le champ yE  sans la 

norme de k, et cela nous donne : 

 ( ) [ ] [ ] ( ) ( )k
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k
z

G

xyk
y hhhh

hh

hhhh

hh
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GG
E

2121

21

2121

21
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Finalement, en remplaçant yE  de l’équation  II-76 par l’expression  II-81, on arrive à : 
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Les vecteurs d’onde qui existent dans le matériau peuvent être déduits à partir du système 

formé des équations  II-80 et  II-82. Ce système s’écrit : 
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 ( II-83) 

 

On pose la matrice B égale à : 
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 ( II-84) 

 

 

Une recherche des valeurs propres de la matrice B nous donne les vecteurs d’ondes solutions 

de la propagation dans une direction θ d’une onde plane à la fréquence ω. Pour tracer le 

contour de dispersion, il suffit de faire balayer θ de 0 à 360° (de 0 à 45° pour un réseau carré). 
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III.3- Représentation des contours de dispersion : exemple d’une onde 

polarisée TM 

Dans les deux paragraphes précédents, il a été montré que pour les deux polarisations  

susceptible de se propager dans un cristal photonique à deux dimensions, TM et TE, il était 

possible de mettre en évidence deux systèmes d’équations permettant le calcul de surface de 

dispersion par application de la méthode des ondes planes. 

Dans ce paragraphe, on considérera le cas d’une onde polarisée TM. 

 

La matrice de calcul de la surface de dispersion est : 
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 ( II-85) 

 

Pour une direction de propagation θ donnée, les valeurs propres du système ci-dessus 

fournissent les renseignements nécessaires portant sur les vecteurs d’onde k permis. 

Ainsi il devient facile de tracer la surface de dispersion d’un matériau périodique quand θ 

varie entre les directions de symétrie du cristal. 

 

Le cristal photonique considéré afin d’appliquer cette méthode est un réseau carré 

infini de tiges carrées d’alumine dont la permittivité relative est εr=9,8. La largeur des 

barreaux appelé p est obtenu en divisant la pas du réseau appelé a par un facteur 2,5. 

La figure  II-15 nous une représentation de cette structure. Son diagramme de bande est 

présenté sur la figure  II-16. 
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Figure  II-15 : Dimension du cristal photonique 2D 
et 1ère zone de Brillouin 
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Figure  II-16 : Diagramme de bande de la structure à réseau carré 

 

 

En représentant les contours de dispersion dans la première zone de Brillouin 

( aka x // ππ <<−  et aka y // ππ <<− ), on obtient les graphiques suivants pour le 

premier mode de propagation. 
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Figure  II-17 : Surfaces de dispersion du 1er mode pour  
12 fréquences différentes 

 

 

On s’aperçoit que plus la fréquence augmente, plus la surface augmente et change de 

forme. Elle s’ouvre en bord de zone pour se refermer sur les zones contiguës à la première 

zone de Brillouin (figure  II-18). 
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Figure  II-18 : freq*a/c=0.2565  
et 1ère zone de Brillouin 

 

 

La fréquence 0,2565f.a/c =  se trouve en bande interdite pour les angles de 

propagation compris dans l’intervalle °+<<°−° 1790*nθ1790*n . 

 

La figure  II-19 est une représentation condensée des contours de dispersion pour 

plusieurs fréquences. 
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Figure  II-19 : Surface de dispersion pour le 1er mode pour 4 fréquences 
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Ces représentations montrent que l’anisotropie dans le matériau est dépendante de la 

fréquence. Pour certaines fréquences (freq*a/c=0.407), les directions du vecteur d’onde k  

autorisées sont comprises dans un très petit angle. 

 

Ces résultats mettent en évidence les propriétés de dispersion et d’anisotropie 

électromagnétique des cristaux photoniques. 

IV- Distribution du champ électromagnétique dans un cristal 

photonique 

Comme pour représenter les contours de dispersion d’un cristal photonique à deux 

dimensions, les systèmes de base sont : 

• pour une onde polarisée TM : 
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• pour une onde polarisée TE : 
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Dans le paragraphe précédent, une recherche des valeurs propres permettait d’obtenir 

les valeurs k permises. 

Une recherche dans les équations  II-66 et  II-83 des vecteurs propres associés aux 

valeurs propres précédemment recherchées nous permet de représenter les champs 

électromagnétiques dans les cristaux photoniques. 

 

Considérons le même matériau que dans le paragraphe précédent (figure  II-15). En 

réalisant une transformée de Fourier inverse dans l’espace des vecteurs k , nous obtenons 

pour une onde polarisée TM la cartographie du module du champ électrique représentée sur la 

figure  II-20 pour 0,234f.a/c =  et °= 0θ . 

Pour obtenir les cartographies de champ, il faut au préalable trier les valeurs propres suivant 

chaque mode. Ensuite nous recherchons les vecteurs propres associés à ses valeurs propres. 

Puis nous réalisons une transformée de Fourier spatiale inverse (équation  II-88). 
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Figure  II-20 : Module du champ électrique 
( 0,234f.a/c =  ;  °= 0θ ) 
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On s’aperçoit que l’énergie est localisée dans les barreaux c'est-à-dire dans le 

diélectrique de plus forte permittivité ((εr = 9.8) > (εair = 1)). 

 

V- Notion de vitesse de phase et vitesse de groupe 

Nous avons établi dans les paragraphes précédents les équations de propagation pour 

des ondes polarisées TM et TE. De ces équations, en décomposant les champs 

électromagnétiques et la permittivité relative périodique en séries de Fourier, nous avons 

obtenus les relations de dispersion pour ces deux ondes. Elles permettent d’établir la relation 

qui existe entre la fréquence et le vecteur d’onde. 

 

A partir de ces équations, nous pouvons établir les notions de : 

• vitesse de phase, définie par la relation suivante : 

 
k

v ω
ϕ =  ( II-89) 

 

La vitesse de phase est définie comme la vitesse de propagation d'une surface 

équiphase. Cette vitesse à une signification bien définie, comme par exemple, pour les ondes 

planes et les ondes sphériques pour lesquelles la surface équiphase peut être déterminée sans 

ambiguïté. 

Pour une onde d'amplitude constante, cela traduit la vitesse de déplacement du point où le 

champ électrique associé à l'onde a la même amplitude. Cette notion peut être élargie car pour 

une onde d'amplitude constante une valeur du champ électrique peut être associée à une 

phase, c'est-à-dire à une position particulière dans une période de la sinusoïde. Dans ce 

schéma, la vitesse de phase devient la vitesse de déplacement d'un point de phase constante. 

Cependant, dans le cas du cristal photonique, la surface d'équiphase ne peut pas être 

définie rigoureusement, puisque sa fonction propre est une superposition d’ondes planes. Ceci 

signifie que la vitesse de phase ne peut pas être définie convenablement dans le cristal 

photonique  [5]. 

 

• vitesse de groupe, définie par la relation suivante : 

 
k

vg ∂
∂

=
ω  ( II-90) 
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Cette vitesse est la vitesse de propagation d'un paquet d’onde. La notion de vitesse de 

groupe d'une onde décrit la dispersion par l'existence de vitesses de propagation différentes 

selon la longueur d'onde. 

 

 

Nous avons vu que les cristaux photoniques sont des milieux dispersifs. 

Un milieu dispersif est un milieu dans lequel la vitesse de phase vϕ dépend de la 

fréquence des oscillations. En physique classique, les problèmes de propagation ne présentent 

pas cette particularité. Car les équations de Maxwell relatives à la propagation des ondes 

électromagnétiques dans le vide conduisent à une vitesse de propagation constante, en rendant 

pratiquement la vitesse indépendante de la fréquence. Il est facile de définir la vitesse de 

propagation de l’énergie ; c’est tout simplement la vitesse de phase. 

Mais, par contre, si le milieu est dispersif, la définition de la vitesse de propagation de 

l’énergie diffère de la vitesse de phase. Ceci résulte du fait que les ondes sinusoïdales 

s’étendant de -∞ à +∞ sont les seules qui peuvent se propager sans déformation dans le 

milieu. Par contre, un court signal ou une brève impulsion sont déformés durant la 

propagation, alors la vitesse moyenne de ces derniers est difficile à définir. C’est alors qu’on 

définit la vitesse de groupe, c’est la vitesse de l’énergie. Un groupe d’ondes est un signal de 

longueur finie comprenant seulement un nombre limité de longueurs d’onde  [44]. 

 

 

VI- Matériaux BIP à défaut 

Les matériaux à bande interdite photonique sont la succession d’éléments diélectriques 

ou métalliques élémentaires périodiques au sein d’une structure globale  [47]. 

La création de défaut dans ces structures est engendrée par la rupture de la périodicité 

ou le changement de nature d’éléments périodiques. 

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux différentes possibilités pour créer 

ces défauts, puis nous représenterons la répartition des champs électromagnétiques à 

l’intérieur d’une structure périodique à deux dimensions. 
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VI.1- Principe de base 

Dans un cristal photonique, la création d’un défaut est causée par la rupture de la 

périodicité diélectriques ε. Cette rupture va engendrer l’ouverture d’une bande de fréquence 

autorisée à l’intérieur de la bande interdite photonique. La largeur et la position de cette bande 

autorisée sont gérées par les caractéristiques du défaut  [49]  [50]. 

VI.2- Les différents types de défaut  [47] 

Il existe différents types de défaut occasionnant une rupture de la périodicité des 

cristaux photoniques. Cette rupture créée une résonance étroite au sein de la bande interdite. 

Pour un échantillon de matériau illuminé par une onde plane, un pic de transmission apparaît 

dans la bande interdite à la fréquence du mode de défaut. A cette fréquence, le matériau 

devient transparent (figure  II-21). 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-21 : Structure BIP à défaut illuminée par une onde plane  
et transparente à la fréquence du défaut 

 

 

Sur la figure  II-22 sont représentés les coefficients de transmission d’un cristal sans 

défaut et d’un cristal avec défaut. Un coefficient de transmission τ correspond au rapport entre 

l’amplitude de l’onde transmise et de l’onde incidente. 

 

 
incident

transmis

E
E

=τ  ( II-91) 

 

Ces études sont réalisées sur des matériaux finis longitudinalement et infinis 

transversalement. Ces matériaux sont soumis à une agression électromagnétique de type onde 

plane provenant de l’extérieur. L’algorithme de calcul donnant les résultats 

électromagnétiques est un code FDTD (méthode expliquée au chapitre I). 

 
BIP 

à défaut 
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Figure  II-22 : Coefficients de transmission d’une  
structure BIP 1D avec (b) et sans (a) défaut. 

 

 

L’étude des cristaux photoniques à défaut sera réalisée sur un modèle à deux 

dimensions mais il est toujours possible de la généraliser aux cristaux à une ou trois 

dimensions. 

 

Considérons la structure à deux dimensions représentée sur la figure  II-23. Elle servira 

de structure de référence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-23 : Structure BIP 2D 

 

 

BIP 
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VI.2.1- Les types de défaut 

Les structures photoniques à défaut sont faites d’un assemblage de matériaux 

diélectriques comportant une ou plusieurs ruptures de périodicité. 

 

Ces ruptures sont de deux types : 

• les mono défauts dont la localisation à l’intérieur de la structure BIP n’est qu’à 

un seul et même endroit. Ces mono défauts créent une bande autorisée à l’intérieur de la 

bande interdite (figure  II-22). 

• les multi défauts, où le défaut est répété à plusieurs endroits à l’intérieur de la 

structure BIP, créent plusieurs bandes autorisées engendrées par chaque défaut dans la même 

bande interdite. Grâce aux multi défauts, il est possible de coupler leurs effets pour élargir la 

bande autorisée dans la bande interdite, ou remonter le niveau du coefficient de transmission à 

la fréquence de travail. 

 

VI.2.2- La nature des défauts 

VI.2.2.4- Dimensions des motifs élémentaires 

Pour rompre la périodicité d’une structure BIP, on peut modifier la taille du motif 

élémentaire (figure  II-24) qui compose le cristal photonique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-24 : Défaut de dimension du motif élémentaire 

 

Sur la figure  II-24, la dimension des motifs élémentaires de la troisième rangée a été 

réduite. 
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VI.2.2.5- Distance entre motifs élémentaires 

On peut aussi jouer sur l’espace qui existe entre les motifs élémentaires des réseaux 

cristallins (figure  II-25). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure  II-25 : Défaut de distance entre motifs élémentaires 

 

 

Sur la figure  II-25, l’écart entre la deuxième et la troisième rangée et l’écart entre la 

troisième et la quatrième rangée ont été augmentés pour former le défaut. 

 

VI.2.2.6- Valeur de la permittivité relative des motifs élémentaires 

Il est possible de changer localement la nature du matériau et plus concrètement, 

changer la valeur de la permittivité relative (figure  II-26). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-26 : Défaut sur la permittivité relative ε 
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Sur la figure  II-26, la permittivité des motifs élémentaires de la rangée du milieu a été 

changée. 

 

VI.2.2.7- Défaut par vacuité 

Le défaut par vacuité correspond à l’élimination de motifs élémentaires qui se trouvent 

remplacés par la permittivité de fond (dans notre cas 1=
fondrε ) (figure  II-27). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-27 : Défaut par vacuité 

 

Les motifs élémentaires de la rangée du milieu de la figure  II-27 ont été enlevés. 

 

VI.3- Diagramme de bande d’une structure BIP à défaut 

Le diagramme de bande d’une structure BIP sans défaut a été présenté dans ce 

chapitre. Il permet d’observer la fréquence en fonction de la constante de propagation β. Ce 

diagramme s’obtient en faisant varier le vecteur k  le long du contour défini par les points de 

hautes symétries de la première zone de Brillouin du réseau réciproque. 
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Figure  II-28 : Diagramme de bande d’une cellule 

 

 

Pour obtenir ce diagramme de bande par la méthode des ondes planes, cela nécessite 

d’avoir un matériau infini périodique suivant deux directions. 

 

Cette méthode peut être utilisée pour rechercher un mode de défaut lorsque l’on rompt 

la périodicité du matériau. Il faut périodiser le matériau à l’infini. On utilise alors le concept 

de macro cellule  [51]. Une macro cellule est constituée de plusieurs cellules primitives. Dans 

le cas présent, on a une macro cellule composée de 3*3 cellules primitives. Elle est périodisée 

 [52] à l’infini pour appliquer la méthode des ondes planes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  II-29 : Macro cellule 3*3 
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Figure  II-30 : Macro cellule avec défaut 3*3 périodisée à l’infini 

 

 

En utilisant une macro cellule sans défaut (figure  II-29 a)), nous obtenons le 

diagramme de bande de la figure  II-31. 
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Figure  II-31 : Diagramme de bande d’une macro 
cellule sans défaut 
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On s’aperçoit que la bande interdite est conservée entre 18 et 25 GHz. 

Sous la bande interdite : 

• dans le cas d’une cellule élémentaire, il existe un seul mode (figure  II-28) 

• dans le cas d’une macro cellule, le calcul fournit plusieurs modes (9 dans le cas 

d’une macro cellule de 3*3) car la macro cellule regroupe plusieurs cellules élémentaires 

(figure  II-31). 

 

 Maintenant, la macro cellule est composée de plusieurs cellules primitives avec une 

cellule différente formant le défaut, puis cette macro cellule est périodisée. 

 

On obtient ainsi le diagramme de bande de la figure  II-32. 
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Figure  II-32 : Diagramme de bande d’une  
macro cellule avec défaut centré 

 

 

On remarque que le mode de défaut est venu se loger dans la bande interdite. Mais ce 

mode de défaut n’est pas plat, c'est-à-dire que pour n’importe quelle direction de propagation 

la fréquence n’est pas constante. 

Pour remédier à ce fait, nous pouvons augmenter le nombre de cellules élémentaires dans la 

macro cellule afin de limiter les couplages entre défauts et d’avoir une fréquence quasiment 

Γ Γ X M 

mode de défaut 

Γ X 

M 
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constante quelque soit la direction de propagation dans le matériau. Cette fréquence 

correspond à la fréquence propre de résonance de la microcavité. 

 

Dans un premier temps, étudions le cas d’une macro cellule formée de 5*5 cellules 

primitives (macro cellule avec et sans défaut). 
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Figure  II-33 : Diagramme de dispersion d’une  
macro cellule 5*5 sans défaut 
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Figure  II-34 : Diagramme de dispersion d’une  
macro cellule 5*5 avec défaut 
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La bande interdite a un peu augmenté car plus on a un nombre de modes important, plus ces 

modes s’aplanissent. Cela se vérifie avec le mode de défaut qui lui aussi devient plus plat. 

 

Pour conforter cette remarque, nous pouvons faire l’étude d’une macro cellule 

composée de 7*7 cellules élémentaires (macro cellule avec et sans défaut). 
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Figure  II-35 : Diagramme de dispersion d’une  
macro cellule 7*7 sans défaut 
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Figure  II-36 : Diagramme de dispersion d’une  
macro cellule 7*7 avec défaut 
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Sur la figure  II-36, nous pouvons observer que le mode de défaut est toujours situé 

dans la bande interdite et qu’il devient de plus en plus plat quelle que soit la direction de 

propagation. 

 

Le diagramme de dispersion de la macro cellule sans défaut n’a pas de vrai sens 

physique car le vecteur d’onde k  ne parcourt pas la zone de Brillouin d’une cellule 

élémentaire. Par contre, celui obtenu avec la macro cellule à défaut a un sens physique. Cela 

permet de voir quel mode se déplace dans la bande interdite.  

 

VI.4- Cartographie de champ du matériau à défaut 

En repartant de la macro cellule précédente (avec défaut) et en faisant une recherche 

des vecteurs propres associés aux valeurs propres qui ont permis de déterminer le diagramme 

de dispersion, nous pouvons représenter le module du champ Ez pour une direction θ (car 

notre étude s’est faite avec une excitation TM) et une fréquence ω données. La fréquence est 

celle du mode de défaut et la direction est celle du point de haute symétrie X (figure  II-37). 

Pour obtenir les cartographies, on réalise une transformée de Fourier spatiale inverse 

(équation  II-92). 
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Figure  II-37 : Module du champ Ez pour une macro cellule 3*3 
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On constate ici que le champ n’est pas atténué en bordure de la macro cellule. Ceci 

engendre un fort couplage entre chaque microcavité adjacente. 

 

 

Figure  II-38 : Module du champ Ez pour une macro cellule 5*5 

 

 

 

Figure  II-39 : Module du champ Ez pour une macro cellule 7*7 

 

 

Le défaut de la structure cristalline créé une micro cavité qui piège l’énergie. Plus le 

nombre de cellule augmente dans la macro cellule, plus le champ Ez est atténué aux frontières 

de la super cellule. Ceci a pour effet de limiter les couplages entre microcavité. 

Ainsi, chaque microcavité résonne à sa fréquence propre. C’est ceci qui explique que le mode 

de défaut est quasiment plat sur le diagramme de la figure  II-36. 

 

dB 

dB 
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Conclusion 

 

Dans cette partie, la méthode des ondes planes a été étudiée et utilisée pour 

appréhender différentes structures. Elle est bien adaptée aux cristaux photoniques à deux 

dimensions infinis. 

 

Dans un premier temps, elle nous a permis de représenter le diagramme de bande 

(appelé aussi diagramme de dispersion) de structures photoniques infinies.  

 

La méthode des ondes planes a été adaptée pour calculer les contours de dispersion des 

matériaux diélectriques périodiques à deux dimensions. Ces contours de dispersion permettent 

de mettre en évidence l’anisotropie électromagnétique de ces matériaux. 

 

Cette méthode est applicable à l’étude de matériaux à bande interdite photonique à 

défaut. Elle permet également de calculer la distribution des champs électromagnétiques dans 

les matériaux avec et sans défauts. 
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Interprétation des propriétés dispersives des matériaux 

périodiques 
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Chapitre III 

 

Introduction 
 

Dans le chapitre précédent, nous avons fait l’étude de structures infinies à bande 

interdite photonique. Nous avons pu déterminer les propriétés électromagnétiques de ces 

cristaux. 

Dans ce chapitre III, le comportement électromagnétique de matériaux de dimensions finies 

construits sur la base d’un réseau périodique va être étudiée. Pour ceci, les matériaux sont mis 

en interaction avec une perturbation électromagnétique qui peut venir de l’extérieur ou de 

l’intérieur même du matériau. 

Nous allons montrer que les études menées autour des matériaux périodisés à l’infini ne 

suffisent pas à expliquer le comportement électromagnétique des structures de dimensions 

finies. 

 

Notre étude débutera par l’analyse de matériaux périodiques monodimensionnels en 

interaction avec une onde plane incidente. Nous expliquerons le comportement de ce matériau 

en terme de coefficient de transmission (coefficient de réflexion). Un inventaire des 

différentes structures qui peuvent être rencontrées est proposé à travers l’étude de quatre 

exemples de matériaux 1D. Ces quatre exemples suffisent à expliquer les propriétés 

électromagnétiques de n’importe quels matériaux 1D. 

 

Dans un second temps, nous présenterons la manière dont un matériau à bande 

interdite photonique à deux dimensions réalise un filtrage spatial sur les ondes 

électromagnétiques. 

Pour étudier ces propriétés de filtrage spatial, nous développerons une méthode d’analyse qui 

permet de calculer des densités d’énergie électromagnétique dans l’espace conjugué des 

vecteurs phaseurs. Nous montrerons que les informations obtenues par cette méthode 

d’analyse sont complémentaires avec la connaissance des propriétés dispersives des matériaux 
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à deux dimensions infinis et notamment avec les surfaces de dispersion. Cette étude mettra en 

évidence le filtrage spatial exercé par un matériau 2D. 
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I- Matériaux à une dimension 

Les cristaux photoniques à une dimension sont les matériaux à bande interdite 

photonique les plus simples. Du fait de leur mono périodicité, ils permettent d’aborder 

simplement les problèmes. 

Ces matériaux constituent la première étape dans notre démarche de compréhension 

des phénomènes de résonances dans les cristaux photoniques de dimensions finies. 

I.1- Equations utiles à l’étude 

I.1.1- Equation de dispersion 

Dans le premier chapitre, nous avons vu que pour un cristal photonique à une 

dimension (x par exemple), l’équation de propagation s’écrit : 

 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
αβ
βαβαβα

2
sinsincoscoscos

22 +
−=+ bababak  ( III-1) 

 

avec ac
εωα =  et bc

εωβ =  

 

La permittivité périodique ε(x) est représentée sur la figure  III-1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-1 : Constante diélectrique périodique d’un cristal photonique 1D 
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Les structures périodiques étudiées dans ce chapitre sont des plaques de diélectrique 

de permittivité relative εr entourées par un autre diélectrique qui peut être de l’air (εair=1). 

En prenant en compte ces valeurs, l’équation  III-1 devient : 

 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
r

rbababak
ε

εβαβα
2

1sinsincoscoscos +
−=+  ( III-2) 

 

avec 
c
ωα =  et rc

εωβ =  

 

 

Pour illustrer la relation  III-2, nous proposons l’étude d’une structure à une dimension 

dont les dimensions des plaques diélectriques sont m10a 3−= , de permittivité 9=rε , 

espacées d’air de dimension m3.10b 3−=  (figure  III-2).  
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Figure  III-2 : Diagramme de dispersion d’une structure périodique 1D 

 

 

Ce diagramme représente la fréquence normalisée égale à la fréquence multipliée par 

le pas du réseau p ( bap += ) divisé par la célérité c (freq*a/c), en fonction du nombre d’onde 

kx. 

Bandes interdites
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Nous utiliserons dans la suite de la rédaction des valeurs normalisées pour représenter les 

résultats obtenus. 

Nous pouvons observer les bandes interdites (zones grisées) et les bandes autorisées (zones 

blanches) sur la figure  III-2. 

 

I.1.2- Vitesse de phase et vitesse de groupe 

Dans le chapitre II, nous avons présenté les notions de vitesse de phase et de vitesse de 

groupe. 

Les équations de ces vitesses sont : 

• pour la vitesse de phase : 

 
k

v ω
ϕ =  ( III-3) 

 

• pour la vitesse de groupe : 

 
k

vg ∂
∂

=
ω  ( III-4) 

 

En utilisant l’exemple présenté précédemment, et à partir du diagramme de dispersion 

(figure  III-2), nous calculons ces vitesses. Elles peuvent être représentée en fonction du 

nombre d’onde ou de la fréquence. 

 

Les figures  III-3,  III-4 et  III-5 présentent la vitesse de phase en fonction du nombre 

d’onde, la vitesse de phase en fonction de la fréquence, et la superposition de la vitesse de 

phase et du diagramme de dispersion en fonction du nombre d’onde (toutes les valeurs sont 

normalisées). 
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Figure  III-3 : Vitesse de phase normalisée en fonction  
du nombre d’onde normalisé 
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Figure  III-4 : Vitesse de phase normalisée en fonction  
de la fréquence normalisée 
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Figure  III-5 : Vitesse de phase normalisée en fonction du nombre  
d’onde et diagramme de dispersion 

 

 

Les figures  III-6 et  III-7 illustrent respectivement la vitesse de groupe en fonction du nombre 

d’onde et la vitesse de groupe en fonction de la fréquence (toutes les valeurs sont 

normalisées). 
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Figure  III-6 : Vitesse de groupe normalisée en fonction  
du nombre d’onde normalisé 

Vitesse de phase 
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Figure  III-7 : Vitesse de groupe normalisée en fonction  
de la fréquence normalisée 
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Figure  III-8 : Vitesse de groupe et diagramme de dispersion 

 

 

La figure  III-8 représente la superposition de la vitesse de groupe normalisée en 

fonction du nombre d’onde normalisé et du diagramme de dispersion. La vitesse de groupe 
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tend vers zéro lorsque le diagramme de dispersion admet une tangente horizontale. Nous 

verrons ultérieurement l’intérêt de ces points singuliers lors de l’analyse de l’interaction des 

ondes électromagnétiques avec ces matériaux. 

 

I.1.3- Coefficients de transmission et de réflexion 

Dans le chapitre précédent, nous avons fait l’étude de structures photoniques de 

dimensions infinies. C'est-à-dire que l’axe supportant la périodicité du cristal était infini. Pour 

illustrer le problème, considérons le cas d’un matériau 1D comme présenté sur la figure  III-9.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-9 : Cristal photonique 1D infini 

 

 

Ce matériau 1D est de dimension finie longitudinalement suivant l’axe x. C'est-à-dire 

qu’on a un nombre fini de plaques suivant l’axe supportant la périodicité du matériau, les 

plaques étant infinies suivant leurs dimensions transversales, c'est-à-dire suivant les axes y et 

z. La figure  III-10 illustre cette structure. 
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Figure  III-10 : Cristal photonique 1D fini constitué de 5 plaques de diélectrique 

 

 

Ce type de structure va pouvoir interagir avec une agression électromagnétique 

extérieure. Cette interaction doit alors garder le caractère unidimensionnel du problème 

électromagnétique. Il ne peut donc s’agir que de l’interaction avec une onde plane incidente se 

propageant suivant l’axe (Ox). Cette interaction se traduit par un spectre électromagnétique 

diffracté dans le sens Ox positif, et par une onde diffractée dans le sens Ox négatif. Les 

contenus spectraux de ces ondes diffractées sont respectivement caractérisés par le coefficient 

de transmission et le coefficient de réflexion. 

L’étude électromagnétique de ce genre de problème est réalisée par un code FDTD. 

 

La figure  III-11 schématise la méthode utilisée pour calculer les coefficients de 

transmission et de réflexion. 
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Figure  III-11 : Schéma de calcul des coefficients  
de transmission et de réflexion 

 

 

Le coefficient de transmission τ d’une structure périodique présentant ou non des 

défauts, correspond au rapport entre les amplitudes de l’onde transmise et de l’onde 

incidente : 

 
incident

trnasmis

E
E

=τ , ( III-5) 

 

et le coefficient de réflexion ρ est le rapport entre les amplitudes de l’onde réfléchie et de 

l’onde incidente : 

 
incident

réfléchi

E
E

=ρ . ( III-6) 

 

 

La surface de Huygens génère une onde plane se propageant dans le sens des x 

positifs. Cette onde illumine ainsi la surface plane de la structure. La surface de Huygens 

permet surtout de scinder le volume de calcul en une zone de champ total et une zone de 

champ diffracté. Dans la zone de champ total règne tous les champs (incident, réfléchi, 

transmis) et dans la zone de champ diffracté ne règne que le champ réfléchi. 
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Les conditions absorbantes de part et d’autre de la structure sont des conditions aux 

limites absorbantes du type Engquist-Majda  [1]. 

 

Pour le calcul du coefficient de transmission τ, le point d’observation est situé derrière 

la structure photonique comme représenté sur la figure  III-12. Il est situé dans une zone de 

champ total. 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-12 : Position du point d’observation pour le calcul  
du coefficient de transmission 

  

 

Pour obtenir le coefficient de réflexion ρ, le point d’observation est situé entre la 

couche absorbante et la surface de Huygens comme l’indique la figure  III-13. Il est situé dans 

la zone de champ diffracté. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-13 : Position du point d’observation pour le calcul  
du coefficient de réflexion 
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Pour illustrer ces coefficients, nous étudions la structure périodique formée de plaque 

de diélectrique 9=bε  d’épaisseur m25.10b 4−=  espacées par des gaps d’air ( 1=aε ) 

d’épaisseur m75.10a 4−= . La propagation des ondes se fait alors en 4/λ . 

Les deux coefficients ainsi calculés sont représentés sur les figures suivantes. 
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Figure  III-14 : Coefficient de transmission 
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Figure  III-15 : Coefficient de réflexion 

 

 



CHAPITRE III INTERPRETATION DES PROPRIETES DISPERSIVES 
DES MATERIAUX PERIODIQUES 

114 

 

Pour notre étude, on ne s’intéressera qu’aux conditions de résonance du cristal. Ces 

conditions traduisent une transparence parfaite de la structure. Ainsi, les zéros (dB) du 

coefficient de transmission traduisent les phénomènes de résonance. Les fréquences peuvent 

également être extraites des pics de réflexion nuls (-40 dB) du coefficient de réflexion. 

 

On extrait donc les fréquences de résonances des coefficients de réflexion ρ ou de 

transmission τ puis on les injecte dans l’équation  III-2 écrite sous la forme de l’équation 

 III-7 : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )










 +
−

+
=

r

rbaba
ba

k
ε

εβαβα
2

1sinsincoscosarccos1  ( III-7) 

 

 

avec 
c
ωα = ,  rc

εωβ = , et f.2πω =  (f : fréquence correspondante aux zéro (dB) du 

coefficient de transmission) 

 

Nous appelons cette valeur théorique du nombre d’onde kdisp (relative à l’équation de 

dispersion). 

 

 

I.1.4- Condition de résonance 1D 

Par analogie avec n’importe quelle autre structure résonante, les fréquences de 

résonances sont liées à la vitesse de phase dans le matériau. Cette vitesse dépend de la 

fréquence. Elle est connue grâce aux courbes de dispersion ( )freqfk =  (figure  III-17). Ainsi, 

les différentes fréquences de résonances de la structure 1D de dimension d (figure  III-16) sont 

données par la relation  III-8 : 

 

 ( ) πω .. ndk =  ( III-8) 

 

avec *Nn∈ , et où ( )ωk  représente le nombre d’onde dans le matériau périodique infini. 
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En utilisant une structure photonique finie à une dimension constituée, par exemple, de 

quatre lames de diélectrique εa, alternées de quatre plaques de diélectrique εb, la longueur d de 

la relation  III-8 représente un nombre entier de période p du réseau (p=a+b). Cette distance 

est représentée sur la figure  III-16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-16 : Dimension de la structure photonique 

 

 

 

( )ωk  est donné par la courbe de dispersion (figure  III-17). 

 

Les variables du graphique  III-17 sont des valeurs normalisées : 

• pour le nombre d’onde : 

 
π

pkknorm
.

=  ( III-9) 

• pour la fréquence du diagramme de dispersion : 

 
c
pffnorm

.
=  ( III-10) 

 

avec bap +=  (pas du réseau) 
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Figure  III-17 : Diagramme de dispersion et conditions de résonance 

 

 

On a représenté sur la figure  III-17 le diagramme de bande superposé avec les 

conditions de résonances sur le nombre d’onde k (en traits discontinus verticaux). Ces 

conditions de résonances correspondent à un cristal composé de quatre “cellules élémentaires” 

(4 lames de permittivité εa alternées par 4 lames de permittivité εb). 
 

La valeur n de la relation  III-8 représente le nombre d’alternance de la distribution de 

phase du champ électrique dans la structure photonique. 

Nous considérons une structure basée sur le modèle précédemment citée ( m75.10a 4−= , 

m25.10b 4−= , 9=bε , 1=aε ) mais composée de cinq lames de diélectrique 9=bε . Nous 

représentons alors les modules et phases de la transformée de Fourier du champ électrique 

pour trois fréquences (f1, f2, f3) correspondant à trois zéros (dB) du coefficient de transmission 

(figure  III-18). 
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Figure  III-18 : Coefficient de transmission avec indication des zéros (dB) 

 

 

Le tableau  III-1 présente la distribution du champ électrique dans le matériau en 

module et en phase pour les trois premières fréquences de résonance f1, f2 et f3 visibles sur la 

figure  III-18. 

f1 f2 f3 
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Tableau  III-1 : Module et phase du champ électrique pour  
3 fréquences (1.72, 3.4 et 4.94 GHz) 

 

 

f 1
=1

.7
2 

G
H

z 
f 2

=3
.4

 G
H

z 
f 3

=4
.9

4 
G

H
z 



CHAPITRE III INTERPRETATION DES PROPRIETES DISPERSIVES 
 DES MATERIAUX PERIODIQUES 

  119   

Les courbes représentant les normes de la transformée de Fourier du champ électrique 

montrent que le niveau du champ est le même en entrée et en sortie de la structure, ceci 

indique que l’on a une transmission de 100%. 

Les courbes illustrant la phase permettent de vérifier que pour la fréquence f1 le champ 

E est déphasé de π entre l’entrée et la sortie du matériau, pour la fréquence f2 nous avons un 

déphasage de 2πππ =+ , et pour l fréquence f3 nous avons un déphasage de 3ππππ =++ . 

 

La relation  III-8 est équivalente à : 

 

 ( )
d

nk πω .
= . 

 

Nous notons kréso la valeur du nombre d’onde spécifiée par cette condition de 

résonance. 

 

I.2- Etude de différentes structures périodiques à une dimension  

Nous allons identifier les valeurs de kdisp et de kréso pour des matériaux photoniques. 

Nous rappelons que kdisp est la valeur théorique fournie par la relation de dispersion  III-7. 

Les structures photoniques étudiées sont des plaques d’épaisseur b et de permittivité 

diélectrique εb espacées de la distance a de diélectrique εa. Le pas du réseau est égal à p=a+b. 

Ces structures sont schématisées sur la figure suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-19 : Structure photonique sans défaut étudiée 
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Nous allons considérer trois structures différentes dont les lames sont de longueurs 

électriques et des permittivités diélectriques différentes. 

 

I.2.1- Alternance de 2 lames diélectriques εa≠εb≠1 de même longueur électrique 

Nous considérons la structure ayant les dimensions et les permittivités suivantes : 

εa = 4 

εb = 9 

a = 37,5.10-4 m 

b = 25.10-4 m 

 

Les longueurs électriques sont identiques pour les matériaux de permittivité εa et εb. La 

dimension totale de la structure est d = 312,5.10-4 m. 

 

Nous obtenons le coefficient de transmission représenté sur la figure  III-20. 
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Figure  III-20 : Coefficient de transmission 
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Nous avons la condition de résonance π.. ndkréso = . Nous recherchons les valeurs des 

fréquences correspondantes (fdispersion) grâce à la relation de dispersion  III-1 en y injectant 

kréso. Pour chaque valeur de n, on compare alors les fréquences obtenues avec les fréquences 

(frésonace) des points 01à 09. 

 

Nous rassemblons alors les valeurs déterminées dans le tableau  III-2. 

 

 

 

 kréso fdisp (GHz) 
relation  III-1 

fréso (GHz) 
figure  III-20 

01 (n=1) 100.53 1.96  1.96 

02 (n=2) 201.06 3.9  3.9 

03 (n=3) 301.59 5.82  5.82 

04 (n=4) 402.12 7.64  7.64 

(n=5) 502.65 11.28 ? ? ? 

06 (n=6) 603.18 12.36  12.36 

07 (n=7) 703.72 14.17  14.18  

08 (n=8) 804.25 16.09  16.1 

09 (n=9) 904.78 18.04  18.04 

 

Tableau  III-2 : Comparaison entre fdisp et fréso 

 

 

 

Les valeurs de fdisp obtenues par la relation de dispersion et de fréso données par le 

coefficient de transmission (figure  III-20) obtenues sont identiques chaque fois que la 

condition de résonance  III-8 est satisfaite. On doit néanmoins remarquer que la condition de 

résonance 5πk.d =  n’est pas vérifiée par le coefficient de transmission de la figure  III-20. 

Cette valeur de n correspond à une annulation de la vitesse de groupe (figure  III-21). Donc 

l’énergie ne peut rentrer dans le matériau. 

 



CHAPITRE III INTERPRETATION DES PROPRIETES DISPERSIVES 
DES MATERIAUX PERIODIQUES 

122 

 

Les valeurs présentées en abscisse et en ordonnée du graphique  III-21 sont des valeurs 

normalisées. Pour le nombre d’onde knorm (en abscisse), nous multiplions la valeur calculée de 

ce nombre d’onde par le pas p du réseau puis en divisant ce produit par π. Pour la fréquence 

normalisée fnorm (en ordonnée), la fréquence est multipliée par le pas p du réseau puis divisé 

par la célérité c ( 18 m.s3.10c −= ). Nous obtenons ainsi des nombres sans dimension. 

Cette figure  III-21 représente la superposition de diagramme de dispersion (fnorm en 

fonction de knorm), des conditions de résonance n.πk.d = , du coefficient de transmission en 

faisant correspondre ses fréquences normalisées à celles du diagramme de dispersion, et de la 

vitesse de groupe (Vgnorm en fonction de knorm). 
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Figure  III-21 : Superposition du diagramme de dispersion, du coefficient de 
transmission, de la vitesse de groupe et du nombre d’onde k.d=n.π 

 

 

La vitesse de groupe du matériau considérée ainsi que le coefficient de réflexion sont 

représentés sur la figure  III-22. 

 

diagramme de dispersion
τ 
plans k.d=n.π 
vitesse de groupe 
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Figure  III-22 : Superposition de la vitesse de groupe Vg(f) en fonction  
de la fréquence, et coefficient de réflexion linéaire 

 

 

La vitesse de groupe tend à s’annuler en bord de bande interdite. Cela montre 

qu’aucune énergie ne peut pénétrer dans le matériau. 

 

 

I.2.2- Alternance de deux lames diélectriques εa=1 et εb=9, de même longueur électrique 

Nous considérons maintenant le cas de la structure périodique présentée ci-dessous. 

εa = ε0 = 1 

εb = εr = 9 

a = 75.10-4 m 

b = 25.10-4 m 
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Les longueurs électriques de chaque matériau diélectrique sont identiques. La 

dimension totale de la structure est d = 50.10-3 m. 
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Figure  III-23 : Coefficient de transmission 

 

 

 

 kréso fdisp (GHz) 
relation  III-1 

fréso (GHz) 
figure  III-20 

01 (n=1) 62.83 1.725  1.72 

02 (n=2) 125.66 3.4  3.4 

03 (n=3) 188.49 4.94  4.94 

04 (n=4) 251.33 6.16  6.16 

(n=5) 314.16 13.33  ? ? ? 

06 (n=6) 376.99 13.84  13.84 

07 (n=7) 439.82 15.05  15.06 

08 (n=8) 502.65 16.59  16.6 

09 (n=9) 565.49 18.27  18.28 

 

Tableau  III-3 : Comparaison entre fdisp et fréso 

 

01 02 03 04 06 07 08 09 
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Les fréquences fdisp obtenues par la relation de dispersion  III-1 lorsque le nombre 

d’onde satisfait les conditions de résonance (relation  III-8) ne trouvent pas toutes une 

fréquence fréso dans le coefficient de transmission (figure  III-23). La condition de résonance 

5πk.d =  n’est pas satisfaite car la vitesse de groupe tend vers zéro (figure  III-24). L’onde 

électromagnétique ne peut pas entrer dans le matériau. 

 

La figure  III-24 superpose les représentations du diagramme de dispersion (fnorm en 

fonction de knorm), les coefficients de transmission pour cinq lames de diélectrique, les 

conditions de résonance ( n.πk.d = ), et de la vitesse de groupe (Vgnorm en fonction de knorm). 
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Figure  III-24 : Superposition du diagramme de dispersion, du coefficient de 
transmission, de la vitesse de groupe et du nombre d’onde k.d=n.π 

 

 

Nous représentons sur la figure  III-25 la vitesse de groupe normalisée en fonction de la 

fréquence normalisée ainsi que le coefficient de transmission en linéaire. 

diagramme de dispersion
τ  
plans k.d=n.π 
vitesse de groupe 
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Figure  III-25 : Superposition de la vitesse de groupe Vg(f) en fonction  
de la fréquence, et coefficient de transmission linéaire 

 

 

Les résultats obtenus sont similaires à ceux calculés avec εa ≠ εb ≠ 1. C'est-à-dire qu’en 

bord de bande interdite, la vitesse de groupe tend à s’annuler empêchant ainsi toutes ondes 

électromagnétiques à se propager dans le matériau. Le coefficient de réflexion est égal à 1 (en 

linéaire). 

On observe aussi que la dynamique entre deux pics de transmission (condition de 

résonance) est liée à la vitesse de groupe. Autrement dit, les oscillations au sein d’une bande 

passante du matériau sont moindres lorsque la vitesse de groupe est maximum. 

 

I.2.3- Alternance de deux lames de diélectrique de longueurs électriques différentes 

Pour cette structure étudiée, nous avons les dimensions et valeurs des permittivités ci-

dessous : 

εa = ε0 = 1 
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εb = εr = 9 

a = 10.10-3 m 

b = 2.10-3 m 

 

La dimension totale de la structure est d = 60.10-3 m. 

 

Nous pouvons représenter le coefficient de transmission de la structure considérée sur 

une bande de fréquences de 60 GHz (figure  III-26). 
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Figure  III-26 : Coefficient de transmission sur une  
bande passante de 60 GHz 

 

 

Pour calculer les nombres d’onde kréso et kdisp, nous limitons l’étude aux trois 

premières bandes passantes (figure  III-27).  
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Figure  III-27 : Coefficient de transmission sur une  
bande passante de 30 GHz 

 

 

22 22.5 23 23.5 24 24.5 25 25.5 26 26.5

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

fréquence (GHz)

τ 
(d

B
)

 

Figure  III-28 : Zoom sur le coefficient de transmission  
au niveau de la troisième bande passante 

011 012 013 013bis 014 

01 02 03 04 06 07 08 09 011 012013013bis 014 
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 kréso fdisp (GHz) 
(relation  III-1) 

fréso (GHz) 
(figure  III-20) 

01 (n=1) 52.36 1.63  1.64 

02 (n=2) 104.72 3.22  3.22 

03 (n=3) 157.08 4.69 4.7 

04 (n=4) 209.44 5.87  5.86 

05 (n=5) 261.80 12.08  ? ? ?  
06 (n=6) 314.16 12.56 12.56 

07 (n=7) 366.52 13.67 13.68 

08 (n=8) 418.88 15 15 

09 (n=9) 471.24 16.22 16.22 

010 (n=10) 523.60 16.79  ? ? ?  
011 (n=11) 575.96 21.71 21.72 

012 (n=12) 628.32 23 22.98 
013 (n=13) 680.68 24.49 24.48 

013bis  ? ? ? ? ? ? ? ? 25.02 

014 (n=14) 733.04 25.97 25.96 

 

Tableau  III-4 : Comparaison entre fdisp et fréso 

 

Les fréquences fdisp des conditions de résonance 05 et 010 admettent les mêmes 

remarques que les deux paragraphes précédents, c'est-à-dire que la vitesse de groupe tend vers 

zéro et l’onde ne peut pas pénétrer dans le matériau. 

Par contre, le point O13bis ne correspond à aucune fréquence de résonance donnée par la 

relation  III-8 et pourtant le coefficient de transmission est à 0 dB pour la fréquence fréso=25.02 

GHz. 

 

Pour expliquer ce phénomène, nous représentons  les coefficients de transmission des 

structures composées de une et cinq lames, le diagramme de dispersion et les conditions de 

résonance π.. ndk =  sur la figure  III-29. Nous réalisons un zoom sur la zone autour de f.a/c = 

1 (figure  III-30). 
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Figure  III-29 : Superposition du diagramme de dispersion, du coefficient de 
transmission et du nombre d’onde k.d=n.π 

diagramme de dispersion 
τ pour 5 lames 
τ pour 1 lame 
plans k.d=n.π 
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Figure  III-30 : Zoom autour de f*a/c = 1 

 

 

Nous représentons sur la figure  III-30 par des traits interrompus fins les concordances 

entre les points issus des intersections entre les conditions de résonance ( π.. ndk = ) et le 

diagramme de dispersion et les points à zéro dB du coefficient de transmission pour cinq 

diagramme de dispersion 
τ pour 5 lames 
τ pour 1 lame 
plans k.d=n.π 
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lames. Entre 0,95f.a/c =  et 1f.a/c = , il existe deux points de fréquence O13 et O13bis (figure 

 III-30). La superposition du coefficient de transmission d’une seule lame met en évidence 

l’origine du point O13bis. Cette condition de résonance est liée aux propriétés de la cellule 

élémentaire. Celle-ci, lorsqu’elle est isolée dans l’air, résonne pour la fréquence O13bis. 

L’association de cinq cellules identiques conserve cette fréquence de résonance. 
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Figure  III-31 : Superposition de la vitesse de groupe Vg(f) en fonction  
de la fréquence, et coefficient de réflexion linéaire 

 

 

Nous constatons que les résultats obtenus ne sont pas semblables aux résultats des 

deux paragraphes précédents car les longueurs électriques ne sont pas les mêmes dans les 

diélectriques εa et εb. 
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I.2.4- Différentes façon de concevoir un matériau BIP borné avec une même cellule 

élémentaire. 

Les matériaux périodiques que nous venons d’étudier étaient formés à partir d’une 

répétition périodique d’une cellule élémentaire telle que présentée sur la figure  III-32. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-32 : Maille élémentaire de dimension d 

 

 

Cette cellule élémentaire peut être représentée en ne considérant plus une répétition 

périodique de lame de deux diélectriques différents mais en la schématisant comme indiquée 

sur la figure  III-33. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figure  III-33 : Cellules élémentaires de dimension d 
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Lorsque nous étudions un matériau infini (cf. chapitre II), la deuxième représentation 

de la cellule élémentaire n’a pas d’influence sur les propriétés dispersives de la structure 

périodique infinie. Mais pour un matériau de dimensions finies, nous n’obtenons pas les 

mêmes résultats si nous considérons les deux représentations de cellules élémentaires et que 

nous les périodisons. 

 

Pour illustrer ce phénomène, nous allons étudier les structures suivantes : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-34 : Structures étudiées 

 

 

Nous pouvons alors calculer les coefficients de transmission dans les deux cas en 

considérant les structures formées d’une seule cellule et de cinq cellules. 

 

εa=9 
εb=4 

a=25.10-4 m 
b=37,5.10-4 m 
d=62,5.10-4 m 

εa εb 

d 

b a 

εa

d 

εa εb

b a a’ 

εa=9 
εb=4 

a=12,5.10-4 m 
a’=12,5.10-4 m 
b=37,5.10-4 m 
d=62,5.10-4 m 

Cas 1 Cas 2 
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Figure  III-35 : Coefficients de transmission pour une seule cellule 
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Figure  III-36 : Superposition de coefficients de transmission  
pour cinq cellules et pour une cellule 
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Le coefficient de transmission calculé pour cinq lames dans le cas 2 fait apparaître un 

nouveau pic après 8 GHz. Ce pic n’existe pas sur le coefficient de transmission de la structure 

à cinq lames du cas 1. L’expression de la présence de ce pic se trouve dans la figure  III-35. 

L’étude de la transmission de la maille élémentaire montre une résonance à 8,2 GHz. Pour 

cette fréquence, la maille élémentaire est totalement transparente. Si une cellule est 

transparente à 8,2 GHz alors cinq cellules le seront aussi. 

 

 

II- Matériaux à deux dimensions 

Dans le paragraphe précédent, nous avons conclu que les conditions de résonance des 

cristaux 1D de dimension finie dépendent directement des lois de dispersion du même 

matériau considéré infini. 

Ayant travaillé à partir de matériau à une dimension, nous allons étudier les matériaux 

à deux dimensions pour constater si ce  phénomène se reproduit. 

Nous allons montrer comment la finitude du matériau associé à la condition de 

résonance et aux courbes de dispersions permet de définir des propriétés de filtrage spatiale. 

Pour mener à bien cette étude, nous utiliserons une technique originale qui consiste à 

analyser l’interaction des champs électromagnétiques avec la structure à deux dimensions 

dans l’espace des vecteurs d’onde. 

 

II.1- Calcul d’un bilan énergétique ramené dans l’espace des vecteurs 

phaseurs 

Nous allons définir une densité d’énergie par unité de volume 
3

kd  où k  représente un 

vecteur phaseur. L’étude de l’interaction électromagnétique est tout d’abord réalisée par 

différences finies temporelles. Le problème une fois résolu est transposé dans l’espace des 

vecteurs d’onde. Nous proposons ici une finalité aux études menées dans  [54],  [55] et  [56]. 

 

Nous représentons les étapes de la décomposition en ondes planes du volume de calcul 

FDTD dans la figure  III-37 et nous détaillons par la suite chaque étape. 
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Figure  III-37 : Décomposition des différentes phases de calcul du code 2D 

 

 

II.1.1- Calculs du bilan énergétique 

Commençons par quelques rappels d’électromagnétisme et précisons le sens des densités 

d’énergie wm et we. 

De la forme transitoire des équations de Maxwell, on extrait : 
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soit 
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HES ×=  a la dimension d’une puissance instantanée par unité de surface (V.A/m2). 

C’est le vecteur de Poynting. 

 

 ( )3/. mAV
t

w
t
BH m

∂
∂

=
∂
∂  ( III-13) 

 ( )3/. mAV
t

w
t
DE e

∂
∂

=
∂
∂  ( III-14) 

 

JE.  représente la densité de puissance transformée en une autre énergie. 

 

On réalise l’intégrale sur un volume V de la relation  III-12, et grâce au théorème 

d’Ostrogradsky, on peut écrire : 

 

 ( ) ∫∫∫∫∫∫∫∫ −+
∂
∂

−=
VV emS

dVJEdVww
t

sdS ...  ( III-15) 

 

mw  et ew  sont les densités volumiques d’énergie magnétique et électrique. 

Pour transposer cette relation en régime harmonique, il suffit d’écrire : 

 

 ( )
2
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=  ( III-16) 

 

On fait de même pour ( )tD , ( )tH  et ( )tB . 
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On définit la valeur moyenne de ( )tS  : 
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C’est le vecteur de Poynting P. 

 

De façon plus générale, il est commun de définir le vecteur radiant complexe par : 

 

 ( ) jQPHE +=×= *

2
1S  ( III-19) 

 

avec 
2

*SS +
=P  et 

2

*SS −
=Q . 

 

On réalise le bilan énergétique en régime harmonique : 
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La partie réelle de cette expression représente le bilan d’énergie rayonnée hors de la 

surface S et d’énergie dissipée dans le volume V. 

La partie imaginaire correspond à l’énergie emmagasinée. 

 

Le bilan de l’énergie emmagasinée est donné par : 

 

 [ ]dVDEBHW
V∫∫∫ −ℜ= ** ..e

2
1  ( III-22) 

 

Pour un milieu linéaire sans pertes à tenseurs de permittivité et de perméabilité 

diagonaux, H  et B  sont en phase ainsi que E  et D . 

 

Donc 
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[ ]
( ) ( )( )

me

V me

V

WW

dVrwrw

dVDEBHW

−=

−=

−=

∫∫∫

∫∫∫
δδ

** ..
2
1

 ( III-23) 

 

ewδ  et mwδ  représentent les densités d’énergie électrique et magnétique moyenne par 

unité de volume. 

 

Nous allons à présent exprimer eW  et mW  par une décomposition des champs en série 

de Fourier spatiale. 
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 ( III-24) 

 

Or 


 =

=
sinon0#

si klV
klλ  ( III-25) 

 

Alors : 

 ( ) ( ) ( )∑
=

m

k
m kBkHVW

1

* ,.,
2

# ωωω  ( III-26) 

 

Si m tend vers l’infini, on peut écrire : 

 

 
( ) ( ) ( )

( )∫
∫

=

=

3

3

3

3* ,.,
2

k m

km

kdkwV

kdkBkHVW

δ

ωωω
 ( III-27) 

 

avec ( ) ( ) ( )kBkHkwm ,.,
2
1 * ωωδ = . 
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( )kwmδ  représente une densité d’énergie emmagasinée dans les champs magnétiques définie 

dans l’espace des vecteurs phaseurs. 

 

De même, nous pouvons écrire : 

 

 ( ) ( )∫=
3

3

k em kdkwVW δω  ( III-28) 

 

avec ( ) ( ) ( )kDkEkwe ,.,
2
1 * ωωδ =  

 

( )kweδ  représente une densité d’énergie emmagasinée dans les champs électriques définie 

dans l’espace des vecteurs phaseurs. 

 

 

A titre de vérification, ces relations peuvent également être déduites de l’identité de Parseval. 

 

 ( ) ( )∫∫∫ ∫=
V k mkm kdkwdVrdrw

3

3. δλδ  ( III-29) 

 

avec ( ) ( ) VdVeeee
V

jkrjkrjkrjkr
k === ∫∫∫ −., *

λ  

 

 

 ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ =
3

3* ,.,
kV m kdkBkHVdVrw ωωδ  ( III-30) 

 

 

Nous allons donc calculer ( )kwe ,ωδ  et ( )kwm ,ωδ . 

Nous représenterons la somme de ces 2 distributions pour mettre en évidence le filtrage 

spatial exercé par le matériau. 
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II.1.2- Mise en place de l’algorithme de calcul 

L’algorithme est implanté dans un problème à deux dimensions. Le volume 

d’intégration des expressions précédentes se transforme en une surface S. 

 

Phase I : 

Nous calculons dans le domaine temporel et dans l’espace direct les distributions des 

champs électrique ( )tyxE ,,  et magnétique ( )tyxH ,, . Nous réalisons ensuite une transformée 

de Fourier temporelle pour obtenir ces champs dans le domaine fréquentiel. 

 

 ( ) ( )∫=
t

tj dtetyxEyxE i
i

.,,, ω
ω  ( III-31) 

 ( ) ( )∫=
t

tj dtetyxHyxH i
i

.,,, ω
ω  ( III-32) 

 

 

Phase II :  

Nous avons obtenu les composantes de champs électrique ( )yxE i ,ω  et magnétique 

( )yxH i ,ω  dans le domaine fréquentiel. Nous pouvons à présent transposer ces résultats dans 

l’espace réciproque.  Cette transposition est effectuée grâce à des transformées de Fourier 

spatiales de chaque composante de champ connue dans chacune des cellules du maillage 

FDTD. 

 

 ( )
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ω  ( III-33) 
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
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..,1,
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..

..

ωω

ωω

ω  ( III-34) 

 

où S représente la surface d’intégration du problème 2D. 
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Ce calcul est réalisé à des fréquences f0 préalablement choisies. 

 

 

Phase III : 

Les intégrales de Fourier deviennent des sommes discrètes car le matériau photonique 

est maillé, alors nous ne travaillons plus sur un échantillon infini mais sur un volume de 

dimension fini. Les équations ainsi obtenues sont : 

 

 ( ) ( ) ( )∑∑ ∆∆= ∆+∆

x y

ynkxmkj
yx yxenmE

S
kkE yx

ii .,1, ....
ωω  ( III-35) 

 

 ( ) ( ) ( )∑∑ ∆∆= ∆+∆

x y

ynkxmkj
yx yxenmH

S
kkH yx

ii .,1, ....
ωω  ( III-36) 

 

m et n sont des entiers qui définissent les indices des mailles FDTD. 

∆x, ∆y et ∆z sont les dimensions des mailles suivant les axes x, y et z du repère cartésien 

orthogonal. 

 

 

Bilan énergétique : 

Pour une pulsation ω0 donnée, et en fixant kx et ky, la transformée de Fourier nous 

donne l’intensité des composantes de champs électrique et magnétique dans l’espace des 

vecteurs d’ondes k . On peut alors calculer ( )kwm ,ωδ  et ( )kwe ,ωδ  : 

 

 ( ) ( ) ( )kBkHkwm ,.,
2
1 * ωωδ =  ( III-37) 

 

 ( ) ( ) ( )kDkEkwe ,.,
2
1 * ωωδ =  ( III-38) 

 

De manière plus générale, nous mettrons le filtrage spatial en évidence en traçant la 

distribution ( ) ( ) ( )kwkwkw me ,,,2 ωδωδωδ += . 
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Cette distribution fournit une indication sur les lieux de l’espace réciproque où est 

emmagasinée l’énergie réactive. 

 

II.2- Comparaison de structures finie et infinie 

Afin d’illustrer ce résultat et de valider cette méthode de calcul par FDTD, nous allons 

superposer la distribution ( ) ( )kwkw me ,, ωδωδ +  associée à une structure de dimension finie 

avec la surface de dispersion obtenue analytiquement pour un cristal photonique infini. 

 

Pour calculer la densité d’énergie ( )kw ,2 ωδ  dans l’espace réciproque, nous 

considérons, pour le calcul des intégrales de Fourier, une surface S représentative de la 

section de la structure supposée invariante par translation suivant l’axe orthogonal au plan 

d’étude. 

 

Nous considérons le cas d’un réseau carré de tiges d’alumine (εr=9,8) de section carrée 

égale à 0,47 mm représentée sur la figure  III-38. Le pas du réseau est de 1,85 mm. La 

structure photonique se compose d’un carré de 64 tiges (8*8) excitée en son centre par un fil 

infini orthogonal au plan d’étude et parcouru par un courant. Cette étude est faite pour la 

polarisation TM. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-38 : Structure photonique 2D avec son excitation 

0,47 mm 

0,47 mm 

1,85 mm 

1,85 mm

excitation 
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Les résultats donnés dans la suite seront calculés pour des fréquences normalisées. 

C'est-à-dire que cette fréquence est un nombre sans dimension et égale à : 

 

 
c

affnorm
.0=  ( III-39) 

 

où f0 est la fréquence de travail, a est le pas du réseau (réseau carré donc le pas est le même en 

x et y) et c est la célérité dans le vide. 

 

L’étude est réalisée pour trois fréquences normalisées (f0=0,234 ; f0=0,2565 ; 

f0=0,407). Les figures  III-39,  III-40 et  III-41  représentent les distributions de densité 

d’énergie ( )kw ,2 ωδ  pour ces trois fréquences. 

 

 

Figure  III-39 : ( )kω,w2δ  en dB pour 234,0/.1 =caf   
et contour de dispersion 
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Figure  III-40 : ( )kw ,2 ωδ  en dB pour 2565,0/.2 =caf   
et contour de dispersion 

 

 

 

Figure  III-41 : ( )kw ,2 ωδ  en dB pour 407,0/.3 =caf   
et contour de dispersion 

 

 

Les contours de dispersion sont représentés sur les trois cartographies de champs 

précédentes par les contours blancs. 
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En conclusion, nous pouvons dire que les densité d’énergie ( )kw ,2 ωδ  obtenues par la 

décomposition du problème FDTD en ondes planes pour le matériau 2D fini excité en son 

centre sont des solutions discrètes du contours de dispersion (définis pour un matériau 2D 

infini). 

 

II.3- Superposition des distributions 2δw(ω,k) et des contours de dispersion 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier deux structures périodiques 2D de dimensions 

finies. 

Pour ces deux structures, nous allons dissocier le problème à deux dimensions en deux 

problèmes à une dimension, c'est-à-dire que nous allons traiter les cas unidimensionnels 

suivant les axes x et y. 

Pour le deuxième matériau photonique, nous présenterons une autre manière de calculer les 

distributions de densité d’énergie ( )kw ,2 ωδ . 

 

Pour réaliser cette étude, nous considérons la même structure périodique que celle 

utilisée précédemment. C'est-à-dire une structure construite à partir d’un réseau carré de pas 

égale à m1,85.10p 3−= . Les éléments périodiques sont des tiges de longueur infinie à section 

carrée de m0,47.10a 3−=  de côté et de permittivité diélectrique 9ε r = , entourée d’air 

( 1εair = ). La première structure est formée de 8*8 tiges (64 tiges) et la deuxième de 18*18 

tiges (324 tiges). 

 

Les contours de dispersion sont calculés pour le vecteur d’onde se déplaçant sur le 

contour défini par les points de haute symétrie Γ, X, M de la première zone de Brillouin 

(figure  III-42) et grâce aux symétries du cristal, nous reconstruisons tout le contour de 

dispersion. Ces contours sont superposés aux distributions de densité d’énergie ( )kw ,2 ωδ . 

 

 

 

 

Figure  III-42 : Première zone de Brillouin  
d’un réseau carré 

X

M

Γ
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Comme pour le cas unidimensionnel, nous superposerons les plans définis par les 

nombres d’ondes kx et ky grâce à la relation π.. ndk =  aux cartographies représentant les 

distributions ( )kw ,2 ωδ . 

 

II.3.1- Structure 8*8 

La figure  III-43 représente les distributions ( )kw ,2 ωδ  pour f.a/c=0.234, ainsi que la 

surface de dispersion et les plans définis par les nombres d’ondes kx et ky grâce à la relation 

π.. ndk = . 

 

 

 

 

Figure  III-43 : Distribution ( )kw ,2 ωδ  dans l’espace réciproque  
pour une structure 8*8 à f.a/c=0.234 

 

 

Nous avons montré que les distributions ( )kw ,2 ωδ  sont des solutions discrètes du 

contour de dispersion. 

 

0° 

45° 

plan Πx 

point d’intersection P∩
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Nous scindons le problème à deux dimensions en deux problèmes à une dimension. 

Nous raisonnons sur l’axe kx et le problème portant sur l’axe ky se déduira de la même 

manière. 

 

Dans la zone définie par l’ouverture d’angle [0° ; 45°], nous observons qu’il n’existe 

qu’un seul plan, noté Πx sur le figure  III-43, qui coupe le contour de dispersion au point 

d’intersection noté P∩. Dans cette zone, nous avons une distribution ( )kw ,2 ωδ  qui indique un 

maximum. 

Donc nous pouvons dire que le matériau entre en résonance quand les intersections entre le 

contour de dispersion et les plans définis dans l’espace réciproque coïncident avec les 

distributions de densité de puissance obtenues lors de la décomposition du problème FDTD 

en ondes planes. 

 

II.3.2- Structure 18*18 

La superposition des distributions ( )kw ,2 ωδ , du contour de dispersion et des plans 

définis par la relation de résonance 1D (k.d=n.π) est donnée par la figure  III-44. 

 

 

 

Figure  III-44 : Distribution de ( )kw ,2 ωδ  dans l’espace réciproque  
pour une structure 18*18 à f.a/c=0.234 

 

45°

plan Πx1

P∩1

plan Πx2

P∩2 

0° 
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En suivant le même raisonnement que pour la structure 8*8 tiges de diélectrique, dans 

le secteur [0° ; 45°] et suivant la direction kx, nous obtenons deux plans, notés Πx1 et Πx2, qui 

coupent le contour de dispersion aux points notés P∩1 et P∩2. Ils correspondent tous deux à 

des distributions de densité de puissance. 

Pour expliquer la présence d’un maximum à 45° pour la distribution ( )kw ,2 ωδ , nous pouvons 

approximer et recomposer ce phénomène en écrivant une fonction ( )yx kk ,Ψ  dans l’espace des 

vecteurs d’onde. 

Cette fonction ( )yx kk ,Ψ  est bornée, alors nous représentons le matériau périodique utilisé 

dans l’espace direct pour donner les variables qui dimensionnent cette structure (figure 

 III-45). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  III-45 : Structure photonique étudiée  
avec bornes d’intégration 

 

 

 

Nous considérons l’enveloppe de la structure de largeur 2a en x et 2b en y. Cette 

enveloppe peut être approximée par une fonction rectangle en x et en y. Tout comme nous 

avons scindé le problème 2D en deux problèmes 1D, nous pouvons alors dire que les 

variables x et y sont indépendantes. 

 

 

x -a a 

-b 

b

y 
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Alors nous pouvons écrire : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
−= −=

+−=Ψ
a

ax

b

by

ykxkj
bayx dxdyeyrectxrectkk yxπ2

22 ..,  ( III-40) 

 

D’où  ( ) ( ) ( )bkakbakk yxyx 2sinc.2sinc...4, =Ψ  ( III-41) 

 

 

Le détail de ce calcul est donné dans l’annexe 4. 

 

Or nous avons une structure carrée dans l’espace direct alors a = b, et nous pouvons 

écrire : 

 

 ( ) ( ) ( )akakakk yxyx 2sinc.2sinc..4, 2=Ψ  ( III-42) 

 

 

En utilisant cette approximation, nous obtenons les distributions de la densité 

( )kw ,2 ωδ  représentées sur la figure suivante : 

 

 

Figure  III-46 : Distribution de ( )kw ,2 ωδ  avec approximation  
par des sinus cardinaux 

Zones (1) 

Zone (2) 
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Les fonctions ( )yx kk ,Ψ  sont situées aux intersections entre les plans Π qui définissent les 

conditions de résonance et le contour de dispersion. Ils sont alors pondérés. L’exemple ci-

dessus a été obtenu en pondérant les zones (1) par le coefficient -1 et la zone (2) par le 

coefficient 2. Il se produit alors des phénomènes constructifs et destructifs pour obtenir le 

résultat de la figure  III-46. 

Ce résultat approche sensiblement celui obtenu à la figure  III-44. 

 

Nous pouvons dire que les distributions ( )yx kk ,Ψ  des zones (1) et (2) (figure  III-46) et les 

distributions ( )kw ,2 ωδ  obtenues avec la méthode FDTD décomposée en ondes planes (figure 

 III-44) montrent un certain degré de ressemblance. Ainsi, les distributions ( )kw ,2 ωδ  sont 

proches et il se crée une distribution dans le plan 45°. 
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Conclusion 
 

Dans ce troisième chapitre, nous avons présenté les conditions de résonance des 

matériaux à bande interdite photonique. C'est-à-dire qu’à certaines fréquences le matériau est 

totalement transparent tandis qu’à d’autre il réfléchit l’onde. 

 

Pour analyser cette transparence, nous avons tout d’abord étudié le cas de cristaux 

photoniques à une dimension. Après avoir donné les différentes équations utiles à l’étude, 

nous nous sommes intéressés à des structures sans défauts. 

En confrontant l’équation de propagation permettant d’obtenir le diagramme de dispersion, le 

coefficient de transmission et la condition de résonance π.. ndk = , nous avons mis en 

évidence que pour des nombres d’ondes précis (donc des fréquences précises), la structure 

était transparente aux ondes électromagnétiques. 

 

Ensuite, nous avons considéré le cas d’un cristal photonique à deux dimensions.  

Pour ce faire, nous avons défini des densités d’énergie électrique et magnétique dans l’espace 

des vecteurs phaseurs. Nous avons montré que l’interaction entre un matériau périodique de 

dimensions finies et une perturbation électromagnétique crée un filtrage spatial. En 

superposant le contour de dispersion (calculé pour des matériaux de dimensions infinies) avec 

les distributions des densités d’énergie calculées dans l’espace des vecteurs d’onde, nous 

avons pu mettre en évidence que l’énergie électromagnétique est emmagasinée dans des lieux 

très localisés de l’espace des vecteurs d’onde. 

En d’autres termes, nous avons tenté de fournir une explication cohérente à l’existence de ces 

filtrages spatiaux. 
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Ce travail de thèse, qui a duré pendant trois ans, a été consacré à l’étude des matériaux 

diélectriques à bande interdite photonique à plusieurs dimensions (1D et 2D). Les matériaux 

monodimensionnels ont permis une compréhension plus approfondie des phénomènes. 

 

Pour ce faire, le premier chapitre a présenté les cristaux photoniques en commençant 

par un historique, une description et un inventaire des formes les plus communes accompagné 

des propriétés qui leurs sont propres. Grâce à l’analogie qui existe entre les électrons et les 

photons, la communauté scientifique a un potentiel d’étude large car ces matériaux sont 

récents. Nous avons pu aussi dresser un état de l’art actuel montrant les différents domaines 

qui utilisent ces structures périodiques. La présentation de deux outils numériques a été 

proposée permettant la caractérisation des cristaux photoniques dans la suite de ce travail. 

 

Le second chapitre décrit l’étude des matériaux à bande interdite photonique infinis à 

deux dimensions. Pour ce faire, l’utilisation de notions non triviales telles que le réseau 

réciproque, la première zone de Brillouin a été faite pour permettre l’utilisation de la méthode 

des ondes planes. Cette méthode consiste à décomposer l’équation de propagation en série de 

Fourier spatiale pour rechercher les bandes de fréquences interdites des matériaux 

diélectriques périodiques. Elle nous a permis de déterminer les diagrammes de dispersion et 

les contours de dispersion pour ces matériaux à deux dimensions qui sont des courbes 

essentielles à l’étude des BIP. L’extension des résultats obtenus pour des cristaux sans défauts 

a permis d’appréhender le comportement des structures présentant des défauts localisés. 

 

Dans le troisième chapitre, nous avons porté toute notre attention à l’étude de 

matériaux photoniques à un seul ordre de périodicité. En confrontant les calculs du nombre 

d’onde donné par l’équation de dispersion et par la condition de résonance, nous avons pu 

montrer pourquoi il se formait des bandes interdites épaulé par la vitesse de groupe et le 

calcul du coefficient de transmission. 

Nous avons généralisés cette étude à des cristaux périodiques à deux dimensions mais par 

rapport au cas mono dimensionnel, nous avons introduit un deuxième ordre de périodicité qui 

complique la recherche. 
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Cette étude offre de nombreuses perspectives telles que : 

• la réalisation d’un filtrage fréquentiel pour des applications CEM (Compatibilité 

ElectroMagnétique). Ainsi ces matériaux périodiques peuvent représenter un plan de masse 

sous une ligne microruban déposée sur un substrat diélectrique (figure 1), ou représenter des 

trous métallisés périodiques le long d’une ligne microruban (figure 2) pour rejeter des modes 

parasites grâce à la présence d’une bande interdite. 

 

 

Figure 47 : Ligne microruban sur plan de masse périodique 

 

 

 

Figure 48 : Eléments périodiques de part et  
d’autre d’une ligne microruban 

 

 

• la réalisation d’un filtrage spatial dont le matériau possède des surfaces de 

dispersion quasi planes permettant ainsi un guidage de l’onde dans le matériau (figure 3). 

Cette réalisation peut servir de radôme pour sélectionner une onde en fonction de sa direction 

de polarisation (figure 4). 

plan de masse périodique

substrat diélectrique 

ligne microruban 

ligne microruban 
substrat diélectrique 

trous métallisés ou 
non métallisés 

patchs métallisés 
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Figure 49 : Surfaces de dispersion pour 3 fréquences d’un matériau 2D construit sur un 
réseau rectangulaire 

 

 

Figure 50 : Filtrage spatial (dans la direction θ1) par un matériau BIP 
 

 

• l’intégrant de MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) de manière massive 

pour former un matériau aux propriétés électromagnétiques artificielles pilotables. Il est 

possible d’envisager la formation de faisceau d’antennes, dont la structure serait fabriquée de 

manière monolithique. Ainsi, les MEMS permettent de donner de l’agilité à une structure qui 

reste passive, à faibles pertes. 

f0, θ1 f0, θ2

f0, θ1

f0, θ1 matériau BIP 

f = 50 GHz 
f = 70 GHz 
f = 90 GHz
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Annexe 1 

Calcul du potentiel électrique pour un électron dans un atome 
 

 

 
Un atome peut être schématisé par la figure suivante (figure A1-51). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure A1-51 : Représentation d’un atome 
 

Un atome présente deux parties : 

• la première est constituée du noyau et des électrons des couches profondes 

constituant un ion de charge positive 

• la deuxième est constituée de l’électron ou des électrons des couches 

périphériques de charge négative 

La charge totale de l’atome est nulle. 

 

On s’intéresse au déplacement des électrons des couches périphériques.  

Les électrons des couches périphériques sont soumis à deux forces : 

• l’une due au champ produit par les ions de charges positives, donnant lieu à 

une force d’attraction 

Noyau 

Electrons des couches profondes 
très liés au noyau 

Electrons des couches périphériques 
très éloignés du noyau 
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• l’autre due au champ produit par les autres électrons des couches 

périphériques, donnant lieu à une force de répulsion 

Pour définir le modèle, nous ne tiendrons compte que des effets de l’ion positif sur 

l’électron. L’interaction entre les électrons est négligée. 

 

On se place dans le cas où il existe un atome avec Z électrons périphériques. Alors 

nous avons la charge de « l’ion » égale à Zq et la charge des Z électrons périphériques égale à 

–Zq (où q est la charge élémentaire C1,6.10q 19−= ) 

D’après les lois de l’électrostatique, le champ électrique créé par l’ion cristallin positif 

de charge Zq  sur l’électron est donné par : 

 

 re
r

ZqE 2
04πε

=  (A1-1) 

 

où r est la distance entre l’ion positif et l’électron, et ε0 représente la permittivité du vide 

( 90 10.36
1
π

ε = ). 

 

La force d’attraction exercée sur l’électron périphérique est telle que : 

 

 re
r

ZqEqF 2
0

2

4πε
−=−=  (A1-2) 

 

Cette force d’attraction peut s’écrire en fonction de l’énergie potentielle par : 

 

 re
r
UUgradF
∂
∂

=−=  (A1-3) 

 

A partir de l’équation précédente, l’énergie potentielle U qui existe entre l’ion positif et 

l’électron est de la forme : 

 

 ( ) cstedr
r

ZqrU += ∫ 2
0

2 1
4πε

 (A1-4) 
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Donc l’énergie potentielle U(r) s’écrit : 

 

 ( ) cste
r

ZqrU +−=
1

4 0

2

πε
 (A1-5) 

 

L’énergie potentielle varie suivant l’inverse de la distance r entre l’électron périphérique et le 

noyau. 

 

 

Figure A1-52 : Energie potentielle 
 

 

Pour deux atomes identiques, il se produit un couplage. Le puit de potentiel s’élargit 

progressivement. 

Alors pour plusieurs atomes, l’énergie potentielle aura la même période que la position des 

atomes. 

 

Le potentiel électrique peut être déduit de l’énergie potentielle grâce à : 

 

 ( ) ( )
q
rUrV =  (A1-6) 

 

 

r 

U(r) position de l’atome (r=0) 
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Figure A1-53 : Potentiel électrique dans un cristal unidimensionnel 
 

 

La périodicité du potentiel électrique est modulée par la répartition régulière des ions positifs. 

Sa périodicité correspond au pas “ d ” du réseau cristallin. Cette représentation est donnée par 

la figure A1-53. 

 

V(r)

r 

Position des atomes 

d 
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Annexe 2 

Résolution de l’équation de propagation dans un milieu 

diélectrique périodique 
 

Considérons le cas d’un milieu périodique diélectrique ayant la forme suivante : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure A2-124 : Constante diélectrique périodique 
 

 

Dans ce système unidimensionnel, la relation de propagation d’une onde 

électromagnétique dans un milieu diélectrique s’écrit : 

 
( ) ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xEx
cx

xE εω
 (A2-7) 

 

On réalise la résolution de l’équation A2-7 dans les régions A-B et B-C (figure A2-124). 

 

• Pour ax <<0 , on a ( ) ax εε = , 

alors  ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xE
cx

xE
ABa

AB εω , (A2-8) 

 

0 a a+b x 

εa 

εb 

ε(x) 

A B

B C

 d
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ou bien  ( ) ( ) 02
2

2

=+
∂

∂ xE
x

xE
AB

AB α . (A2-9) 

L’équation caractéristique de l’équation A2-9 s’écrit : 

 022 =+αr , (A2-10) 

 

donc  αir ±= . (A2-11) 

 

D’où  ( ) ( ) ( )xBxAxEAB αα cossin 00 +=  (A2-12) 

 

avec  ac
εωα = . (A2-13) 

 

• Pour baxa +<< , on a ( ) bx εε =  : 

alors  ( ) ( ) 02

2

2

2

=+
∂

∂ xE
cx

xE
BCb

BC εω , (A2-14) 

ou bien  ( ) ( ) 02
2

2

=+
∂

∂ xE
x

xE
BC

BC β . (A2-15) 

D’où  ( ) ( ) ( )xDxCxEBC ββ cossin 00 +=  (A2-16) 

 

avec  bc
εωβ = . (A2-17) 

 

• Au point B, la fonction ( )xE  et sa dérivée ( )xE′  sont continues. 

Alors  ( ) ( )BBCBAB xxExxE ===  (A2-18) 

 

et  ( ) ( )BBCBAB xxExxE =′==′  (A2-19) 

 

• Au point C : la fonction ( )xε  et sa dérivée ( )xε ′ sont périodiques. 

Alors  ( ) ( )baxx +=== εε 0  (A2-20) 

 

et  ( ) ( )baxx +=′==′ εε 0  (A2-21) 
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La méthode appliquée dans cette annexe est une méthode de résolution par système. 

 

Dans la région A-B, on peut écrire : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



−=′
+=

xBxAxE
xBxAxE
αααα

αα
sincos

cossin
. (A2-22) 

Au point A, on a : 

  
( )
( ) αAxEE

BxEE
==′=′
===

0
0

0

0 , (A2-23) 

et au point B, on a : 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aBaAaxEE
aBaAaxEE
αααα

αα
sincos

cossin

1

1

−==′=′
+===

. (A2-24) 

Donc : 

 ( ) ( )

( ) ( ) 







′














−
=








′ 01

1

cossin

sincos
E
E

aa

aa
E
E O

ααα
α
αα . (A2-25) 

 

Dans la région B-C, on a : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




−=′
+=

xDxCxE
xDxCxE
ββββ

ββ
sincos

cossin
. (A2-26) 

Au point B, on a : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )aDaCaxEE

aDaCaxEE
ββββ

ββ
sincos

cossin

1

1

−==′=′
+===

, (A2-27) 

alors : 

 
( ) ( )
( ) ( ) 
















−−

=







′ D

C
aa

aa
E
E

ββββ
ββ

sincos
cossin

1

1 . (A2-28) 

 

On obtient en inversant la matrice, l’équation suivante : 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 







′



















−
=








′








−−

=







−

1

1

1

1
1

sincos

cossin

sincos
cossin

E
E

aa

aa

E
E

aa
aa

D
C

β
ββ

β
ββ

ββββ
ββ

. (A2-29) 

 

Et au point C, on a : 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )baDbaCbaxEE

baDbaCbaxEE
+−+=+=′=′

+++=+==
ββββ

ββ
sincos

cossin

2

2 . (A2-30) 

 

En utilisant l’équation A2-29, on arrive à : 

 ( ) ( )

( ) ( )








′














−
=








′ 1

1

2

2

cossin

sincos
E
E

bb

bb
E
E

βββ
β
ββ . (A2-31) 

 

On souhaite avoir : 

 







′








=








′ 0

0

2

2

E
E

DC
BA

E
E

. (A2-32) 

 

Alors  







′
















=








′








=








′ 0

0

11

11

22

22

1

1

22

22

2

2

E
E

DC
BA

DC
BA

E
E

DC
BA

E
E

. (A2-33) 

 

D’où  















=









11

11

22

22

DC
BA

DC
BA

DC
BA

. (A2-34) 

 

Donc  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
















+−−−

+−

=








babababa

babababa

DC
BA

βαβα
α
ββααβαβ

βα
β

βα
α

βα
β
αβα

coscossinsincossinsincos

sincos1cossin1sinsincoscos (A2-35) 

 

avec  11*1 ==
DC
BA

. (A2-36) 

 

 

 

 

 

On considère maintenant un puit de potentiel périodique. 
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La fonction d’onde s’écrit alors sous la forme d’une fonction de Bloch : 

 ( ) ( ) jkxexExu −=  (A2-37) 

 

où  k est le vecteur d’onde qui traduit le déplacement de l’onde dans la structure 

périodique 

 ( )xu  est périodique de même période que la permittivité ε 

 ( )xE  est l’énergie relative à un motif de la structure périodique 

 

On peut alors écrire les relations suivantes : 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]



−′=′
=

−

−

jkx

jkx

exjkExExu
exExu

 (A2-38) 

 
( )

( )



−′==′=′
===

000

00

0
0

jkEExuu
Exuu

 (A2-39) 

 

 
( ) ( )

( ) [ ] ( )




−′=+=′=′
=+==

+−

+−

bajk

bajk

ejkEEbaxuu
eEbaxuu

222

22  (A2-40) 

 

On a alors les deux systèmes suivants : 

 




+′=′
=

000

00

jkuuE
uE

 (A2-41) 

 

 




′+=′
′+=

002

002

EDCEE
EBAEE

 (A2-42) 

 

Grâce aux deux systèmes ci-dessus et aux équations A2-40, on peut écrire les expressions de 

2u  et 2u′ . 

 

 
[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) [ ] ( ) 







′









−−++
+









′ +−+−

+−+−

0

0
2

2

2

u
u

ejkBDeADjkBkC
BeejkBA

u
u

bajkbajk

bajkbajk

 (A2-43) 
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La fonction d’onde est périodique de période ( )ba +  alors : 




′=′
=

02

02

uu
uu

, 

 

d’où  
[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) [ ] ( ) 







=








′









−−−++
−+

+−+−

+−+−

0
0

1
1

0

0
2 u

u
ejkBDeADjkBkC

BeejkBA
bajkbajk

bajkbajk

. (A2-44) 

 

avec 0u  et 0u′  ≠ 0. 

 

Les solutions au système A2-44 existent si : 

 
[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) [ ] ( ) 0
1

1
2 =

−−−++
−+

+−+−

+−+−

bajkbajk

bajkbajk

ejkBDeADjkBkC
BeejkBA

 (A2-45) 

 

 

Enfin la relation de dispersion suivante est : 

 

 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
αβ
βαβαβα

2
sinsincoscoscos

22 +
−=+ bababak  (A2-46) 

 

où ac
εωα =  et bc

εωβ = . 
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Annexe 3 

Matrice de calcul de surface de dispersion pour une onde 

polarisée TM 
 

 Dans la suite de la démonstration, les champs électrique et magnétique seront 

développés en série de Fourier dans la base du réseau réciproque, ainsi que la permittivité 

diélectrique. 

 

• Résolution de l’équation de Maxwell-Ampere : 

L’équation de Maxwell-Ampere s’écrit sous la forme : 

 Ej
t
E

t
DHrot ωεε −=

∂
∂

=
∂
∂

=  (A3-1) 

 

avec tj
k eEE ω=  et ueEE rkj

kk ⋅= ⋅− . 

 

Le rotationnel du champ magnétique H  s’exprime par : 

 

y
H

x
H

x
Hz

z
H

z
H

y
H

Hz
H
H

z

y

x
Hrot

xy

x

yz

y

x

∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

=∧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

= . (A3-2) 

 

Or il n’existe pas de composantes en Hz et la structure est infinie en z, 

 

d’où  z
xy e

y
H

x
H

Hrot 







∂
∂

−
∂

∂
= . (A3-3) 

 

Or 
( ) ( )










∂
∂

=
∂

∂
∑∑ +++

1 2

2121

21
h h

ykGjxkGjkk
y

y xhhyxhhxyx

hh
eH

xx
H

 (A3-4) 
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 ( ) ( ) ( )[ ]∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
yxx

y yhhyxhhxyx

hhhh
eHkGj

x
H

 (A3-5) 

et  

 ( ) ( ) ( )[ ]∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
xyy

x yhhyxhhxyx

hhhh
eHkGj

y
H , (A3-6) 

 

alors le rotationnel du champ magnétique s’écrit : 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )
z

h h

ykGjxkGjkk
yyxx eeHkGkGjHrot yhhyxhhxyx

hhhhhh∑∑ ⋅+−+=
+++

1 2

2121

212121
 (A3-7) 

 

On décompose de la même manière le terme à gauche de l’égalité de l’équation de Maxwell-

Ampere : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑∑
′ ′

++++++ ′′′′

′′
=

1 2 1 2

2121

21

2121

21
00 ,

h h h h

ykGjxkGjkk
G

ykGjxkGj

G

yhhyxhhxyx

hh

yhhyxhhx

hh
eEewEyx εεεωε  (A3-8) 

 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )∑∑ ∑∑ 







=

+++

′ ′

′′′′

′′′−′−
1 2

2121

1 2
2,122,11

00 ,
h h

ykGjxkGj

h h

kk

GG
yhhyxhhxyx

hhhhhh
eEEyx εωεεωε  (A3-9) 

 

On a alors l’équation A3-1 qui se simplifie en éliminant les doubles sommes sur h1 et h2, ainsi 

que les exponentielles, et on obtient : 

 ( ) ( )[ ]
( ) ( )∑∑

′ ′
′′′−′−

−=+−+
1 2

2122,11212121 0
h h

kk

GG

kk
hhyyxx

yx

hhhhhh

yx

hhhh
EHkGkG εωε  (A3-10) 

 

Sous forme matricielle, cette équation devient : 

 [ ]( ) [ ]( )
( ) ( )

( )k
zG

k
xy

k
yx hhhhhhhhhhhhhh

EHKHK
2122,1121212121 0 ′′′−′− 



−=− εωε  (A3-11) 

 

avec  [ ]
21hhxK  et [ ]

21hhyK  : matrices diagonales 

 
( ) ( )

[ ]
22,11 hhhhG ′−′−

ε  : matrice formée par les coefficients de Fourier de la permittivité relative 
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• Résolution de l’équation de Maxwell-Faraday : 

L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit sous la forme : 

 Hj
t
H

t
BErot 00 ωµµ =

∂
∂

−=
∂
∂

−=  (A3-12) 

 

On peut écrire le rotationnel du champ électrique tel que : 

 
000

0
0

00 y

x
z

z

y

x

H
H

j
x

E
y

E

H
H

j
Ez

z

y

x
Erot ωµωµ =

∂
∂

−

∂
∂

⇒=∧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=  (A3-13) 

 

Les dérivées du champ électrique en y et en x du membre de gauche de l’égalité précédente 

sont décomposables en onde plane, alors on obtient : 

 ( ) ( ) ( )∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
zyy

yhhyxhhxyx

hhhh
eEkGj

y
Ez  (A3-14) 

 

et ( ) ( ) ( )∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
zxx

yhhyxhhxyx

hhhh
eEkGj

x
Ez . (A3-15) 

 

D’autre part, à droite de l’égalité A3-13, les composantes du champ magnétique sont aussi 

développables en onde plane et on peut alors écrire : 

 
( ) ( )∑∑

′ ′

+++ ′′′′

′′
=

1 2

2121

2100
h h

ykGjxkGjkk
xx

yhhyxhhxyx

hh
eHH ωµωµ  (A3-16) 

 

et 
( ) ( )∑∑

′ ′

+++ ′′′′

′′
=

1 2

2121

2100
h h

ykGjxkGjkk
yy

yhhyxhhxyx

hh
eHH ωµωµ . (A3-17) 

 

Alors sous forme matricielle, en écrivant pour la composante x [ ] [ ]
2121 hhhh xxx KkG =+ , et pour la 

composante y [ ] [ ]
2121 hhhh yyy KkG =+ , on a : 

 

 [ ]( ) ( )k
x

k
zy hhhhhh

HEK
212121 0 ′′

= ωµ  (A3-18) 
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et [ ]( ) ( )k
y

k
zx hhhhhh

HEK
212121 0 ′′

=− ωµ . (A3-19) 

 

 

• Calcul de |k| en fonction des composantes des champs : 

En repartant des écritures des équations A3-11, A3-18 et A3-19, et en simplifiant l’écriture, 

on peut écrire : 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )zGxyyx EHKHK εωε 0−=−  (A3-20) 

 [ ]( ) ( )xzy HEK 0ωµ=  (A3-21) 

 [ ]( ) ( )yzx HEK 0ωµ=− . (A3-22) 

 

On peut décomposer le vecteur propagation k  dans le repère cartésien (O; x, y) par : 

 




=
=

=
θ
θ

sin
cos

kk
kk

k
y

x  (A3-23) 

 

Les équations A3-11, A3-18 et A3-19 peuvent être réécrite sous la forme suivante : 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( )xyzGxyyx HkHkEHGHG θθεωε sincos0 +−=+−  (A3-24) 

 [ ]( ) ( ) ( )zxzy EkHEG θωµ sin0 −=−  (A3-25) 

 [ ]( ) ( ) ( )zyzx EkHEG θωµ cos0 =−− . (A3-26) 

 

Sous forme matricielle, on a le système suivant : 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] 
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y

x
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xyG

H
H
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I
I

II
k

H
H
E

IG
IG

GG

00cos
00sin

cossin0

0
0

0

0

0

θ
θ

θθ

ωµ
ωµ

εωε
 (A3-27) 

 

 

L’expression ci-dessus peut être simplifiée pour ne garder que deux composantes de champ 

sur trois. Pour cela, on exprime une composante en fonction des autres. 

En partant de l’équation A3-26, il est possible d’écrire que : 
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 ( ) [ ]( ) ( )
θ
ωµ

cos
0 yzy

z

HEG
Ek

−−
=  (A3-28) 

 

En reportant l’expression ci-dessus dans l’équation A3-25, nous obtenons : 

 [ ]( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )Yzxzxzy HEGEkHEG θωµθθωµ tantansin 00 +=−=−  (A3-29) 

 

et après factorisation : 

  [ ] [ ]( )( ) ( ) ( )yxzxy HHEGG θωµωµθ tantan 00 +=− . (A3-30) 

 

D’où ( ) [ ] [ ] ( ) ( )yz
xy

x HE
GG

H θ
ωµ

θ
tan

tan

0

−
−

=  (A3-31) 

 

En reportant l’expression de la composante de champ magnétique ci-dessus dans la matrice 

non simplifiée A3-27, et en réalisant des factorisations, on obtient la matrice finale : 

 

[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]
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 (A3-32) 

 

 

 

 

 

 

 

Donc la norme du vecteur propagation k  peut donc être déduit de la matrice suivante pour 

une onde polarisée TM : 
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[ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] 
















=


























−−

−
−+

×












 −−
−

z

y

d

d

z

y

xd

yxyy

Gyx

d

xyd

E
H

I
I

k

E
H

GI

GGGG
GG

I

GGI

.
0

0
             

.
tan

tan

cos0

tansin
cos

1

0

0
0

1

0

ωµ
ωµ

θ
εωεθ

θ

θ
ωµ

θ
θ

 (A3-33) 
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Annexe 4 

Matrice de calcul de surface de dispersion pour une onde 

polarisée TE 
 

 Comme pour le cas d’un mode TM, les champs électrique et magnétique seront 

développés en série de Fourier dans la base du réseau réciproque, ainsi que la permittivité 

diélectrique. 

 

• Résolution de l’équation de Maxwell-Faraday : 

L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit sous la forme : 

 Hj
t
H

t
BErot 00 ωµµ =

∂
∂

−=
∂
∂

−=  (A4-1) 

 

avec tj
k eHH ω−=  et ueHH rkj

kk ⋅= ⋅− . 

 

Le rotationnel du champ électrique E  s’exprime par : 

 

y
E

x
E

x
E

z
E

z
E

y
E

E
E
E

z

y

x
Erot

xy

zx

yz
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∂
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−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

=∧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=  (A4-2) 

 

Or il n’existe pas de composante zE et la structure est infinie en z, 

 

d’où  z
xy e

y
E

x
E

Erot 







∂
∂

−
∂

∂
= . (A4-3) 
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Or  
( ) ( )










∂
∂
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∂
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∑∑ +++

1 2

2121

21
h h
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 ( ) ( ) ( )[ ]∑∑ +++
+=

∂

∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
yxx

y yhhyxhhxyx
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eEkGj

x
E

 (A4-5) 

 

et  ( ) ( ) ( )[ ]∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
xyy

x yhhyxhhxyx

hhhh
eEkGj

y
E , (A4-6) 

 

alors le rotationnel du champ électrique s’écrit : 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )
z

h h

ykGjxkGjkk
yyxx eeEkGkGjErot yhhyxhhxyx

hhhhhh∑∑ ⋅+−+=
+++

1 2

2121

212121
. (A4-7) 

 

On décompose de la même manière le terme à gauche de l’égalité de l’équation de Maxwell-

Faraday : 

 
( ) ( )∑∑ +++

=
1 2

2121

2100
h h

ykGjxkGjkk
hh

yhhyxhhxyx eHH ωµωµ . (A4-8) 

 

On a alors l’équation A4-1 qui se simplifie en éliminant les doubles sommes sur h1 et h2, ainsi 

que les exponentielles, et on obtient :  

 ( ) ( )[ ] yxyx

hhhh

kk
hh

kk
hhyyxx HEkGkG

21212121 0ωµ=+−+ . (A4-9) 

 

Sous forme matricielle, cette équation devient : 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )k
z

k
xy

k
yx hhhhhhhhhh

HEKEK
2121212121 0 ′′

=− ωµ  (A4-10) 

 

avec [ ]
21hhxK  et [ ]

21hhyK  : matrices diagonales 

 

 

• Résolution de l’équation de Maxwell-Ampere : 

L’équation de Maxwell-Ampere s’écrit sous la forme : 

 Ej
t
E

t
DHrot ωεε −=

∂
∂

=
∂
∂

=  (A4-11) 
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On peut écrire le rotationnel du champ magnétique sous la forme : 

 
0

0
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E
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j
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E
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H
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∂
∂

−

∂
∂

 (A4-12) 

 

Les dérivées du champ magnétique en y et en x du membre de gauche de l’égalité précédente 

sont décomposable en onde plane, alors on obtient : 

 ( ) ( ) ( )∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
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et  ( ) ( ) ( )∑∑ +++
+=

∂
∂

1 2

2121

2121
h h

ykGjxkGjkk
zxx

yhhyxhhxyx

hhhh
eHkGj

x
Hz  (A4-14) 

 

D’autre part, à droite de l’égalité A4-12, les composantes du champ électrique sont aussi 

développables en onde plane et on peut écrire : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑∑
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et  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑∑
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hhhhhh
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Alors sous forme matricielle, en écrivant pour la composante x [ ] [ ]
2121 hhhh xxx KkG =+ , et pour la 

composante y  [ ] [ ]
2121 hhhh yyy KkG =+ , on a : 

 [ ]( )
( ) ( )

[ ]( )
2122,112121 0 hhhhhhhhhh xGzx EHK

′−′−
−= εωε  (A4-19) 
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et [ ]( )
( ) ( )

[ ]( )
2122,112121 0 hhhhhhhhhh yGzy EHK

′−′−
= εωε . (A4-20) 

 

 

• Calcul de |k| en fonction des composantes de champs : 

En repartant des écritures des équations A4-10, A4-19 et A4-20, et en simplifiant les 

écritures, on peut écrire : 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )zxxyy HEKEK 0ωµ=−  (A4-21) 

 [ ]( ) [ ]( )xGzx EHK εωε 0−=  (A4-22) 

 [ ]( ) [ ]( )yGzy EHK εωε 0= . (A4-23) 

 

On peut décomposer le vecteur propagation k  dans le repère cartésien (O ; x, y) par : 

 




⋅=
⋅=

=
θ
θ

sin
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kk
kk

k
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x  (A4-24) 

 

Les équations A4-10, A4-19 et A4-20 peuvent être réécrite sous la forme suivante : 

 [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )xyzxxyy EkEkHEGEG θθωµ cossin0 +−=−−  (A4-25) 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )zxGzx HkEHG θεωε cos0 −=+  (A4-26) 

 [ ]( ) [ ]( ) ( )zyGzy HkEHG θεωε sin0 −=− . (A4-27) 

 

Sous forme matricielle, on a le système suivant : 
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 (A4-28) 

 

L’expression ci-dessus peut être simplifiée pour ne garder que deux composantes de champ 

sur trois. Pour cela, on exprime une des composantes en fonction des autres. 
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En partant de l’équation A4-26, il est possible d’écrire que :  

 ( ) [ ]( ) [ ]( )
θ

εωε
cos

0 xGzx
z

EHGHk −−
=  (A4-29) 

 

En reportant l’expression ci-dessus dans l’équation A4-27, nous obtenons : 

 [ ]( ) [ ]( ) [ ] ( ) [ ] ( )xGzxyGzy EHGEHG θεωεθεωε tantan 00 +=− . (A4-30) 

 

Et après factorisation : 

 [ ] [ ]( )( ) [ ] ( ) [ ]( )yGxGzxy EEHGG εωεθεωεθ 00 tantan +=− . (A4-31) 

 

D’où  ( ) [ ] [ ]
[ ] ( ) ( )xz

G

xy
y EH

GG
E θ
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θ
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−
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= . (A4-32) 

 

En reportant l’expression de la composante de champ électrique ci-dessus dans la matrice non 

simplifiée A4-28, et en réalisant des factorisations, on obtient la matrice finale : 
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 (A4-33) 

 

Donc la norme du vecteur propagation k  peut donc être déduit de la matrice suivante pour 

une onde polarisée TE : 
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 (A4-34) 
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Annexe 5 

Transformée de Fourier d’une structure photonique carrée 
 

 

 

Soit la structure photonique carrée présentée ci-après dont l’origine du repère est au 

centre du matériau. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure A5-1 : Structure photonique avec bornes d’intégration 
 

 

La structure globale peut être représenter par une fonction rectangulaire de largeur 2a 

en x et 2b en y. 

Nous pouvons alors écrire : 

  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
−= −=

+−=
a

ax

b

by

ykxkj
bayx dxdyeyrectxrectkkG yxπ2

22 ..,  (A5-1) 

 

 

Les fonctions rectangulaires sont des fonctions indépendantes donc nous pouvons les 

séparer. 

 

x 

y 

O -a a 

b 

-b
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Le calcul de l’intégrale I est tel que : 

 

  
j
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x

a

a
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2
1 22
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alors ( ) ( )
ak

akaa
a

ak
k

I
x

xx

x π
ππ

π 2
2sin22

2
2sin1

== . (A5-4) 

 

Donc ( )akaI x2sinc..2=  (A5-5) 

 

Il en est de même pour l’intégrale J, alors : 

 

 ( )bkbJ y2sinc..2= . (A5-6) 

 

 

Nous avons alors le résultat suivant : 

 

 ( ) ( ) ( )bkakbakkG yxyx 2sinc.2sinc...4, =  (A5-7) 
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RESUME 

 
Depuis une vingtaine d’années, les matériaux à Bande Interdite Photonique 

(arrangement périodique de structure métalliques ou diélectriques) font l’objet de nombreuses 

études. Ils ont pour propriété d’interdire la propagation d’ondes électromagnétiques dans une 

certaine bande de fréquence. De telles structures peuvent aussi être utilisées pour réaliser un 

filtrage spatial. 

Ce mémoire présente une étude de matériaux à Bande Interdite Photonique infinis à 

deux dimensions. Ils permettent le calcul de contour de dispersion donnant accès aux 

différentes directions que peut prendre le vecteur d’onde dans le matériau. 

Puis, nous nous sommes intéressés à donner une interprétation des propriétés dispersives des 

matériaux périodiques. Grâce aux conditions de résonance, aux vitesses de phase et aux 

coefficients de transmission, nous avons montré pourquoi à certaines fréquences le matériau 

est totalement transparent tandis qu’à d’autres il réfléchit les ondes. 

 

ABSTRACT 

 
Since two decades, the Photonic Band Gap materials (periodic arrangement of metallic 

or dielectric structure) have been the subject of many studies. The so called materials have the 

property of forbidding the propagation of electromagnetic waves in a certain frequency 

bandwidth. They can also be used to carry out a spatial filtering as well. 

This dissertation presents a study of two dimensions infinite Photonic Band Gap 

material. They allow the calculation of dispersion contour giving access to the various 

directions which the wave vector can take into the material. 

Then, we have presented an interpretation of the dispersive properties of periodic materials. 

That made it possible to present the conditions of resonance of the photonic structures. 

Thanks to the resonance conditions, the phase velocity and the transmission factor, it is shown 

why at certain frequencies the material is totally transparent while in other frequencies it 

reflects the waves. 

 

Mots clés : 

Bande Interdite Photonique 
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Contour de dispersion 

Condition de résonance 

Propriétés dispersives 

Matériaux anisotropes



 

 

 


