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Résumé

L’objectif de cette these est de réaliser des turbo codes possédant de

bonnes distances minimales et de contribuer ainsi a repousser le phénomene
“d’error floor” qui correspond & un seuil de ordre de 1076 pour le taux d’er-
reur résiduelles binaires en dessous duquel la pente de la courbe de TEB
diminue de fagon significative. Ce probléme s’est sensiblement amélioré avec
Papparition des codes duo-binaires de Berrou [11] qui permettent notam-
ment d’obtenir de meilleures distances minimales.
Pour obtenir de bonnes distances minimales avec des turbo codes courts
(longueur inférieure a 512), la construction initialement utilisée et étudiée
dans cette thése a été celle proposée par Carlach et Vervoux [26] qui per-
met d’obtenir d’excellentes distances minimales mais qui malheureusement
s’avere moins performante en terme de décodage notamment pour des rai-
sons propres a la structure. Apres avoir identifié les raisons qui empéchent
un décodage efficace de cette famille de codes, nous faisons évoluer ces codes
en utilisant des structures graphiques différentes reposant toujours sur 'as-
semblage de codes composants de petite complexité. L’idée est de réaliser
ce changement sans pour autant perdre les qualités de distance minimale de
ces codes et par conséquent il est nécessaire de comprendre pourquoi les dis-
tances minimales de cette famille initiale de codes sont bonnes et de définir
un critere de choix pour les codes composants. Le critere de choix ne dépend
pas de la distance minimale des codes composants mais du polynome de
transition de ces codes et permet donc de sélectionner des codes composants
de tres faible complexité qui sont assemblés de facon a générer des treillis
cycliques a seulement 4 états. Ces treillis sont alors utilisés pour élaborer
des turbo codes parallele ou série présentant de bonnes distances minimales.
Certains codes auto-duaux extrémaux sont notamment construits ainsi.
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Abstract

This thesis is aimed at building turbo codes whith good minimum dis-

tances and delaying the “error-floor” which corespond to a threshold of 1076
for the binary error rate. Under this threshold, the slope of the curve de-
creases significantly. This problem is alleviated by the use of duo-binary
turbo codes [11] which guarantee better minimum distances.
In order to obtain good minimum distances with short turbo codes (length
inferior to 512), the first construction used and studied is the one propo-
sed by Carlach and Vervoux [26]. It allows to obtain very good minimum
distances but its decoding is unfortunately very difficult because of its struc-
ture. After identifying the reasons for this problem, we have modified these
codes by using some graphicals structures which are the gathering of low
complexity components codes. The idea is to realize this change without
loosing the minimum distances properties, and consequently we had to un-
derstand why minimum distances are good for this familly of codes and
define a new criteria to choose “good” components codes. This criteria is
independent from the minimum distance of the component codes because
it is derived from the Input-Output Weight Enumerator (IOWE) of the
components codes. It allows us to choose components codes with very low
complexity which are combined in order to provide 4-state tail-biting trel-
lises. These trellises are then used to build multiple parallel concatenated
and serial turbo codes with good minimum distances. Some extremal self-
dual codes have been built in that way.
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Introduction

La premiere communication hertzienne réalisée en 1897 a Londres per-
mit a son inventeur Marconi de se voir décerner un Prix Nobel de phy-
sique en 1909. Jusqu’en 1945, la totalité des transmissions, civiles ou mili-
taires, sont analogiques et avaient déja une grande importance commerciale
(radio-diffusion, communications militaires, ...). L’aspect numérique était
alors uniquement utilisé pour crypter les communications militaires ou di-
plomatiques. Ce n’est qu’a la fin des années 1950 que 'on voit apparaitre
les premiers systemes civils de radiotéléphonie mobile et encore ceux-ci sont
réservés au service public et a quelques professionnels aux Etats-Unis. 11
faudra attendre la fin des années 1970 pour que la France soit dotée de
la premiére génération de radiotéléphonie cellulaire dont la diffusion res-
tera relativement confidentielle. Cependant les premiéres communications
numériques rendues publiques proviennent de la NASA avec les missions vers
les planetes Mars, Jupiter (Mariner en 1969, Vicking) ou sondes spatiales
(Pioneer début des années 1970). Le véritable essor des communications
radio-mobiles provient du début des années 90 avec la deuxieme génération
de systemes mobiles appelée GSM (Global System for Mobiles). Les appli-
cations radio sont multiples (diffusion hertzienne, télévision, téléphonie mo-
bile, transmission par satellite, ...) et la quantité d’information qui y transite
ne cesse d’augmenter avec la diversité d’offre des opérateurs (audio, vidéo,
images,...) et bien évidemment le nombre d’utilisateurs toujours plus im-
portant. Le nombre d’abonnés en France aux services de téléphones mobiles
atteint 38,5 millions fin 2002 et est encore en expansion de 4,3% par rapport
a 2001. Avec un chiffre d’affaire de 3,1 milliards d’euros au quatriéme tri-
mestre 2002, en hausse de 17,5% par rapport au quatrieme trimestre 2001,
la crise du secteur des télécommunications est donc toute relative! C’est
I'un des rares secteurs économiques en expansion et d’une importance crois-
sante pour les autres secteurs. Il est donc primordial pour France Télécom
de rester a la pointe de la recherche et du développement de services et de
technologies innovants notamment pour la couche physique de transmission.
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XX INTRODUCTION

En regard de ces chiffres, on comprend mieux la nécessité d’améliorer sans
cesse la qualité des systemes de communication numérique. Ce probleme
peut étre abordé de différentes facons si I'on consideére que sa qualité est
le plus souvent évaluée en déterminant la probabilité d’erreur des sym-
boles transmis. La premiere approche, sachant que cette probabilité est
dépendante du rapport signal a bruit, consiste a augmenter ce rapport par
exemple en ayant une puissance de signal plus importante a ’émission. En
plus de son cout tres important, cette méthode s’avere bien souvent impos-
sible & mettre en application le plus souvent pour des raisons techniques
comme ce peut étre le cas avec les équipements embarqués qui disposent
d’une énergie limitée. Une seconde approche, plus complexe & mettre en
place, consiste a introduire des techniques de codage pour les messages a
transmettre. Cette derniere solution est aujourd’hui la plus retenue et c’est
notamment elle qui a motivé la réalisation de cette these. Elle s’inscrit dans
le domaine de la théorie des codes correcteurs d’erreurs dont la naissance
date de la fin des années 40 avec ’explosion des télécommunications. Il est
impossible d’évoquer ce phénomeéne sans mentionner l'article fondateur de
Shannon [83]. Il est ainsi parvenu & démontrer que tout systéme pouvait
étre congu de fagon a combattre efficacement les altérations du message en-
gendrées par la présence de bruit sur le canal. Malheureusement la réponse
n’y est pas explicitée et toutes les tentatives sont longtemps restées infruc-
tueuses, les bornes théoriques demeurant tres éloignées des résultats obtenus
en pratique. Hamming et ses travaux sur les codes correcteurs de 1945 ont
également contribué a ’éclosion de cette nouvelle discipline appelée théorie
de linformation qui traite de tous les problemes théoriques ou pratiques
permettant de transmettre ou de stocker de I'information. Les principaux
jalons ont été les travaux d’Elias (codes produits, codes convolutifs) en 1954,
de Reed et Muller (codes de Reed-Muller en 1954), de Bose, Chaudhury et
Hockenghem (codes BCH en 1959), de Golay en 1959 (codes de Golay) ou
de Reed et Solomon en 1960. En 1963, Gallager [48] publie sa these sur les
codes LDPC' (Low Density Parity Check) qui vont étre oubliés pendant 30
ans malgré leurs performances et I'importance théorique de ces travaux car
les calculateurs numériques de I’époque n’étaient pas assez rapides et trop
cotiteux. Les travaux de Nordstrom et Robinson en 1967 ont connu aussi une
longue période d’oubli car leur petit code optimal était apparemment non
linéaire et trés “exotique”. On le redécouvre au début des années 90 avec
I’engouement pour les codes sur Z, [56] utiles pour la construction de mo-
dulations codées. En 1966 on voit apparaitre les premiers codes concaténés
avec les travaux de Forney. En 1969, Viterbi [94] applique une technique
de programmation dynamique au calcul de bornes théoriques de taux d’er-
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reurs et de vitesse de convergence au décodage des codes convolutifs sur un
treillis. C’est de nouveau Forney [40] en 1970 qui soulignera l'intérét pratique
de cet algorithme pour décoder en temps réel un code convolutif. Cet algo-
rithme est appelé “algorithme de Viterbi & décision dure” (0 ou 1). En 1974,
Bahl, Cocke, Jelinek et Raviv publient I'algorithme dit maintenant BC'JR
[6] permettant de calculer de fagon optimale les probabilités a posteriori des
bits transmis & partir du treillis du code convolutif et de leurs probabilités
a priori. Cet algorithme se rapproche d’un algorithme de type Viterbi a
décision douce (contrairement & la version “dure”, les sorties ne sont plus
binaires mais des valeurs réelles). En France, a la fin des années 80, Battail
est le premier a s’intéresser au décodage a décision douce en proposant un
algorithme soft dérivé du SOV A utilisant ces probabilités ou leur rapport
de vraisemblance ou le logarithme de ces rapports de vraisemblance, et sur-
tout il a souligné, comme Wolf [101] ou l'artcile BC'JR [6], le fait que 1'on
pouvait considérer les codes en blocs comme des codes convolutifs en utili-
sant des représentations en treillis. En 1991, Berrou et Glavieux inventent
les turbo codes qui vont révolutionner le domaine des codes correcteurs d’er-
reurs et amener un intérét nouveau pour les études théoriques en théorie de
I'information, notamment en combinant les principes de concaténation avec
les algorithmes de décodage a décision douce. Cette invention a provoqué
une explosion d’articles et un renouveau du domaine de la théorie de 'infor-
mation en permettant de redécouvrir certaines familles de codes (LDPC)
ou d’en découvrir de nouvelles (Woven-codes, Repeat Accumulate codes,...).
Ces familles de codes puisent fréquemment leur intérét dans leur faible com-
plexité due a l'utilisation de treillis & tres peu d’états par section.

L’utilisation de décodeurs souples est elle aussi un facteur qualitatif im-
portant, car par exemple, sur canal gaussien, ces décodeurs permettent
de gagner pres de 2 dB par rapport a un décodeur a décision dure. De
plus ils sont tres faciles & mettre en ceuvre pour tous les codes acceptant
des représentations en arbre (algorithmes de type max-plus ou somme pro-
duit) ou en treillis (algorithmes de type Viterbi ou BC'JR). Cependant les
résultats ainsi obtenus demeurent tres en deca des bornes théoriques si on les
utilise avec les codes classiques antérieurs aux turbo codes. C’est la que les
travaux de Berrou et al. [13] prennent tout leur intérét en permettant, grace
a leur nouveau systeme de codage-décodage, d’obtenir des performances se
rapprochant des bornes théoriques et atteignant une qualité de décodage
en réelle progression notamment sur les canaux gaussiens. L’encodage des
turbo codes initiaux est réalisé a 'aide de deux codes convolutifs (récursifs
de préférence) concaténés parallelement via un entrelaceur comme présenté
sur la figure 1 (X représente 'information et Y7 et Y3 les redondances four-



xxil INTRODUCTION

nies par les deux codes convolutifs récursifs). Le décodage est réalisé a 1'aide
d’une variante de 'algorithme BCJR qui permet d’extraire de I'information
sur chacun des codes et de I’échanger entre ces deux codes. L’information ex-
traite d’un code est dite “extrinseque” et est réinjectée a 'itération suivante
dans un autre code composant et surtout pas dans le méme code compo-
sant afin de bénéficier de la diversité de codage. Le processus pouvant se
répéter plusieurs fois, on parle de décodage itératif. L’appellation “turbo”
provient justement de la réinjection des extrinseques pour rappeler I'image
des moteurs turbo qui réutilisent une partie de ’énergie gaspillée par le mo-
teur pour donner plus de puissance au moteur. La premiere particularité
marquante de ces turbo codes est que leurs courbes de TEB de décodage
deviennent rapidement tres pentues a faible rapport signal a bruit (Eb/NO)
apres quelques itérations.

X
X RSC1 Y1
A
[‘ﬂ
RSC2 Yo

Fic. 1 — Turbo code parallele de rendement %

Le second aspect marquant de ces turbo codes est qu’ils atteignent tres
rapidement un seuil de I'ordre de 1076 pour le taux d’erreurs résiduelles
binaires en dessous duquel la pente de la courbe de TEB diminue. Ce
phénomene dit “d’error floor” est di en partie a la faible distance mini-
male et a la distribution des poids des premiers turbo codes. Ce probleme
est bien amélioré avec les turbo codes duo-binaires de Berrou [11]. Cepen-
dant, ces codes ont enfin permis d’approcher & quelques dixiemes de dB des
limites théoriques de Shannon pour des tailles de bloc de I'ordre de 64000.
Mieux comprendre le fonctionnement des turbo codes est donc apparu
comme un axe de recherche prioritaire. L’'un des principaux éléments de
réponse provient de la généralisation des graphes de Tanner [87] qui a per-
mis de représenter de nombreuses familles de codes (codes produits, LD PC,
turbo codes) sous des formes se prétant bien a la description du décodage
itératif. Bien qu’il existe plusieurs types d’algorithmes pour ces graphes de
Tanner qui convergent vers la solution optimale lorsque les graphes sont
dépourvus de cycles, tous présentent l'inconvénient de ne plus fonctionner
dés que des cycles courts apparaissent sur la structure. Ce probléeme est
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rédhibitoire car les turbo codes possedent de nombreux cycles courts dans
leurs représentations en graphes de Tanner, mais le plus handicapant de-
meure le fait que les codes présentant de bonnes distances minimales ne
peuvent pas se représenter en graphe de Tanner sans faire apparaitre des
cycles courts [35].

La question finalement est d’améliorer les turbo codes notamment en re-
poussant le fameux phénomeéne “d’error floor” qui est en grande partie la
conséquence d’une distance minimale trop faible. Les travaux de cette these
s’inscrivent dans cette optique et prennent comme idée initiale la nouvelle
construction inventée en 1998 par Carlach et Vervoux [26]. Cette construc-
tion utilise tout comme les turbo codes des permutations, et des codes tres
courts que l'on assemble entre eux de différentes facons pour obtenir des
codes de rendement % et de longueurs importantes. Des travaux ont été
menés sur ces codes notamment par Olocco et Tillich [73][74] et Otmani
[76][77]. Le but de cette theése n’était bien evidemment pas de reprendre
ces mémes travaux théoriques mais de prendre dans un premier temps une
voie plus axée sur le décodage et d’utiliser la faible complexité de décodage
des petits codes de base pour réaliser le décodage global. Dans un second
temps, les travaux se sont essentiellement orientés vers les criteres de choix
des petits codes composants et les méthodes d’assemblage pour obtenir des
turbo codes possédant des distance minimales plus importantes.

Ce mémoire de thése est constitué de cing chapitres organisés comme suit :
¢ Le premier chapitre est consacré a quelques généralités sur les
techniques de codage et les différentes méthodes de représentation des
codes correcteurs d’erreurs. Nous introduisons aussi les deux grandes
“familles” de codes (codes en blocs et codes convolutifs).

¢ Le second chapitre aborde la partie décodage en présentant différentes
méthodes suivant que 'on dispose ou non de structures graphiques
adaptées a la représentation du code. Le décodage sur les arbres ainsi

que le décodage analogique sont dans la continuité de mon stage de
DEA [16].

¢ Le troisieme chapitre traite d’une famille de turbo codes appelé codes
“cortex”. Apres quelques rappels sur la construction et ses propriétés
déja en grande partie étudiées, nous abordons le probleme de leur
décodage. Enfin une construction dérivée de ces codes, appelée codes
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a information répartie, est présentée.

¢ Le quatrieme chapitre présente une construction de turbo codes
provenant de la concaténation parallele de plusieurs treillis de faible
complexité (4 états). Les motivations du choix de tels treillis résident
dans I’étude des criteres de transition de poids sur un treillis. Des
résultats de décodage y sont également présentés.

¢ Le dernier chapitre est consacré a une généralisation des codes “cortex”
via 'utilisation des treillis présentés dans le chapitre précédent. Les
codes ainsi construit utilise donc aussi des treillis cycliques a 4 états
et permettent d’obtenir des codes auto-duaux.



Chapitre 1

Techniques de codage

Pour étre en mesure d’utiliser des outils mathématiques efficaces, on
s’impose une contrainte de linéarité sur les codes correcteurs étudiés. Les
codes les plus “puissants” ne sont pas nécessairement linéaires, mais les
méthodes existantes pour rechercher les bons codes non linéaires sont rares
et souvent difficiles & mettre en ceuvre. De plus il existe de tres bons codes
linéaires et la restriction au cas linéaire n’est donc pas une contrainte trop
importante.

Cependant il existe une méthode simple de recherche de codes non linéaires
sur Zs. On recherche pour cela un code linéaire sur Z4 que 'on “projette”
sur Zs via le mapping de Gray. La distance minimale du code ainsi obtenu
est alors la méme que celle du code linéaire sur Z4 en raison de l'isométrie
induite par le mapping utilisé entre les deux anneaux.

Dans ce chapitre nous nous proposons de présenter les deux grandes familles
de codes linéaires que sont les codes en blocs et les codes convolutifs. Enfin
nous rappelons quelques notions élémentaires sur les treillis qui sont des
structures graphiques particulierement bien adaptées a la représentation des
codes mais aussi des modulations codées.

1.1 Codes en blocs

Cette famille de code tres utilisée est particulierement bien introduite
par MacWilliams et Sloane [69].
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1.1.1 Définitions

Nous considérons dans ce qui suit 'alphabet [, olt p est une puissance

d’un nombre premier ¢ (p = ¢") et les codes construits seront donc constitués
par les éléments de ce corps.
Le codage en bloc consiste a associer a chaque bloc de k éléments d’infor-
mation un bloc de n éléments (n > k) de fagon a ajouter de la redondance
pour une meilleure protection contre le bruit. Ces blocs de n éléments sont
au nombre de 2% et sont appelés les mots du code. L’ensemble de ces mots
de code forment un sous-espace vectoriel de dimension k de I’ensemble
qui est constitué par tous les n-uplets possibles. De maniere immédiate, la
somme de deux mots de code est donc encore un mot de code, et le mot nul
(toutes les composantes a 0) est toujours un élément du code. Un codage en
bloc linéaire est par conséquent une application linéaire ® de la forme :

k
0.l —
m +—— c=®(m)

on m = (mg,mi,...,mp_1) représente les k symboles d’information et
¢ =(co,c1,y...,cn—1) le mot de code qui lui est associé.

Soient € = (eg,e1,...,ek—1) et F = (fo, f1,---, fn—1) des bases respective-
ment pour IF"; et F). Nous pouvons écrire la décomposition de m dans la
base & :

k—1
m = E m;e;
=0

L’application ® étant linéaire, nous avons :

Chacun des vecteurs ®(e;) peut s’exprimer dans la base F comme suit :

n—1
Oler) =Y il
=0
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Les k vecteurs ®(e;) = (50, Pi15---,Pin—1) (0 27 < k—1) composent les
lignes de la matrice GG associée a ’application linéaire ®.

$oo .- Do .- Don-1
G = bio - Gij - Gin—1
Pr—1,0 -+ Ph—1j --- Ph—1n—1

Cette matrice G a k lignes et n colonnes est appelée matrice génératrice du
code et permet d’associer au bloc d’information m un mot de code ¢ par la
relation ¢ = mG. La matrice génératrice d’un code en bloc n’est pas unique
et en particulier il est toujours possible de ’écrire, a permutation pres, sous
la forme suivante :

1 0 ... 0 Po,1 ce Do, PN Po,n—k

01 0 P11 Pi1,i P1n—k
G = [Idy, P] = C ; .

00 ... 1 pr—11 -+ DPr—14 --- DPk—1n—k

ou Idy; est la matrice identité k x k et P une matrice k x (n — k) permettant
de calculer les (n — k) éléments binaires de redondance. Les mots du code
s’exprime sous la forme ¢ = (m, mP) et le code est alors dit systématique.

1.1.2 Dualité

Définition 1.1.1 Soient x = (9, 21,...,Tn-1) €&y = (Yo, Y1,--+Yn—1)-
Ces deux vecteurs de Fgr sont othogonaux si leur produit scalaire est nul,

c’est-a-dire si
n—1

Ty = Zajzyz =0 modgq
i=0

A tout code en blocs linéaire C(n,k) on peut associer un code dual
Ct(n,n — k). Dans ce cas tout mot de C+(n,n — k) est orthogonal & tout
mot de C(n, k). Le code dual C*(n,n — k) est donc un sous-espace vectoriel
de [}, de dimension (n — k) constitué de q" % mots de longueur n. Soient
H la matrice génératrice de C(n,n — k) et ¢ un mot de code quelconque de
C(n, k), alors :

cH" =0
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Définition 1.1.2 Soit y un vecteur de Fy. y est un mot du code C(n, k) si
et seulement si il est orthogonal aux mots de C+(n,n — k), c’est-a-dire si :

yHT =0

La matrice H est appelée matrice de contrdle de parité du code C(n, k).
Cette matrice se détermine simplement dans le cas ou la matrice génératrice
du code considéré est systématique. En effet, comme ¢ = mG, alors GHT =
0. De plus la matrice génératrice étant systématique, alors G = [Idy, P] et
donc

H = [-PT Id,_}]

Exemple
Soit le code de Hamming [7,4,3] de matrice génératrice

1 0 00 0 1 1
01 0 0 1 0 1
G = 00 1 01 10
0 0 0 1 1 11
sa matrice de controle est alors
01 1 1 1 0 O
H=1[1 011 0 1 0
11 01 0 0 1

1.1.3 Distance minimale

Nous considérons dans cette partie uniquement les codes linéaires bi-
naires et nous introduisons dans un premier temps la notion de distance de
Hamming.

Définition 1.1.3 On appelle distance de Hamming d(x,y) entre deuz mots
x ety de Fy le nombre de composantes pour lesquelles ils différent.

Définition 1.1.4 Le poids de Hamming d’un mot x est sa distance au mot
nul : w(z) = d(zx,0).

Exemple

2 = (1110100)
y = (0101100)
dlz,y) =wlx—y) =1+14+1=3
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Définition 1.1.5 On appelle distance minimale d’un code C, notée din, la
plus petite distance de Hamming entre deux mots distincts du code. Autre-
ment dit,
dmin = CZIEJHEIC d(cia Cj)
CiFCj
Définition 1.1.6 La distance minimale d’un code C, notée dmin, est €gale
au poids minimal de ses mots non nuls :
dmin = Icznéfclw(cz‘)
c;#0

L’évaluation de la distance minimale d’un code en blocs est un probleme
trées complexe. Pour des codes de petite dimension il suffit cependant
d’énumérer de facon exhaustive les mots de code et de déterminer celui
de poids le plus faible. Il est également possible de la déterminer a l’aide de
la matrice de controle de parité H car la distance minimale d,,;, est égale au
plus petit nombre de colonnes linéairement dépendantes de cette matrice.
Malheureusement dans la plupart des cas, les calculs étant trop complexes
a mener, il faut se résoudre a déterminer uniquement une borne supérieure
de cette distance minimale.

Théoréme 1.1.1 (Borne de Singleton) Soit C un code de paramétres
[n, k, dmin], alors :
Apin 2 n—k+1

Théoréme 1.1.2 (Borne de Plotkin simplifiée) Soit C un code de pa-
rameétres [n, k, dpm;n], alors :

n2k—1

Cette notion de distance minimale est d’autant plus importante qu’elle
possede un lien direct avec le pouvoir de détection et de correction d’un code
en blocs.

Théoréme 1.1.3 Soit C un code de paramétres [n,k,dpmn]. Il est capable
de détecter toutes les configurations de (dpin — 1) erreurs dans un bloc de
n éléments binaires et il permet de corriger toute erreur de poids au plus
t= L%J La valeur t s’appelle la capacité de correction du code.

La distance minimale intervient aussi dans le cas des effacements ou lors-
qu'un symbole est douteux on préfere effacer.
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Proposition 1.1.1 Soit C un code de distance minimale d. Tout algorithme
décodage de C de capacité de correction t peut-étre transformé en algorithme
de correction d’erreurs et deffacements de capacitét’ erreurs et f effacements
avec 2t + f < 2t.

1.2 Codes convolutifs

Cette famille de codes est sans doute actuellement la plus couramment
rencontrée, notamment en raison de leur utilisation pour I’élaboration des
turbo codes. Une trés bonne introduction a ces codes est par exemple fourni
dans [59].

1.2.1 Principe

Les codes convolutifs constituent 1'une des principales famille de codes
correcteurs d’erreurs. Dans un code convolutif, chaque bloc de n éléments en
sortie du décodeur dépend non seulement du bloc composé des k éléments
positionnés a 'entrée du décodeur mais aussi des m blocs précédents. Cette
famille de codes fait donc appel a un effet de mémoire d’ordre m et la
quantité (m + 1) s’appelle la longueur de contrainte K du code. De méme
que pour les codes en blocs, la quantité R = % s’appelle le rendement du
code, et si les k éléments d’information présents a ’entrée du décodeur sont
effectivement transmis (c’est-a-dire apparaissent explicitement dans le bloc
de n éléments), le code est dit systématique.

——
N

Entrée——{ dy, |dk71|dk72‘ Sorties
N

AR

FiGc. 1.1 — Exemple de codeur convolutif non systématique

La figure 1.1 présente ’exemple d’un codeur convolutif de rendement
R = % et de longueur de contrainte (m + 1) = 3. Ce codeur accepte en
entrée des blocs de k£ = 1 élément binaire et en sortie des blocs de n = 2
éléments binaires.
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Chacune des sorties du codeur est égale au produit de convolution (d’ou
Pexpression “convolutif”) entre la suite binaire présente a ’entrée du codeur
et la réponse de ce méme codeur définie par ses séquences génératrices. Pour
I’'exemple de la figure 1.1, ces séquences sont données par :

Vi € {0,1}, gi = [gi0, 9i1, gi2]

avec
2

Vi€ {0,1}, ¢k = Zgijdk_j et g;; € {0,1}
j=0
Les séquences génératrices sont fréquemment exprimées en octal, ce qui dans
le cas de la figure 1.1 donne

{ g1 = [17 171] = 7(octal)
g2 = [17 0, 1] = 5(octal)

Remarque 1.2.1 Les sorties du codeur étant égales a des combinaisons
linéaires des éléments d’information présent a ’entrée du codeur convolutif,
le code est nécessairement linéaire.

On peut également définir les codes convolutifs avec une approche plus
algébrique en considérant leurs polyndémes générateurs qui s’expriment en
fonction d’une variable D (pour “Delay”). Toujours dans le cadre de notre
exemple, les polyndémes générateurs ont pour forme générale

{ G1(D) = gio+ gD + g12D?
Go(D) = gog + go1 D + g D?
ou encore
G1(D) = 1+ D+ D?
Gy2(D) = 1+ D?

1.2.2 Représentations

La représentation des codes convolutifs par les polynémes ou les matrices
n’est pas réellement adaptée au décodage. Aussi pour réaliser les décodeurs,
on utilise des représentations graphiques de ces codes de type diagramme
en arbre, diagramme d’état ou treillis. La représentation en treillis est tres
efficace pour le décodage car elle est parfaitement adaptée aux algorithmes
de type BC'JR ou SOV A et est notamment utilisée par les turbo codes.
Dans cette partie nous donnons des exemples de ces 3 différents types de
représentations qui sont ici toutes les trois associées au codeur de la figure
1.1.



8 TECHNIQUES DE CODAGE

1.2.2.1 Diagramme en arbre

La figure 1.2 représente un tel diagramme en arbre et utilise deux conven-
tions :

¢ Le temps s’écoule de la gauche vers la droite

o Lorsque I'élément & l’entrée du codeur est 0 (resp. 1), le couple binaire
en sortie de codeur (noté entre parentheses) étiquette une branche
montante (resp. descendante). Ces branches sont liées en des points
appelés nceuds. Pour une séquence d’information fournie a l’entrée
du codeur, la séquence associée en sortie du codeur correspond a un
chemin de ’arbre qui est constitué d’une succession de branches.

Etat a  (00)
Etat a  (00)
Etat ¢ (11)
Etat a (00)
Etat b (10)
Entrée a “0” Etat ¢ (11)
Etat d (01)
Etat a
Etat a (11)
. Etat b (10)
Entrée a “1” ,
Etat ¢ (00)
Etat ¢ (11)
Etat b (01)
Etat d (01)
Etat d (10)

Fi1G. 1.2 — Diagramme en arbre du codeur convolutif

1.2.2.2 Diagramme en treillis

Cette représentation correspond a la facon dont communiquent les états
entre eux en fonction du temps. Sur la figure 1.3, les liens (branches) entre
états représentés en pointillés et en traits pleins correpondent respectivement
a la présence d’un bit d’information égale a 0 et 1. Chacune de ces branches
fournit un couple de bits pour la sortie du codeur.
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Fi1Gc. 1.3 — Diagramme en treillis du codeur convolutif

Remarque 1.2.2 Ces représentations en treillis sont périodiques et aprés
(m+ 1) décalages, le motif du treillis se répéte.

1.2.2.3 Diagramme d’état

La figure 1.4 représente un tel diagramme et se singularise par rapport
aux deux représentations précédentes par le fait qu’elle n’utilise pas un axe
temporel de fagon explicite. Elle ne présente que les différents états du codeur
et leurs liens.

11 el

Btat ol rrrrrmrrmr e " ftat b
10 01

01 ot

Etat d
11
10

FiGc. 1.4 — Diagramme d’état du codeur convolutif
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1.2.3 Notion de distance

La distance sert toujours ici, comme pour les codes en blocs, a ca-
ractériser la capacité de correction, mais sa signification dépend également
des algorithmes de décodage mis en ceuvre. Pour les codes convolutifs, on
définit généralement deux types de distance :

¢ La distance minimale :

i = ngél/r\l/t w(m)
ou M est I’ensemble des mots non nuls de dimension finie k.
Cette distance concerne plus particulierement 1’étude des propriétés
de correction des décodeurs algébriques pour lesquels le décodage s’ef-
fectue sur une observation limitée de n bits.

¢ La distance libre :
d = min w(m

ree = EMa (m)
ou M, est 'ensemble des mots non nuls de dimension non limitée.
Cette distance concerne plus particulierement I'étude des décodeurs
probabilistes pour lesquels ’observation utilisée au décodage n’est pas
limitée a n bits.

Remarque 1.2.3 Ces deux distances vérifient l’inégalité :

dmin = dfree

1.3 Généralités sur les treillis

La recherche du treillis minimal d’'un code est un probléme complexe
comme 'ont montré Koetter et al. [63] mais trés important car le choix
du treillis va déterminer en grande partie la complexité du décodage. Dans
cette partie nous faisons simplement une introduction sur les notions de base
concernant les treillis et leur minimalité.

1.3.1 Rappels

Un graphe orienté labélisé est un triplet (S, B,.4) ou S est un ensemble
de sommets, B un ensemble de branches et A un alphabet. Un diagramme
en treillis 7 est un graphe orienté labélisé avec la propriété que S peut se
diviser en n + 1 ensembles disjoints S = Sy US1 U ... U S,, de telle facon que
si(s,s',a) € T alors s € S;—1 et s’ € S; pour i € {1,2,...,n}. Le parameétre



Généralités sur les treillis 11

n est appelé longueur de 7.

Un treillis conventionnel est un diagramme en treillis possédant un unique
sommet (ou état) de départ et un unique état d’arrivée, c’est-a-dire |Sp| =
|S| = 1. Un treillis cyclique est un diagramme en treillis pour lequel |Sy| =
|Sp|- Chaque chemin de longueur n entre Sy et S,, est un vecteur de A™ pour
lequel la 7®™e composante est 'étiquette de la branche reliant les états S;_1
et §;. Dans un treillis conventionnel, tout chemin d’un état initial de Sy vers
un état final de S,, est un chemin valide, tandis que pour un treillis cyclique

un chemin est valide si I’état de départ de Sy est identique a celui d’arrivée
de S,,.

Définition 1.3.1 Soit T = (S, B,F,) un treillis de longueur n. On dit que
T représente un code en bloc C de longueur n sur F, si et seulement si

l’ensemble des chemins valides de T est isomorphe a l’ensemble des mots de
code de C.

On dit qu’un treillis 7 est plus petit ou égal a un autre treillis 7’ représentant
le méme code si |S;| < |S}| pour tout i € {0,1,...,n}. On note 7 =g 7'. Si
T est strictement plus petit que 7”, on note 7 <g 7".

Définition 1.3.2 On dit que 7 est minimal pour la relation <g, ou plus
simplement minimal, s’il n’existe pas de treillis T' représentant le méme
code tel que T' <o T.

Remarque 1.3.1 Une difficulté majeure de la recherche des treillis mini-
mauz d’un code provient du fait que le produit de treillis minimauz n’est pas
nécessairement minimal.

On associe la complexité d'un treillis, conventionnel ou cyclique, avec le
nombre d’états qu’il comporte par section. La complexité d’état d’un treillis
T = (S,B,F,) est la séquence ¢(7T) = (co(7T),c1(T),...,cn(T)) olt

ci(T) = log,(|Si]) pour i € {1,2,...,n}.

Cette séquence est aussi appelée ”profil de complexité d’états” du treillis.
Il existe différentes bornes, inférieures et supérieures, concernant la com-
plexité d’états. Ici, seule la borne supérieure la plus fréquemment utilisée
est mentionnée.

Proposition 1.3.1 Soit T un treillis minimal conventionnel associ€ a un
code C de paramétres [n,k,d]. Alors,

(T) < min(k,n — k).
e a(T) = mink,n — k)
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Proposition 1.3.2 Soit 7 un treillis minimal cyclique associé a un code C
de paramétres [n,k,d]. Alors,

x min(k,n — k).

N =

max ¢(7) =<
1€{0,1,...,n}

1.3.2 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples de treillis associés au
Hamming [8,4,4]. Le choix de ce code est double. Tout d’abord il intervient
sous différentes formes dans les chapitres 3, 4 et 5 ou il est utilisé comme
code de base pour différentes construction. Ensuite ce code étant de petite
dimension, il est simple a représenter. De plus ses représentations en treillis
sont tres différentes les unes des autres. La figure 1.5 représente un treillis
cyclique (“tail-biting”) régulier ou chaque section comporte 4 états.

ZoTo ziry Z2T2 x3rs

Fia. 1.5 — Treillis cyclique régulier du Hamming [8,4,4]

La figure 1.6 est bien distincte du treillis de la figure 1.5 puisqu’elle
possede deux sections ne comportant qu’un seul états, les autres en
possédant toutes 4. Ce treillis est donc irrégulier.

ToTo 171 T2T2 T3x3
00 00

F1a. 1.6 — Treillis irrégulier du Hamming [8,4,4]
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Enfin la figure 1.7 présente un cas encore différent puisque chaque section
possede 2 états et le treillis est sous forme multi-branches (plusieurs branches
distinctes entre deux états).

LoT1ToT1 T2X3T2T3

Fia. 1.7 — Treillis cyclique “multi-branches” du Hamming [8,4,4]

1.4 Modulation codées en treillis

Cette partie destinée a présenter une utilisation des treillis autres que
sur des codes correcteurs classiques est également un prétexte pour faire
quelques rappels élémentaires concernant notamment les modulations.
C’est en 1976 que la notion de MCT (ou TCM : Trellis Coded Modula-
tion) a vu le jour avec l'introduction par Ungerboeck [89][90] du concept de
codage en treillis dans ’espace des signaux. Les résultats établis a ce jour
montrent qu’elles permettent, sur canal gaussien, d’obtenir des gains de co-
dage variant de 3 & 6 dB par rapport aux modulations non codées de méme
efficacité spectrale et cela sans avoir recours a une réduction du taux effectif
d’information portée par le message émis.

Les MCT peuvent étre décrites de deux facons distinctes selon que 'on
opte pour la description d’origine introduite par Ungerboeck ou la descrip-
tion analytique due & Calderbank et Mazo [22].

1.4.1 Quelques rappels sur les modulations

Afin d’assurer la transmission d’un message m(t) entre un émetteur et
un récepteur, il est nécessaire d’utiliser un signal intermédiaire, susceptible
de se propager sous forme d’onde électro-magnétique dans le milieu de trans-
mission, sur lequel le message m(t) est imprimé par “modulation”. Ce signal
intermédiaire agit comme un support de transmission et peut s’écrire sous
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la forme :
s(t) = A x cos(wot + ¢o)

ou A, wo(= 27mfpy) et ¢g correspondent respectivement a lamplitude, la
fréquence et la phase du signal.

Le fait de faire varier I'un ou ’autre de ces trois parametres donne lieu a une
modulation du méme nom & savoir modulation d” amplitude, de phase et de
fréquence. Il est important de remarquer que dans tous les cas, la variation
s’exprime en fonction du message a transmettre.

Dans le cas des premiers systemes de communication, les fonctions de mo-
dulation et de codage correcteur d’erreurs étaient séparées, le modulateur
et le démodulateur permettant de faire le lien entre le canal analogique de
transmission et la source discrete traitée par le codeur et le décodeur.

Pour un systeme de modulation simple, durant chaque intervalle de modula-
tion, le modulateur transforme m bits en I'un des M = 2™ signaux transmis-
sibles alors que le démodulateur décide quel est le signal de la constellation
(ensemble des signaux associés a une modulation) le plus proche du signal
regu pour retrouver les m symboles binaires émis. La figure 1.8 présente
quelques exemples de contellations parmi les plus classiques.

Modulations d’amplitude Modulations d’amplitude et de phase
O—'—O o o o o
MA-2
o O—'—O 0 o o o o o o
MA-4
O—O—O—O—I—O—O—O—O o o o o o o
M A-8
o o o o o o
Modulations de phase o o o o o o
) ) o o o o
o o
‘ o o
o o
o o MAQ-16
o o
MDP-4 MDP-8 :
MAQ-32

Fi1c. 1.8 — Exemples de constellations

De la méme fagon que la distance de Hamming, pour les codes correc-
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teurs d’erreurs, est étroitement liée & la capacité de correction, la distance
euclidienne est elle aussi en relation avec les capacités de correction d’un
démodulateur. Elle est méme le seul bon critere pour les modulations codées.
FEn considérant un signal modulé comme un point d’un espace multidimen-
sionnel, alors plus les points sont espacés et plus le nombre de “voisins”
possibles pour le signal regu est faible. Notons df, ;. la distance euclidienne
minimale entre deux signaux d’une méme constellation. Dans le cas d’une
modulation numérique de phase (M DP), nous avons :

LT
e, = 2V Esin (M)
ou E est I’énergie utilisée pour transmettre un symbole.
Dans le cas d’'une modulation d’amplitude en quadrature (M AQ), cette

égalité devient :
drin = AV/(2T)

ou A est 'amplitude et T l'inverse de la rapidité de modulation.

Ces quelques rappels concernent les modulations non-codées qui ont la par-
ticularité d’émettre des signaux non corrélés. Cependant, en présence de
codage, les signaux émis par le modulateur ne sont plus indépendants. Il
existe alors des séquences de signaux possibles que 'on nomme séquences
codées et a l'inverse on parle de séquences interdites. Cette dépendance des
séquences concerne également les MCT qui ont pour but d’augmenter la
distance minimale entre les différentes séquences émises. Si I'on note d¢, ;. la
distance minimale entre deux séquences codées, on peut déterminer le gain
asymptotique de codage (ou gain a fort rapport signal a bruit), exprimé en
décibels (dB), réalisé par la modulation codée a l'aide de la relation :

e\ 2
Gag = 10log (%)

1.4.2 Optimisation conjointe du codage et de la modulation

L’exemple présenté ici permet de mettre 'accent sur l'importance de
concevoir simultanément le codage et la modulation, car lorsqu’ils sont
réalisés de facon indépendante, les résultats obtenus peuvent étre surprenant
dans le sens o1 une modulation non-codée peut s’avérer plus performante a
I'usage qu’un modulateur couplé a un codeur.

Considérons dans un premier temps une M D P-4 non-codée. Durant chaque
intervalle de modulation, deux bits sont transmis. L’efficacité spectrale qui
par définition correspond a la quantité de bits que 'on peut transmettre
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a chaque modulation en fonction de la bande de fréquence disponible est
donc de 2 bit/s/Hz. Dans ce cas, si I'on transmet sur un canal gaussien et
que l'on estime le TEB pour un rapport signal a bruit (Es/Ny) de 12.9 dB,
on obtient environ 10~°. Si I'on prend maintenant une M D P-8 non-codée,

‘ Modulation utilisée H Rapport signal & bruit ‘ Taux d’erreur binaire ‘

M D P-4 non-codée 12,9 dB 107°
M D P-8 non-codée 12,9 dB 1072
M DP-8 codée 12,9 dB 107°

TaAB. 1.1 — Comparaison de 3 modulations a rapport signal & bruit constant

toujours dans le cas d’un canal gaussien, pour un rapport signal a bruit de
12.9 dB, le taux d’erreur binaire est alors d’environ 1072. Cette différence
s’explique par le fait que la constellation associée a la M D P-8 possede plus
de points que pour la M DP-4 et que ceux-ci sont de surcroit a plus faible
distance les uns des autres. On dit que la distance euclidienne minimale (dis-
tance minimale entre deux points d’une méme constellation) de la M D P-4
est supérieure a celle de la M DP-8. Pour compenser cet écart de perfor-
mance entre les deux modulations, on insére un code de rendement 2/3 et de
distance minimale 7 entre la source et la modulation. Pour récupérer le mes-
sage initialement émis, il est donc nécessaire, en sortie du canal, de décoder
les symboles issus du démodulateur. Cela a pour conséquence immédiate
d’augmenter la complexité du systeme, sans pour autant pouvoir la justifier
par un véritable gain de performance.

Deux raisons majeures conduisent a cet état de fait :

¢ Tout d’abord, la décision dure et indépendante du décodeur qui est
réalisée dans I'espace des signaux peut, lorsqu’elle est trop imprécise,
entrainer une perte irréversible sur I'information recue que le décodeur
ne parviendra que trés partiellement & compenser. Pour tenter de re-
medier & ce probléeme on peut s’orienter vers des techniques de décision
optimales mais complexes. Par exemple, si 'on note r, = a, + w, la
séquence bruitée recue ou a,, et w, correspondent respectivement a la
séquence codée émise et au bruit additif du canal de transmission, la
regle de décision douce pour la séquence optimale s’établit de la facon
suivante :
Soit S ’ensemble des séquences de signaux codés que le codeur et
le modulateur peuvent produire. La séquence de signaux a, la plus
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vraisemblablement émise vérifie :

[rn = an|* = min |ry — s, [* = min (Z r{) — sS)IQ)
(2

Autrement dit, on recherche la séquence de S la plus proche de r,
pour le carré de la distance euclidienne.
¢ Le second probleme qui apparait provient de I'utilisation des

métriques. En effet, si les codes sont congus en terme de distance
de Hamming, les modulations ne font appel qu’a des distances eucli-
diennes. Or, la transformation que subissent les symboles d’un code
optimisé pour la distance de Hamming via une modulation ne garantit
pas l'obtention d’une bonne distance euclidienne dans ’espace des si-
gnaux. En d’autres termes, on peut posséder un code doté d’une bonne
distance minimale, et donc d’une capacité de correction acceptable,
mais affaiblir ses performances s’il est couplé avec une modulation de
distance minimale faible qui va induire une perte d’information parfois
importante des la sortie du démodulateur.

Ces deux phénomenes suffisent & mettre en avant 'intérét qu’il peut exister

de chercher & construire conjointement les codeurs et modulateurs.

1.4.3 Partitionnement des constellations

Pour rendre des séquences de signaux plus résistantes au bruit, il est
nécessaire qu’elles soient tres différentes les unes des autres, autrement dit
que la distance euclidienne entre les différents signaux pris dans leur espace
soit la plus grande possible. C’est ici qu’interviennent réellement les MCT
car elles permettent d’augmenter significativement la distance entre les
séquences de signaux en comparaison avec une modulation non-codée.
Considérons une constellation initiale Ay & 2™t! points, de distance
euclidienne minimale dy, ou chaque point est associé a un mot binaire
de (m + 1) bits. La constellation Ay peut étre partitionnée en deux
sous-constellations By et B; possédant chacune 2™ points ainsi qu’une
méme distance euclidienne minimale dy > dj.

Affectons a chaque point de la constellation By (resp. Bj) un mot bi-
naire dont le bit de poids faible est égal a 0 (resp. 1). L’opération de
partitionnement peut étre poursuivie et ainsi, a By (resp. Bj) on peut
associer deux sous-constellations Cjy et Co (resp. C1 et C3) & 2™~! points
possédant la méme distance euclidienne minimale do > d;. Chaque point
de la sous-constellation Cy (resp. C2) est codé par un mot binaire dont les
deux bits de poids faible sont 00 (resp. 10). De la méme fagon, les points
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des sous-constellations C7 et C3 sont respectivement codés par des mots
dont les deux bits de poids faible sont 01 et 11.

En poursuivant le partitionnement, on obtient finalement 2™ sous-
constellations contenant chacune deux points distants de d; > d;_1, chaque
point étant codé par un mot binaire dont le bit de poids fort est différent.
Le concept global du partitionnement peut donc se traduire comme suit :
“construire des sous-constellations dont le nombre de points est divisé
par deux a chaque étape et dont la distance euclidienne minimale est
croissante”.

Ce principe de partitionnement est illustré sur les figures 1.9 et 1.10 : dans
le premier cas avec la constellation circulaire d’'une M DP-8 et dans le
second cas avec la constellation carrée d’'une M AQ-16.

Détaillons un peu plus 'exemple de la M DP-8 (cf. figure 1.9), celui-ci étant
réutilisé par la suite.

La constellation circulaire Ag possede M = 8 points et a pour distance
minimale dy = 2v/E sin(7/8) (ol E est 'énergie utilisée pour transmettre un
point de la constellation). Elle est partitionnée en deux sous-constellations
By et B; constituées chacune de 4 points, possédant la méme distance
minimale d; = v2F qui correspond par ailleurs & la distance minimale de
la constellation d’une modulation M D P-4 non-codée.

La sous-constellation By (resp. Bj) engendre deux nouvelles sous-
constellations Cjy et Cy (resp. Cq et C3) possédant 2 points et de distance
minimale ds = 2VE, ce qui correspond & la distance minimale de la
constellation d’une modulation M D P-2 non-codée.

Ao
. .
‘V \i
o o
o . o
By By
. o o .
o e e o
(l/ \ 1 0 / \ 1
o .« o o e o o
010 001
009 . o o ° «011 °
Co Cs Ch 3
«100 o o o o o o
110 101 111

Fi1G. 1.9 — Partitionnement de la constellation M D P-8
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FiG. 1.10 — Partitionnement de la constellation M AQ-16

1.4.4 Principe de codage

Nous avons vu que pour les MCT, le modulateur émet des suites de
signaux corrélés appartenant & une constellation possédant M = 2m*!
points. Selon Ungerboeck [89], quelle que soit 'efficacité spectrale considérée
pour la transmission et pour un code aussi complexe soit-il, le gain asymp-
totique de codage procuré par une MC'T est quasi maximal en utilisant
un seul élément binaire de redondance par symbole transmis(ou ce qui
est équivalent par signal transmis). Ainsi pour une MCT construite a
partir d’une constellation & M = 2™+ points, lefficacité spectrale de la
transmission est de m bit/s/Hz et les performances de la MCT sont a
comparer avec celles d’'une modulation a 2™ états, c’est-a-dire possédant
une constellation a 2™ points. La constellation d’'une MCT a donc deux
fois plus de points que celle de la modulation non-codée ayant la méme
efficacité spectrale.
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Supposons donc que 1’on veuille transmettre un bloc de m éléments binaires
issus de la source d’information. On le scinde en deux blocs de longueur
respectives n et (m — n). Le bloc de longueur n est alors codé a l'aide
d’un codeur convolutif de rendement n/(n + 1), le second bloc demeurant
lui inchangé. Les (n + 1) éléments binaires issus du codeur sont ensuite
utilisés pour sélectionner une sous-constellation a 2™~ points tandis que
les (m —n) bits non codés permettent alors de choisir un point en particulier
dans cette sous-constellation.

sélection
moen signal
I d’un point de la
sous-constellation
codeur de sélection d’une
n n+1
_'_, rendement I sous-constellation
ﬁ a4 2™ ~™ points

Fi1G. 1.11 — Schéma de principe d’'une MCT

1.4.5 Construction du treillis d’une MCT

La réalisation du décodeur nécessite de construire au préalable un treillis
de la M CT. Pour construire un tel treillis, quelques regles doivent étre ob-
servées si 'on souhaite maximiser la distance libre. A cet effet, Ungerboeck
propose les trois regles suivantes :

Régle 1 : Les M = 2™*! signaux de la constellation initiale (non pati-

tionnée) doivent étre utilisés avec la méme fréquence.

Reégle 2 @ Les 2™ " branches paralleles, si elles existent doivent étre as-
sociées a des signaux appartenant a une méme sous-constellation a
2™~ points.

Régle 3 : Les 2™ branches qui quittent un état ou atteignent un état
doivent étre associées a des signaux appartenant & une méme sous-
constellation a 2™ points.

La regle 1 assure au treillis un motif régulier, les regles 2 et 3 garantissent
pour leur part que la distance libre de la M CT est toujours supérieure &
la distance euclidienne minimale de la modulation non-codée prise comme
référence pour le calcul du gain de codage. On peut rappeler ici que dans
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le cas d’une transmission de m symboles binaires, on compare une MCT &
2(m+1) points dans la constellation initiale avec une modulation non-codée &
2" points. Concretement, en utilisant les regles 2 et 3, la distance euclidienne
entre deux chemins qui divergent puis convergent sur une branche (cas des
branches paralleles) ou sur plusieurs branches (au moins deux) est toujours
supérieure a la distance minimale d’une sous-constellation a 2™ points. 11
est a noter également que le nombre d’états du treillis est important comme
le montre ’exemple qui suit.

Considérons la M CT associée au partitionnement de la figure 1.9. Si l'on
note E I’énergie nécessaire pour transmettre un symbole (deux bits d’infor-
mation et un bit de redondance), le rayon de la constellation initiale est alors
VE. Lefficacité spectrale de cette MCT est donc de 2 bit/s/Hz et ses per-
formances sont a comparer a celles de la modulation M DP-4 (de distance
euclidienne minimale \/ﬁ) Regardons ce qui se passe sur deux treillis dis-
tincts mais associés & une méme MCT. Par convention, la notation («, (3)
sur une branche reliant deux états signifie qu’il existe en fait deux branches
entre ces deux états, 'une portant le label « et I'autre le label 5.

o Treillis & deux états
Dans ce cas on obtient le treillis de la figure 1.12 et l'on voit
immédiatement que l'on ne parvient pas a mettre en pratique la regle
3. En effet les signaux 0 et 4 d’une part et les signaux d’autres part,
convergent vers I’état 0, mais ils n’appartiennent pas a la méme sous-
constellation a 22 points.

Etat 0 ©4)

Etat 1

F1G. 1.12 — Treillis & 2 états d’'une M CT a 8 états de phase

On vérifie que la distance libre de cette MCT est égale a la distance
euclidienne entre les chemins représentés sur la figure 1.13 et qui cor-
respondent a deux chemins qui divergent & un instant ¢ et qui recon-
verge a l'instant ¢ + 2.
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Fi1G. 1.13 — Chemins a la distance minimale pour un treillis a 2 états

La distance libre de la M CT & huit états de phase, pour un treillis a
deux états, est donc :

diipre = /A2 + d2 = \/2E (1+2sin? (g))

En raisonnant & méme énergie E utilisée pour transmettre deux
éléments binaires d’information, le gain asymptotique de codage par
rapport & une modulation M D P-4 est de :

a2 a2 + d? d2
Gap = 10log <(dl7b2> =10log < 1d% 0> =10log <1 + d—‘%) =1.1dB

o Treillis & quatre états
Pour augmenter la distance libre de la M CT, il est nécessaire d’utiliser
un treillis a quatre états qui permet alors de respecter les trois regles
de bases proposées par Ungerboeck. Un tel treillis est proposé sur la
figure 1.14. Dans ce cas, on peut vérifier que la distance libre est égale
a la distance entre deux branches paralleles. Autrement dit :

diipre = do = 4F

Le gain asymptotique de codage par rapport a une modulation M D P-
4 est donc de :

G 10log ( Diore ) 10log <d§> 3 dB
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Etat 0

Etat 3 .:.:.: ...... (15)‘

Fi1Gc. 1.14 — Treillis a 4 états d’'une MCT a 8 états de phase

¢ On peut faire ici deux remarques. Tout d’abord, il est possible d’éviter
les branches paralléles tout en respectant les trois regles de base pro-
posées par Ungerboeck. Pour cela, il est nécessaire de construire un
treillis a huit états qui permet alors d’obtenir une distance libre égale

a:
Ao = AE (1 + sin? (g))

Dans ce cas, le gain asymptotique G4p par rapport a une modulation
MDP-4 est de l'ordre de 3.6 dB. Ce gain de 0.6 dB par rapport au
treillis précédent ne parvient pas a justifier le fait de doubler le nombre
d’états du treillis de la M C'T qui implique une complexité plus grande.
De plus, sur les exemples ci-dessus, la distance libre de la MCT se
détermine “a vue” sans réelle difficulté. En revanche, pour des treillis
excédant huit états il faut avoir recours a des programmes que 'on
peut par exemple trouver dans 'article de Biglieri et al. [14].

Les modulations codées sont un axe de recherche tres intéressant notamment
si 'on considere des codes correcteurs d’erreurs sur différents anneaux ou
corps finis de facon a mettre en correspondance directe un élément d’un
mot de code avec un élément de la constellation. La question posée est de
savoir si un bon code code correcteur sur une extension de corps ou sur
un anneau va nécessairement conduire a ’obtention d’une modulation codée
ayant une bonne distance euclidienne. Une autre approche a envisager serait
de concaténer des M C'T entre elles via des entrelaceurs comme dans le cas
des turbo codes, mais en prenant soin de ne pas “casser” les éléments pour
préserver les criteres de construction des MCT.
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Chapitre 2

Décodage des codes
correcteurs d’erreurs

Dans ce chapitre, nous abordons la notion de décodage des codes correc-
teurs d’erreurs. Les méthodes utilisées ici sont soit “souples” soit “dures”
(Cf. Annexe) et sont appliquées a différentes constructions qu’elles soient
graphiques (arbres, treillis,...) ou non (méthode de Chase,...). Dans un pre-
mier temps, la notion d’information extrinseque est rappelée car elle est
au coeur de tous les sytemes de décodage actuels basés sur des traitements
itératifs.

2.1 Notion d’information extrinseque

Le processus de décodage itératif consiste a utiliser dans chacun des
décodeurs mis en relation un algorithme de décodage qui détermine les AP Ps
des symboles d’information :

APP = Observation x APriori x information extrinseque

Plus généralement les algorithmes utilisés déterminent des valeurs de vrai-
semblance pour les symboles d’information. La séquence de valeurs de vrai-
semblance ainsi obtenue est alors transmise au décodeur suivant qui en fait
de méme. De cette facon, chaque décodeur tire profit des informations qui
lui sont apportées par les autres décodeurs. Pour améliorer ces décisions
chacun des décodeurs doit fonctionner avec de 'information qui n’a pas été
émise par lui méme comme le montrent Berrou et al. [12].

Dans le cas binaire, on utilise fréquemment le LLR (“Log-Likelihood Ratio”)

25
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défini par

Pr(u = +1|entrée)

Pr(u = —1|entrée)

Les LLR peuvent étre calculés de fagon exacte a I’aide de 'algorithme BC'JR
[6] qui a cependant le défaut d’étre plus complexe que l’algorithme de Vi-
terbi [94] également présenté par Forney dans [40]. En contre partie pour le
SOV A [94], les estimations des vraisemblances sont en fait des approxima-
tions des LLRs.

Que ce soit l'algorithme BCJR ou le SOV A, il existe dans la littérature
essentiellement deux méthodes pour extraire 'information extrinseque de
chacun des décodeurs. Dans la premiére méthode, I'information extrinseque
a l'entrée d’'un décodeur est modélisée comme étant la sortie d’un canal
gaussien [12]. Dans la seconde méthode, I'information extrinseque est uti-
lisée pour mettre & jour les probabilités a prior: qui seront utilisées pour
la prochaine étape (ou itération) du décodage. De ce fait, les probabilités
a posteriori calculées pour un décodeur deviennent les probabilités a priori
pour un autre décodeur.

L(u)=In

2.2 Deécodage sur un arbre

Les différentes méthodes de décodage sur un arbre ont notamment été
étudiées par Wiberg [99].
Dans un premier temps, fixons quelques notations destinées a simplifier I’ex-
pression des différentes regles de calcul :
o A un bit est associé le couple b = (b(0),b(1)) ont b(i) ;=01 correspond
a la vraisemblance que la valeur du bit soit égale a 1.
o “op” représente le “sommet opérateur” qui permet de mettre en rela-
tion deux ou plusieurs symboles d'un méme mot de code. Il correspond
a lopération effectuée entre deux bits reliés entre eux par 'opérateur
ou-exclusif “®” lors du codage.

2.2.1 Méthode min-somme

Soit pp—.op le message envoyé du bit b vers 'opérateur op.
b—op
La valeur de ce message se détermine comme suit :

|: Mb—»op(o) :| —c+ |: Zk /Lopk—>b(0) :|
Nb—mp(l) Zk Nopk—>b(1)

ou c est une constante arbitraire et £ un indice permettant d’énumérer les
“sommets opérateurs”, autre que celui vers lequel b propage l'information,
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qui sont incidents a b.

Soit maintenant i, le message envoyé de l'opérateur op vers le bit

b.
L’expression de la valeur de ce message est la suivante :

|: luop—>b(0) :| —c+ |: mzin(ubl_)op(O) +,ub2—>op(0)7,ub1—>op(1) +Mb2—>op(1))
N0p—>b(1) mm(ﬂh—mp(o) + sz—mp(l)v /~Lb1—>0p(1) + /~Lbz—>0p(0))

Regardons comment cela fonctionne sur un exemple.
Supposons qu'un bit b incident a deux opérateurs propage l'information
recue. Nous sommes dans la configuration suivante :

(4:0)

(4+3+0,0+1+2)=(7,3)

(0,2)

(3,1

Supposons maintenant le second cas de figure ou I'information en provenance
de deux bits se propage a travers un opérateur :

(min(4 +3,0 + 1), min(4 + 1,0+ 3)) = (1,3)

2.2.2 Meéthode somme-produit

Soit f1p—.ep le message envoyé du bit b vers 'opérateur op.
La valeur de ce message se détermine comme suit :

= e
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ou 7 est un facteur scalaire arbitraire non nul et k£ un indice permettant
d’énumérer les “sommets opérateurs”, autre que celui vers lequel b propage
I'information, qui sont incidents a b.

Soit maintenant i, ., le message envoyé de l'opérateur op vers le bit
b.
L’expression de la valeur de ce message est la suivante :

|: IUOP—J?(O) :| —c+ |: (Nbl—mp(o) X sz—mp(o)) =+ (Mln—mp(l) X Mbg—mp(l))
fop—b(1) (161 —0p(0) X by —op(1)) + (Hy —0p(1) X Hipy—0p(0))

Regardons comment cela fonctionne sur un exemple.
Supposons qu’un bit b incident & deux opérateurs propage l'information
recue. Nous sommes dans la configuration suivante :

&1

(4x1x3,1x3x1)=(12,3)

Supposons maintenant le second cas de figure ou I'information en provenance
de deux bits se propage a travers un opérateur :

(4x3+1x1,4x1+3x1)=(13,7)

2.2.3 Simplification des méthodes

Ces deux méthodes étant maintenant connues, il n’est pas inutile de
savoir qu’elles se prétent a certaines simplifications.
En particulier, pour 'exemple de la section suivante, c’est la méthode mS
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qui est utilisée mais dans une version simplifiée.
En effet le vecteur message p = (u(0), u(1)) peut se “réduire” & une unique
valeur réelle A donnée par :

A= p(1) — pu(0)

Avec les notations définies précédemment, les regles de calcul deviennent
alors :

)\b—>op = E )\opk—>b
k

Aopb = 1;[ signe(Xp—op,,) | X mkin(|)\b_,opk|)

Attention : cette simplification des regles de calcul pour le min-somme ne
peuvent s’effectuer que si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

« Les variables sont binaires.

« Les opérateurs sont des opérateurs de parité.
Observons ces simplifications sur ’exemple suivant.
Supposons qu’un bit b incident & trois opérateurs propage l'information
recue. Nous sommes dans la configuration suivante :

3
(-2) b B-2+1)=(2)
N
/
Supposons maintenant le second cas de figure ou I'information en provenance
de trois bits se propage a travers un opérateur :

3
(-2) (=1 x1x1xmin(2,3,1)) = (—1)
op
/
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On remarque également que ces simplifications se révelent d’autant plus
intéréssantes que le nombre de branches incidentes a la “feuille” que 1'on
veut traiter sont importantes.

En effet ici on peut traiter simultanément toutes les branches incidentes au
sommet, alors que dans le cas des régles initiales on est contraint de grouper
les branches par deux.

Aussi si les hypotheses sont propices & la simplification des regles de calcul,
on y a systématiquement recours, comme c’est le cas dans ’exemple a venir
qui, malgré sa simplicité, a cependant le mérite de mettre en valeur quelques
unes des méthodes entrevues dans cette section.

2.2.4 Exemples

2.2.4.1 Exemple 1 : cas défavorable

Dans le cadre de cette exemple, nous considérons le code de Hamming
de parametres [7,4,3] de matrice génératrice non systématique

1100001
G ~[oo11001
743 = loooo0111
0101010

et de matrice de controle
1111000
H[7’473]: 0011110
1010101
On en déduit les trois relations de parités suivantes :

X109 X0 X300 Xy = 0
X3P Xy D X5D Xg 0
X109 X308 Xs50 X7 = 0

Ce code a la particularité de posséder une représentation sous forme d’un
graphe de Tanner qui n’est pas trop complexe (figure 2.1) et qui est de ce
fait facile a étudier.

L’autre aspect intéressant de ce code est que son graphe possede des cycles
qui sont 'une des contraintes principales du décodage sur une structure
graphique. Cette contrainte est d’ailleurs d’autant plus ennuyeuse que les
codes considérés comme “bons” possedent tous des cycles.

Si 'on tente de réaliser un décodage itératif sur la structure de la figure 3,
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on est rapidement confronté a la question de savoir comment réinjecter les
informations pour la seconde itération, sans bien sur réinjecter I'information
collectée sur un bit sur ce méme bit car alors I'information serait faussée.
Une tentative de solution & ce probléme, proposée par Farrell [36], consiste
a “éclater” le graphe de fagon a couper les cycles (figures 2.2 et 2.3), nous
fournissant ainsi une structure graphique adaptée au décodage itératif.

(=9

(=

F1a. 2.1 — Graphe de Tanner du code de Hamming [7,4,3]

Considérons maintenant plus attentivement notre exemple.
Ici, les “@” correspondent & une relation de parité et les “()” & un bit.
Pour les régles de calcul destinées a gérer la propagation de 'information sur

le graphe, nous faisons appel dans ce cas a la méthode min-somme simplifiée.

On suppose que la suite de symboles recus est 0111010. En terme de
métrique, a I'entrée du décodeur, le bit 0 est remplacé par une métrique de
4 et le 1 par une métrique de -4.
Lors de la premiere itération les métriques sont distribuées comme suit :
(1) 4 en X;.
(2) -4 en Xo.
(3) Comme X3 apparait trois fois dans le graphe, chacun des X3* se voit
crédité de la métrique %
(1) Comme X, apparait deux fois dans le graphe, chacun des X4* se voit
crédité de la métrique _7 =2.
(5) 4 en Xs.
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6) -4 en Xg.
(1) 4 en X7.

F1G. 2.2 — Décodage du Hamming [7,4,3] : itération 1

Au terme de la premiere itération, les métriques de X1, Xo, (X3i)i:1..3
) (X4Z)i=1,2 , X5, Xg, X7 ont pour valeurs respectives 1,33; -2,67; 0,67;
1,33; 0,675 -0,67; -0,67; 1,33 ; -2,67; 2,67.

Détaillons quelque peu ces valeurs en considérant par exemple le cas
de X7.

La nouvelle métrique de cet élément est 2,67. En fait, cette valeur est
la somme de la métrique initiale de X7, a savoir 4, avec la métrique
“remontant” vers X7, c’est-a-dire la métrique issue de 'interaction entre les
différents X; via le graphe de Tanner (-1,33 pour X7).

D’ou la nouvelle métrique de X7 (M(X7)) : M(X7) =4 + (-1,33) = 2,67.
Pour les (X3%),_, et (ng)i:L2 la démarche est similaire, exception faite
que, pour retrouver la valeur globale récoltée sur X3, on somme les valeurs
récoltées sur les (X3i)z':1...37 d’ou : M(X3) = 0,67 + 1,33 4+ 0,67 = 2,67.
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De méme, nous avons pour X4 : M(Xy) = -0,67 + (-0,67) = -1,33.
Pour la seconde itération, on réinjecte les nouvelles valeurs affectées aux
(X;)i=1..7 de la méme maniére que lors de l'initialisation des métriques de
la premiere itération. Nous avons ainsi :

(1) 1,33 en X;.

(2) -2,67 en Xo.

(3) Comme X3 apparait trois fois dans le graphe, chacun des X3’ se voit

crédité de la métrique 0.89 <: ?)

(4) Comme X, apparait deux fois dans le graphe, chacun des X4* se voit
—1.
crédité de la métrique -0.67 <: 733>
(6) 1,33 en X5.
(6) -2,67 en Xg.
(1) 2,67 en X7.

F1G. 2.3 — Décodage du Hamming [7,4,3] : itération 2

Au terme de la seconde itération, on suit une procédure identique a celle
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utilisée & la fin de la premiére itération et 1’on obtient ainsi les métriques
finales des (X;),_; - qui sont respectivement 2,89;-3,34; 6,01 ; -3,12; 2,89 ;
-3,34 ; 3,56.

On identifie alors les bits correspondants a ces métriques et ’on obtient ainsi
le mot 0101010.

La suite de bits regus étant 0111010, cela signifie que 'on a corrigé une er-
reur localisée sur le troisieme bit.

On est ici en droit de se poser une question, a savoir : “pourquoi s’est-on
arrété apres seulement deux itérations 7”.

Une telle question ne rencontre pas pour écho, en général, de réponse simple
comme le montrent Shao et al. [84] ol sont mises en valeur diverses condi-
tions d’arrét de ces méthodes itératives.

En revanche sur 'exemple traité ci-dessus, la condition d’arrét apparait as-
sez simplement.

Apres la premiere itération, les métriques obtenues suffisent & corriger ’er-
reur sur le troisieme bit car on constate que la métrique sur ce méme bit
est passée d’une valeur négative (représentative de la valeur binaire 1) & une
valeur positive (représentative de la valeur binaire 0).

En fait, la seconde itération vient confirmer la convergence de la métrique
sur le troisieme bit qui passe de 2,67 a 6,01.

Les courbes de taux d’erreurs binaires sur un canal gaussien a bruit blanc
additif pour une modulation M DP-2 sont données par la figure 2.4. La
simulation est réalisée avec 5 itérations. Le probléeme majeur d’une telle
représentation est que les différents bits n’ont pas la méme fréquence d’ap-
parition et la réinjection des extrinseques devient tres rapidement “aléatoire”
car on ne sait comment la répartir en fonction du coefficient de duplication
du bit dans arbre. Sur la courbe de décodage, ce phénomene se manifeste
par un écart entre la courbe de décodage optimal et celle du décodage itératif
qui ne cesse de croitre lorsque le rapport signal a bruit augmente.

2.2.4.2 Exemple 2 : cas favorable

On considére le code de Hamming étendu [8,4,4] de matrice génératrice :

10000111
01001101
00101011
00011110

Gg =

Soit m = (o, ¥1, T2, ¥3,70,71,72,73) un mot de code ot les (z;);c(o,....3) (resp.
(74)i(0,...,3)) correspondent aux bits d’information (resp. de redondance).



Décodage sur un arbre 35

TEB

—— non codée
-7 arbre
—o— corrélation

10 I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Eb/ No (dB)

F1a. 2.4 — Décodage du Hamming [7,4,3]

Sixg®x1 ®axy®ag = 0 alors x = (xg,x1,22,23) = (ro,7r1,72,73) = T.
Sinon, nous avons T = (T, T1,T2,T3) = (ro,r1,72,73) = 7. On note a la
variable intermediaire de complementation telle que » = a @ z. On peut
alors construire le graphe de Tanner éclaté du code de Hamming (Cf. figure
2.5) dans lequel chaque bit a la méme fréquence d’apparition (chaque bit
intervient dans deux équations de parité).

@y I3 T3 py
T 71
o o

a
zo z3
70 T3
z1 z2
T1 T2

F1G. 2.5 — Graphe de Tanner éclaté du [8,4,4]
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Soient « et # deux valeurs réelles. On définit la fonction de vraisemblance
L, appelée aussi Log-Likelihood Ratio (LLR) par :

Lla® p) = la+ | — |a— B
et de fagon récursive nous avons,
Lla®Bady®d) = L(La® B)d L(ydd))

Le décodage s’effectue alors en trois étapes.
o étape 1 :
Calcul de la vraisemblance de la variable a telle que

3
a= Z L(x; ®r;)
i=0

o étape 2 :
Estimation des vraisemblances intermédiaires =} et r, des différents
bits pour ¢ variant de 0 a 3 :

T
T

L= m+ signe(a) X 1
I = 1+ signe(a) X z;
o étape 3 :

Estimation des vraisemblances finales z! et r/ :

zg = ay + Lladry) + Lla®z)®ay®ay)
W=+ Lasd) + Lasrerer)
o = 2y + Ladr]) + Lladz)dzhdy)
= 1 + Le®z)) + La®r)®r,ory)
zy = oy + Lla®ry) + Lla®z,®r)oy)
ry = 15 + La®ay) + Lla@rger; @)
zhy = 25 + L(a®ry) + Lia®z®x)dh)
A=+ Lasd) + Lasrerer)

Les courbes de taux d’erreurs binaires sur un canal gaussien a bruit blanc
additif pour une modulation M D P-2 sont données par la figure 2.6. On re-
marque que contrairement a l’exemple précédent, la fréquence d’apparition
des bits est ici la méme pour chacun d’entre eux. Dans ce cas, la courbe
représentant le décodage itératif reste tres proche de celle du décodage opti-
mal (environ 0.2 dB) et cette écart diminue lorsque 1’on augmente le rapport
signal a bruit.
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TEB

—— non codée

-7 arbre
—©— corrélation

6 I I I I I I I
0 1 2 3 4
Eb / No (dB)

10

o
o
~
©

F1a. 2.6 — Décodage du Hamming [8,4,4]

2.3 Décodage sur treillis

Il ne s’agit pas dans cette section de faire un inventaire exhaustif de
toutes les méthodes et nombreuses variantes qui ont été publiées mais de rap-
peler les algorithmes élémentaires qui ont servi de ”support” a la réalisation
des différents décodeurs implémentés durant cette these.

2.3.1 Méthode Forward-Backward

Cette méthode, appelée BCJR [6], permet d’estimer les probabilités a
posteriori des états et des transitions d’une source de Markov observée a
travers un canal discret, bruité et sans mémoire. On définit tout d’abord
quelques notations.

e On note X(])V ~1 une séquence {X;} émise par une source de Markov
pour 0 = ¢ < N.

e On note Y7 ! la séquence {V;} regue pour 0 < i < N.
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S; est I’état de la source de Markov a l'instant i.

pi(m/|m) = Pr(S; = m/|S;_1 = m) est la probabilité de transition de
létat m & Détat m/’.

¢i(X|m,m’) = Pr(X; = X|S;—1 = m;S; = m/) est la probabilité que
la sortie soit X connaissant la transition.

p(Y;|X;) est la probabilité a posteriori de la sortie du canal Y; connais-
sant l'entrée X;.

Le but de cet algorithme est de traiter la séquence recue YON ~1 pour estimer
les APPs des transitions :

Pr(S;_1 =m;S; =m/, Y{ 1)

o(m,m') = Pr(S;_1 =m;S; =m/|Y N1 =
(. ') = Pr(S 1 ¥ Py

On donne quelques notations supplémentaires :

e on note a;(m) = Pr(S; = m;Y{) d’étre en I'état m a l'instant i et
d’avoir une observation “passée” Y; de I'instant 0 a 'instant 7.

e on note 3;(m) = Pr(Yiﬂ\:l_l|Si = m) la probabilité d’avoir une obser-
vation ”future” YZZL_ 1 de linstant i + 1 & Pinstant N — 1 sachant que
I’état a l'instant ¢ est 1’état m.

e on note ;(m,m’) = Pr(S; = m’;Y;|S;_1 = m) la probabilité d’arriver
a Iétat m’ et d’observer Y; a I'instant 7 sachant que ’état & l'instant
précédent était I’état m.

La source étant markovienne, si 'on considere que le treillis débute et
s’acheve en un méme état 0, les APPs se calculent comme suit :

Initialisation
ap(0) =1 et Ym #0, ag(m) =0
ﬂN_l(O) =1 et Ym#DO0, ﬂN_l(m) =0

Procédure Forward

Vie {0,1,...,N =1}, a;(m’) = Z’yi(m,m’)ai_l(m)

Procédure Backward

/

Vie {N—=2,...,1,0}, Bi(m) => vit1(m,m’)B1(m)

m
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Calcul des APPs
oilm,m’) = a;_1(m) x v;(m,m") x B;(m")

On note Xév 1 la séquence de sortie d’un encodeur de rendement %,
X; = (zi1,...,xipy) la sortie a Uinstant i et Y; = (y1,...,Yin) l'observa-
tion correspondante.

Les observations sur les différents bits étant indépendantes alors,

p(YilX:) = [ [ p(wislwiy)
j=1

Les APP(z;. = 0) proviennent de la somme des o;(m,m’) correspondant &
I’ensemble des transitions pour lesquelles x;. = 0. Par conséquent,

APP(zic=0)= > oi(m,m/) (2.1)
m,m/|z;.=0
Chaque transition ne comportant quune unique valeur de X;, ¢;(X|m,m’)
ne possede qu'une seule valeur non nulle qui est égale & 1 (on considere le
cas de 'anneau Zs). De plus, comme on ne dispose d’aucune information a
priori sur les k bits d’information, la probabilité a priori p;(m’|m) est égale
4 0.5%. La probabilité a posteriori peut donc se mettre sous la forme :

n

APP(zic =0) =05 > ai1(m) x [ [ plyijlzij) x Bi(m')  (2.2)

m,m/|z;c=0 j=1

2.3.2 Meéthode Max-Log-Map

Cette méthode est en fait une approximation de la précédente. Pour
cela on se place dans le domaine logarithmique en introduisant la notion
de rapport de vraisemblance logarithmique (ou ”Log-Likelihood Ration”)

défini par
Pr(X =1)
m)
ou X est une variable aléatoire pouvant prendre la valeur 0 ou 1.
On note toujours Xév ~1 1a séquence de sortie d’un encodeur de rendement

%, X; la sortie & l'instant ¢ et Y; l'observation correspondante. D’apres
Péquation (2.1), la LLR du bit codé x;. s’écrit alors :

> aii(m) xyi(m,m') x Bi(m’)

m,m/|z;c=1

S aia(m) x ilm,m') x Bi(m')

m,m/|z;.=0

LLR(X) =1In (

LLR(z;.) =In (2.3)
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Les procédures Forward et Backward sous forme normalisée s’écrivent alors :

Procédure Forward

> ilm,m)ai 1 (m)

Vie {0,1,...,N — 1}, ay(m') = == p (2.4)
> ilmm')aii(m)
Procédure Backward
Z Vi1 (m, m') Big1(m)
Vie {N—2,...,1,0}, Bi(m) = (2.5)

DD Air(mom’)Bia (m)

m m/

Par passage dans le domaine logarithmique, les équations (2.4) et (2.5) de-
viennent :

i(m') = In(ag(m")) et By(m) = In(8,(m))

d’of,

@;i(m') =In <Z’yi(m,m’)ai_1( ) — (ZZ% (m,m")a;_1(m ))(2 6)

B;(m) =1n (Z Vi1 (m, m") Big1 (m > In (ZZ%+1 m,m’)Bip1(m ))( 7)

ml

On introduit alors I'approximation suivante qui est a la base de la simplifi-
cation de la méthode.

In(e’ + ... +e%) ~ ie?omxn} i (2.8)

En appliquant cette approximation aux équations (2.6) et (2.7), on obtient :

a(m) = ln<2%mm)az 1 ) ln<ZZ%mm ai-1(m ))

N max (7, (m, ') + @iy (m) — max (3,0m, ) + 51 (m)

)

Bz(m) = In <272+1 m,m )ﬁz—i—l ) In (ZZ’}/H—I m, m ﬁz-{-l( ))

m/ m m/

~omax (Fiza1(m,m') + Bia (m')) — mmax (Fiz1(m,m') + Bi1(m))
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ol ;(m, m') = In(y;(m,m’)).
De fagon similaire, on peut approximer ’équation (2.3) par

LLR(zi) = MAX,y, 1/ (2,0 =0 (Ei_l(m) +7;(m,m") + Ei(m’))
— MaXyy m/|z;.=1 (ai—l(m) =+ 71(m7 m/) + ﬁz m,))

2.4 Décodage analogique

Actuellement, les techniques classiques de décodage font appel & des

décodeurs numériques a temps discret implémentés sur des processeurs
numériques ou des ordinateurs. Face au succes croissant des transmissions
analogiques, la question de la nécessité de la transformation du signal ana-
logique en élément numérique compatible avec le décodeur commence a ap-
paraitre. Hagenauer est I'un des premiers a apporter une réponse, notam-
ment dans [54], ou il propose 'utilisation directe du signal analogique regu
dans un décodeur lui aussi analogique mais & temps continu.
La présentation de ces décodeurs analogiques s’articule autour de deux
points. Le premier consiste en quelques rappels, notamment sur les graphes
de Tanner. Le second point s’attache quant a lui & une approche théorique
de ces décodeurs. Finalement dans la derniere partie, un exemple de
modélisation de décodeur analogique pour un code de Hamming de pa-
rametres [7,4,3] est donné.

2.4.1 Rappels

En préambule a toute opération de décodage, il est nécessaire de se munir
d’une structure graphique la mieux adaptée possible a cette procédure. Dans
le cadre du décodage analogique, ce sont les graphes de Tanner que 1'on
utilise. Ils correspondent en fait & une représentation graphique des liens de
parité entre les bits définis par la matrice H de controle de parité.
Considérons par exemple un code équivalent au code de Hamming [7,4,3] et
dont une matrice de parité s’écrit sous la forme :

1101100
H[7’473]: 10].].0].0
0111001
Cette matrice définit trois relations de parité qui sont les suivantes :

Xod X1 X350 X4=0
XodXo® XsDX5=0
X160 Xo®d X3P X =0
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A Taide de ces trois relations de parité nous pouvons alors dresser le graphe
de Tanner représenté par la figure 2.7.

F1G. 2.7 — Graphe de Tanner du Hamming [7,4,3]

Une caractéristique apparente de ce graphe est qu’il possede plusieurs
cycles([zy, 3, T6, 1], [5, 23,24, T0] €t [z, T2, x5, 23]), ce qui a priori n’en
fait pas la structure la mieux adaptée au décodage. Cependant, dans la
partie suivante, nous verrons que cela n’est plus un probléme majeur pour un
décodeur analogique qui parvient a fonctionner sur une structure comportant
des cycles sans pour autant avoir de pertes significatives en terme de qualité
de décodage.

2.4.2 Généralités

Dans le cadre de lanalogique, le décodage SISO (“Soft-In Soft-out”)
est réalisé par un réseau analogique non linéaire ou les valeurs des bits sont
représentées par des courants ou des tensions. Ici, les valeurs disponibles
en sortie de canal servent a initialiser le réseau de décodage qui évolue
alors de lui-méme, continuement par rapport au temps, jusqu’a un état final
correspondant & un état d’équilibre régi par les lois physiques des circuits
électriques. Ainsi, les valeurs telles que tensions, différences de potentiel ou
courants relevés en certains points du réseau constituent le décodage “soft”
recherché.

Le premier aspect marquant d’un tel systeme est sa non-linéarité due a la
présence de transistors que I’on modélisera par la suite au moyen de fonctions
non-linéaires telles que des exponentielles ou des tangentes hyperboliques.

On touche d’ailleurs ici a I'un des points sensibles du décodage analogique
car, par définition méme, il s’effectue sur un réseau électronique et est plus
difficile & simuler & ’aide d’outils numériques. Pour ces réalisations, il serait



Décodage analogique 43

plus commode de disposer d’un simulateur électrique analogique de type
SPICE par exemple. Pour remédier a ce probleme, Hagenauer propose, no-
tamment dans [53], de simuler ces réseaux a I’aide d’applications purement
numériques.

En fait, on peut distinguer ici deux types de décodages distincts, I'un
algébrique et 'autre probabiliste selon la nature des applications utilisées
pour la simulation.

Le décodage algébrique, essentiellement utilisé pour fournir une forte protec-
tion contre les petits niveaux de bruit, repose sur des techniques d’algebre
abstraite alors que le décodage probabiliste, plutot approprié pour fournir
une protection modérée contre les hauts niveaux de bruit, repose sur des
techniques de décision statistique.

Plus concretement, considérons le cas ot I'on désire encoder deux éléments
uy et ug.

A cet effet, on utilise la structure de la figure 2.8.

Apres l'opération de codage, on récupere trois bits, x1 et x2, obtenus comme
de simples copies des bits d’entrée, alors que x3 provient du “ou exclusif”
entre x1 et xa.

Cal T
U2 T2
S> 3

Fic. 2.8 — Codeur de parité

Pour décoder les trois bits ainsi générés, on peut procéder de deux fagons
différentes. On peut utiliser par exemple un décodeur algébrique (Cf. figure
2.9).

Y1

Y2

“détecteur”
d’erreur

Bl

D

N\

Y3

D
N

Fi1G. 2.9 — Décodeur "hard” du code de parité
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Ici, a ’entrée du décodeur, les valeurs “soft”, disponibles en sortie du ca-
nal de transmission, (y;);=1...3 sont immédiatement transformées en valeurs
“hard” qui vont étre utilisées pour le décodage a proprement dit.

Une seconde maniere d’opérer le décodage est d’utiliser un décodeur proba-
biliste (Cf. figure 2.10) qui lui travaille directement avec des valeurs “soft”.

" e e e
@
@
Y3

Fi1G. 2.10 — Décodeur "soft” du code de parité

Le décodeur algébrique est parfaitement adapté a une implémentation
digitale car il implique essentiellement des opérations “ou exclusif”. Cepen-
dant, la qualité du décodage est moindre en comparaison d’un décodeur
probabiliste qui, lui, est plus complexe & implémenter, mais qui a I’avantage
de fonctionner avec les valeurs analogiques recues.

Détaillons maintenant le fonctionnement local de la méthode probabi-
liste, a savoir comment operent les boitiers intervenant dans ce décodeur.
Mis a part les boitiers de conversion des valeurs “soft” en valeurs “hard”
intervenant a la fin du décodage, on rencontre deux autres types de boitiers.
Le premier se définit comme suit :

lp2(-)

p1()— @ — p3()

ou p3(.) est obtenue a l'aide des deux relations suivantes :
p3(0) = p1(0) x p2(0) + p1(1) x p2(1)

p3(1) = p1(0) x p2(1) 4+ p1(1) x p2(0)
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Le second type de boitier se définit quant a lui de la maniere suivante :

lp2(-)

p1()— =L~ p3(.)

ou p3(.) est obtenue a l'aide des deux relations suivantes :
p3(0) = X p1(0) x p2(0)

p3(1) =7 x p1(1) X p2(1)

ou 7 est choisi tel que 'opération de normalisation “p3(0) + p3(1) = 17 soit
toujours vérifiée.

Sur un réseau de décodage de codes tels que les turbo-codes ou les LDPC),
de nombreux cycles apparaissent. Aussi, lors de I'implémentation digitale, si
I’on opte pour un décodage itératif, on est amené a itérer plusieurs fois des
calculs similaires en divers points du réseau jusqu’a atteindre un état stable.
L’avantage (non démontré) du traitement analogique en temps continu sur
le réseau est qu’il est censé éliminer ces itérations auxquelles se substitue le
comportement général du réseau.

Ici on peut voir apparaitre 'une des limites de la représentation numérique
du décodage analogique, car si les deux boitiers présentés précédemment
permettent le décodage de codes LDPC), ils se révelent bien souvent insuf-
fisants pour le décodage des turbo-codes.

Une alternative a ce probleme est la modifications de ces boitiers via 1'uti-
lisation de deux nouveaux outils de calcul.

Le premier consiste en un nouveau type d’information qui se définit comme

suit : . l0g< ]’;g%‘f; )

On parle dans ce cas de logarithme de rapport de vraisemblance encore ap-
pelé vraisemblance.

A T'aide de cette nouvelle définition, I’écriture de nos boitiers peut se refor-
muler de la facon suivante :
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ou L3(.) est obtenue par la relation :

L3:2xtanh_1<tanh< %)xtanh(%))

Par la suite, on fera référence a ce boitier sous I'appellation “boxplus” et
Pon écrira L(xg) = boxplus(L(xy), L(x3)).
Le second boitier, que ’'on nommera “somme”, devient quant a lui :

Ly(.)
Ll(j——l_il_|— L3()

ou L3(.) est donnée par la relation “Ls = Ly + Ly”.

En particulier, I’approche de Hagenauer du décodage analogique est en
partie basée sur cette derniére représentation et sur la réalisation de ces
deux boitiers en tant que circuits analogiques. Par ailleurs, dans le cadre
de I'exemple qui suit, ce sont ces outils de calcul qui sont utilisés pour les
simulations.

2.4.3 Exemple

Nous considérons ici le code de Hamming [7,4] présenté dans la premiere
partie et plus particulierement son graphe de Tanner.
On conserve Dl'architecture générale de ce graphe mais on y intégre les
boitiers de la partie précedente, en remplacant les opérateurs de parité
par des “borplus” et en intégrant les “somme” au niveau des feuilles
symbolisant les bits. On obtient alors le graphe de la figure 2.11 :

F1a. 2.11 — Graphe de Tanner modifié du Hamming [7,4,3]

Le graphe de Tanner ainsi modifié est alors utilis€é comme structure
graphique de décodage. Les éléments (z;);—0.¢ sont initialisés a laide
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de la fonction L(.) définie précédemment que l'on détermine pour
chaque bit a partir des données recues en sortie du démodulateur. Afin
de faciliter la convergence du systéme, on ajoute a L(x3) la valeur
boxplus(boxplus(L(xy), L(xs)), L(x¢)) qui en terme physique se traduit par
le “quicklook-in property” du code. De fagon plus algébrique, on peut re-
marquer que ce processus d’initialisation peut se déduire des trois relations
de parité du code. En effet, on s’apercoit en les combinant que seul le bit
x3 peut s’écrire comme combinaison binaire de bits de redondance, avec en
l'occurence : x3 = x4 D x5 D x¢.
Les différentes opérations sont réalisées simultanément en chaque endroit
du graphe et chacun des bits (x;);=o...¢ propage l'intégralité de I'information
qu’il possede dans les branches qui lui sont incidentes. La collecte de 'in-
formation au niveau de ces bits se traduit par une simple somme algébrique
portant sur I'information déja détenue par le bit et celle lui arrivant.
De facon plus formelle, si I® représente I'information portée par un bit &
Iinstant ¢ et I Dinformation recueillie par un bit & I'instant ¢, nous avons
la relation :

I =1"406x I

La mise en application de la méthode correspond aux résultats de la figure
2.12 ou le décodage est effectué sur un canal gaussien a bruit blanc additif
utilisant une modulation M DP-2. On constate que la courbe du décodeur
analogique est tres proche de la courbe de décodage optimal et qu’elles de-
viennent de plus en plus proche lorsque le rapport signal & bruit augmente.
Ces résultats sont tout de méme & pondérer car ces courbes ont été obte-
nues a l'aide de programmes censés simuler ’analogique. Ces programmes
sont donc numériques et fonctionnent par itérations, ce qui ne permet pas
d’évaluer les capacités d’un décodeur analogique réellement implémenté dans
une puce et qui ne serait tributaire que des courants ou des tensions.

2.5 Décodage sans support graphique

2.5.1 Deécodage par syndrome

Cette méthode repose sur I'exploitation des propriétés d’orthogonalité
d’un code avec son code dual. On peut ainsi obtenir des informations sur
Perreur wvia la projection du mot regu sur l'espace dual (on appelle cette
image un syndrome).

On considére un code C (de longueur n et de dimension k) de matrice
génératrice G et de matrice de parité (ou de contréle) H. On note C* son
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TEB

—— non codée
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F1G. 2.12 — Décodage analogique du Hamming [7,4,3]

code dual de matrice génératrice H et de matrice de parité G.
On définit la relation d’équivalence

TRy <= (r—y) €C

Les cosets d’un code C sont alors les classes d’équivalence de la forme x + C
ou x est un élément de F3.

Définition 2.5.1 Soit H une matrice de contréle pour C. On définit ’ap-
plication S par
S: Fp — FpF
r +— Hlzx

S(z) est appelé le syndrome de x relativement a H.

Proposition 2.5.1
r€C+= H'z=0



Décodage sans support graphique 49

Remarque 2.5.1 Deux éléments sont dans une méme classe d’équivalence
st et seulement si ils ont le méme syndrome.

Proposition 2.5.2 Dans un coset donné, il existe au plus un élément x tel

d
que w(zr) < §.

Définition 2.5.2 Un élément de plus petit poids dans un coset est appelé
“coset leader”.

Principe du décodage par syndrome :
On consideére ici que le mot émis est z (z € C), l'erreur e et le message regu
y (y=e+C et y et e sont donc dans la méme classe d’équivalence).

1. On crée le tableau standard du code qui associe a chaque syndrome
tous les éléments du coset ainsi que le coset leader.

2. On calcule le syndrome de y qui est associé a la classe y + C et on
choisit le coset leader vy’ de ce coset.

3. On décode au maximum de vraisemblance en considérant que le mot
effectivement émis est y + v/'.

Cette méthode, simple a mettre en oceuvre, possede cependant 1’in-
convénient de ne plus étre exploitable dés que la dimension du code dual
devient trop importante (le nombre de coset est 2"7%), rendant ainsi
I’élaboration de la table des syndrome beaucoup trop coiiteuse en terme
de temps de calcul machine.

2.5.2 Deécodage de Chase

Cette méthode proposée initialement par Chase dans [27] peut étre
appliquée a tout code en bloc possédant un décodeur algébrique. Si l'on
considére un canal gaussien, cela revient a minimiser la distance euclidienne
entre ’observation et un mot de code. Soient r 'observation réelle, y 1’ob-
servation seuillée (y € F5) et ¢ un mot de code quelconque d’un code binaire
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C[n, k]. La distance euclidienne entre r et ¢ est alors donnée par

n—1
dp(rie) = Y (ri—c)’

=0
n—1
= |IrlP+n—2> |y
=0
n—1 n—1
= P +n—=2> " |rl+4 ) Iril
i=0 i=0

YiFCi

En mappant 'ensemble {—1, 1} sur I'ensemble {0, 1}, I’égalité ci-dessus de-
vient :

n—1 n—1
dp(r.e) = |Ir> +n =2 |ril+4 (Irilyi ® i)
=0 =0

Minimiser cette distance euclidienne revient donc & minismiser le terme
n—1

z:(|m|yZ @ ¢;) par rapport a 'ensemble des mots du code.

ieoprobléme majeur d’une telle méthode étant le nombre élevé de mots de
code, Chase a proposé de restreindre la recherche du mot de code le plus
vraisemblable & un simple sous-ensemble de mots de code.

Dans un premier temps, I’'observation réelle r est seuillée pour fournir ’ob-
servation binaire y. On détermine le mot de code ¢ le plus proche de y
a l'aide d’un décodeur algébrique corrigeant au plus ¢t = Ld;zlj erreurs. %)
est 'unique mot de code situé Yintérieur de la boule de centre y et de rayon
t. La méthode de Chase consiste a étendre la recherche a I’ensemble des
mots de code appartenant a la sphere de centre y et de rayon 2t = d — 1,
le mot de code émis s’y trouvant forcément si le nombre d’erreurs commises
ne dépasse pas la capacité correctrice du code. Cela revient & augmenter le
pouvoir de correction du décodeur. On note ¢ les séquences de longueur n

et de poids L%J utilisées pour “atteindre” les mots de codes contenus dans
la sphere de centre y et de rayon L%J Pour chacun des ¢t on calcule la
séquence y(i) =t @ y a laquelle on associe un mot de code @ qui est
déterminé a l'aide du décodeur algébrique. Parmi tous les mots de codes

n—1

ainsi construits, on choisit finalement celui qui vérifie min E (Irilyi @ ¢
i=0

Chase a décliné son algorithme en 3 versions distinctes permettant ainsi

(j))'

i



Décodage sans support graphique 51

de diminuer le nombre de séquences de test nécessaires, réduisant donc la
complexité, mais dégradant les performances du décodage.

o Algorithme 1 : Il s’agit de la version originale de ’algorithme ex-
plicitée ci-dessus. Il implique de former toutes les séquences test de
poids L%J pour obtenir tous les mots de code contenus dans la sphere
S(y,d—1). Le cott de calcul est malheureusement rédhibitoire lorsque
la distance minimale (ou la longeur) est importante car il nécessite la

5]

formation de Cpz?- séquences de test.
¢ Algorithme 2 : On considere les L%J indices correspondant aux va-
leurs les moins vraisemblables des |r;|. On ne forme que les motifs d’er-
reur dont les 1 sont positionnés en ces indices. Le nombre de séquences
de test est alors QLgJ.
¢ Algorithme 3 : Dans ce cas, le nombre de séquences de test est
L% + 1J ou chacune d’entre elles possede exactement ¢ 1. Ces 7 positions
correspondent aux i valeurs |r;| de vraisemblances les plus faibles pour
i€{0,1,3,...,d— 1} si d est paire et i € {0,2,4,...,d — 1} dans le
cas contraire.

Remarque 2.5.2 Les deuz derniéres versions de l’algorithme sont trés sen-
sibles au nombre de positions considérées comme les moins fiables. On peut
augmenter ce choiz afin d’avoir un sous-ensemble de mots de code plus im-
portant et améliorer ainsi la probabilité que le mot de code effectivement
émis lui appartiennent.
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Chapitre 3

Codes cortex

Cette famille de turbo codes en blocs est issue des travaux conjoints de
Carlach et Vervoux [26]. De nombreux espoirs ont été placés dans cette
construction et seront alimentés notamment par les travaux de Olocco
et Tillich [73][74] et Otmani [77]. Leurs études concernaient plus parti-
culierement les aspects théoriques de la construction avec ses différentes
propriétés, alors que l'axe principal adopté durant cette theése est la dif-
ficulté de décoder cette famille de codes et la nécessité de modifier cette
structure pour la rendre mieux adaptée au décodage. Apres quelques rap-
pels sur les codes “cortex”, un lien entre ces codes et les treillis cycliques est
présenté pour les codes de distance minimale 8, ce qui a notamment permis
de trouver un nouveau treillis cyclique pour le code de Golay [24,12,8].

3.1 Présentation

3.1.1 Principe de construction
3.1.1.1 Description formelle

L’une des particularités des codes “cortex” est qu’ils peuvent se
construire avec différents codes de base ayant eux-mémes différents rende-
ments. Dans le cadre de la decription formelle, nous nous plagons dans le cas
ou tous les codes de base Cp, sont identiques, de dimension kj, de rendement
% sur le corps F et ayant une matrice génératrice sous forme systématique
notée (I, |Rp).

On considere la concaténation parallele de e codes Cp. Le code résultant
de cette concaténation possede une matrice génératrice sous forme

systématique dont la matrice redondante R est donnée par le produit de

93
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Kronecker :
Ry =1.® Ry

L’idée des codes “cortex” est d’alterner ces phases de concaténation parallele
avec des phases de permutations adin de mettre en série ces encodages pa-
ralleles qui ne permettent pas & eux seuls d’augmenter la distance minimale
par rapport au code de base C; utilisé.

Avant de définir la construction “cortex” a proprement dite, on introduit
quelques notations. On note S le groupe symétrique agissant sur un en-
semble & k éléments. On peut associer toute permutation 7 de S avec une
matrice carrée I = (h; ;) de taille k& x k telle que :

hi’j = 57“(7')7]
ou
V(i,j) e N* x N*, §;; = 1sii=j
= 0 sinon
Soit m = (my, ..., mp_1) un vecteur de F¥. On a la relation :
m.Il = (mw—l(o), ce ,mwfl(k_l))

On note R®)(m) le vecteur de redondance associé & un vecteur m de F* ayant
subi s permutations alternées avec des encodages paralleles. Ce vecteur est
donné par la relation :

R(S) (m) = mRkH()Rk .o Hs_le

Définition 3.1.1 Soit C, un code linéaire de dimension ky, de rendement
% sur un corps F et dont une matrice génératrice sous forme systématique
se note (I,|Ry). Sotent k = eky, ot e est un entier non nul et R, = I, ® Ry,
(ou ® définit le produit de Kronecker de 2 matrices). Pour toute suite de
permutations I1 = (Ily, ..., IIs_1) de Sk, le code “cortex” construit a partir
du code de base Cy, et utilisant cette suite de permutations est l’ensemble des
mots correspondant & la concaténation des vecteurs m et R (m) lorsque m

décrit Uespace F*».

Le code ainsi obtenu est un code de dimension k, de rendement % et dont
une matrice génératrice sous forme systématique est donnée par :

G = (It|RyIIoRy . . . 11,1 Ry)
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3.1.1.2 Description graphique

Les codes “cortex” binaires sont des codes correcteurs d’erreurs en blocs
systématiques de longueur n = 2k comportant k bits d’information. Ces
codes se présentent sous la forme de concaténations série et parallele de pe-
tits codes de base Cy[ny, ky, dp] (la figure 3.1 utilise un code de Hamming
[8,4,4] comme code de base noté H). Les codes de base sont regroupés en
étages séparés par des permutations (7 sur la figure 3.1) non nécessairement
identiques.

Le processus d’encodage systématique se déroule de la fagon suivante :
Le premier étage transforme le vecteur de bits d’information a encoder

X = (x0,21y.00yTp—1) = (x(()o),a:go),...,x@l) = XO© en un vecteur de

bits de redondance R(® = (7‘(()0),7“§0),...,7“,(€()_)1). Les éléments de ce vec-
teur redondance subissent alors une premiére permutation my pour obtenir

X0 = (0 O 0)

(0)’ ﬂ(l),...,rﬂ(k_l)). On procede ainsi pour les n. étages et les
ne — 1 permutations qui composent la structure. Le mot de code correspond
alors a la concaténation du vecteur X de bits d’information avec le vecteur

R(™e=1) de bits de redondance.

S HED D HED - O HE
AHE I HE I
Com E
A HED g R e I HE

FiG. 3.1 — Codeur “cortex”
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3.1.2 Propriétés et codes construits
3.1.2.1 Quelques rappels

En préambule a cette partie, nous rappelons quelques définitions sur
les codes binaires auto-duaux. Par convention, n, k et d sont des symboles
“réservés” qui désignent respectivement la longueur, la dimension et la
distance minimale du code.

Définition 3.1.2 On note C* le code dual du code C défini par :

Ct ={yeFy Nz € C,x.y =0}

\

n
ou “r-y” correspond au produit scalaire E TiYi-
i=1

Définition 3.1.3 Un code est dit auto-orthogonal si C C C*.

Définition 3.1.4 Un code est dit auto-dual si C = C*.

Remarque 3.1.1 Les mots d’un code auto-dual sont tous de poids pairs.
Définition 3.1.5 Un code auto-dual sur Fy dont tous les poids sont congrus
¢ 0 mod 2 et pour lesquels il existe au moins un mot de poids congru a 2

mod 4 est de Type I (i.e simplement pair).

Définition 3.1.6 Si tous les mots d’un code binaire C' sont de poids congrus
a0 mod 4, C est dit de Type II (i.e doublement pair).

Théoreme 3.1.1 La distance minimale d’un code de type I est bornée par
a=2x|2]+2
8
Théoreme 3.1.2 La distance minimale d’un code de type II est bornée par
n
d=4x L—J 4
= 2 +

Remarque 3.1.2 Un code dont la distance minimale atteint cette borne est
dit extrémal.
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3.1.2.2 Propriétés des codes “cortex”

Les deux théorémes énoncés, ainsi que leurs démonstrations, proviennent
de Canteaut et Charpin [24]. Ces deux théorémes souligne notamment
I'intérét des codes cortex pour la construction des codes auto-duaux.

Théoréme 3.1.3 Lorsque le nombre de permutations est pair (respective-
ment impair), les codes ”cortex” construits a l'aide du code de Hamming
étendu [8,4,4] ont des mots de code de poids multiple de 4 (respectivement
de 2).

Théoreme 3.1.4 Les codes “cortex” comstruits ayant pour base des codes
auto-duauz sont des codes auto-duaur.

On peut citer deux autres résultats majeurs concernant les codes cortex. Le
premier est 'ceuvre de Olocco et Tillich [74] qui ont montré que ces codes
sont asymptotiquement bon en démontrant qu’ils ont la méme capacité de
correction que des codes aléatoires.

Un dernier résultat théorique tres important provient des travaux de Ot-
mani [77] qui a démontré que tout code auto-dual de type II admet une
représentation sous forme de codes cortex.

3.1.2.3 Codes obtenus

Dans cette partie, on récapitule les codes auto-duaux construits par la
méthode ”cortex” a l’aide de permutation de la forme :

i— (a*xi+b) mod k pour (a,b) € Z x Z.

Ces codes sont répertoriés dans le tableau 3.1 et proviennent des travaux de
these de Otmani [77] & Pexception du [96,48,16] et du [128,64,20] obtenus
durant ma these.

3.2 Décodage

Les travaux de Olocco et Tillich ont notamment permis de mettre a jour
la difficulté de décoder les codes cortex possédants plus de deux permu-
tations. Les différents résultats expérimentaux obtenus durant cette these
abondent par ailleurs pleinement dans ce sens. Cependant, pour certains
codes cortex a deux permutations, notamment ceux de distance minimale 8,
il est possible de les décoder en faisant un lien entre ces codes cortex et les
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‘ code de parametres [n, k, d| H borne d,;n, ‘ couple (a,b) ‘ nombre d’étages ‘

[16,8,4] 4 (1,0) 3
[24,12,8] 8 (5,1) 3
[32,16,8] 8 (3,0) 3
[40,20,8] 8 (3,0) 3
[56,28,12] 12 (5,1) 3
[64,32,12] 12 (19,0) 3
[72,36,12] 16 (5,0) 3
[88,44,16] 16 (35,0) 7
[96,48,16] 20 (37,1) 21
[128,64,20] 24 (19,0) 21

(en caractéres gras les codes auto-duaux extrémaux)

TAB. 3.1 — Codes auto-duaux mis sous forme ”cortex”

treillis cycliques. Cette approche a notamment permis de trouver un nou-
veau treillis cyclique a 16 états pour représenter le code de Golay [24,12,8]
(Cf. figure 3.4). Cependant, mis a part certains codes de distance minimale
12 pouvant se mettre sous la forme d’un treillis cyclique a 256 états, le lien
entre les codes “cortex” et les treillis cycliques n’est pas une généralité. De
plus une telle approche est limitée par I'aspect complexité car plus la dis-
tance minimale est importante et plus le treillis cyclique obtenu aura un
nombre d’états important, ce qui le rendra trop complexe pour la phase de
décodage.

3.2.1 Exemples de codes de distance minimale 8

Dans cette section, nous traitons ’exemple d’un canal de transmission
pour lequel le code utilisé est le Golay [24,12,8] associé a une modulation
M DP-2. Le bruit est supposé gaussien et additif. Le codeur canal utilisé est
le codeur “cortex” de la figure 3.2 pour lequel les boites A;, B; et C; sont des
codes de Hamming étendu [8,4,4]. Les bits x; correspondent aux bits d’in-
formation alors que les bits r; sont ceux de redondance. Le décodeur utilise
quant a lui une structure dérivée du codeur “cortex” et qui est représentée
sur la figure 3.3.

L’obtention de cette nouvelle structure provient directement du code cortex
associé mais pour lequel on aurait changé le sens de propagation de I’infor-
mation. Par exemple, sur la figure 3.2, les bits d’information initialisent la
bordure gauche de la structure et la propagation de gauche a droite permet
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d’obtenir les bits de redondance sur la bordure droite. Pour obtenir la figure
3.3, il nous suffit de choisir une propagation orthogonale a la précédente
en prenant By comme origine. La propagation se fait alors sous forme de
2 ondes qui avancent simultanément et parallelement. Lorsque 'une de ses
ondes traverse une boite A; (boite qui regoit les bits d’information), 'autre
traverse dans le méme temps une boite C; (boite qui délivre les bits de redon-
dance) et elles ne se rejoignent que sur les boites B; donnant ainsi naissance
a la forme factorisée de la structure.

étage O étage 1 étage 2
z1 n : : 1 1 L
| I | |
2 72
AO : : BO : : C()
r3 - —rs3
| i | |
| [ | |
T4 T 1 T T 4
' I ' '
5 - 5
1 1 1 1
| I | |
e — T T T T —7T6
Ay [ 0 By [0 T Gy
7 —r7
| i | |
| [ | |
8 - T T T T '8
I | I I
rg - —rg
1 1 1 1
| I | |
10 — T T T T 710
A2 1 I B2 1 1 CQ
11 — 11
| i | |
| [ | |
12 — [——— [ 12

F1c. 3.2 — Codeur “cortex” du code de Golay [24,12,8]

2 2
4 ' ' 4
—+ AO BO CO —
2 2
2 2
4 4
—+ Al Bl Cl —
2 2
2 2
4 4
—+ A2 9 BQ 9 02 =

Fia. 3.3 — Codeur “cortex” simplifié du code de Golay [24,12,8]

Le lien important qui existe entre la représentation cortex de la figure
3.2 et le treillis cyclique de la figure 3.4 apparait plus clairement lorsque
I’on regroupe les différentes liaisons entre les codes de Hamming par un seul
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et méme trait. Ainsi sur la figure 3.3, les liaisons au centre de la structure
représentent des couples de bits qui seront des bits d’état pour le treillis
cyclique. Le passage de la structure cortex a un treillis cyclique est donc en
grande partie dépendant de la permutation utilisée.

A

(z1, 2,23, 4) (r1,72,73,74)

'/é\o
\@/.

SO

(r9,T10,711,712)

(z9, %10, T11, T12) \@

C*@”

>C<

(rs5,76,77,78)

(x5, 6, 7, T8) @

C\@”

e

F1G. 3.4 — Code de Golay [24,12,8] sous forme “cortex” dépliée

Le treillis ainsi obtenu (Cf. figure 3.4) présente une structure particuliere
qui est formée par la concaténation de cycles (appelés “bracelets”). Le code
de Golay [24,12,8] présenté a titre d’exemple comporte 3 bracelets corres-
pondant aux cycles (By, Cy, B1, Ag), (B1,C3, By, As) et (Bg,Cy, By, A1). En
raison de cette particularité structurelle, ces treillis initialement présentés
par Cadic et al. dans [20] seront appelés des “treillis bracelets”.

Sur cette nouvelle structure, les différentes boites n’ont plus vraiment le
meéme fonctionnement que dans le cas du codeur “cortex” en raison des mo-
difications exercées sur le séquencement, mais elles demeurent en revanche de
meéme nature dans le sens ou elles découlent directement de la brique de base
de la figure 3.2 a savoir le code de Hamming étendu [8,4,4]. Plus précisément,
on déduit deux types de transition que 'on représente sous formes matri-
cielles en utilisant le formalisme suivant : une matrice M de transition des
poids d’une section de treillis possédant un ensemble I d’états initiaux et
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un ensemble J d’états finaux a ses composantes m; ; telles que :

VieI,VjeJ, m;; = Zw(bri;)

ou Z est une variable formelle et w(br; ;) est le poids de Hamming de la
branche reliant 1'état S; de début de section a I’état .S; de fin de section.
Lorsque qu’il n’existe pas de branche reliant un état S; avec un état S;, on
prend comme convention m; ; = 0.

On considére maintenant le cas du code de Hamming étendu [8,4,4] pour
élaborer nos matrices de transition dont la matrice génératrice est de la
forme :

10000111
01001101
00101011
00011110

& matrice de transition associée aux boites A; et C; :
Ces matrices sont déterminées en considérant que pour chaque mot de
code les 4 bits d’information servent a étiqueter la branche du treillis
(le poids de ces 4 bits correspond donc a I'exposant de Z) reliant ’état
de début (donné par les 2 derniers bits de redondance) a I’état de fin
(donné par les 2 premiers bits de redondance). Avec ces conventions
nous avons :

1 z3 Z3 Z?
z3 7?2 72 Z
z3 72 72 Zz
z? z zZ z*

¢ matrice de transition associée aux boites B; :
Ces matrices sont obtenues en considérant que les 2 premiers bits
d’information et les 2 premiers bits de redondance constituent 1’état
d’entrée de la section alors que les deux derniers bits d’information et
de redondandance constituent I’état de sortie de la section. La matrice
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ainsi obtenue est la suivante :

1000000000000000
0000000100000000
0000000000000OGO1O0
0000000001000000
0000000000000100
0000000000100000
0001000000000000
0000100000000000
0000000000010000
0000000000001000
0000010000000000
0010000000000000
0000001000000000
0100000000000000

0000000010000000
0000000000000COO01

CODES CORTEX

Ces deux types de matrices sont associés chacun a un treillis bien particulier.
Dans le cas A; ou Cj, cela correspond & un treillis a 4 états possédant 4
bits d’étiquettes et qui est représenté sur la figure 3.5. Par convention, les
étiquettes v notées entre accolades a gauche d’un état S correspondent,
lorsqu’elle sont lues de la gauche vers la droite, aux étiquettes reliant cet
état S respectivement aux états 0 (00), 1 (01), 2 (10) et 3 (11).

Pour le cas de B;, il apparait clairement que c’est une matrice de permu-
tation. Elle est par conséquent associée au treillis de la figure 3.6 qui ne
possede aucun bit d’étiquette.

7
{0000, 1110, 1011, 0101}
{1101,0011,0110, 1000}
{0111, 1001, 1100, 0010}

{1010,0100, 0001, 1111}

FiG. 3.5 — Treillis associé aux boites A; et C;
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|

Fi1a. 3.6 — Treillis associé aux boites B;

3.2.2 Calcul de la distribution des poids

En guise de préambule quelques rappels sur le produit de Kronecker,
aussi appelé produit tensoriel.

Soient A = (@i j)i<;<n €t B = (bi;)i<;<, deux matrices. La matrice C
1<4 < 1<i<p
résultant du produit de Kronecker de A et B est la matrice de dimension

mp X ng dont chaque terme est donné par la relation c¢;;1 = a;bj;. De

=Jj=
=iz

<m
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fagon similaire, C' peut s’écrire sous forme partitionnée comme suit :

alle aLQB . al,nB
a271B GQQB . a27nB
am1B ama2B ... amnB

L’une des propriétés importantes de ce produit est qu’il est lié avec le produit
matriciel classique via la relation :

(A® B).(C® D)= (A.C)® (B.D)

ou A, B, C et D sont des matrices de dimensions repectives m X n, p X g,
nXxr et gx s alors que . et ® représentent respectivement le produit matriciel
et le produit de Kronecker.

Déterminons maintenant le polynéme de distribution des poids du code de
Golay [24,12,8] par cette méthode. Ce treillis du code de Golay [24,12,8]
(Cf. figure 3.4) a la particularité d’étre une succession de sections, reliées
entre elles par d’autres sections agissant comme des permutations, sur les-
quelles le treillis est factorisé en deux sous-treillis identiques. Ainsi, pour
représenter formellement cette factorisation, on utilise le produit de Kro-
necker qui réalise alors le passage de deux espaces de dimension quatre a
un espace de dimension seize. En d’autres termes le produit de Kronecker
de deux matrices associées chacune & une section de treillis correspond au
produit de ces deux sections de treillis. Par suite, le polynéme énumérateur
des poids W (Z) du code de Golay [24,12,8] est donné par la relation :

2

W(zZ) = TTaC@[H(A(2i)mod3 ® C(2i)ymod3)-B(2i+1)mod3]
=0

En appliquant cette formule avec les matrices (A;)i=o.2, (Bi)i=o0..2 et
(C)i=0...2 définies précédemment, on obtient comme polynéme énumérateur
des poids :

W(Z) =1+ 7592% + 257622 + 75926 + 74

De plus quelque soit le nombre de bracelets que 1'on rajoute au treillis, la
distance minimale demeure inchangée, a savoir 8 [20].

Etre en mesure de calculer le polynome énumérateur des poids d’un code a
partir d’une structure graphique est trés important car, d’apres Aji et McE-
liece [2], cela assure que l'algorithme de décodage adapté de ce calcul de
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distribution sera optimal selon le critére du maximum de vraisemblance. 11
est cependant tres difficile, voire impossible, de déterminer de fagon exacte
par un calcul simple le polynéme énumérateur des poids d’un code sur des
structures autres que les arbres ou les treillis. L’algorithme de décodage
décrit dans la section 3.2.3. fonctionne suivant le modele de calcul de la dis-
tribution des poids présenté dans cette section et est par conséquent optimal
selon le critére du maximum de vraisemblance.

3.2.3 Justification de la méthode de décodage

Avant de définir quelques notations, nous rappelons que le décodage

s’effectue a partir d’'un treillis cyclique comportant n sections (identiques
dans le cadre de 'exemple) dont I'une d’elles est schématisée sur la figure 3.7.
On rappelle également qu’une classe d’équivalence correspond a ’ensemble
des mots de code dont la représentation sur le treillis est un circuit ou chemin
fermé dont 1’état de départ est identique a celui d’arrivée.
La figure 3.7 représente une seule section du treillis avec 2 branches paralleles
qui correspondent aux sous-treillis A; et Cy comportant respectivement M 4
et M états alors que B et Byy1 sont des treillis d’interaction sans étiquette
possédant M = M4 M¢ états.

F1G. 3.7 — Schéma d’une section factorisée (bracelet) du treillis

On note X; = (x9,21,...,2p—1) € C un mot de code et ¥ =
(Y0,Y1,---,Yn—1) une observation regue. En fait, chacun des ¢; correspond
a I’ensemble des bits que l'on rencontre sur la section ¢ du treillis : une
premieére moitié de ces bits sert a étiqueter le sous-treillis A; (Cf. figure 3.7)
et autre moitié & étiqueter le sous-treillis C;. De la méme facon que 'on
répartit les bits d’étiquettes émis sur les deux sous-treillis A; et By, chaque
1y correspond aux observations regues pour I'ensemble des bits de la section
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t. On décompose donc y; en y; 4 et y;c qui sont les observations regues
permettant de déterminer les métriques de branche respectivement de A; et
Ct.

On note également Y{ la suite (yo,...,y:), la suite d’états sg & s; étant de
méme notée S§.

De plus I'ensemble des probabilités d’atteindre a l'instant ¢ ’état m pour
tous les états de départ 0,1,..., M — 1 est représenté par la liste :

Pr(Y{|so = 0)
Pr(Yot|so = 1)
Lt(m) = .

Pr(Yilso = M—1)

Avec ces notations, nous pouvons écrire que le décodage d’un code C selon
le maximum de vraisemblance a posteriori consiste a choisir le mot de code
X; € C qui maximise la probabilité d’avoir regu I'observation Y. De fagon
plus formelle, cela signifie résoudre le probléeme de maximisation :

max P(Y].X;)
Or, un mot de code est décrit par un ensemble de transitions entre états s; et
si+1 de deux étages successifs d’indices ¢ et (t+1) d’un treillis. Ce processus
de parcours du treillis étant de type Markovien d’ordre 1 (un état s a
Iinstant ¢ 4+ 1 ne dépend que de I'état s; a I'instant ¢ et de la transition), si
I'on émet 'hypothese que les échantillons bruités sont indépendants, nous
pouvons écrire :

n—1

PT(Yon_l\Xi) = H [Pr(yt,A|3t73t+1) X PT(yt,C|8t,8t+1)]
t=0

ot P(yt,alst, si+1) (resp. P(yi,cl|st,si+1)) est la probabilité a priori de la
branche du sous-treillis A; (resp. C}) associée a la transition entre les états
St et Sgy1.

De plus, on impose sy = s,_1. En effet, le treillis étant cyclique, 1’état de
départ et celui d’arrivée doivent étre les mémes. Notre probléme de maxi-
misation de la vraisemblance a posteriori Pr(Y]" !|X;) consiste donc & re-
chercher quelque soit m variant de 0 & M — 1 la valeur optimale :

n—1

_max H [Pr(ye,alst, st41) X Pr(y,clst, st+1)]
S0=Sp—1=m

t=0
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Justifions maintenant, & ’aide d’un raisonnement par récurrence en fai-
sant varier de 0 & n le nombre de sections factorisées (bracelets) de notre
treillis cyclique, le fait que notre méthode permet bien la résolution d’un tel
probleme de maximisation.

1. Initialisation (¢ = 0).
Pour chacun des sg(m), m variant de 0 & M — 1, les probabilités sont
initialisées comme suit :

pour ¢ variant de 0 & M — 1.

Pr(Y¥so=4) = 1/M sim=i
Pr(Y9|sp=i) = 0 sinon

2. Treillis cyclique comportant 1 section factorisée (t = 1).
Pout tout m variant de 0 & M — 1, on obtient :

max [Pr(yo,also = 0) x Pr(yo,clso = 0)]
0

Ll(m) =

Insa}x [Pr(yo,also =M — 1) x Pr(yo,clso =M —1)]
0

Pour obtenir la séquence optimale S§, il nous faut alors prendre :

max L1 (m) = max [Pr(yo a|so = s1 = m) X Pr(yo,c|so = s1 =m)]
m S&,m

3. Treillis cyclique comportant ¢ section factorisées.
A un instant donné ¢, on dispose de I’ensemble des vecteurs optimaux
définis par :
P T(Yot |80 = 0)
Li(m) = : , pour m variant de 0 a M — 1.
Pr(Y{|lso = M—1)

Par suite, a l'instant ¢ 4+ 1, nous obtenons :

max Pr(Y{ sy = 0)
Syt

Liy1(m) = : , pour m variant de 0 & M — 1.

max Pr(Y{ sy = M —1)
sgtt
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avec :

I;%P?“(YJHBO) = ms%x (PT(Yot|50) X {Pr(ye+1,418t, st41) ¥ Pr(yt+1,0|5t78t+1)})
0 0

La séquence optimale SSH est alors obtenue a ’aide de la relation :

max Lyy1(m) = max Pr(Y{t|so = s;11 =m)
m (t)+1,m

Par récurrence, nous pouvons donc généraliser ce résultat a chacune de nos
itérations et en déduire que le chemin obtenu au terme de 'iteration (n— 1)
correspond a un mot de code valide et optimal pour la résolution de notre
probleme.

La figure 3.8 présente les différentes courbes de taux d’erreur binaire bi-
naire obtenues avec cette méthode selon que I’on conserve ou non 'intégralité
des classes d’équivalence tout au long du processus. Ainsi, la courbe nommée
“16 classes” signifie que toutes les classes de départ sont préservées. Plus
généralement, les courbes “n classes” correspondent & un décodage pour le-
quel on ne conserve que les n classes de plus fortes vraisemblances en chacun
des états du treillis.

La figure 3.9 présente les courbes de décodage obtenues pour un code pa-
rametres [256,128,8] associé lui aussi a un treillis cyclique de type “bracelet”.

3.2.4 Complexité

Les résultats des diverses simulations viennent confirmer le fait que
le décodage est optimal lorsque que l'on conserve l'intégralité des classes
d’équivalence tout au long du processus. De plus, les simulations laissent
entrevoir le fait qu’il peut étre intéressant de ne pas conserver toutes les
classes d’équivalence permettant ainsi de limiter la complexité. Par exemple,
si 'on conserve seulement 8 classes, alors les résultats sont tres proches de
loptimal (écart inférieur a 0.1 dB). Si 'on ne conserve que 4 classes, la
courbe s’écarte légerement de I'optimal (environ 0.1 dB). En revanche, avec
seulement deux classes d’équivalence, la courbe s’éloigne nettement de 1’op-
timal (environ 0.8 dB).

Un bon compromis semble donc étre le décodage conservant 4 classes
d’équivalence car s’il permet de réduire la complexité en divisant par 4 le
nombre de classes d’équivalence, il parvient tout de méme a demeurer quasi
optimal en terme de correction d’erreurs.

Les deux tableaux 3.2 et 3.3 sont relatifs a ’étude de la complexité de
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F1a. 3.8 — Décodage du code de Golay [24,12,8]

notre algorithme sur différents treillis du code de Golay [24,12,8]. Dans le
premier ce sont les nombres d’additions nécessaires au fonctionnement du
programme qui sont recensés alors que le second exprime des gains de com-
plexité entre les différents treillis. De ces résultats, il se dégage le fait que
le treillis cyclique factorisé est le plus performant en terme de complexité et
son avantage devient de plus en plus évident au fur et a mesure que 'on di-
minue le nombre de classes survivantes. La notation treillis cyclique “CFV”
fait référence aux initiales des auteurs Calderbank et al. de [21] dans lequel
un treillis minimal cyclique pour le code de Golay est présenté. Ce treillis
possede 12 sections a 16 états comportant chacune 2 bits (I'un d’information
et 'autre de redondance). De plus, pour chaque section, chaque état possede
deux branches entrantes et deux branches sortantes. Le gain de complexité
de notre treillis par rapport au treillis “CFV” provient ainsi en grande partie
du calcul des métriques sur les branches du treillis. Dans les cas du treillis
bracelet, il y a 32 branches de 4 bits par nceud de bracelet et donc 3x32 = 96
branches de 4 bits & traiter pour le code de Golay [24,12,8]. Dans le cas du
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TEB

—©- non codée

—=- 2 classes
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—7— 8classes : 14
{ 16 classes : 1
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F1c. 3.9 — Décodage du code de parametres [256,128,8]

treillis “CFV”, il y a 16 x 2 = 32 branches de 2 bits pour chaque section.
Par conséquent pour ce méme code de Golay, il faut traiter 32 x 12 = 384
branches de 2 bits.

Remarque 3.2.1 On peut constater que la complexité de décodage est for-
tement liée au nombre de classes conservées car l’algorithme de décodage
utilis€é pour chacun des treillis est celui présenté en 3.2.3.

Remarque 3.2.2 Les travauz réalisés concernant le décodage des codes cor-
tex binaires construits avec deuzr permutations et de distance minimale 8
peuvent étre appliqués aux codes cortex sur Z4 (I’Octacode [8,4,6] remplace
alors le Hamming [8,4,4]) composés de deuzx permutations et de distance mi-
nimale 12. En effet, dans ce cas, la structure corter peut la aussi se déplier
sous la forme d’un treillis “bracelet” comportant cette fois-ci 256 états.
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nombre de classes conservées || nombre d’additions dans I'algorithme de décodage
treillis cyclique | treillis cyclique | treillis cyclique
“CFV” non-factorisé factorisé
16 classes 5092 2301 1626
8 classes 2788 1533 858
4 classes 1636 1149 474
2 classes 1060 957 282
TaB. 3.2 — Complexité de décodage par “classes”
nombre de classes conservées gain de complexité
“CFV” / factorisé | non-factorisé / factorisé
16 classes 3.13 1.41
8 classes 3.25 1.79
4 classes 3.45 2.42
2 classes 3.76 3.39

TaB. 3.3 — Comparaison de la complexité de décodage

3.3 Codes a information répartie

3.3.1 Motivation

L’un des enseignements importants de I’étude des codes “cortex” de Car-
lach et al. [25] est la difficulté de décoder des codes construits a partir de
plus de trois couches successives composées de petits codes de base (ici le
Hamming étendu [8,4,4]). En effet, ces couches de petits codes ne sont pas en
relation directe avec les bits recus par le canal de transmission, ce qui induit
une “dilution” de l'information au fur et a mesure de la progression dans
la structure. Ce phénomene est d’autant plus important que les couches de
codes sont nombreuses.

Une des solutions envisagées durant cette these pour lutter contre ce
phénomene est une évolution de la construction ”cortex” vers une struc-
ture offrant une meilleure répartition des bits destinés & étre émis sur le
canal. Cela signifie que les bits composant un mot de code ne doivent plus
setrouver uniquement sur les bords de la structure comme cela est le cas avec
les codes “cortex”, mais au contraire des bits d’information et/ou de redon-
dance doivent apparaitre sur chacun des étages de la structure. Ainsi, lors de
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I'initialisation du décodage, chacun de ces étages possedera de 'information
provenant directement du canal.

3.3.2 Construction de codes de rendement 1/2
3.3.2.1 Construction avec un unique code de base

Les codes construits dans cette section ont pour code de base le Hamming
étendu [8,4,4] de matrice génératrice

10000111
01001101
00101011
00011110

G =

L’encodage de l'information se fait progressivement jusqu’au centre de la
structure depuis la partie gauche (Cf. figure 3.10), puis sur la partie droite
de la structure on recueille la redondance. Par exemple, sur la figure 3.10,
les seize premiers bits rencontrés lors du parcours de gauche a droite de la
structure correspondent aux bits d’information et les seize derniers aux bits
de redondance.

En prenant pour permutation

{0,1,...,15} —  {0,1,...,15}
T i — (7Txi4+1) mod 16

on obtient le code [32,16,6] de la figure 3.10 qui est composé de six couches.

bits d’information bits de redondance
t2 L F2
2 F2, , $2 2
4 L ] 4
2 2171 g 2
2, f2
.

F1G. 3.10 — Code auto-dual de parameétres [32,16,6]
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Le polynome énumérateur des poids de ce code est :

W(X) = 1+32X5+300X8 +1952X10 + 6976 X% + 14400X ™ + 18214 X 16
+ 14400X 18 + 6976 X 20 4+ 1952X22 4 300X 24 4 32X 26 + X32

Les deux codes qui suivent sont deux autres exemples de la mise en appli-
cation de ce principe de construction.
¢ Un code de parameétres [64,32,10] obtenu en 8 couches avec les permu-
tations suivantes :

0, 6 i — 1 mod 4

1, T4 i — (Bi+1) mod 8

9, 5 i — (bi+1) mod 16
3 i — 19 mod 32

¢ Un code de parametres [128,64,14] obtenu en 10 couches avec les per-
mutations suivantes :

70, T8 T ) mod 4
T, 7 i — 1 mod 8
T, Te i (Si—i- 1) mod 16
T3, 5 i — (19¢+1) mod 32
Ty i — (37i+1)  mod 64

On peut mentionner deux remarques d’ordre expérimental.

Remarque 3.3.1 La migration sur Z,4 de la structure en utilisant [’octacode
[8,4,6] peut s’avérer intéressante si l'on se référe aux résultats obtenus avec
la construction “cortex”.

Remarque 3.3.2 La distance minimale du code construit semble directe-
ment liée a la distance minimale du code pris comme brique de base, car de
petites manipulations prenant comme autre brique de base un code [32,16,8]
ont permis un accroissement plus rapide de la distance minimale du code
global (cf. section suivante).

3.3.2.2 Construction avec deux codes de base distincts

Ici les deux codes de base utilisés sont le code de Hamming étendu [8,4,4]
rencontré précédemment et le code auto-dual [32,16,8] de matrice génératrice
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G = (1dy6|P) avec

1100011110110111
0111110001111011
1011011111000111
0111101101111100
1100101101111011
1011110010110111
0111101111001011
1011011110111100
0011110111101101
1101001111011110
1110110100111101
1101111011010011
0011111011011110
1110001111101101
1101111000111110
1110110111100011

CODES CORTEX

Ce code possede de plus la particularité d’étre obtenu par la méthode “cor-
tex” avec une architecture a trois couches utilisant le Hamming étendu
comme brique de base et la permutation “¢ —— 3¢ mod 16” pour lier ces

différentes couches.

Le principe de construction et donc la structure générale restent inchangés,
mais on remplace les deux couches de codes de Hamming du centre par deux

couches de codes [32,16,8] mentionnés ci-dessus.

En utilisant cette variante de la construction, nous avons construit deux

nouveaux codes.

¢ Un code de parametres [128,64,16] obtenu en 10 couches avec les per-

mutations suivantes :

70,78 ) /) mod 4
T, 7 i ) mod 8
T2, T6 ) 31 mod 16
T3, 75 i 19 mod 32
Ty 1 371 mod 64

o Un code de parameétres [256,128,d,,;, = 22| obtenu en 12 couches avec
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les permutations suivantes :

(7o, T10 i — ) mod 4
T, Ty i 1 mod 8
T, T8 i 31 mod 16
T3, M7 i 1% mod 32
T4, T6 i 371 mod 64

w5 4 > 731 mod 128

3.3.3 Preuve de 'auto-dualité des codes construits

En préambule a la démonstration, nous faisons deux remarques.

Remarque 3.3.3 La concaténation de codes auto-duauzr engendre un code
également auto-dual.

Remarque 3.3.4 Soient m une permutation, vy et vy deux vecteurs bi-
naires. Alors,

< wvg,v1 >=< 7(vg),7m(v1) > mod 2

Soient vy et v; deux vecteurs binaires, on note v = (vg|v;) le vecteur résultant
de la concaténation de vg et vq.

On réalise la démonstration en prenant comme support le cas d’une structure
possédant quatre couches de codes (Cf. figure 3.11).

De plus, il est aisé de constater que cette démonstration reste valide quelque
soit le nombre de couches composant le code global par le simple fait que ce
critere n’intervient pas sur le principe méme de la démonstration.

Il est également & noter que cette démonstration demeure vraie dans le cas
des deux variantes de la construction (sections 3.3.2.1 et 3.3.2.2) car les codes
utilisés (un Hamming étendu [8,4,4] et un code [32,16,8]) sont auto-duaux.

I Ry
r-n —I— -1 —I— r-n
IO to :71'0: tl tg :71'1: t3 t4 :7T2: t5 R2
| Ep— _|_ L4 _|_ L4
I Ry

Fi1G. 3.11 — Codeur a information répartie
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Soient M = (Io|I1|I2|Ro|R1|R2) et M’ = (I}|I1|I5| Ry| R} |R,) deux mots
quelconque du code C' représenté sur la figure 3.11. On note respectivement
to,t1,...,t5 et t(, 1], ..., t5 les vecteurs binaires intermédiaires (c’est a dire
présents sur la structure, mais n’appartenant pas au mot de code) de ces
deux mots M et M’.

Avec ces notations, montrer que le code C est auto-dual revient alors a
montrer que 1’on a

<M,M > = 0 mod?2

Le code de base étant auto-dual, en utilisant la remarque 3.3.3, nous pouvons
écrire les quatres relations de congruences suivantes :

< (Iplto), (IYte) > = 0 mod 2 (3.1)
< (Iita|L2|t2), (11 |th]I5]t5) > = 0 mod 2 (3:2)
< (t3|Ro|ta| R1), (5] Rolty|Ry) > = 0 mod 2 (3.3)
< (t5|Re), (t5|R) > = 0 mod 2 (3.4)
D’apres la remarque 3.3.4, nous avons
< to,t6 > = < ’7T0(t0),71’0(t6) > mod 2
Par conséquent :
<to,ty> = <t1,t) > mod 2 (3.5)

De facon similaire, nous obtenons les deux relations suivantes :

<tg,ty > = <tstt> mod 2 (3.6)
<tg,th> = <tz,t5> mod 2 (3.7

D’apres (3.1), nous avons

<Iy, Iy > = <to,ty> mod 2
En utilisant (3.5), il vient alors :

<Ip,I,> = <t,t{> mod?2 (3.8)
De méme, des relations (3.4) et (3.6) nous déduisons :

<Ro,R,> = <ty,ty> mod?2 (3.9)
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En combinant (3.2) et (3.8), on obtient :
<Io, Iy >+ < I, I1 >+ < I, I, >+ <ty th> = 0 mod 2
De facon identique, la combinaison de (3.3) et (3.9) donne :
<Ro,R)>+ < Ri,R] >+ <Ry, Ry >+ <t3,t5 > = 0 mod 2

Finalement, de ces deux dernieres relations de congruence et de (3.7), nous
pouvons déduire :

<Ip, I\, >+ < Ii,I] >+ < I, I5 >+ < Ry, R, >
+ < Ri,R| >+ < Ro,R, > = 0 mod?2

Autrement dit,
< (Io|I1]I2| Ro|R1|R2), (Ip| 11 |I5| RG| R RS) > = 0 mod 2

Nous avons donc montré que pour tous mots M et M’ appartenant au code
C, la relation
<M,M > = 0 mod?2

est vérifiée.

De plus, les codes construits étant de rendement %, cela signifie que le code
et son dual sont de méme dimension et possedent donc le méme nombre de
mots. De ce fait, il ne peut y avoir d’autres mots que ceux de C' pouvant
étre orthogonaux a chacun des mots de C.

Le code C est donc bien un code auto-dual.

3.3.4 Construction de codes de rendement 2/3
3.3.4.1 Principe et exemples

Dans cette section, on augmente le rendement du code en couplant par
deux les bits de redondance obtenus pour un code de rendement % puis en
effectuant leur addition binaire (Cf. figure 3.12). Ainsi, on divise par deux le
nombre de bits de redondance pour finalement obtenir un code de rendement
%. L’exemple de la figure 3.12 reprend larchitecture du [32,16,6] (cf. section
3.3.2.1) et correspond & un code [24,16,4] de polynéome énumérateur des
poids

W(X) = 1+80X*+1060X% + 5746X8 + 15332X 10 + 21056.X 12
115436 X 14 + 5669 X 16 + 1068 X 18 + 83X 20,
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Les permutations utilisées pour ce code sont :

my: ¢ —— 3xX1i mod4
m: % —— 3xX17 modS8
my: 1 —— 3xX1i mod4

r=n _t2 =0 i r-A
S R S
1 1 1 1 1 1
I P P I
1 1 1 1 1 1
2 0 4200 41
T O R I

; I I I
1 1 1 1 1 1
o ! LTyl
1 1 1 1 1 1
1 — i — i i
1 1 1 1 1 1
1 | | i
I I I I I I
el imd
T S R I A
1 1 l 1 l 1
Lol eoa bl coa

F1a. 3.12 — Code de parameétres [24,16,4]

Remarque 3.3.5 Le code construit ci-dessus ne posséde que des mots de
poids pair. Cela reste vrai pour les deuxr codes mentionnés ci-dessous. Plus
généralement, on peut dire que les codes de rendement % construits n’ont que
des mots de poids pair (cf. section 3.3.4.2).

En utilisant ’architecture de la section 3.3.2 et en appliquant la modification
proposée ci-dessus, nous avons construit les deux codes suivants :
o Un code de parameétres [96,64,8] obtenu en 10 couches avec les permu-
tations suivantes :

o, T8 i 1 mod 4
T, 7 e | mod 8
T2, T6 i — 3 mod 16
T3, s i — T mod 32
Ty 1 — 371 mod 64

o Un code de parameétres [192,128,14] obtenu en 12 couches avec les
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permutations suivantes :

o, 710 i — 1 mod 4
1, T i — 14 mod 8
T9, T8 i — 3@ mod 16
T3, 7 1 — 19 mod 32
T4, T6 i — 3Ti mod 64
L 75 v o T3t mod 128

3.3.4.2 Parité du poids de Hamming des mots de code obtenus

Il n’est pas difficile de constater que les codes construits présentent
nécessairement la particularité de n’avoir que des mots de poids pair.
En effet, dans la section 3.3.3.2 nous avons montré que les codes de rende-
ment % obtenus sont auto-duaux et que par conséquent ils ne possédent que
des mots de poids pair. Pour obtenir un code de rendement % nous couplons
simplement les bits de redondance avant d’en faire 1’addition binaire. De
ce fait pour assurer que le mot obtenu apres addition binaire est de poids
pair, il suffit de vérifier que le poids de la redondance avant addition (noté
W(R)) est identique au poids de la nouvelle redondance obtenue apres ad-
dition (noté W (R')).
Pour cela, on peut énumérer les quatre cas de figure possibles :

(i) la redondance du code de rendement % possede un nombre pair de
couples (1,1) et un nombre pair de couples (1,0), ce qui signifie que
W(R) est pair. Apres addition binaire, un couple (1,1) donne un
poids 0 et un couple (1,0) un poids 1. Par conséquent apres avoir
effectué les additions sur chacun des couples, on obtient un nombre
pair de 1. Donc W(R’) est pair.

(ii) un nombre pair de couples (1,1) et un nombre impair de couples
(1,0) impliquent que W (R) est impair. Apres addition binaire sur les
couples, on obtient un nombre impair de 1 et donc W (R') est lui aussi
impair.

(iii) un nombre impair de couples (1,1) et un nombre pair de couples
(1,0) impliquent que W (R) est pair. Aprés addition binaire sur les
couples, on obtient un nombre pair de 1 et donc W(R') est lui aussi
pair.

(iv) un nombre impair de couples (1,1) et un nombre impair de couples
(1,0) impliquent que W (R) est impair. Apres addition binaire sur les
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couples, on obtient un nombre impair de 1 et donc W(R’) est lui aussi
impair.
Par conséquent, ’architecture proposée conduit nécessairement a 1’obtention
de codes de rendement % dont les mots sont tous de poids pair.

3.3.5 Lien avec les codes cortex

Dans cette partie nous mettons en avant la relation qu’il existe entre les
“codes cortex” et les codes a treillis factorisé en montrant que tout “code
cortex” peut s’écrire sous la forme d’un code a treillis factorisé possédant une
unique boite de Hamming comme racine. Dans le cas présent, une structure
”cortex” est équivalente & une structure factorisée possédant une boite de
Hamming comme racine et pour laquelle on alterne les étages portant des
étiquettes avec des étages sans étiquette. Par exemple, la figure 3.15 permet
d’obtenir un code auto-dual de parametres [64,32,12] identique a celui obtenu
par la construction cortex. Il en va de méme pour les figures 3.13 et 3.14.

Remarque 3.3.6 Montrer que tout code cortex peut se mettre sous cette
forme est un résultat trivial lorsque I’on remarque que toutes les connec-
tions de la structure, exceptées les deux permutations mw, sont en fait des
permutations réalisant 'identité.

Les espoirs placés dans de tels codes permettant de répartir I'information sur
la structure ne se sont malheureusement pas concrétisés et les différentes
expérimentation concernant le décodage se sont révélées extrémement
décevantes.

bits d’information bits de redondance

s

Fia. 3.13 — Code [24,12,8] a information répartie
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bits d’information bits de redondance

Fia. 3.14 — Code [32,16,8] a information répartie

bits d’information bits de redondance

F1c. 3.15 — Code [64,32,12] a information répartie
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Chapitre 4

Turbo codes parallele

Le principe de construction des turbo codes présentés dans cette section
a été initialement présenté par Cadic et al. dans [17]. L’approche differe
des turbo codes parallele classiques dans le sens ou le critere de choix des
treillis composants devient prédominant et ne repose plus sur la complexité
du treillis ou sur sa distance minimale. Le probleme du choix du treillis
composant dépend ici d’un nouveau critere qui est le polynome de transition
des poids du code et permet ainsi la réalisation de bons turbo codes utilisant
des treillis comportant seulement 4 états.

4.1 Rappels sur les turbo codes

Cette nouvelle famille de code est Pceuvre de Berrou et al. [13].
Initialement, la construction était composée de deux codes convolutifs
systématiques récursifs concaténés en parallele et reliés via un entrelaceur.
Ces codes permettent d’approcher de facon significative le limite de capa-
cité de Shannon pour des taux d’erreur binaire de 10~° notamment gréace
a l'utilisation d’algorithmes de décodage itératif. A Paide d’une variante de
I’algorithme BC'JR, on extrait de 'information sur chacun des codes et on
I’échange entre eux. L’information ainsi extraite est appelée “extrinseque”
et est réinjectée a l'itération suivante dans un autre code composant. Ce
processus pouvant se répéter plusieurs fois, on parle de décodage itératif.
Ces algorithmes de décodage s’appliquent aux deux types de construction
turbo : les turbo codes parallele et les turbo codes série.

83
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4.1.1 Turbo codes parallele

Pour illustrer la construction paralléle, nous considérons ici 'utilisation
de deux codes convolutifs récursifs systématiques (RSC1 et RSC2 sur la fi-
gure 4.1) que 'on représente a l'aide de treillis cycliques. Dans la pratique,
on utilise souvent deux codes RCS1 et RSC2 identiques que l'on relie par
un entrelaceur (II sur la figure 4.1). Les bits d’informations X sont codés
dans un premier temps par le codeur RSC1 pour fournir une premieére redon-
dance Y7 puis ces bits X sont entrelacés avant d’étre encodés par le codeur
RSC2 et délivrer une seconde redondance Y. Le message a transmettre est
alors la concaténation de l'information X avec les redondances Y7 et Y5.

X

X RSC1 Y1
II

RSC2 Y>

Fic. 4.1 — Turbo code parallele

Le rendement global R, du code ainsi construit est directement lié aux
rendements Ry et Ry des deux codes RSC1 et RSC2 par la relation :

RiRo
R.=
Ri+ Ry — R1R»
Si Ry et Ry sont identiques, la relation devient :
Ry
2— Ry

Re =

4.1.2 Turbo codes série

Nous considérons la encore ['utilisation de deux codes convolutifs
récursifs systématiques (RSC1 et RSC2 sur la figure 4.2 de rendements
respectifs R et Ry) que l'on représente a l'aide de treillis cycliques et
que 'on relie via un entrelaceur (II). Le premier code rencontré (RSCI)
est appelé code externe alors que le second code (RSC2) est dit code in-
terne. Les K bits d’informations X sont codés par le codeur RSCI1, en-
trelacés a travers Il et ensuite recodés par le code RSC2. Le code externe
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génere N = Rﬁl bits codés Y7 et le code interne génere J = 1% bits codés.

X Y1 Y>
RSC1 I RSC2

Fi1G. 4.2 — Turbo code série

Le rendement global R, du code ainsi construit est directement lié aux
rendements Ry et Ry des deux codes RSC1 et RSC2 par la relation :

K
R.=—=R R
7 1 X It

4.2 Criteres de transition des poids sur un treillis

4.2.1 Motivation

Le but de cette partie est de déterminer un critere de choix pour les
treillis cycliques qui serviront & I’élaboration de nos turbo codes. Ce critére
doit respecter deux conditions bien spécifiques, a savoir qu’il doit permettre
la construction de turbo codes ayant de bonnes distances minimales mais
qu’il doit nous permettre de controler en partie la complexité de la structure.
Une approche “classique” du choix des codes de base est par exemple d’aug-
menter la complexité des treillis de base en s’autorisant un plus grand
nombre d’états dans chacun d’eux et donc d’obtenir des codes de base ayant
des distances minimales plus élevées. Une autre solution permettant d’ame-
liorer sensiblement le décodage, plus originale et moins onéreuse en terme
de complexité, est celle proposée par Berrou et al. [11] avec 'adoption des
turbo code duo-binaires. Ces derniers possedent le méme nombre d’états que
les turbo codes classiques mais chacune des branches des treillis élémentaires
comportent plus de bits que précédemment. Ce surplus de bits pour chacune
des branches permet d’améliorer le décodage entre autre grace au calcul des
métriques de branche utilisées par les algorithmes de décodage qui prend
ainsi en compte une plus grande quantité d’information provenant du ca-
nal. Les décisions réalisées a partir de ces métriques sont donc de meilleures
qualité.

L’approche abordée ici est différente des précédentes car elle repose sur
I'utilisation des polynomes de transition des poids. Un tel polyndéme est
bi-variable et se note :

W(X,Y) =) w,; X'V
]
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Ce polynome associe les poids i (poids de Hamming) des bits d’information
avec les poids j des bits de redondance.

Pour illustrer I'intérét de cette approche, considérons le cas d’un turbo code
parallele composé par la concaténation de deux codes Cp et Cy. Si pour un
vecteur d’information de poids de Hamming petit le code C; délivre une
redondance avec un poids p; faible, on souhaite que le code Cy délivre une
redondance avec un poids py elevé afin de compenser les autres poids et
d’avoir globalement un poids important. Pour un code donné, connaissant
son treillis, on est capable de déterminer le polnéme de transition des poids
de ce code qui permet de connaitre les relations entre les poids d’entrée et de
sortie. Par conséquent, on recherche des codes pour lesquels la probabilité
qu’un poids d’information faible soit associé avec un poids de redondance
fort augmente avec la longueur du treillis.

En pratique, on constate que cette condition n’est pas directement liée a la
distance minimale du code choisi, ce qui implique que 'on peut se limiter
dans le nombre d’états des treillis constituants nos turbo codes.

4.2.2 Principe

On considere ici deux treillis comportant 16 états associés a des codes de
rendement %, I'un de type duo-binaire qui permet de réaliser une distance
minimale de 7 et l'un de type “bracelets” [20](Cf. section 3.2.1 et figure
4.3) autorisant une distance minimale de 8 (8 étant la meilleure distance
minimale que 'on peut représenter sur 16 états pour un code de rendement
%) A travers le comportement de ces treillis, nous allons mettre en avant
deux aspects fondamentaux pour la recherche de bons codes composants
pour les turbo-codes.

—T—(boyblybzyb?,)

~O

—l—(b4,b5,b5,b7)

F1G. 4.3 — Un noeud du treillis bracelet

¢ Le premier aspect concerne la relation entre la distance minimale d’un
code (et donc en partie le nombre d’états de son treillis minimal) et sa
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capacité a associer un poids faible en information avec un poids fort en
redondance. Pour cela, on note WTpp le polynome de transition des
poids du treillis duo-binaire et WT'g, celui du treillis bracelet (ici, pour
chaque noeud, (by, . . ., b3) sont des bits d’information et (by, ..., b7) des
bits de redondance). Un monome de la forme X°Y7/ signifie que pour
un vecteur d’information de poids 7, un vecteur de redondance de poids
j est généré. Avec ces notations, considérons les premiers termes de
chacun de ces deux polynémes pour des codes de parametres [128,64,7]
et [128,64,8]. Nous avons :

WTpp = 1+X(16Y'" +16Y13) + X2(16Y° + ... +16Y %)
+ X3(16Y* +... +16Y27)
+ XH16Y* 4 .. 4 32Y27 4 4Y28) .

WTg, = 1+ X(32Y7)+ X2(48Y 6 + ... +208Y14)
+ X3(64Y° + ... + 96Y%4)
+ X4H104Y 4 4. 4 4YB)

Un treillis est bien adapté a la construction turbo si, pour un poids
d’information donné, la probabilité d’obtenir un poids de redondance
élevé augmente. Par exemple, pour le treillis duo-binaire, pour un
poids 1 en entrée, on peut avoir un poids 11 ou 13 en sortie. De plus
si 'on augmente la longueur du treillis, il existe alors des poids de sor-
tie supérieur a 13. En revanche pour le treillis bracelet, quelque soit
la longueur du treillis, un poids 1 en information fournit un poids au
plus 7 en redondance. Par conséquent, la concaténation de deux treillis
bracelets conduit & un code de distance minimale au plus 15.

Il apparait donc qu’un bon treillis de base pour la construction de
turbo-codes ne dépend pas fondamentalement de la capacité cor-
rectrice du code composant utilisé. En effet, les treillis bracelets
conduisent sur notre exemple a des codes composants de meilleure
distance minimale que le treillis duo-binaire, cependant en raison de
son incapacité a augmenter la fréquence des transitions “poids faible /
poids fort”, le treillis bracelet se révele inadapté pour les constructions
de type turbo.

o Le second aspect concerne 'influence du positionnement des bits sur
une structure graphique. On considere ici le treillis bracelet précédent
de polynéme énumérateur des poids WT'g, ainsi que le code utilisant
le méme treillis, mais pour lequel (bg, b1, by, b5) sont des bits d’informa-
tion et (be, b3, bg, b7) des bits de redondance (ce code est de rendement
1

5 uniquement pour un nombre pair de nceuds). Les premiers termes
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de son polynoéme énumérateur des poids W', sont donnés par

WTg = 1+ X(39Y19) + X2(24Y6 + ... 4 32Y2%)
+ X3(96Y° + ...+ 16Y%)
+ X452yt 4+ 4 4Y8) +

En réalisant ce simple repositionnement des bits sur le treillis, le
code obtenu présente alors un comportement similaire aux treillis duo-
binaire en terme de transitions de poids.
Le choix des positions pour les différents bits sur un treillis est donc
treés important, car nous venons de voir qu’un seul et méme treillis peut
conduire a la construction de deux codes distincts par simple reposi-
tionnement des bits, ces deux codes ayant des propriétes de transitions
de poids totalement différentes.
Le choix d’un bon code composant pour les turbo-codes est donc un choix
délicat car le critere de recherche ne concerne plus la distance minimale, mais
une propriété de transition de poids. De plus, une approche trop simpliste
par les treillis peut-étre handicapante car un méme treillis peut conduire a
des capacités de diffusion des poids tres différentes suivant le positionnement
des bits.
La distance minimale n’étant pas ici 'aspect fondamental des treillis de
base, nous avons donc opté pour des treillis & seulement 4 états dans un
souci de minimisation de complexité. De plus, le positionnement des bits
étant tres important, cela signifie que le poingonnage influe fortement sur
ce phénomene de transition de poids. Aussi pour maitriser au mieux son
influence sur la distribution des poids du code globalement construit, nous
poinconnons des le départ nos treillis en fonction du rendement global a
atteindre et nous observons le comportement des treillis ainsi obtenus au
travers des relations existantes entre les poids d’information et de redon-
dance en fonction de la longueur du treillis.

4.3 Construction

Dans cette partie, nous mettons en application les différentes asser-
tions formulées concernant les critéres qualitatifs des codes composants pour
les turbo-codes. Nous présentons dans un premier temps la méthode de
construction de nos sections qui seront utilisées dans ’élaboration des treillis
cycliques composants les turbo codes. Ces sections sont trés importantes car
elles interviennent pour la construction parallele présentée dans ce chapitre
mais aussi au chapitre suivant concernant la construction série.
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4.3.1 Sections élémentaires des treillis

La section de base est construite a 1’aide du code de Hamming étendu
[8,4,4] de matrice génératrice

10000111
01001101
00101011
00011110

Gy =

De ce code nous pouvons déduire trois sections de treillis distinctes que
I'on nomme H, H, et Hy (Cf. figure 4.4, 4.5 et 4.6). Ces sections sont
construites en considérant que les quatre bits d’information du Hamming
composent 1’étiquette et que les deux premiers bits de redondance sont as-
sociés a un état initial et les deux derniers a un état final. Les sections H,
et H; découlent directement de la section H car elles correspondent respec-
tivement au poinconnage des deux bits de gauche et des deux bits de droite
sur les étiquettes de la section H. Les matrices de transition associées a ces
sections de treillis sont construites selon les mémes conventions que celles
obtenues dans la section 3.2.1, et sont données par :

1 zZ3 zZ3 Zz2
73 72 72 Z

Ta=\ 3 22 52 g4
72 7z z z*

1 z2 7z Z

|z 1 z z
T, zZ 7z 72 1
Z Z 1 z?

1 Z zZ? Zz

Z 72 7z 1

Toa=| 2 z 1 g
Z 1 Z Zz?

On rappelle que la notation Z? signifie que la branche entre 1’état indicé par
le numéro de ligne de la matrice de transition et celui indicé par le numéro
de colonne existe et que de plus son poids de Hamming est égal a 1.

On rappelle également que les conventions de représentations utilisées pour
les sections de treillis des figures 4.4, 4.5 et 4.6 sont identiques a celles
utilisées pour la figure 3.5 de la partie 3.2.1.
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(bo, b1, ba, b3)

{0000, 1110, 1011, 0101}
{1101, 0011, 0110, 1000}

{0111, 1001, 1100, 0010}

{1010, 0100, 0001, 1111}

Fi1G. 4.4 — Section H

(b2, b3)
{00,10,11,01}
{01, 11, 10,00}
{11,01, 00, 10}

{10,00,01, 11}

F1G. 4.5 — Section H,

(bo, b1)
{00, 11, 10,01}
{11, 00,01, 10}

{01,10, 11,00}

{10,01,00, 11}
Fic. 4.6 — Section Hy,

Les treillis construits par concaténation de ces différentes sections sont
tous des treillis cycliques. La concaténation de deux sections distinctes S,
et S, se note (S5,|Sp) alors que la concaténation de deux sections identiques
se note (S,]S,) ou (S,)2.

La concaténation des treillis cycliques ainsi construits s’effectue alors par
I'intermédiaire d’un code a répétition appliqué sur les bits d’information. On
génere ainsi une “structure étoilée” dont le centre est un code a répétition,
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les branches des permutations et les feuilles des codes a treillis cycliques
comportant peu d’états (4 sur Fy et 16 sur Zy4 si I'on utilise comme brique
de base 'octacode de parametres [8,4,6]). Les codes associés a ces treillis
cycliques ont de plus la particularité de posséder un fort rendement (% pour
le Golay [24,12,8]) et une faible distance minimale (d,i, vaut 2 sur Fy et 3
sur Zy4). La figure 4.7 représente un exemple d’une telle structure (la figure
4.8 détaille une branche de cette étoile).

@ : code a treillis cyclique de la branche 4
@ : code & répétition

: permutation associée & la :“™°¢ branche

Fi1G. 4.7 — Graphe de Tanner d’un code étoile a 8 branches

@ : code a treillis cyclique de la branche 4

@ : code a répétition

N
ZaaN

($07 ) l’k) o i
¢ I&I (@ : permutation associée & la i®™° branche

(zo,...,xk) : k bits d’information
i+ i°™€ paquet de bits de redondance

Fic. 4.8 — i®™¢ branche de 1'étoile

4.3.2 Exemples de construction
4.3.2.1 Code de Golay [24,12,8]

Pour illustrer I’encodage, nous utilisons la “boite a outils” de sec-
tions de treillis présentée précédemment pour représenter le code de Golay
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[24,12,8] sous une nouvelle forme de type turbo code, & savoir une triple
concaténation parallele de treillis cycliques a 4 états (Cf. figure 4.9). Cha-
cun des treillis cycliques associé au code C transforme le vecteur de bits
d’information X = (zq,...,2x_1) (aprés une permutation différente pour
chaque treillis) en un vecteur de bits de redondance. Le premier treillis
(resp. le second et le troisieme) fournissent des vecteurs de redondance

Ry = r(()o),rgo),...,r((g)l)> (resp. Ry et Ry). Le mot de code est alors

3
la concaténation du vecteur d’information initial et des trois vecteurs de
redondance obtenus.

@ : code [16,12,2]

D, : décalage de « bits

F1G. 4.9 — Code de Golay [24, 12, 8] sous forme étoile

Chaque branche de I’étoile est en fait le treillis cyclique d’un code

[16,12,2] construit par la concaténation (Hy|H|Hy|Hq|H|Hgz) qui correspond
au treillis de la figure 4.10.
On peut également remarquer que dans [86] Sorger et al. présentent une
forme en étoile du code de Golay [24,12,8]. Cependant la comparaison n’est
pas immédiate entre ces deux représentations car celle de [86] correspond a
un seul et unique treillis qui peut comporter jusqu’a 16 états par sections
alors que notre représentation est une véritable représentation sous forme
de turbo code via une concaténation parallele multiple.
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X5X9 X4 X11RoR1 X6X3 X10Xo X1 X2R2R3 X3X7
00 0 0 00

()
o
)

AN

PEROEX /‘\CD PR

\0/ \0/ \0 N T TNROK ST NSNS

F1a. 4.10 — Treillis cyclique du code [16, 12, 2]

4.3.2.2 Code auto-dual [32,16,8]
Un code auto-dual de parametres [32,16,8] peut se mettre sous la forme

de la concaténation de quatre treillis identiques a quatre états. Chacun de
ces treillis permet de générer quatre bits de redondance.

@ : code [20, 16, 2]

D, : décalage de « bits

F1G. 4.11 — Code [32,16,8] sous forme étoile

Le code C est ici un code de parametres [20, 16, 2] dont le treillis cyclique
peut se mettre sous la forme :

Treillis(C) = (H|Hy|Hy|Hy|H|Hy|Hy|Hy)
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XoXsRoR1 X13X2 X14X1 X5X6 X1 X10R2R3 X3Xo X4 X7 X15X12
00 00 00 00 0 0 00

0, 0) 0,
\ 9 7 \ 0 0 0 / \ v / \ 0 0 0 7

S

00

>0

F1a. 4.12 — Treillis cyclique du code [20, 16, 2]

Le code de parametres [20,16,2] ainsi obtenu a pour matrice génératrice
G20,16,2) = (Id12 | P) avec

1001100110111111
0111111101100110
1011111110011001
0110011001111111

tP:

et son polynome énumérateur des poids est :

W(Z) = 1+14Z% +6423 4 3012* 4+ 9602° + 247225 4- 492877
+ 763478 4+ 1043279 + 11924210 + 104322 + 7634712
+ 4928713 4+ 24722 4+ 96021° + 301216 + 64217 + 14218 4+ 720

4.3.2.3 Codes construits

Les deux tableaux 4.1 et 4.2 récapitulent quelques uns des codes
construits. Il est & noter que toutes les permutations utilisées sont des per-
mutations affines, donc de la forme :

i+— (axi+b) modk pour (a,b) € ZxZ
exceptées les deux permutations suivantes :

M, = (5,9,4,11,6,8,10,0,1,2,3,7)
I, = (9,8,13,2,14,1,5,6,11,10,3,0,4,7,15,12)

Les différentes distances minimales mentionnées sont obtenues a 'aide d’un
logiciel de calcul qui fonctionne a partir des matrices génératrices sous forme
systématique des codes considérés. Ce logiciel est 'ceuvre de Canteaut et est
dérivé d’un algorithme présenté par Canteaut et al. dans [23].
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code de parametres nombre couple (a,b) composition du
[n, k,d] de branches | pour chacune des branches | treillis de branche
[60,20,8] 4 1d;(19,7):(23,0) ;(31,7) (H|H,)®
[120,40,16] 4 Id;(19,7)5(23,0) 5(31,7) (H|H,)¥
[240,80,32] 4 Id;(19,7)5(23,7) 5(31,7) (H,|H)®

TAB. 4.1 — Codes de rendement %

code de parametres nombre couple (a,b) composition du
[n, k,d] de branches pour chacune des branches treillis de branche
[24,12,8] 3 Ho; Dyolly;Dg o1l (Hy|H|Hg|Hq|H|Hqg)
[32,16,8] 4 II,; DyoIl; ;Dg oIl ;D o II; (H[H})?
[128,64,12] 4 1d;(37,5) ;(53,7) ;(19,3) (H3|H|Hy)®
[256,128,18] 4 1d;(31,5);(53,5) ;(73,0) (Hg\H\Hg)m

(en caractéres gras les codes auto-duaux extrémaux)

TAB. 4.2 — Codes de rendement %

4.4 Décodage

Les premiers essais de décodage ont dans un premier temps été réalisés en
utilisant une simple concaténation parallele pour laquelle les treillis cycliques
composant le turbo code sont élaborés uniquement en utilisant la section H,
(ce type de section intervient essentiellement dans le cadre des constructions
séries et sa description est donnée dans la partie 5.1.1 du chapitre suivant).
Les algorithmes utilisés sur chacun des treillis pour I’extraction des informa-
tions extrinseques sont de type SOV A. Malheureusement le décodage des
concaténations multiples reste une question ouverte et n’a pu étre réalisé
faute de temps.

4.4.1 Codes de rendement %

La figure 4.13 présente des courbes de décodage pour des codes de ren-
dement % Par convention, on note P3 le code de parametres [300,100] et
P6 le code de parametre [600,200]. Le résultat immédiat qui ressort de ces
courbes est que ces codes nécessitent un nombre relativement important
d’itérations avant de commencer a réaliser “l’effet turbo”. L’une des ques-
tions posées concernant ce phénomene est de comprendre si le fait d’utiliser
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des treillis & seulement 4 états (et donc possédant de petites distances mi-
nimales lorsqu’ils sont considérés indépendamment les uns des autres) n’est
pas un facteur retardant pour le déclenchement de I'effet turbo.

10
107
10° :
o ]
i} )
=
3
10
—— non codée ]
—— P3 (5 itérations) ‘ N 4
-6- P3 (15 itérations) : N
-/~ P6 (5 itérations) ~
—O- P6 (15 itérations)
10°F R
N
N
g
10'6 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Eb/No

F1a. 4.13 — Décodage des codes P3 [300,100] et P6 [600,200]

4.4.2 Codes de rendement %

La figure 4.14 correspond & la comparaison de codes [400,200] construits
selon trois méthodes distinctes. On note P4 le code de parametre [400,200]
construit avec nos sections de treillis. La courbe de T'E B présentée pour ce
code l'est pour un canal AW GN et nécessite 15 itérations. Les courbes des
codes CT (3,1), qui est la concaténation de 3 arbres, et TC (21,37), qui est
un turbo code a 16 états, sont issues de [79]. Elles nécessitent chacune 18
itérations et correspondent aussi a un canal AWGN.
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10

10°E 4

w 10 "k !
—— non codée
" -~ TC (21,37)
107k - CT(3.) 7
—— P4 1
Y
10*5 I I I I
0.5 1 1.5 2 25 3

Eb/No

F1a. 4.14 — Comparaison de décodage de codes [400,200]

4.5 Représentation des codes cortex en étoile

L’un des enseignements de ’étude des codes “cortex” de Carlach et
al. [25][26] est la difficulté de les décoder a partir de leur représentation
classique. Cependant certains de ces codes, notamment ceux de distance
minimale 8 sur Fy ou 12 sur Z, peuvent se représenter sous la forme de
“treillis bracelets”[20] comportant respectivement 16 et 256 états que 'on
sait décoder. L’inconvénient de ces ”treillis bracelets” est qu’ils ne peuvent
pas étre associés a tout code “cortex” en raison de leur dépendance avec
les permutations utilisées. Malgré ces difficultés, cette famille de codes de-
meure tres intéressante car les codes ”cortex” atteignent la borne de Gilbert-
Varshamov comme ’ont montré Olocco et Tillich [74]. Nous présentons donc
une nouvelle description des codes “cortex” utilisant la quasi-cyclicité de cer-
tains de ces codes.
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4.5.1 Quelques notions sur les codes circulants

Soit C un code [n, k,d] de matrice génératrice (I|R) ou I est la matrice
identité de dimension k et R une matrice circulante de dimension k.

Définition 4.5.1 Une matrice circulante k x k est une matrice de la forme

o T1 T2 0 Tk-1

Tk—1 To T1 -+ Tk-2
R=1 . . .
T1 To T3 - To

Définition 4.5.2 Un code C possédant une matrice génératrice de la forme
(I|R), ot R est une matrice circulante, est appelé code pur doublement cir-
culant.

On introduit maintenant la notion de codes circulants par bloc. Soit (M;);en
un ensemble de matrices carrées, non nécessairement identiques, de dimen-
sion m, ou m est un diviseur de k (k =1 x m).

Définition 4.5.3 On dit qu’un code C, de matrice génératrice (I|R) est un
code circulant par bloc si R est une matrice bloc de la forme

My My Mo --- M
My My M_ --- M
My My_o M;_3 --- My

R est appelée Matrice Circulante par Bloc ou MCB.

Définition 4.5.4 On dit qu’un code C, de matrice génératrice (I|R) est
un code équivalent par permutation affine a un code circulant par bloc si
R est une matrice bloc telle qu’il existe une permutation affine P vérifiant
“R=P xT7 ouT est une matrice circulante par bloc.

4.5.2 Aspect circulant des codes ”cortex”

Le but de cette partie est de montrer le lien existant entre le code de
base utilisé pour les codes cortex et I'aspect circulant des codes ainsi obtenus
lorsque les permutations de la construction sont affines. Ce phénomene peut
se résumer sous la forme de la remarque suivante :
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Remarque 4.5.1 Les matrices génératrices des codes obtenus par la
construction cortex utilisant un code de base Cy, de paramétres [ny, ky, dp]
et des permutations affines sont des MCB dont les blocs sont de dimension
multiple de ky.

En préambule de la démonstration de ’aspect circulant des codes “cortex”
construits avec des permutations affines, on énonce la proposition suivante
qui intervient dans la démonstration :

Proposition 4.5.1 Soient U une matrice équivalente par permutation af-
fine a une matrice V. circulante par bloc (chaque bloc étant de dimension ky)
et R une matrice diagonale de la forme

Ry 0 0 --- 0
0 Ry O --- 0
0 0 0 -+ R

ou les R; sont des matrices carrées identiques de dimension ky.
Alors, le produit UR est une matrice équivalente par permutation affine a
une MCB.

Démonstration : Par définition, il existe une matrice de permutation P
(ou1 P est affine) telle que U = PV ou V est une MCB. Nous avons donc :

UR = (PV)R = P(VR)

ou V est de la forme

(&%) Qi1 Qg2 -+ 01
(€3] Qp a1 -+ Q2
Qi1 Q2 O3 -+ O

et les a; sont des matrices carrées de dimension k. Par conséquent,

apR oy 1R oy 2R -+ iR Bo Bi-1 B2 -+ B
VT — ozl.R a9R O‘t—'lR aQ.R _ ﬁ'l ﬁ.o ﬁt._l 5.2
o1 R oy oR op3R -+ R Bi—1 Bi—2 Bi—z -+ Do

avec ; = a;R pour i € {0,...,t — 1}.
V'R est donc une MCB.
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Il s’en suit que UR = PV'R est équivalente par permutation affine a une
MCB. u

Pour un encodeur cortex composé de s étages comportant chacun ¢
boites d’'un code de base C, de parametres [np,kp,dy] et de matrice
génératrice (Idy, | R), on note P(m;) la matrice de la permutation reliant
les étages 7 et ¢ + 1. De plus, on note

Ry 0 0 --- 0

0 Ry O --- 0
R=1. . . :

0 0 0 -+ R

la matrice représentant la transition d’étage, ot les R; (j € {0,...,t—1}) sont
tous identiques et égaux a la partie redondante R de la matrice génératrice
du code de base Cp. R est donc une MCB.

Proposition 4.5.2 Soit C un code cortex composé de s étages comportant
chacun t boites d’un code de base C, de paramétres |ny, ky,dp] reliés par
des permutations affines. La matrice génératrice d’un tel code cortexr est
équivalente par permutation affine a une MCB.

Démonstration : On prend comme hypothese de récurrence que la matrice

Ry 0 0 --- 0
0O R 0 --- 0

M; =M;_1 x| . . ) X P(mi—1) = Mi—1 X Ri—1
0 0O 0 -+ Ri

(ot P(m;—1) est une permutation affine) obtenue apres i (i < s) étages de
cortex est équivalente par permutation affine & une MCB.
¢ On vérifie I’hypotheése pour le premier étage.
On obtient une matrice de la forme

Ry 0 O --- 0
0 R O --- 0

M1:M0>< . . . . XP(?T()):M()XRO
0O 0 0 -+ Ry

qui est une matrice équivalente par permutation affine a une MCB car
les R; (j € {0,...,t — 1}) sont tous identiques.
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© Supposons 'hypothese vérifiée jusqu’a ’étage 1.
Le passage de l'étage i vers 'étage ¢ + 1 s’effectue par la relation
M1 = M;R;. Or, d’apres la proposition 3, M;R est équivalente par
permutation affine a une MCB. Donc, M; 1 est équivalente par per-
mutation affine & une MCB. =

4.5.3 Cas des codes ”cortex” utilisant le Hamming [8,4,4]

On considere ici les codes ”cortex” construits selon le schéma de la figure
1, utilisant des codes de Hamming étendu [8,4,4] comme code de base et des
permutations de la forme :

i— (axi+b) mod k pour (a,b) € Z x Z.

D’apres la partie précédente (et notamment la proposition 4), ces codes ont
en commun d’étre des codes circulants par bloc. De plus, ces codes sont
circulants par bloc de dimension au moins 4 (qui est la dimension du code
de base choisi). Autrement dit, si C est un code “cortex” [n, k, d] de matrice
génératrice (I|R), on peut écrire, pour k =4 x [ :

My My M_5 --- M
My My M- -+ M

R = . . . .
My Mpo M3 --- My

ot (M;)iefo,1,. -1y sont des matrices carrées de dimension 4. Cette
spécificité de la matrice génératrice implique que la connaissance des
4 premieres colonnes de la partie redondante R suffit pour déterminer
entierement la matrice et donc le code associé. En d’autres termes, le procédé
d’obtention de la matrice complete a partir d’un bloc quelconque de 4
colonnes consiste a concaténer ce bloc avec ce méme bloc ayant subi un
décalage de 4 sur ses lignes. On recommence le procédé avec le nouveau bloc
de 4 colonnes ainsi obtenu jusqu’a atteindre la dimension du code.

D’un point de vue plus graphique, il suffit donc de générer le treillis cyclique
du code de parametres [k + 4,k, dmin = 2] et de matrice génératrice (I|P)
ott P = (MoM;...M;_1). Si 'on note 7 le treillis associé & un tel code, alors
nous pouvons écrire

x min(k,4) = 2.

N =

max ¢(7) =<
icf{0,1,....k+4}
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Par conséquent le nombre d’états maximal pour une section de treillis est
borné supérieurement par 4. Les codes ”cortex” utilisant un code de Ham-
ming comme code de base peuvent donc se mettre sous la forme de la
concaténation de treillis cycliques identiques a 4 états reliés par des per-
mutations qui sont en fait de simples décalages.

4.5.4 Représentation du code étoile

Soit D, 'application définie comme suit :

{0,1,2, ..., (dimension — 1)} — {0,1,2,...,(dimension — 1)}
D, : i —  (i+a) mod dimension

Le principe de concaténation présenté dans la partie précédente pour
les codes “cortex” consiste en fait a construire le code global comme
étant la concaténation de codes C, de parametres [k + 4,k,d =< 2|, le pas-
sage d’un code Cp a son voisin immédiat étant réalisé par la permutation Dy.

Proposition 4.5.3 Soit Cy[ng, kg, dy] le code de base binaire utilisé dans
la construction cortex d’un code C[n,k,d]. Alors, si k = 2ks il existe un
code de branche pour la représentation étoile ayant comme paramétres [k +
m, k, dmin, = 2] ot m est un multiple de k,.

Démonstration : D’apres la remarque 4.5.1, les codes cortex construits
sont circulants par blocs de dimensions multiples de k.

On peut donc toujours représenter le code sous forme d’une étoile ou chaque
branche est de dimension k et fournit u x k4(u € N) bits de redondance.
Or, le nombre de vecteurs binaires que 'on peut construire avec u x kg
bits est 2“¥s. Donc, si k > 2%9, cela implique nécessairement qu’il existe
au moins deux vecteurs de la matrice génératrice du code possédant une
meéme partie redondante. La somme de ces deux vecteurs donne une partie
redondante nulle et une partie information de poids 2 (car la matrice est
systématique).

Le code de branche construit est donc de distance minimale au plus 2. m

Dans cette partie, on présente les turbo-codes étoiles associés aux
codes ”cortex” a travers ’exemple du code de parametres [64,32,12] qui se
construit en 3 couches et utilise la permutation “¢ — 197 mod 32”.

On définit le code C de parametres [36,32,1] par sa matrice génératrice
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(Idsy | P) avec

gri100000011110011101101111101110
11010111110110011101101100000101
01100111101011100000101111101011
10110111101001111101000011100101

tP:

D’apres la partie précédente ce code peut se représenter sous la forme d’un
treillis cyclique comportant au plus 4 états. La figure 4.15 présente la forme
étoile du code [64,32,12] décomposé en 4 "hyper-branches” reliées entre
elles par des décalages multiples de 8. Chacune de ces ”hyper-branches” se
ramifie en deux branches composées d’un treillis cyclique du code C[36,32,1].
Les "hyper-branches” sont importantes dans la représentation car le code
qu’elles représentent est un code de parametres [40,32,2] qui assure que
sur chacune des hyper-branches, chaque bit d’information apparait dans
I’équation de parité d’au moins un bit de redondance fourni par cette
hyper-branche. Cela est un atout pour le décodage de type turbo car cela
assure que tous les bits d’information verront leurs métriques évoluer via
Iinfluence des bits de redondance de chaque hyper-branche.

Ces hyper-branches présentent un second intérét en terme de complexité.
En effet, la complexité d’un treillis est en grande partie due & la distance
minimale du code a représenter, mais aussi de sa distribution des poids.
Plus la distance minimale est importante et plus il est difficile de trouver
un treillis cyclique comportant peu d’états. Or les hyper-branches, quelque
soit le code global construit a partir des codes ”cortex”, sont associées
avec des codes de distance minimale constante égale a 2. Par conséquent il
serait intéressant d’étudier de plus pres ces codes de distance minimale 2 et
d’essayer de les représenter sous forme de treillis comportant peu d’états.
Cela permettrait d’avoir une représentation générique des codes cortex qui
soit adaptée aux techniques de décodage itératif.
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F1G. 4.15 — Turbo-code étoile associé au code cortex [64,32,12]



Chapitre 5

Turbo codes série

Le choix de cette construction découle de la recherche de codes de bonne
distance minimale & partir des codes ”cortex” [25]. Pour obtenir d’impor-
tantes distances minimales, cette construction nécessite 1'utilisation d’un
grand nombre d’étages, ce qui malheureusement rend le décodage tres com-
plexe. L’augmentation du nombre d’étages permet une meilleure diffusion
des bits horizontalement mais influence trop peu la diffusion verticale des
bits. Pour remédier en partie a ce probleme, on se propose de rajouter des
connexions verticales dans la construction cortex. Cela revient finalement
a une concaténation série de treillis cycliques identiques dont les sections
sont construites a ’aide du code de Hamming étendu [8,4,4]. Comme pour
les codes cortex, seuls les bits positionnés sur les bords de la structure sont
émis. Cependant du fait du “mélange vertical” du a la structure treillis ef-
fectué sur les bits de chaque étage, il n’est plus nécessaire d’augmenter le
nombre d’étages pour augmenter la distance minimale. Avec seulement 3
étages, les codes obtenus présentent de bonnes distances minimales. En rai-
son des connexions verticales, les codes de Hamming deviennent des sections
de treillis & 4 états que 'on peut utiliser de différentes fagons liées au choix
du positionnement des bits d’information et de redondance sur la section.

5.1 Construction

5.1.1 Principe

On considere 4 positionnements différents des bits sur la section H de
la figure 4.4 qui conduisent a 4 sections distinctes. Chaque section porte 4
bits, 2 d’information (zo et z1) et 2 de redondance (yo et y;1). Les 4 sec-
tions utilisées sont alors H,, Hg, H, et Hs qui correspondent a la section

105
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de la figure suivante pour laquelle les bits (b, b1, bz, b3) sont respectivement
étiquetés par (yo, y1, %o, 1), (To,71,¥0,¥1), (Zo,Y0,¥y1,71) et (Yo, To, T1,Y1)-
Muni de cette “boite a outils” de sections de treillis nous construisons des
treillis cycliques a 4 états comme nous I'avons fait au chapitre précédent.
Cependant le critere de choix de ces treillis ne repose plus uniquement sur
le polynome de transition des poids. Ce critere est bien evidemment tou-
jours tres important mais le critere principal provient d’une propriété tres
particuliere du code de Hamming étendu [8,4,4]. On considére sa matrice
génératrice sous la forme

100 0 0 1 1 1
o |01t o0 1100
B44 =10 010 1 0 1 1
00011110
On note ¢ = (cp,c1,...,c7) un mot de code quelconque. Si 'on forme les

quatres couples de bits (co, c1), (¢c2,c3), (c4,c5) et (cg, c7) alors, excepté pour
le mot nul, nous avons toujours au moins 3 de ces couples qui sont différents
de (0,0). Ce phénomene est prépondérant pour la construction des turbo
codes série si 'on considere la figure 5.1 qui schématise le fonctionnement
d’une section de I'un des treillis cycliques composant le turbo code série.

(cs,c7)

(co,c1) — —  (c2,c3)

(ca,c5)

Fi1G. 5.1 — Schématisation d’une section de treillis

Lors de la construction série, le couple (cg,c1) correspond a des bits
d’entrée, le couple (c2,c3) a des bits de sortie qui deviendront des bits
d’entrée pour le treillis suivant, alors que les couples (cq4,c5) et (cg, c7) cor-
respondent aux bits d’état du treillis. Comme au moins 3 couples sur les
quatre sont non nuls, cela implique que ’on ne peut pas stopper la propa-
gation des bits non-nuls et donc borner rapidement la distance minimale.
Par exemple si le couple (cg,c3) est nul, cela signifie que cette section de
treillis ne propage pas de 1 au treillis suivant, mais les autres couples sont
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nécessairement non nuls et donc les 1 se propagent sur le treillis méme vers
une autre section qui elle pourra étre dans une configuration ou le couple
(c2,c3) sera non nul. Par conséquent des bits non nuls pourront finalement
étre transmis au treillis suivant de la concaténation série et augmenter ainsi
I’espérance d’obtenir des bits non nuls sur le dernier étage de la structure
série.

Nous n’avons pas obtenu d’autres codes binaires possédant cette propriété,
en revanche sur Z4 'octacode de matrice génératrice

1000 2 1 11
a0 1003321
o010 3 1 3 2
00 01 3 2 1 3
et le code sur Zg de matrice génératrice
1 0 001 5 7 4
a0 1004157
o010 7 415
00 015 7 41

possedent cette méme propriété.

Le tableau 5.1 récapitule le nombre de mots de chacun des 3 codes cités
pour lesquels cette propriété de 3 couples de bits sur 4 non nuls est vérifié.
Plus le pourcentage de cas de figure ou les 4 couples sont simultanément non

‘ Anneau H 0 couple non nul ‘ 3 couples non nuls ‘ 4 couples non nuls ‘

Zo 1 12 (75 %) 1 (18.75 %)
Z4 1 60 (23.44 %) 195 (76.17 %)
Zs 1 252 (6.15 %) 3843 (93.82 %)

TAB. 5.1 — Répartition des couples de bits non nuls

nuls, plus le code est intéressant selon nos criteres pour la construction de
turbo codes série. Cependant cela implique que la section de treillis de base
utilisée aura une complexité plus importante en terme d’états (16 sur Z4 et
256 sur Zg). Néanmoins le fait de travailler sur Z4 ou Zg est intéressant dans
I'optique de réaliser des modulations codées.

5.1.2 Représentation graphique

Les turbo codes série construits sont des codes correcteurs d’erreurs en
bloc systématiques de longueur n = 2k comportant k bits d’information.
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Ces codes se présentent sous la forme d’une double concaténation série de
petits codes de base Cy[np, ks, dp] (la figure 5.2 utilise uniquement le code de
Hamming [8,4,4] comme code de base).

Les codes de base sont dans un premier temps concaténés en série suivant

un axe vertical engendrant de ce fait un treillis cyclique a 2% états dans le
cas binaire. Dans un second temps, les treillis ainsi obtenus sont concaténés
en série selon un axe horizontal et séparés les uns des autres par des permu-
tations (II; sur les figures 5.2 et 5.3) non nécessairement identiques.

Le processus d’encodage systématique se déroule de la fagon suivante :
le premier étage transforme le vecteur de bits d’information a encoder

X = (x0,x1y.00yTp—1) = (xéo),a:go),...,x,(gl) = XO© en un vecteur de

bits de redondance R = (réo),rgo),...,r,(co_)l). Les éléments de ce vec-
teur redondance subissent alors une premiere permutation IIy pour obtenir
R = (7‘7(:)(2)),7"7(:?1), ...,rfr()()k_l)). On procede ainsi pour les 3 étages et les 2
permutations qui composent la structure. Le mot de code correspond alors a

la concaténation du vecteur X de bits d’information avec le vecteur R de
bits de redondance. On se limite volontairement a 'utilisation de 3 étages
et 2 permutations dans le but d’améliorer la qualité de décodage.

1 1
1 [ [
1 [ [
ro | guill guill .
2 || | Ha | Ha | Ha TO
I e R — — "
[ [ [
[ [ [
[ [ [
[ [ [
X2 | L | L [
[T H [T H [T H r2
xy Lo | AL L Bl | L Bl rg
1 T T <
o o o
[ [ [
[ [ [
T4 | ) § 1Y S . § Y - L 7y
JJ5_::_HO‘_ :: HO‘_ :: Ho‘_r5
o o o
Vo Vo Vo
|: I: ':
[ ! [ ! [ 1
' ! [ ! [ 1
P | P | P |
I: 1 |: 1 |: 1
1 1 1
i i i
1 1 1
Tp—2—L 4+ | — L — 1 —T"k—
:' Hﬁ :' Hﬁ :' Hﬁ k-2
Tho—1——— — — ] — —"Tk—1
I [ I [
| |

F1a. 5.2 — Turbo code série 2k, k, d ]
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Remarque 5.1.1 L’encodage a travers un étage est réalisé en positionnant
les bits d’information sur le treillis cycliques et en testant chacun des 4
€tats initiaux possibles pour le treillis. Celui qui permet d’obtenir un état
final identique a celui de départ correspond a un chemin valide et est donc
associ€ a un mot de code. L’encodage peut également s’effectuer a l'aide la
matrice génératrice systématique associée au treillis cyclique.

La structure de la figure 5.3 présente une construction hybride entre celle
de la figure 5.2 et les codes cortex puisque le treillis cyclique de 1’étage 1
est remplacé par une simple concaténation parallele de code de Hamming
étendu [8,4,4].

i
)
— — 1
l’()_ll_ — : : ——70
o | Hel | | H
[ H [
) )
[ [
1’2_:_:_ — : X 172
[ [
v i 7 T -
D H D
[ [
[ [
rg T 1o ! Ly —
oy H, | [ H,.
s L1 | [ 1 LI I
: | | : |
U i U
: 1 1 : 1
! : ! : | : 1
[ ! 1 [ 1
[ ! 1 [ 1
D | ' D |
| | |
R ! R
[ [
Tp—21 I L I
k—2 — " H — " Tk—2
CSSE sl
(I —
[
[
|

F1a. 5.3 — Turbo code série "hybride” [2k, k, dpin ]

5.1.3 Codes obtenus

Avant d’énumérer les codes obtenus & partir des deux constructions
précédentes on rappelle que ces codes ne nécessitent 'utilisation que de
trois étages successifs de codes, ce qui est 'un des intéréts majeurs de cette
construction en comparaison des codes cortex qui sont limités en terme de
distance minimale dans ce cas.
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Proposition 5.1.1 Tout code cortex composé de au plus 3 étages possede
une distance minimale bornée supérieurement par 12.

Démonstration : On considére un vecteur d’information vy de poids 3.
Nécessairement apres passage du premier étage le vecteur v; obtenu est de
poids 1. Par conséquent quelque soit la permutation utilisée pour atteindre
le deuxieme étage, le poids du vecteur vy obtenu apres passage du second
étage sera 3. Dans le cas “idéal”, les 3 bits non-nuls sont alors répartis sur
3 codes de Hamming distincts via la seconde permutation et I'on obtient
ainsi un vecteur vs de poids 9 (= 3 x 3) aprés passage du troisieme et
dernier étage. Le mot de code ainsi construit, résultant de la concaténation
des vecteurs vy et vz, est donc de poids 12 (= 3 +9). Quelque soit le code
construit, ce cas de figure existe toujours d’ou la proposition. m

Le tableau 5.2 présente les codes construits a partir de la construc-
tion initiale des turbo codes série (cf. figure 5.2) alors que le tableau 5.3
correspond aux codes construits & partir de la structure “hybride” (cf.

figure 5.3).

code de parametres nombre de couple (a,b) pour composition du
[n, k,d] permutations | chacune des permutations | treillis de base
[24,12,6] 2 (5,0); (7,0) (Hs|H,|Hs)*
[32,16,8] 2 (3,0); (3,0) (Ho|Hp)*
[48,24,8] 2 (5,0); (11,0) (Hs|H.,|Hs)?
[64,32,10] 2 (19,0) ; (19,0) (Ho|Hpg)®
[96,48,14] 2 (5,0); (11,0) (Hs|H.,|Hs)®
[128,64,16] 2 (19,0) ; (11,0) (Ho|Hp)t®
[256,128,26 < d < 32] 2 (19,0) ; (19,0) (Ho|Hp)*

TaB. 5.2 — Codes auto-duaux de Type I

code de parametres nombre de couple (a,b) pour composition du

[n, k,d] permutations | chacune des permutations | treillis de base
[32,16,8] 2 (3,0); (3,0) (Ho|Hpg)*
[64,32,12] 2 (19,0) ; (19,0) (HOZ|H5)8

TaB. 5.3 — Codes auto-duaux de Type II
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5.2 Polynéme d’approximation des poids

5.2.1 Principe

Cette partie présente des résultats sur la distribution moyenne des codes
construits selon le modele de la figure 5.2. La méthode de calcul est issue
notamment de [9] et [8].

Considérons l'exemple du code [32,16,8]. Apres 'étage 0, le polynome
énumérateur des poids est :

Ag(W) = 1+ 8W*+64W0 + 316W8 + 1856W 0 + 6840W 12 + 14464W 14 + 18438W16
+ 14464W18 4 6840W 20 + 1856W 22 + 316W2* + 64W 20 4 8W 2 4 11732

Apres I'étage 1 nous avons :

Af(W) = 14 32W6 +300W8 4 195210 + 697612 + 14400 14 + 18214116
+ 14400W '8 4 6976W 20 + 195222 4 30024 + 32126 4 1732

Et finalement, apres I’étage 3 nous obtenons :

Ay(W) = 1+ 3648 + 204810 + 6720012 + 14336714 + 185981716
+ 1433618 + 672020 + 2048122 + 364124 + W32

Dans le domaine des turbo codes, ce processus est parfois appelé “spectral
thinning”. Plus 'on augmente le nombre d’étages et plus la distance mini-
male du code peut étre importante tout en diminuant le nombre de mots
de code de poids faibles voisins. Cependant augmenter de facon conséquente
le nombre d’étages ne permet pas nécessairement d’augmenter la distance
minimale du code qui finit par tendre vers une constante.

Le calcul effectué dans I’exemple du code [32,16,8] est un calcul exact car
la dimension du code est suffisamment petite pour le permettre. Cependant
pour des dimensions importantes, il est possible de calculer une distribution
moyenne des poids de ’ensemble des codes [n = 2k, k| en moyennant sur
tous les entrelaceurs possibles. On peut alors affirmer qu’il existe un code
avec une meilleure distribution des poids que le code associé a la distribution
moyenne obtenue.

Pour cela, on remplace I’entrelaceur réel par un entrelaceur abstrait qui est
en fait une variable aléatoire ayant une distribution de probabilité uniforme.
Un entrelaceur abstrait de taille k est une fonction aléatoire qui transforme
un mot d’entré de poids z en I'un des quelconques et equiprobables mot
de sortie permuté de méme poids qui sont au nombre de (k) Ces entrela-

z
ceurs abstraits uniformes permettent de chainer les calculs des distributions
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moyennes de poids d’un étage a 'autre. La fonction énumératrice des poids
entre l'entrée et la sortie (“Input-Redundancy Weight Enumerator Func-
tion” ou encore IRW EF') d’un code en bloc [n, k] est défini par :

ko k k k
Z) =Y > AS WvzF =" A%w, Z)W" =) AW, 2)Z?
w=0 2=0 w=0 z=0
A% (w, Z) et AY(W, z) sont appelés fonction énumératrice des poids de sortie

conditionnellement & l'entrée (“Conditional Weight Enumerator Function”)
et nous avons les deux relations :

k
=Y AS 77
z=0

k
=) _AG W
w=0
AC’

w,» €st le nombre de mots de code de redondance de poids z générés par

un mot d’information de poids w et A(w, Z) est le polynome énumérateur
de la distribution des poids de redondance des mots de code générés par les
mots d’information de poids w.
Pour illustrer ces notations on considere I'exemple ou chaque étage est la
simple concaténation de codes de Hamming étendu [8,4,4] pour construire
un code [n, k] comme c’est le cas pour les codes cortex. Alors 'IRWEF
d’un étage entier correspondant & un code C; est :

AC (W, Zi1) = (1 + AW Z3 | + 6W2 22, +4W3Z, 1 + WAZE )5
Pour I’étage 0, nous obtenons :
AW, 2y = W) = (1 + 14W* + W8)4

A la sortie de I’étage 1, nous obtenons un code qui est la concaténation
série de Cy (code associé a 1'étage 0) et C7 (code associé a I'étage 1). Nous
pouvons alors écrire :

k CO Cl
ACCh (W, Zg) _ Z A (VV, Zl()kA) (Z17Z2)
z1=0 21

Apres I'étage 2, nous avons :

ACOCICQ W, Z3 _ zk: zk: ACo W, z1 AC; (zlkZQ)ACQ(Z27ZS)
z9=02z1=0 (Zl) (22)
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Plus généralement, pour ’étage s, nous avons :

(5) (&) &

La distribution moyenne des poids a 1’étage (s + 1) peut donc se calculer de
fagon itérative telle que :

k k
ACO(W, 21)ACY (21, 29) . .. A% (24, Zs11)
/10()0102...05 (W Zs—‘,—l) — o 1 1 sy Ls+

ACQ...Csfl (W, ZS)ACS (237 ZS+1)

zs=0 (I;s)

Dans cette derniere expression, chaque entrelaceur améliore légerement la
distribution des poids car le nombre de mots de code de poids z est divisé
par le coefficient binomial ( ) Chaque étage délivre une meilleure distribu-
tion a I’étage suivant, mais le gain devient vite négligeable lorsque le nombre
d’étage augmente.
On donne maintenant quelques exemples de ces distributions moyennes ob-
tenus dans deux cas distincts
¢ Le treillis cyclique de base est construit par une succession de blocs

de sections de type (Hq|Hp).

On donne respectivement les distributions moyennes pour des codes

de parametres [64,32], [128,64] et [256,128].

AW, Zor) =

As(W) = 14 2W8 +72W10 4 1542W12 422351 W14 + . ..
Ay(W) = 14+ 13W16 4+ 430W '8 4 1316220 4- 326720W 2% +
As(W) = 14+ W2 4 4W?26 + 12W28 + 46W30 + 496W32 + . ..

¢ Le treillis cyclique de base est construit par une succession de blocs
de sections de type (Hs|H,|Hs).
On donne respectivement les distributions moyennes pour des codes
de parametres [96,48], [120,60] et [168,84].

As(W) = 1+45W™ 4+ 179WM™ 4 479716 1 98068W 'S +- ...
Ay(W) = 1+2W" +61W10 4+ 1949W18 + 51878W 20 + ...
Ay(W) = 14 2W8 4+ 10W20 + 228W22 4 7851124 +

5.2.2 Comparaison avec les codes cortex

L’intérét premier de la construction de la figure 5.1 est qu’elle permet
d’augmenter la distance du code parallelement a ’accroissement de la lon-
gueur du code sans pour autant devoir augmenter le nombre d’étages comme
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c’est le cas pour les codes cortex. Pour illustrer ce phénomene, on considére
un code de parametres [128,64] et 'on compare les distributions moyennes
des codes obtenus selon le nombre de couches utilisées.

¢ Construction avec les treillis cycliques a 4 états

Ag(W) = 1+ 32W* 4+ 256W6 4 1520W8 + 11520010 . ..
AL(W) = 1+ WS +6W8+23W10 + 102W12 + 48014 . ..
As(W) = 1+ 13W1 4 430W18 + 13162W20 + 326720W 22 + . ..

¢ Construction cortex

Ag(W) = 1+ 224W* + 23536W8 + 1540000012 + ...

AL(W) = 1+45W*4+86W6 +317W8 + 1683W10 4 ...
As(W) = 1+ 32W8 +493W12 4 8916W16 + . .

As(W) = 1+ W8+ 3W10 4 8W12 4 34w + 9gW16 4 .
A W) = 1+ W12 4 26W16 +26236W20 + ...

As(W) = 1+ 10W1 +412W18 4+ 12979W20 + ..

Pour atteindre la distance minimale 16, la construction cortex nécessite 6
étages tandis que la nouvelle construction n’en demande que 3. De plus, au
dela de 3 étages, le gain de distance minimale avec la nouvelle construc-
tion n’est pas significatif et il est donc préférable de se limiter a 3 étages
quelque soit la longueur du code envisagé. En revanche pour les codes cor-
tex, il est nécessaire d’augmenter ce nombre de couches si I'on veut un ac-
croissement significatif de la distance minimale. Ce probléeme de nombre
d’étages en hausse constante est d’ailleurs a l'origine des difficultés ren-
contrés pour décoder cette famille de code. Si la limitation a 3 étages n’as-
sure pas nécessairement que le décodage sera aisé ou efficace, cela donne en
revanche un nouvel espoir de parvenir a décoder de tels turbo codes série.

5.3 Auto-dualité

Les codes construits par la méthode présentée précédemment ont la par-
ticularité d’étre des codes auto-duaux. Pour prouver ce résultat, on énonce
et on démontre deux propositions dans cette section. Il est a noter que la
démonstration est réalisée dans le cas de la construction n’utilisant que des
treillis cycliques. Le raisonnement demeure cependant identique dans le cas
de la construction ”hybride”.

Proposition 5.3.1 Soient C un code binaire auto-dual de paramétres
[n,k,d] et T la section de treillis construite en prenant les k bits d’informa-
tion en étiquettes, les % premiers bits de redondance comme état entrant et
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les % derniers bits de redondance comme état sortant. Alors, lorsqu’il existe,
le code associ€ a la concaténation de ces sections sous forme d’un treillis
cyclique est un code auto-dual.

Démonstration : Soit 7 un treillis cyclique, associé a un code C, composé
de s sections construites a partir d’'un code auto-dual C; sur le modéle de
la proposition 2. Pour la i¢™€ section de treillis, on note X;_; le vecteur des
bits d’étiquettes, a;_1 celui des bits d’état entrant et «; celui des bits d’état
sortant.

Pout tout ¢ appartenant & 0,...,s — 1, (X;_1,a;,;41) est donc un mot du
code Cp. Alors,

V(Z,j) (S (0, ey S — 1)2, < (Xi_l,ai,aiﬂ), (Xj_l,aj,aj+1) >=0 (51)

Soient X = (Xo, ..., Xs) et Y = (Y, ..., Ys) deux mots de codes quelconques
de C. Alors, d’apres (5.1), nous avons :

V(’L,]) € (Oa sy 8 — 1)27 < (Xiaaiaai—i-l)a (ijvﬁjvﬁ]—kl) >=10
ou (Xj, a4, 1) et (Y5, B4, Bj4+1) sont des mots de code de Cp. 11 s’en suit
Vi € (0,...,8 — 1),< X, Yi>+ <o, 0 >+ < 1, 8i+1 >=0

et donc

»
|
—_

(< X3, Yi >+ <, 8 >+ < @ig1,Bis1 >) =0 (5.2)

Il
o

i

Le treillis étant cyclique, cela signifie que ag = a5 et Gy = (5. L'égalité (5.2)
peut donc s’écrire

»
|
—

(< X3,Yi>+2<aq;,08>)=0

Il
=)

i
Finalement, comme nous sommes en caractéristique 2, il s’en suit

s—1
Y <X, Y >=0
1=0

Le code C est donc bien un code auto-dual. m
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Proposition 5.3.2 Soit T un treillis cyclique associé a un code binaire C
auto-dual. Alors les codes associés a la concaténation série de ces treillis via
des permutations quelconques sont des codes euxr aussi auto-duauz.

Démonstration : On considere la concaténation série, via des permuta-
tions quelconques notées m; (i € 0,...,t — 1), de ¢ treillis cycliques associés
a des codes auto-duaux (on note Ry la partie redondante de la matrice
génératrice de ces codes). Soient m = (X|R) et m’ = (X'|R’) deux mots
de code. Alors, R = XRymoR7 ... mi_1R7 et R\ = X'RymoR7 ... m_1R71.
Chacun de ces mots peut également se représenter graphiquement de la fagon
suivante :

X\|7 XOEHG: X |7 X2§HL! P SR X,|T|R (X|R) : mot de code m

| S I

X'|T|X}4 in: X 7| X4y X4 - X!|T|R (X'|R’) : mot de code m’

— | E— I

Avec ces notations, il nous faut donc montrer que < m,m’ >= 0.

Chaque treillis cyclique étant associé & un code auto-dual, nous pouvons
écrire :

<X, X'> 4+ <Xp,X)> =0

<X, X1> + <Xp, X35> =0

<XpX,> + <RR> =0
De plus, pour tout ¢ pair, nous avons X;11 = I (X;). Or, pour tout couple
2

(i,7), nous avons Pégalité < IT;(X;),II;(X]) >=< X;, X] >.
Donc en particulier pour tout ¢ pair, il existe un entier j tel que I'on ait :

<X7;+1,X{+1> = <Hj(Xi),Hj(X{)> = <XZ',Xli>

K3 K3

Le systeme (S) devient alors :

<X, X'> 4+ <Xp,X)> =0
< X0, Xp> + <Xy,X)
< XQ,Xé > 4+ < X4,X4/1 > =0

\Y,
Il
o

<XpX,> + <RR> =0
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Si 'on somme chacune des équations du systéme, nous obtenons 1’égalité
suivante :

<X,X’>+<R,R’>+2Z <X, X! >=0

i pair
Les opérations étant réalisées en caractéristique 2, nous avons donc
<X, X'>+<RR >=0
Par conséquent,
<m,m' > = < (X|R),X'|R)> = <X, X'>+<RR > =0

Les codes obtenus par la concaténation série sont donc bien auto-duaux. m

Remarque 5.3.1 Soient C un code auto-dual et T le treillis cyclique qui
lui est associé. Alors les sections de treillis de T ne sont pas nécessairement
associ€es a des codes auto-duauz.

5.4 Décodage

L’une des difficultés majeures du décodage des codes “cortex” est le po-
sitionnement sur la structure des bits composant les mots de code. Ces bits
se trouvent en effet uniquement sur les bords de la structure et deviennent
rapidement minoritaire en nombre par rapport aux bits positionnés sur les
étages internes de la structure et qui ne sont pas transmis sur le canal lorsque
I'on souhaite construire un code possédant une bonne distance minimale.
En fait, ce phénomene apparait des que 'on utilise plus de 3 étages dans la
construction “cortex”. Lors du décodage, il y a donc sur la structure plus de
bits ne recevant aucune estimation du canal que de bits en possédant une.
De ce fait il est tres difficile de permettre au décodeur de démarrer dans de
bonnes conditions car il doit dans un premier temps estimer ces bits n’ayant
recu aucune information en provenance du canal de transmission.
Malheureusement, les codes “cortex”, s’ils n’utilisent que 3 étages, ne
peuvent pas atteindre une distance minimale supérieures & 12. Tout code
“cortex” de distance minimale supérieure a 12 nécessite 'utilisation de plus
de 3 étages et le nombre de bits transmis sur le canal devient alors minori-
taire par rapport aux bits non transmis et donc non estimés a la réception
du message. Le décodage de ces codes est donc problématique pour les dis-
tances strictement supérieure & 12, ce qui les rend difficilement utilisables
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dans la pratique.

La nouvelle construction série présentée dans ce chapitre s”affranchit de
ce probleme lié au nombre d’étages car les distances minimales des codes
construits ne sont pas bornées si on se limite a 3 étages en raison des pro-
priétés bien singulieres des polynémes de transition des poids des treillis cy-
cliques utilisés. Par conséquent, quelque soit le code construit, il y a toujours
sur la structure autant de bits transmis sur le canal que de bits non trans-
mis. Pour réaliser le décodage, nous avons donc autant de bits possédant une
estimation provenant du canal de transmission que de bits n’en possédant
pas. Cependant, cet équilibre entre les bits estimés et ceux qui ne le sont
pas ne permet pas d’assurer que le décodage sera performant.

Pour des raisons de temps, les applications pratiques concernant le décodage
n’ont malheureusement pas pu étre mise en ceuvre durant cette these. La
question de la qualité de ces codes dans le cadre d’une utilisation pratique
reste donc pleinement a vérifier.



Conclusion

Cette these a été consacrée a 1’étude du codage correcteur d’erreurs
et plus particulierement & la famille des turbo codes. Apres un rappel
sur les différentes techniques de codage que l'on peut rencontrer dans la
littérature, nous avons considéré ’aspect plus applicatif du domaine avec la
présentation de plusieurs méthodes de décodage numériques et analogiques.
Nous avons vu que ces méthodes sont tres fortement liées a la structure
graphique utilisée pour représenter le code et que ces structures sont tres
diverses pour un méme code et qu’il est donc tres difficile de trouver la
mieux adaptée au décodage. Nous avons également vu qu’il était possible de
décoder sans le moindre support graphique mais que ces méthodes avaient
I'inconvénient d’étre tres limitées car elles deviennent trés rapidement trop
complexes a mettre en ceuvre lorsque les codes atteignent des dimensions
significatives.

L’un des buts de cette these était de sélectionner 1’algorithme de
décodage le plus approprié et de I'adapter aux codes cortex qui sont des
codes possédant d’excellentes distances minimales mais dont le décodage
est particulierement ardu. Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes
particulierement attardés sur ce probleme. Nous sommes parvenus a décoder
notamment les codes cortex composés de trois couches et de distance mini-
male 8 en mettant en avant le lien qu’il existe entre ces codes et les treillis
cycliques. Plus précisément, il est possible de déplier la structure cortex
pour faire apparaitre un treillis bracelet comportant 16 états. De ce fait, il
est possible de les décoder de facon optimale. Un résultat similaire existe si
I’on utilise Z4 comme alphabet et 'octacode comme code composant. Dans
ce cas, les codes cortex composés de trois couches et de distance minimale
12 peuvent se représenter sous la forme de treillis bracelet a 256 états.
Cependant une majorité des codes cortex n’ont pu étre décodés pour une
raison relativement simple : ces codes sont composés de plusieurs couches
assemblées en série, mais seuls les bits présents sur les bords de la structure
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sont transmis sur le canal. Par conséquent lors de la premiere itération
du décodage toute l'information recue est concentrée sur les bords de la
structure alors que le centre est dépourvu de toute information provenant
du canal. Le centre comportant plus de bits que les bords, cela explique
partiellement la difficulté de décoder cette famille de codes. Pour remédier
en partie a ce probleme, nous avons proposée une évolution de ces codes
en répartissant les bits & transmettre sur ’ensemble de la structure. Ainsi
chaque couche de la structure comporte des bits qui seront émis et d’autres
non. Si de prime abord nous avons placé beaucoup d’espoir dans cette
méthode car elle permettait de mieux recouvrir la structure avec les bits
du canal tout en préservant les bonnes propriétés de distance minimale, le
décodage s’est la aussi soldé par un échec. Cependant, dans cette nouvelle
configuration, le nombre de bits émis reste insuffisant en comparaison de
ceux qui ne le sont pas.

Dans le quatrieme chapitre, devant I'impossibilté de décoder les codes
cortex, nous avons donc décidé de mieux comprendre les criteres de
sélection pour les codes composants d’un turbo code et de le mettre en
pratique pour la construction de turbo codes a concaténation parallele
multiple. Le fait marquant de cette étude est que la distance minimale du
code composant n’est pas le critere primordial, mais qu’il est au contraire
préférable de privilégier des codes possédant de bons polyndémes de tran-
sition des poids. L’aspect intéressant de cette méthode de sélection des
codes de base est qu’elle permet de prendre des codes trés peu complexes
des l'instant ou ’aspect distance minimale est délaissé (la complexité d’un
treillis est tres fortement liée a la distance minimale du code qui lui est
associé) au profit d’'un nouveau critére. Ainsi, nous avons sélectionné des
treillis cycliques construits a partir du code de Hamming étendu [8,4,4]
qui ne possedent que 4 états mais qui présentent les propriétés espérées
concernant leurs polynoémes de transition des poids. En utilisant ces treillis
nous avons obtenu des turbo codes courts présentant de bonnes distances
minimales et nous sommes parvenus a retrouver certains codes auto-duaux
extrémaux. Par exemple, pour la premiere fois le code de Golay [24,12,8] a
été représenté sous une forme de turbo code comme étant la concaténation
parallele de trois treillis cycliques a 4 états. Seules les constructions utilisant
une concaténation simple de deux treillis ont déja été décodée, et bien que
ce ne sont pas celles qui fournissentt les meilleures distances minimales,
les résultats sont trés encourageant notamment pour les codes courts
comme par exemple un [400,200] dont les performances sont similaires a
une tubo code de méme longueur mais utilisant des treillis a 16 états.
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Cette construction est toutefois “fragilisée” car elle utilise un procédé de
concaténation multiple et par conséquent il faut se limiter a l'utilisation
de quatre voire cinqg treillis au maximum pour ne pas trop handicaper le
décodage. Une question ouverte est également posée dans ce chapitre. Les
codes cortex sont en effet une famille de codes dont la partie redondante
des matrices génératices est circulante par bloc si les permutations utilisées
sont linéaires. Avec cette hypotheése cela signifie que les codes cortex
peuvent se mettre sous la forme d’un turbo code a concaténation multiple.
L’aspect intéressant est que les codes que l'on concatene possedent de
faibles distances minimales et laisse espérer que leur repésentation en treillis
soit réalisable avec une complexité raisonnable. Cela permettrait ainsi de
décoder les codes cortex en utilisant les méthodes itératives classiques et
nous aurions a portée de main une famille de turbo codes avec de tres
bonnes distances minimales et un décodage peu complexe a mettre en ceuvre.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous avons réalisé une évolution des
codes cortex en utilisant les enseignements acquis sur les criteres de choix
des codes composants. En effet les différentes couches des codes cortex sont
composées d'une simple concaténation de petits codes et ne permet pas de
respecter les criteres fixés concernant le polynéome de transition de poids.
Nous avons donc ajouté des connexions verticales pour relier les différents
petits codes d’une méme couche. Cet ajout de connexions revient en fait a
considérer que les couches de codes sont des treillis cycliques a 4 états tres
semblables a ceux du chapitre précédent car eux aussi élaborés a partir du
code de Hamming étendu [8,4,4]. Les codes obtenus par cette méthode sont
comme pour les codes cortex des codes auto-duaux. L’intérét d’une telle
évolution de la structure est qu’elle permet dorénavant d’obtenir des codes
avec de bonnes distances minimales sans avoir pour autant a utiliser plus
de trois couches (les codes cortex ont une distance minimale bornée a 12
si Pon considére au plus trois couches). Ainsi il y a autant de bits sur les
bords de la structure (bits émis sur le canal) que de bits au centre de la
structure (bits non émis si 'on désire un rendement supérieur a %) et 'on
compense en partie I'une des difficultés majeures du décodage des codes
cortex. Cependant le fait que seul la moitié des bits soient transmis sur
le canal risque de compromettre les performances de décodage qui seront
toutefois meilleures que pour les codes cortex.

Les turbo codes sont maintenant devenus incontournables dans les
systemes de transmission numérique et leur utilisation est préconisée dans
de plus en plus de normes (UMTS, BRAN, ...). Leur dernier véritable



122 CONCLUSION

handicap demeure le phénomeéne “d’error floor” qui est en grande partie
due a leur distance minimale encore trop faible, et une complexité que I'on
souhaite sans cesse étre en mesure de diminuer. Cependant il apparait qu’il
est possible d’obtenir des turbo codes présentant de tres bonnes distances
minimales et qu’il est également possible de représenter certains codes
auto-duaux extrémaux sous cette forme. Si le phénomene “d’erreur floor”
ne peut pas étre totalement supprimé, ’espoir demeure donc de le repousser
de fagon tres significative en cherchant a élaborer des turbo codes avec de
meilleures distances minimales. Il apparait également que la complexité
pourrait étre tres praticable car nous avons pu élaborer des turbo codes
utilisant des treillis & seulement 4 états. Un dernier aspect a ne pas perdre
de vue concerne les symétries dans les structures ainsi que la simplicité
de représentation des treillis utilisés. Prendre en compte ces deux derniers
criteres permet d’envisager la réalisation de décodeurs analogiques qui
ont I'avantage de ne pas subir le cout de complexité di aux nombreuses
itérations lors du décodage.



Annexe A

Criteres de décodage

Selon que les observations sont binaires ou réelles, les algorithmes de
décodage mis en ceuvre ne sont pas les mémes. Aussi nous formulons quelques
rappels sur les criteres de décodage suivant que 'on cosidere le décodage
ferme (dur ou “hard”) qui utilise des entrées binaires résultant du seuillage
de la sortie du canal ou le décodage pondéré (souple ou “soft”) qui utilise
des entrées réelles. On fait également I’hypothese que le décodage ferme est
réalisé sur un canal sans mémoire (on peut ainsi se ramener a un modele de
canal binaire symétrique) et le décodage pondéré sur un canal gaussien.

A.1 Décodage ferme

On suppose que la probabilité qu’une erreur se produise est égale a
p. On considere alors un code binaire C de longueur n. On note ¢ =
(cos€1y--+5¢n—1) un mot de code et r = (rg,71,...,7n—1) l'observation qui
lui est associée. Le décodeur cherche & maximiser la vraisemblance a poste-
riori donc la probabilité P(c|r). Les mots de code étant équiprobables, cela
revient par conséquent a maximiser P(r|c). L’hypothése d’un canal sans
mémoire permet de dire que les observations r; sont indépendantes et par

conséquent :
n

P(rle) = [ P(riles)

=0

De plus selon qu’il y ait égalité ou non entre r; et ¢;, P(r;|c;) prend la valeur
(1 — p) ou p. Nous pouvons donc écrire :

P(T|C) — pd(nc) > (1 . p)n—d(r,c)
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ou d(.,.) désigne la distance de Hamming.

p étant inférieure & 5, maximiser P(r|c) revient donc & minimiser la distance
de Hamming entre c et r. Le décodage ferme consiste donc a rechercher le
mot de code ¢ de C qui minimise la distance de Hamming avec I’observation
r.

A.2 Décodage souple

Deux aspects sont ici a envisager. On peut considérer une minimisation
de la probabilité d’erreur par mot (on maximise la vraisemblance a poste-
riori) ou une minimisation de la probabilité d’erreur par bit (on maximise
le rapport de vrasemblance a posteriori).

A.2.1 Probabilité d’erreur par mot

On note ¢ = (¢p,c1,-..,¢p—1) un mot de longueur n du code C et r =
(ro,7r1,...,7n—1) lobservation qui lui est associée. On cherche & maximiser
P(c|r). Les mots de codes étant equiprobables, cela équivaut & maximiser
p(r|c). Le canal étant gaussien, les observations sont indépendantes et nous

pouvons écrire :
d*(r,c)
exp | —
P < 202

. 1
Pt = [T P00 = (57
ou d(r, c) est la distance euclidienne entre le mot ¢ et ’observation r.
Maximiser P(r|c) revient donc & minimiser la distance euclidienne entre
I’observation r et le mot ¢ de C. Un tel décodeur fournit donc le mot de code
le plus probable.

w3

A.2.2 Probabilité d’erreur par bit

Pour chacune des composantes ¢; du mot de code, on détermine le loga-
rithme du rapport de vraisemblance défini par :

P(c; = 1|r)

L) = B =om

Si L(c;) est supérieure a 1 on décide que le bit vaut 1 et 0 dans le cas
contraire.

Ce décodeur traite donc les éléments bits a bits ce qui implique que le mot
obtenu apres décodage n’appartient pas nécessairement au code.
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