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Introduction

Nous nous intéressons ici a des questions relatives au noyau sauvage
entrant dans le cadre plus général de I’étude du K, des corps de nombres.
Dans une premiere partie de I’exposé, nous nous sommes attachés a définir
les notions nécessaires a cette étude et a décrire les principaux théoremes
déja connus. La description cohomologique du K5 des corps globaux, qui est
I'ceuvre de J. Tate ([T]), est 'un des premiers résultats significatifs sur le
sujet et il nous a semblé intéressant de le rappeler. D’autre part, 'identifica-
tion du K5, & un groupe d’homologie via la théorie des extensions centrales
de groupes linéaires intervient fondamentalement dans la définition du mor-
phisme de transfert d’une extension de corps de nombres, définition que I’on
a reprise puisque cette application jouera un réle important dans la suite.
Quant aux symboles, ils sont incontournables puisque les définitions méme
du noyau sauvage, du noyau modéré ainsi que du noyau modéré positif re-
posent sur les symboles de Hilbert et modérés.

Concernant le noyau sauvage, de nombreux auteurs ont contribué a une
meilleure connaissance du sujet en développant des méthodes bien différentes.
En considérant ’analyse harmonique sur des espaces symétriques, H. Gar-
land a prouvé (|Ga]) la finitude du noyau modéré, donc celle du noyau sau-
vage. De méme, des résultats ont été trouvés en exploitant les liens entre les
noyaux sauvage et modéré ([Br], [Grl]) ; par exemple, la conjecture de Birch-
Tate liant le noyau modéré a la fonction zéta de Dedekind (voir la remarque
page 86 pour un énoncé complet) permet d’obtenir avec la suite exacte de
Moore des informations sur le cardinal du noyau sauvage de certains corps de
nombres. D’autre part, depuis 'origine, de nombreux calculs explicites ont
été menés pour obtenir diverses propriétés qui concernent certains corps de
nombres, et essentiellement les corps quadratiques ([BG]). Une autre tech-
nique consiste a exhiber explicitement des éléments non triviaux du noyau
sauvage ; cette étude repose en partie sur la caractérisation de ces éléments
en termes de symboles ([Mu], [Hut], [Ke]). Cependant, de fagon générale, on
connait assez mal le noyau sauvage. On sait qu’il est trivial pour le corps Q



des rationnels, ainsi que pour certains corps quadratiques imaginaires ([BT]).
Néanmoins, lorsqu’on s’intéresse a la p-partie du noyau sauvage, on connait
des résultats plus précis. Sa structure a notamment fait 'objet de travaux
reposant sur les classes logarithmiques ([Grl], [J2], [Sor], [JS1]). On connait
aussi une formule de genre, analogue a celle des groupes de classes, pour les
p-parties des noyaux sauvages d'une extension de corps de nombres de degré
premier p ([KM1], [KM2], voir aussi sur ce theme [Ry]), sur laquelle on aura
I’occasion de revenir. Signalons a ce propos qu’il existe une généralisation
des noyaux sauvages en K-théorie supérieure (voir [Ng]) ; la formule de genre
évoquée précédemment est également satisfaite pour ces noyaux sauvages
supérieurs ([KM1]). Enfin, la théorie d’Iwasawa est aussi un outil intéressant
pour I’étude des noyaux sauvages ([Kol]).

Lorsque p est un nombre premier impair, les p-extensions de Q pour
lesquelles la p-partie du noyau sauvage est triviale s’obtiennent a l'aide de la
formule de genre établie par M. Kolster et A. Movahhedi ([KM1]) pour les
p-parties des noyaux sauvages d’une extension de corps de nombres de degré
premier p. Le cas p = 2 s’avere étre beaucoup plus difficile. J. Browkin et A.
Schinzel ont apporté la premiere pierre a ’édifice en déterminant le 2-rang du
noyau sauvage des corps quadratiques ([BS]). Plus récemment, en étudiant le
morphisme de transfert entre noyaux sauvages, M. Kolster et A. Movahhedi
ont établi ([KM2]) une autre formule de genre pour les 2-parties des noyaux
sauvages, ce qui leur a permis de déterminer les extensions bi-quadratiques
de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale. Enfin, R. Griffiths a
traité le cas des extensions multi-quadratiques ([Gri]) en s’appuyant encore
sur la formule de genre.

Par voie de conséquence, le but de cette these a été progressivement de
chercher a déterminer les extensions cycliques de degré 4, les 2-extensions cy-
cliques et les 2-extensions abéliennes de Q dont la 2-partie du noyau sauvage
est triviale. Les résultats que 1’on a obtenus reposent principalement sur une
amélioration que nous proposons de la formule de genre susmentionnée, en
ce sens qu’on léve I'indécision sur la valeur d’'un exposant intervenant dans
la formule initiale. En particulier, on calcule explicitement la valeur de cet
exposant dans le cas des corps quadratiques, ce qui nous permet de retrouver
les résultats de J. Browkin et A. Schinzel sur le 2-rang du noyau sauvage.
Nous constatons aussi pour cela que la formule de genre donne le 2-rang du
noyau sauvage sous certaines conditions. Ensuite, nous traitons le cas des
extensions cycliques et comparons nos résultats a ceux obtenus par G. Gras
sur le probleme analogue portant non plus sur le noyau sauvage mais sur le
noyau modéré positif (cf [Grl]). Notons que méme si nos résultats et ceux
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de G. Gras se recoupent en certains points, ils sont toutefois obtenus par des
techniques différentes reposant, dans notre cas, principalement sur la formule
de genre pour les noyaux sauvages et, dans l’autre, sur les classes logarith-
miques. Enfin, nous traitons le cas des 2-extensions abéliennes totalement
réelles de Q, regroupons les résultats de [Grl], [KM2] et [Gri] afin d’avoir un
récapitulatif des travaux réalisés sur cette question, puis décrivons quelques
situations précises pour expliquer pourquoi le cas général des 2-extensions
abéliennes de QQ parait plus difficile & résoudre.

A présent, nous détaillons le plan de la these :
Chapitre 1 : K-groupes et K> des corps de nombres

Ce chapitre consiste en quelques rappels sur la K-théorie de Milnor et, plus
particulierement, sur le Ky des corps de nombres. On définit notamment le
noyau sauvage W K, (F'), le noyau modéré Ks(or) et le noyau modéré positif
Ks(op)* associés a un corps de nombres F'.

Chapitre 2 : Formules de genre

Nous établissons (cf proposition 2.18) une formule de genre pour les 2-parties
des noyaux sauvages d'une extension quadratique de corps de nombres E/F
de groupe de Galois G. En pratique, cette formule s’applique lorsque F' est
totalement réel, et dans ce cas, elle s’écrit (voir corollaire 2.19) :

| WEK3(E)(2)a | 9T rl—p
| WE,(F)(2) | B [Dr: DrpN NE/F(E'*)]’

oli Tgr est un ensemble dépendant essentiellement de la ramification de I’ex-
tension, I'indice normique [Dg : Dp NNy /p(E*)] est lié au noyau de Tate Dp
et p est un entier égal a 0 ou 1. Or, sur des exemples concrets, on peut esti-
mer aisément le cardinal de T, 5 et I'indice normique [Dg : Dp NNy /g (E*)],
mais, dans certains cas, la formule de genre donnée dans [KM2| ne permet
pas de décider si p vaut 0 ou 1. C’est pourquoi, dans un souci de détail
et d’amélioration, on reprend la démonstration de [KM2]| et on donne une
méthode, pour calculer p, reposant sur le calcul de symboles de Hilbert.

Chapitre 3 : Corps quadratiques

Nous constatons d’abord que, sous réserve que le corps de base F' admette
une 2-partie du noyau sauvage triviale, la formule de genre détermine en fait



le 2-rang du noyau sauvage de £ (pour une extension quadratique E/F).
Par conséquent, en considérant un corps quadratique E = Q(v/d), nous
déterminons précisément la valeur de p en fonction de la forme de ’entier
d et retrouvons (théoréme 3.4) la valeur du 2-rang du noyau sauvage de
Q(v/d) établie par J. Browkin et A. Schinzel en 1982. Il s’ensuit aisément la
détermination des corps quadratiques dont la 2-partie du noyau sauvage est
triviale (théoreme 3.1).

Chapitre 4 : 2-extensions cycliques de Q dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale

En appliquant la formule de genre, on établit la liste des 2-extensions cy-
cliques de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale. Néanmoins, le
cas le plus révélateur des difficultés rencontrées concerne le sous-corps de
degré 4 du corps cyclotomique Q(u,) olt p est un nombre premier tel que
p=1mod8, p# 2% —32y% z > 0,z = 1 mod 4. En effet, non seulement
c’est le seul cas de corps cyclique de degré au moins 4 pour lequel le calcul de
p est non trivial, mais aussi c’est I’'un des rares cas pour lequel la 2-partie de
son noyau sauvage est triviale, sans que celle du noyau modéré positif le soit
(comparer avec la proposition 4.21 ou I'on distingue nos résultats de ceux de
G. Gras).

Chapitre 5 : 2-extensions abéliennes de (Q dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale

Apres avoir traité le cas des 2-extensions cycliques, nous commengons par
déterminer les 2-extensions abéliennes totalement réelles de Q dont la 2-
partie du noyau sauvage est triviale (cf théoréme 5.5). Pour cela, on applique
une proposition prouvée par M. Kolster et A. Movahhedi ([KM2]) sur les
extensions de corps de nombres relativement bi-quadratiques. Pour ce qui
concerne les extensions imaginaires, nous savons que la 2-partie du noyau
sauvage du sous-corps totalement réel maximal de I’extension considérée est
soit triviale, soit d’ordre 2; dans le cas ou elle est triviale, nous répondons
au probleme (section 5.2.2). Nous terminons la thése en donnant un exemple
de corps pour lequel on ne sait pas décider de la trivialité de la 2-partie de
son noyau sauvage ; dans la situation décrite, si 'on cherche a appliquer la
formule de genre, le probléme devient équivalent a décider si la 2-partie du
noyau sauvage d’un corps est cyclique d’ordre 2, ce qui semble aussi difficile
que la question initiale.
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Notations générales

un nombre premier

un entier naturel

un groupe abélien

le noyau de la multiplication par n dans A
le p-sous-groupe de Sylow de A

le p"-rang du groupe fini A

le commutateur zyz~'y~! pour des éléments z,y d’un groupe G
le groupe dérivé d’un groupe G,
i.e., le sous-groupe de G engendré par les commutateurs

un anneau
le groupe des éléments inversibles de A
le groupe de classes d’idéaux de A

la classe de I'idéal J de A dans CI(A)

un groupe fini

un G-module (dont la loi est notée additivement)
I’ensemble des G-invariants de M,

i.e., MY ={z € M/Vo € G,0x = 1}

le sous-module de M engendré par les éléments
de la forme ox —x, otz € M et 0 € G
I’ensemble des GG-coinvariants de M,

z'.e., MG = M/IgM
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F un corps
F* I’ensemble des éléments de F' privé de 0
w(F) le groupe des racines de I'unité contenues dans F'
[E: F] le degré de l'extension finie E/F
Gal(E/F) le groupe de Galois de l’extension galoisienne E/F
Ng/r ’application norme de 'extension galoisienne E/F
Fy la Z,-extension cyclotomique de F’
F, le n-ieme étage de F
F un corps de nombres (i.e., une extension finie de Q)
op I’anneau des entiers de F'
CI(F) le groupe de classes d’idéaux de op
Ur le groupe des unités de op
F, le complété de F' a la place v

Enfin, un peu de terminologie :

On appelle p-extension d’un corps F' toute extension galoisienne finie de F,
dont le groupe de Galois est un p-groupe.

Une place p-adique d’un corps de nombres F' est une place de F' qui divise p.

De plus, une place qui n’est pas 2-adique sera dite non 2-adique ou impaire.
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Chapitre 1

K-groupes et Ko des corps de
nombres

Nous commencons par présenter la construction des premiers groupes de K-
théorie Ky, K; et Ky, d’'un anneau et donnons un apercu des groupes de K-
théorie supérieurs introduits par J. Milnor (voir les trois premiéres sections).
L’essentiel des résultats énoncés sont donnés sans démonstration, mais on
peut les trouver dans [Mi] et [Ro], qui sont les deux principales références
pour ce sujet. Comme la structure des K-groupes de Milnor KM (F) d’un
corps de nombres F' est bien connue pour n # 2, nous nous proposons par
la suite d’amorcer ’étude du K5 d’un corps de nombres. Dans un premier
temps, on s’intéresse au Ky d’'un point de vue cohomologique et on énonce
sans démonstration des résultats classiques démontrés par J. Tate ([T]). Dans
un deuxieme temps, on étudie le Ky d’un corps de nombres a travers les
symboles classiques. On se concentre d’abord sur les symboles de Hilbert et
modérés afin d’aboutir essentiellement aux définitions des noyaux sauvages
et modérés et a leurs premieres propriétés. On termine le chapitre par une
allusion aux noyaux modérés positifs et aux noyaux modérés des S-entiers,
notions qui se révéleront utiles aux prochains chapitres.

Dans toute la suite, A désignera un anneau. On notera CI(A) le groupe de
classes d’idéaux de A et J € Cl(A) la classe de I'idéal J de A.

1.1 Le groupe K; de Grothendieck

Pour tout anneau A, le groupe Ky(A) de Grothendieck est, par définition,
le quotient du groupe abélien libre des classes d’isomorphisme [P] des A-
modules projectifs de type fini P par le sous-groupe engendré par les éléments

13



de la forme [P® Q] —[P]—[Q] pour P, @ des A-modules projectifs de type fini.

Ainsi, tout élément de Ky(A) peut s’écrire comme la différence [P] — [Q] ou
P, @ sont des A-modules projectifs de type fini; de plus, on peut montrer
que [P] = [Q] dans Ky(A) si et seulement si il existe un entier r tel que
POA =ZQaAN.

Considérons maintenant un morphisme d’anneaux f : A — A’. Alors, & partir
de tout A-module P, on peut définir un A’-module, & savoir A’®, P. De plus,
si P est un A-module projectif de type fini, alors il existe un A-module @) et
un entier 7 tels que P& Q = A" ; et, par conséquent, (A'®, P)® (A'®, Q) =
AN ®@x A" = (A')". Autrement dit, A’ ®, P est un A’-module projectif de type
fini, de telle sorte que la correspondance [P] — [A’ @, P| permet de définir
un morphisme de groupes abéliens

fo : Ko(A) = Ko(A).

Ainsi, K; est un foncteur covariant de la catégorie des anneaux vers la
catégorie des groupes abéliens. Les propriétés suivantes sont donc vérifiées :
(identité), = identité et (f o g)s = fx © gs-

Avant de calculer K, pour des familles d’anneaux particuliers, rappelons la
définition suivante. On dira que A est un anneau local si I'ensemble 90t =
A N A* formé des éléments de A qui ne sont pas dans A, c¢’est-a-dire qui ne
sont pas des unités, est un idéal & gauche de A. Il est a noter que, si A est
local, alors un A-module est projectif si et seulement si il est libre. D’ou la

Proposition 1.1. Si A est un anneau local, alors Ko(A) = Z, engendré
par la classe du A-module libre de rang 1, i.e., par [A]. C’est donc vrai, en
particulier, si A est un corps.

Intéressons-nous maintenant au comportement du K, pour les anneaux de
Dedekind. Nous allons constater que le groupe Ky d'un anneau de Dedekind
est étroitement lié a son groupe de classes d’idéaux.

Théoréeme 1.2. Si A est un anneau de Dedekind, alors on a l'isomorphisme
Ky(A) =2 Z & Cl(A).

On en déduit immédiatement les résultats suivants pour des anneaux de
Dedekind bien particuliers :

14



Corollaire 1.3. (i) Si A est un anneau principal, alors Kqo(A) = Z.
(i) Si F est un corps de nombres,

Ko(or) 2 Z & CIU(F),

ot o est l’anneau des entiers de F' et CI(F) := Cl(op) est le groupe de
classes d’idéaux de l'anneau or.

1.2 Le groupe K; de Whitehead

Soit n un entier > 1. Comme d’habitude, nous noterons GL,(A) le groupe
des matrices carrées n x n, inversibles, a coefficients dans A. Comme GL,(A)

s'injecte dans GL,.1(A) par la correspondance A — ( ,(4]1 (1) ), on peut

considérer la limite directe
+oo
GL(A) := lim GLq(A) = L_Jl GL, (M),

que I'on appelle le groupe linéaire général infini.

Pour 7 et j deux entiers distincts compris entre 1 et n, et pour tout A € A,
désignons par ef‘j € GL,(A) la matrice (ag,e)1<k,e<n définie par :

arr =1 pourl <k <n,
Une telle matrice est dite élémentaire. Par ailleurs, notons E, (A) le sous-
groupe de GL,(A) engendré par toutes ces matrices, et posons
+o0
E(A) :=UmE,(A) = | J Ea(8),
- n=1

que I'on appelle le groupe des matrices élémentaires sur A.

On déduit directement de la définition que

A B Atp
ol A)-1 — o=A
En particulier, on a (ef;) ' = e;;".

15



De plus, le commutateur [4, B] = ABA™'B~! de deux matrices élémentaires
se calcule aisément dans certains cas :
I, sij#k,i#/
A .. .
[ef‘j, eh) =% ey sij=kii#!
et sij#Eki=1
ou I, est la matrice identité de GL,(A).
Nous pouvons maintenant énoncer un lemme d’importance capitale pour la
suite :

Lemme 1.4 (Whitehead). Le groupe dérivé de GL(A), c¢’est-a-dire le sous-
groupe de GL(A) engendré par les commutateurs, est exactement le groupe
E(A). Autrement dit, avec les notations usuelles,

E(A) = [GL(A) : GL(A)].

Par conséquent, E(A) est un sous-groupe distingué de GL(A), et on définit
le groupe de Whitehead

Ky (A) := GL(A)/E(A),

qui est donc un groupe abélien, compte tenu du lemme précédent. En fait,
K;(A) est abélianisé de GL(A), c’est-a-dire le groupe obtenu en quotien-
tant GL(A) par son sous-groupe dérivé, ce qu’on peut traduire, en termes
d’homologie, par la

Proposition 1.5. Pour tout anneau A, on a
Ki(A) & Hy(GL(A), ).

Passons maintenant aux propriétés fonctorielles du K. Il est clair que tout
morphisme d’anneaux f : A — A’ permet de définir un morphisme de groupes
fe : Ki(A) = K;(A). Ainsi, K; est un foncteur covariant de la catégorie des
anneaux vers la catégorie des groupes abéliens.

Nous supposons jusqu’a la fin de cette partie que A est un anneau commuta-
tif. Ainsi, la fonction déterminant est bien définie sur I’anneau des matrices

carrées, a coefficients dans A, et on peut définir SL,(A), le sous-groupe de
GL,(A) formé des matrices de déterminant +1, et

SL(A) i= limSLy (A) = Do SL,(A),
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que 'on appelle le groupe spécial linéaire infini.

Si A* désigne les unités de A, on a une suite exacte
dét

1 — SL(A) — GL(A) — A — L

Comme E(A) € SL(A), on obtient la suite exacte :

dét

0 — SL(A)/E(A) — Ky (A) — A — 1,

qui est scindée, puisque la composée A* = GL;(A) = GL;(A)/Ei(A) C
dét

GL(A)/E(A) = K1(A) — A* est clairement l'identité. D’ou la

Proposition 1.6. Pour tout anneau commutatif A, on a
Ki(A) = A & SKy(A),

ot SK;(A) := SL(A)/ E(A).

Par conséquent, la connaissance de SK;(A) suffit donc pour déterminer la
structure de K;(A). Comme nous allons le voir, SK; (A) s’annule pour différentes
familles d’anneaux.

Théoréme 1.7. Si A est un anneau commutatif local ou un anneau euclidien
(commutatif) ou 'anneau des entiers d’un corps de nombres, alors SKi(A) =
0, et le déterminant induit un isomorphisme

Ki(A) =2 A~
En particulier, cela signifie que, si F' est un corps de nombres, on a
Kl(F) = F* et Kl(OF) = UF,

ot oF est l'anneau des entiers de F' et Up := oy est ’ensemble des unités de
F.

Remarque : notons que, dans le cas de I’anneau des entiers d’un corps de
nombres, J. Milnor ([Mi], § 16) donne une preuve de ce théoréme s’appuyant
sur la suite exacte de Moore (que ’on retrouvera plus loin lorsque I’on parlera
de noyau sauvage).

Corollaire 1.8.

K\(Z) = {1} 2 222, K\ (Z]i]) = {+1, +i} = Z/4Z.
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1.3 Le groupe K, et les groupes supérieurs de
Milnor

Soit n un entier > 3. Le groupe de Steinberg St,(A) est, par définition, le
groupe libre engendré par les éléments xf‘J ,pour 1 <4, <m,1# j,et A € A,
assujettis aux relations :

A
(1) afaly =z,
(2) [x, %] = ), pour i # £, et

(3) [}y, ] = 1 pour j # k,i # L.

On peut naturellement considérer le morphisme de groupes de St,(A) dans
Stni1(A) qui, & I'élément z7; € St,(A), associe I'élément correspondant 7; €
Stny1(A); ainsi, on peut définir la limite directe

St(A) := lin St (A),
que 'on appelle aussi le groupe de Steinberg.

A

Maintenant, en posant d)n(xf‘]) = e;;, on définit un morphisme canonique de

groupes
b Stn(A) = GLa(A),

dont l'image est clairement ¢,(St,(A)) = E,(A). En passant a la limite
directe lorsque n — 400, on obtient un nouveau morphisme de groupes

¢ : St(A) = GL(A),
dont I'image est E(A).
On appelle K, de 'anneau A, et on note K,(A), le noyau du morphisme ¢.
Nous avons donc la suite exacte :
1 — K3(A) — St(A) — GL(A) — Ki(A) — 1.

Théoréme 1.9. Le groupe Ks(A) est exactement le centre du groupe de
Steinberg St(A). En particulier, Ko(A) est un groupe abélien.

Quant aux propriétés fonctorielles du Ky, elles proviennent du fait que, si f :
A — A’ est un morphisme d’anneaux, alors on a le diagramme commutatif :

0— Ka(A) —St(A) —~ GL(A) — K (A) —~1

N T i

0 — Ky(A') — St(A") — GL(A') — K, (A') —1
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Ainsi, K5 est un foncteur covariant de la catégorie des anneaux vers la
catégorie des groupes abéliens.

A titre d’exemple de calcul du K, pour un anneau, on peut évoquer le résultat
suivant dont 1'utilité apparaitra a la section 1.6 (il permettra en fait d’obtenir
la trivialité du noyau sauvage de Q).

Proposition 1.10. On a lisomorphisme de groupes Ko(Z) = Z/27Z.
Plus précisément, si ’on pose

z = (2,25 ¢15)" € St(Z),

4
11 1 0 11
= (o) (5 1))
(0 1\* (10
N -1 0 S \0 1)
On constate donc que z € K5(Z) et on peut montrer (cf [Mi], § 10) qu’en
fait x est d’ordre 2 et qu’il engendre K, (Z).

alors

Remarque : si 'on prend le probleme a I’envers, il est possible de prouver
d’abord la trivialité du noyau sauvage de QQ (obtenue comme corollaire de
Theorem 1B, [Bi]), et ensuite de retrouver la proposition précédente avec la
suite exacte de Moore (comparer avec le 2° de la remarque page 31).

Comme pour le foncteur K, on a une description homologique du foncteur
K5, description qui repose sur la théorie des extensions centrales universelles
dont on rappelle brievement les notions mises en jeu.

Une extension centrale d’un groupe G est la donnée d’un couple (X, 7) ou X
est un groupe et 7 est un morphisme surjectif de X dans G tels que le noyau
Ker 7 est contenu dans le centre du groupe X.

Une extension centrale (U, v) de G est dite universelle si, pour toute extension
centrale (X, 7) de G, il existe un unique morphisme h rendant commutatif le
diagramme suivant :

U—=G@G
h

I
I
I
I
Y

X



On peut remarquer que, s’il existe une telle extension centrale universelle,
alors elle est unique a isomorphisme pres.

Proposition 1.11. Un groupe G admet une extension centrale universelle
si et seulement si il est parfait.

Rappelons qu'un groupe G est dit parfait s’il coincide avec son groupe dérivé,
c’est-a-dire si G = [G : GI.

Proposition 1.12. Le groupe de Steinberg St(A) associé au morphisme natu-
rel ¢ est Uextension centrale universelle du groupe parfait E(A). Par conséquent,
K3(A) peut étre identifié au multiplicateur de Schur Hy(E(A),Z) ; autrement
dit, on a

K (A) = Hy(E(A), Z).

Passons maintenant a la caractérisation de K5(A) a partir de symboles (de
Steinberg). Pour cela, nous supposerons, dans toute la suite, que A est un
anneau commutatif.

Considérons u,v € A* et posons

u 0 0 v 0 0
U = 0 vt 0], 9= 01 0 € E3(A).
0 0 1 0 0 v!

Le fait que ces deux matrices soient des éléments de E3(A) n’est pas a
priori évident. C’est une conséquence de I'appartenance au groupe des ma-
trices élémentaires de toute matrice triangulaire supérieure (ou inférieure)
ne possédant que des 1 sur la diagonale (pour plus de précision, voir [Ro],
Corollary 2.1.3).

Le morphisme ¢ : St(A) — E(A) étant surjectif, il existe U, V' € St(A) tels que
o(U) = d et (V) = 0. Ainsi, puisque Ker ¢ est le centre de St(A), on voit que
le commutateur [U, V] € St(A) ne dépend pas du choix des antécédents U, V
de 4, 0. De plus, comme @ et © commutent, [U, V] € K3(A). On définit alors le
symbole de Steinberg {u, v} de u et v comme étant 1'élément (U, V] € Ky(A).

Rappelons qu’un symbole sur un anneau A, a valeurs dans un groupe abélien
G (noté multiplicativement), est une application <, >: A* x A* — G telle
que :

1. <wv,w >=<u,w >< v,w >, pour tous u, v, w € A%,

2. <u,vw >=< u,v >< u,w >, pour tous u,v,w € A%,
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3. <wu,l—u>=1, pour tout u € A* tel que 1 — u € A*.
On peut dresser, dans un premier temps, les propriétés qui justifient, entre
autres, le fait que les symboles de Steinberg sont effectivement des symboles.

Proposition 1.13. Pour u,v,w € A*, on a dans Ky(A) :
1. {u,v} = {v,u},

Auv,w}l = {u,wH{v,w},

- Au,vw}t = {u, v}H{u, w},

{u, —u} =1,

Au,l—up =1, sil—ué€ A~

G e e

Donnons le principal résultat liant le Ky d’un corps aux symboles de Stein-
berg.

Théoréme 1.14 (Matsumoto). Si F est un corps, Ko(F) est le groupe
abélien libre engendré par les symboles de Steinberg {u,v} avec u,v € A*,

assugjettis aux relations de bilinéarité des symboles et a la relation {u,1—u} =
1.

Proposition 1.15. Si F' est un corps fini, alors tous les symboles de Stein-
berg sont triviaur dans Ky(F), et donc Ky(F) = 0.

Enfin, pour conclure cette section, nous allons d’abord faire un lien entre
les groupes Ky, K; et Ky dans une situation particuliere significative, puis,
introduire les groupes supérieurs de la K-théorie de Milnor.

Théoréme 1.16 (Bass, Tate). Soit A un anneau de Dedekind de corps de
fractions F. Alors, on a la suite exacte

Ky (F) = @K1 (A/p) = Ki(A) = Ki(F) = ©Ko(A/p) = Ko(A) = Ko(F) =0,

otu, dans les deur sommes directes, p décrit l’ensemble des idéaux premiers
non nuls de A.

Nous allons maintenant décrire brievement les groupes de K-théorie supérieurs,
que J. Milnor a défini dans le but, en quelque sorte, de généraliser le théoreme
de Matsumoto. Pour tout corps commutatif F', considérons 1’algebre tenso-
rielle sur le Z-module F™* définie par

T(F*) = @1 (F),
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ot TO(F*) =Z et, pour n > 1,
T'WF)=F"Q® - -QF~.
—_——
n fois

L’idéal bilatere I de T'(F™*), engendré par les éléments de la forme u® (1 —u),
avec u € F' \ {0, 1}, est gradué, c’est-a-dire

+o0
I=PInT"(F"),
n=0

et 'anneau de Milnor de F' est bien défini par

*

KM(F):=T(F*)/I =@ K) (F).

Autrement dit, on a :
K%(F) = Tn(F*)/IﬂT"(F*) - Tn(F*)/ < U - ‘®Un/3i,j cutu;=1> .

Ainsi, KM (F) est défini pour tout n > 0 et, pour n € {0,1,2}, on voit que le
groupe KM (F') coincide avec le groupe K, (F') précédemment introduit. En
effet, on a déja constaté que Ko(F) = Z, K (F) = F* et, d’apres le théoréme
de Matsumoto, Kr(F) X F*Q F*/ <u® (1 —u); u € F~{0,1} >.

L’anneau KM (F) est un anneau gradué anticommutatif, dont on note * la
loi de multiplication dans I’anneau.

Proposition 1.17. Dans l’anneau de Milnor d’un corps commutatif F, les
propriétés suivantes sont vérifiées :

—_

(ad") xb = (axb) + (a’ *b);
ax* (bt) = (axb)+ (axb);
(

[\)

axa=ax(—1) (et donc2a*xa=0);
a*x b= —bxa (anticommutativité) ;

ap*xagx+-+*xa, =0, poura,+as+---+a, =0 ou 1;
ai * ag * ---*ka, =0, 7l existe 1 # j tels que a; +a; =1,

NN AN AN N N SN N

O ~J O O i W
N e e e e e N N

ot a,a',b,b,ai,...,a, sont des éléments de F* (vus comme éléments de
M
KX(F)).
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Nous terminons par un théoreme établissant la structure, pour un corps de
nombres F', des groupes K (F) pour n > 3.

Théoréme 1.18 (Bass, Tate). Si F' est un corps de nombres, pour tout
n > 3, le groupe KM (F) est isomorphe a (Z/2Z)™, ot 1, est le nombre de
places réelles de F'.

(pour une preuve, voir [BT]).

Il est a noter que le bon cadre, pour traiter des groupes de K-théorie supérieurs,
a été, comme chacun sait, défini par D. Quillen. I a introduit les groupes
K,(A), pour tout anneau A et n > 1, en lien étroit avec I'homologie sur
Z du groupe GL(A) (comme le suggerent les propositions 1.5 et 1.12). On
pourra consulter [Ro] (Chapter 5) pour une introduction & la K-théorie de
D. Quillen.

D’autre part, compte tenu de la proposition précédente, on s’intéressera par
la suite au K5 des corps de nombres, dont la structure est bien moins connue.
Désormais, jusqu’a la fin du chapitre, F' désigne un corps de nombres, i.e.,
une extension finie du corps des rationnels Q. Comme d’habitude, I’anneau
des entiers de F' est noté or. De plus, on note Nz, I'application norme de
'extension finie de corps L/K.

Compte tenu du théoreme de Matsumoto, on peut considérer que
K F)=F'@F/<z®(1—-x);2#0,1>,

et, on note {z, y}r ou, s’il n’y a pas de confusion possible, {z,y} la classe de
I’élément z ® y dans Ky (F).

1.4 Description cohomologique du K,

Dans cette partie, nous reprenons les résultats de J. Tate (voir [T]).

Proposition 1.19. Ky (F) est un groupe de torsion sans sous-groupe divisible
non-nul.

Rappelons qu’un groupe de torsion est un groupe dont tous les éléments sont
d’ordre fini. De plus, pour tout nombre premier p, un groupe G est dit p-
divisible si le morphisme G — G, x +— 2P est surjectif; le groupe G est dit
divisible s’il est p-divisible pour tout nombre premier p.

Une description cohomologique du K5 d'un corps de nombres est donnée par
le théoreme suivant :
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Théoréme 1.20. Si, pour tout nombre premier p, on note Ko(F)(p) la partie
p-primaire de Ko(F), formée de tous les éléments de Ky(F) d’ordre une
puissance de p, alors

K(F) = @ K(F)D)

p premier

et, pour tout nombre premier p, on a
Ky(F)(p) = H*(F, Z,(2)),

ot H*(F,Z,(2)) est le deuziéme groupe de cohomologie continue galoisienne
a valeurs dans le module Z,, tordu deuz fois a la Tate.

De I'isomorphisme précédent, on peut déduire quelques résultats intéressants
que l'on regroupe dans le corollaire suivant :

Corollaire 1.21. Supposons que F' contienne une racine primitive p-ieme
de lunité ¢ (ot p est un nombre premier). Alors, on a :

(i) Tout élément d’ordre p de K5(F) s’écrit sous la forme {(,a}, ot a € F*.
(1) Si l’on pose
Dp ={a € F*/{(,a} =1 dans Ky(F)},
et, si ro est le nombre de places complexes de F', alors
[Dp: (F7)) = g+,

Par définition, Dy est le noyau de Tate de F.

1.5 Symboles classiques

1.5.1 Symboles de Hilbert

Afin d’alléger les notations, nous noterons K le complété F, de F' a la place
v (finie ou réelle) de F'. Nous supposerons, de plus, que K* contient le groupe
des racines m-iemes de I'unité, ot m est un entier > 2.

La définition du symbole de Hilbert découle, d’'une part, de la théorie du

corps de classes et, d’autre part, de la théorie de Kummer (voir [N]). Plus
précisément, considérons L := K( 3/ K*) 'extension abélienne maximale
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d’exposant m ; autrement dit, L est engendrée par tous les éléments de la
forme %/a, ou a € K*. Alors, d’apres la théorie de Kummer, on sait que
I’application

~—"

B

{ K*/K*™ — Hom(Gal(L/K), pm),
= . o( Va)
a = Xa (0 = ST )
induit I'isomorphisme
Hom(Gal(L/K), ) &2 K* /K™,
On en déduit, en particulier, que Ny g (L*) = K*™.
Par ailleurs, en toute généralité, si L est une extension abélienne finie de
K de groupe de Galois Gal(L/K), alors la théorie du corps de classes lo-
cale (voir, par exemple, [N]) nous donne I’existence d’un morphisme surjectif

(.,L/K): K* - Gal(L/K), appelé symbole des restes normiques, dont le
noyau est Ny, x (L*).

Par conséquent, si ’on revient au cas ou L est I’extension abélienne maximale
d’exposant m, la théorie du corps de classes nous donne I’isomorphisme

Gal(L/K) 2 K*/K™™.
Ainsi, la forme bilinéaire
Hom(Gal(L/K), i) X Gal(L/K) — pim,, (X, 0) — x(0),
induit une forme bilinéaire non dégénérée
(., )rm: KY/K™ x K*/K'™ — i,

que ’on appelle symbole de Hilbert.

Autrement dit, on a :

Proposition 1.22. Si a,b € K*, alors le symbole de Hilbert (a,b)rm est

donné par
(b, K(¥a)/K)(¥a) = (a,b)km Va.

Notations : comme on pourra se rendre compte dans la suite la notation
(., . )k,m se révélera parfois encombrante. C’est pourquoi nous nous pro-
posons de la simplifier quelque peu dans des cas précis :

1° Lorsque m = 2, on notera

(a,b)k = (a,b) k. m-
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2° Lorsque K = F, et que m = |u(F,)|, on notera
(a,b)y == (a,b) k;m = (@, b) 5, ju(r,) -
3° Lorsque K = F,, et que m = n, = |u(F,)(2)|, on notera
(@, b)n, = (@, 0) km = (0, b) 7, Ju(F) (@) -
Remarque : si K = R, on a nécessairement m = 2, et, pour a,b € R*,
(@, b)r.2 = (a,b)r = (=1)

Les symboles de Hilbert vérifient un certain nombre de propriétés dont une
partie justifie le fait qu’ils sont bien des symboles (au sens rappelé page 20).

sign(a)—1 sign(b)—1
2 2

Proposition 1.23.
(1) (ad',b)km = (a;0) km(a’, 0) K m ;

(i) (a,bb") km = (a,0) km(a, V) km ;
(111) (a,b)m =1 < b est une norme dans Uextension K(/a)/K ;
(v) (a,0)xcm = (b,0) i

(v) (a,—a)km=1c¢€t (a,1 —a)gm=1;
(vi) Si (a,b)km =1 pour tout a € K*, alors b € K*™ ;
(vii) Si L/K est une extension finie, alors, pour a € K* et b € L*,
(a,0)L,m = (a, Nk (D)) K m-
Démonstration. Les propriétés ci-dessus découlent essentiellement des pro-
priétés du symbole des restes normiques. Compte tenu du role essentiel que va

jouer le point (vii) dans la suite, nous donnons le détail de sa démonstration.
D’apres la proposition 1.22, on a

(b’ L( %)/L)( %) = (CL, b)L,m %

Or la situation est la suivante



et on a donc, d’apres [N], Chapter II, Proposition 5.4, le diagramme commu-
tatif suivant :

LMD (/@)L

Ni/k restriction

R CECEgCom)K

Par conséquent,

(b, L(¥/a)/L)(¥/a) = (Npyx(b), K(¥/a)/K)(¥/a) = (a; Nk (b)) km Va.
D’ou le résultat annoncé. O

Avant de passer au calcul effectif de certains symboles de Hilbert, on énonce
un résultat qui se révélera d’un intérét certain pour comprendre la suite
exacte de Moore.

Proposition 1.24 (Formule du produit). Les symboles de Hilbert vérifient
la formule du produit :

ou a,b e F*.

Nous continuons cette partie consacrée aux symboles de Hilbert par le calcul
de ces symboles dans le cas particulier ou K = Q, est le corps des nombres
p-adiques (ou p est un nombre premier) et m = 2. Fixons donc un nombre
premier p et notons (a,b), := (a,b)q, le symbole de Hilbert & valeurs dans
p2 défini pour a,b € Q.

Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que la notation classique (a, b),
ne coincide pas avec celle introduite précédemment, a savoir (a, b),, mais cela
ne nuit pas vraiment pour la suite de ce travail. C’est notamment pour cette
raison qu’a chaque fois que ’on calculera des symboles de Hilbert, on tachera
de préciser quelle définition on utilise précisément.

Soit p un nombre premier # 2 et x € F;. On appelle symbole de Legendre
de z, et on note < Z >, Ventier 2" € {+1}.
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. , \ . 0
On convient d’étendre ce symbole a [F, tout entier en posant ( » > = 0. De

plus, si y est une unité p-adique, on pose ( ]?i ) = ( z >, ou ¢ est I'image

de y par le morphisme de réduction modulo p : Z; — .

Rappelons un résultat bien connu sur les symboles de Legendre.

Proposition 1.25. On a les formules :

o (,)-u
i () =0
i) () = opw

ou, pour tout entier impair n, les éléments e(n) et w(n) de Z/27Z sont définis
par :

-1
e(n) = n mod 2,
2
et 24
w(n) = D mod 2.
8
Démonstration. Voir [S2], Chapitre I, Théoreme 5. O

Nous pouvons maintenant donner explicitement la valeur du symbole de Hil-

bert (a,b),.

Proposition 1.26. Soit a = p®u et b = pPv deux éléments de Qp, ot u etw
sont des unités p-adiques. Alors,

wm»=cﬁwMM(“)ﬂ(;)anp¢z

p
et
(a’ b)p — (_l)e(u)e(v)+aw(v)+ﬂw(u) si D= 9.
Démonstration. Voir [S2], Chapitre III, Théoreme 1. [
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1.5.2 Symboles modérés

Nous adoptons les notations suivantes : soit

v une place finie de F,

p le nombre premier au-dessus duquel vit v,

F, le complété de F en v,

9O, ={z € F,/ v(z) > 0} Panneau de valuation associé a F,,,
M, ={x € F,/ v(z) > 0} l'idéal maximal de O,),

ky, = 9,/9M, le corps résiduel de F,,

Nv la norme de v, en tant qu’idéal premier.

On définit, pour a et b dans F™*, le symbole modéré < a,b >, € k;, par

v(b)

<a,b>,= (—1)”(“)”(1’);}% (mod 9t,).

Remarquons d’abord que cela définit bien un symbole.

Il est & noter que le groupe u(F,) des racines de 1'unité contenues dans F, est
isomorphe a la somme directe de son p-sous-groupe de Sylow u(F,)(p) et de
son sous-groupe formé des racines de I'unité d’ordre étranger a p. Il se trouve
que ce dernier groupe est, en fait, isomorphe au groupe multiplicatif £} de
k,. En particulier, le cardinal de ce groupe est |k}| = Nv — 1. En considérant
que le symbole modéré prend ses valeurs dans u(F,), on obtient la

Proposition 1.27. Si v est une place finie de F', on a, pour a,b € F*,

[e(Fy)|

<a,b>,=(a,b),""".

En particulier, le symbole de Hilbert (a,b), coincide avec le symbole modéré
< a,b>,, sauf en un nombre fini de places.

Démonstration. Voir, par exemple, [Gr2]. Néanmoins, expliquons ici pour-
quoi les deux symboles coincident, sauf pour un nombre fini de places. En

fait, “‘N(UL_”%' est le cardinal du p-Sylow de u(F,), et donc, si (, désigne une

racine p-ieme de 'unité, on a
H(E)| #No—1 <= ¢ € B,
Dans ce cas, la condition sur les degrés qui en résulte
[F:Q 2 [F:Ql 2 [Q(G): Q]=p-1,

montre ainsi qu’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers p, et donc de
places v, pour lesquelles |u(F,)| # Nv — 1. O
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1.6 Noyaux sauvages et modérés
e Les symboles de Hilbert définissent un morphisme

H: K(F) — e ulF),

v finie ou réelle

{a, 0} — ((a, b)), -

On appelle noyau sauvage de F', et on note W K5(F), le noyau de ce mor-
phisme H.

En gardant a l'esprit la formule du produit vérifiée par les symboles de Hil-
bert, on peut maintenant énoncer le

Théoréme 1.28 (Moore). On a une suite exacte

0 — WEKy(F) — Ky(F) 25 @ w(F,) -2 w(F) — 0,

v finie ou réelle

|p(Fy)|

ot © est donnée par ©(((y),) = HQ}'M—F)‘

Démonstration. Voir [CW]. O

e De méme, les symboles modérés définissent un morphisme

M: K(F) = @ K,

{a,b} — (<a,b>,),,

dont le noyau coincide avec le groupe Kj(op) introduit a la section 1.3
(résultat bien connu, di & D. Quillen; voir [Q]). Par ailleurs, il découle du
théoreme de Moore que le morphisme M est surjectif. Autrement dit, on a
la suite exacte

0 — Ka(op) — Ka(F) 24 @k — 0.

v finie

Dans la suite, on considérera que Ks(or) = Ker(M) et on I'appellera noyau
modéré de F'.

H. Garland a montré que le groupe Ks(or) est fini (voir [Ga]). Or la pro-
position 1.27 implique que le noyau sauvage W K, (F') est un sous-groupe du
noyau modéré Ks(or). Il en résulte que W K, (F') est un groupe fini. On peut
méme étre un peu plus précis : on a le diagramme commutatif
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Ko(F) —* S p(ky)

v finie ou réelle

® k!

v finie

oll ¢ est défini par

¢ ((Cv)v finie ou réelle ) = (C'”u ) )
v finie

en identifiant encore k¥ & un sous-groupe de u(F,). On a donc une suite
exacte

0 — Ker’H — Ker M — Ker ¢ — Coker H — Coker M — Coker ¢ — 0.
En d’autres termes, on a grace a la surjectivité de M la suite exacte
0= WKy(F) — Ky(op) = Ker¢ — u(F) — 0.
Or il est clair que

Kerg=( & )@ ( @ Ker(u(F)— k),
v réelle v finie

et, si v|p, Ker(u(F,) — k}) = p(F,)(p) puisque u(F,) = u(F,)(p) ® k;.

Par conséquent, si ’on s’intéresse maintenant aux p-parties, i.e., aux p-

groupes de Sylow, pour un nombre premier p fixé, on obtient, pour p impair :

0= WE(F)(p) = Ks(or)(0) 53 @ u(F) () 3 u(F)(p) =0,

v[p

et, pour p=2:

H e

0 — WE(F)(2) = Ka(or)(2) = (€|92 wE)2)8( @ p2) = u(F)(2) = 0.
v v reelle

Remarques :
1° Pour p quelconque, les morphismes #, sont donnés par les symboles de
Hilbert (. , . )m,, uF) @), & valeurs dans u(F,)(p) et les ©, sont obtenus
en considérant le produit de tous les éléments, chacun élevé a la puissance
|l(F ) (p)|
lu(F)(p)| *
2° Comme on sait que Ky(Z) = Z/27Z (cf la proposition 1.10), on déduit
immédiatement des suites exactes précédentes que le groupe WK,(Q) est
trivial.
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1.7 Noyaux modérés positifs et noyaux modérés
de anneau des S-entiers

Nous présentons ici deux objets dont la définition est proche de celle du noyau
modéré Ky(op). On verra leur utilité dans les prochains chapitres.

e On appelle noyau modéré positif de F, et on note Ky(op)t, le noyau du
morphisme
Ks(or) — D o,

v réelle
{a,b} — ((a,b),), -
Le morphisme précédent étant surjectif, on a la suite exacte

00— KQ(OF)+ — KQ(OF) — D Y — 0.
v réelle
Comme a la section précédente, on peut montrer que, pour tout nombre
premier p (impair ou pas), on a la suite exacte

0 = WEK,(F)(p) = K2(0r)" (p) = & u(F,)(p) = n(F)(p) — 0.

v|p

Il est & noter que, si F/F est une extension quadratique de corps de nombres,
J. Hurrelbrink et M. Kolster ont proposé une méthode pour le calcul du 2-
rang et du 4-rang de Ks(og)™, sous réserve que Ky(op)T(2) soit triviale. Ce
probleme est évidemment lié de pres a celui qui va nous concerner dans les
prochains chapitres, a savoir celui de la détermination des 2-extensions de Q
dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale.

e Soit S, I’ensemble des places infinies de F' et S un ensemble de places de
F contenant S. On désigne par Sy les places finies de S. On dit que z € F'
est une S-unité si v(z) = 0 pour toute place v de F' n’appartenant pas a
S. L’anneau des S-entiers de F' sera noté o3. Alors, comme pour le noyau
modéré, le groupe Ko(03) coincide avec le noyau du morphisme induit par
M :

Ky(F)— @ k.
vgS

On a donc la suite exacte

0 — Ky(03) — Ky(F) — ? kr — 0.
vgS

De plus, il est facile de constater ’exactitude de la suite

0 — Ky(op) — Ky(03) — @ k! — 0.
’UESf
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Pour obtenir un lien entre W K, (F) et Ko(0%), on procéde comme on I'a déja
fait : a partir du diagramme commutatif

H ® r
K5(F) v finie ou réelle HiF)
M
7
® k;
vg S

on obtient une suite exacte
0 — WKy(F) — Ky(0%) — Kerp — u(F) — 0.

Or

Kerp=( & )@ (& uk)) (& Ker(u(F)—k)) .
v réelle vESy vgS

On obtient ainsi un lien entre les p-parties de W Ky (F') et Ky(0o%) : on a deux
suites exactes, pour p impair,

0 — WEK2(F)(p) = Ka(op)(p) & & pu(F,)(p) = u(F)(p) =0,

vESf ou v|p
et, pour p = 2,

0= WKy (F)(2) = K2(08)(2) = ( @ p)@( @&  pu(F)(2) = p(F)(2) = 0.

v réelle vESy ou v|2
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Chapitre 2

Formules de genre

Nous allons, dans ce chapitre, écrire une formule de genre pour les noyaux
sauvages. Cette formule établie par M. Kolster et A. Movahhedi se révelera
par la suite d’'un grand intérét pour étudier I’éventuelle trivialité des noyaux
sauvages de certaines extensions. Ce résultat est en quelque sorte I’analogue
de la proposition suivante, a savoir la formule de genre (mieux connue) pour
les groupes de classes d’idéaux.

Théoréme 2.1 (Chevalley). Soit E/F une extension cyclique de corps de
nombres, de groupe de Galois G.

Notons e(E/F) le produit He(v) ot v décrit ’ensemble des places (finies

ou infinies) de F' et e(v) désigne l'indice de ramification de v dans E.
Alors, on a :

| Cl(E)a | _ e(E/F)

[CUF)| ~ [E:F|[Up: Up N Ngp(E7)]

ot Ur désigne le groupe des unités de F' et Cl(-) le groupe de classes d’idéaut.
Démonstration. Voir, par exemple, Lemma 4.1. page 64 de [La). O

Pour en revenir a la formule de genre pour les noyaux sauvages, elle porte
sur la p-partie des noyaux sauvages (ou p est un nombre premier) et elle est
obtenue en étudiant ’application transfert

TI"E/F : WKQ(E)(p)G — WKQ(F)(I)),

associée a une extension cyclique E/F de corps de nombres de degré p. Cepen-
dant, les cas p = 2 et p impair se traitent de manieres légerement différentes,
comme nous allons le voir. De plus, la formule de genre pour les noyaux
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sauvages fera aussi intervenir d’une certaine maniere la ramification de 1'ex-
tension E/F, mais I'indice normique apparaissant dans la formule dépendra
non plus du groupe des unités Up, mais d’'un autre objet lié a F' qui n’est
rien d’autre que le noyau de Tate Dp (introduit a la section 1.4).

Enfin, signalons la raison pour laquelle nous nous intéressons a la formule de
genre pour les noyaux sauvages. Rappelons d’abord que, pour tout nombre
premier p, on a

WHKy(E)(p) =0 <= WKy(E)(p)® =0 <= WKy(E)(p)g =0

(pour une démonstration, il suffit d’adapter la preuve de Lemma 1, Section
9, Chapter 1V, [CF]). Par conséquent, 1'objectif final de cette theése étant
d’étudier la trivialité des p-parties de noyaux sauvages, on pourra constater
que cette formule qui calcule le cardinal de W Ky(E)(p)¢g est un outil relati-
vement efficace.

D’autre part, nous reprenons dans ce chapitre la démonstration de la formule
de genre ([KM2]) non seulement pour la détailler a quelques endroits mais
aussi, et surtout, pour établir une légere amélioration inévitable pour obtenir
les résultats des chapitres suivants. En effet, méme dans le cas ou le corps
de base F' est totalement réel, une indécision sur un coefficient p égal a 0 ou
1 peut intervenir lorsque ’on applique la formule de genre en pratique. Or,
il s’est avéré que, contrairement aux travaux analogues effectués dans [KM2]
ou [Gri], ce calcul de p était absolument nécessaire. On verra que ce calcul
se rameéne a celui (assez technique) de symboles de Hilbert.

Notations : si p est un nombre premier, lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible, on note Q la Zy-extension cyclotomique de Q, et, si K est un corps
local ou un corps de nombres, on note K la Z,-extension cyclotomique de
K, i, K = KQ. Rappelons aussi qu'une p-extension de K désigne une
extension galoisienne finie de K dont le groupe de Galois est un p-groupe.

2.1 Les morphismes d’extension et de trans-
fert

2.1.1 Premieres définitions et propriétés

Dans cette partie, on considére E//F une extension finie de corps, de degré
n=|[E:F]
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L’application canonique de F* ®z F* dans E* ®z E* induit par passage au
quotient un morphisme de K,(F) dans K»(F), appelé morphisme d’exten-
sion et noté ig/p (ou 7, s’il n’y a pas de confusion possible).

De plus, on peut aussi définir un morphisme naturel de Ky(E) dans Ky(F'),
appelé morphisme de transfert et noté Trg,r (ou Tr, s’il n’y a pas de confu-
sion possible). La définition que 1’on donne ici se trouve dans [Mi].

L’extension E/F étant de degré n, on peut définir un morphisme entre
groupes parfaits

en choisissant une base de E sur F. Si maintenant on applique le multiplica-
teur de Schur (proposition 1.12), on obtient un morphisme

Hy(E(E),Z) — Hy(Epn(F), Z).
En passant a la limite directe lorsque m — +o00, on obtient

Hy(E(E),2) = lim Hy(En(E),Z) — lim Hy(Eu(F),Z) = Hy(E(F), Z).

Autrement dit, grace a l'identification de K5(A) a Hy(E(A),Z) pour tout
anneau A (proposition 1.12), on a donc défini ici un morphisme, que 1'on
appelle le transfert,

TrE‘/F : KQ(E) — KQ(F)

Avant d’énoncer les principales propriétés des morphismes d’extension et
de transfert, rappelons que si I'extension F/F' est galoisienne de groupe de
Galois Gal(E/F), alors Ky(F) est un Gal(F/F)-module dont I’action est
induite par celle de Gal(FE/F) sur E*. Plus précisément, on a

{a,b}? ={a?,0°}, Va,b € E*, Vo € Gal(E/F),
ou a’ := o(a).

Proposition 2.2. Les morphismes d’extension et de transfert vérifient les
égalités sutvantes :
(i) Siz € Ky(F), alors

Troi(z) = 2" = 2B,
(1) Si E/F est galoisienne et siy € Ky(E), alors

ioTr(y) = H y°.

c€Gal(E/F)
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(15i) Sia € F* et si b € E*, alors
Tr{a,b}r = {a,Ng/r()}r .
(iv) Si F C E C L est une tour d’extensions de corps, alors
ir)r =ir/e © tgjr €t Trpp = Trg/po Try /e .

(v) Pour l’action des automorphismes de Galois (relatifs & une cloture algébrique
donnée), on a pour x € Ky(F) ety € Ko(F) :

(ig/r(2))" = iom)/or) (27) et (Tre/r(y))” = Trom) /o) (Y7)-

2.1.2 Application au noyau de Tate

Soit F' un corps de nombres totalement réel. On rappelle (voir page 24) que
le noyau de Tate Dr de F' est défini par :

Dp={z € F*/{-1,2}r =1 dans Ky(F)},

et que :
[Dp : F*?] = 2.

Définissons une suite (ou)x>o de réels positifs par :

Qp = 0,
Qg1 = V2 + Q-
Pour tout n > 0, fixons (,, une racine primitive n-ieme de 1'unité.

Lemme 2.3. Pour tout n > 0, le n-ieme étage Q,, de la Zs-extension cyclo-
tomique Qu de Q est Q(ay,).

Démonstration. Par définition, Q, = Q((ur2 + ()
Or une récurrence facile montre que, pour tout n > 0, on a :

24 ap = (Cuss + CGots)” =2+ Gugz + Gl (2.1)
D’ou le résultat. ]

Proposition 2.4. Soit F' un corps de nombres totalement réel. Soit n ’entier
défini par Q, = F N Q. Alors

Dr/F*? est engendré par la classe de 2 + «,.
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Démonstration. Par définition, on a
2

Donc, si 2 + a, était un carré dans F', alors Q,;1 serait contenue dans F, ce
qui contredit la définition de n. D’ott 2 + o, ¢ F*2.

Il reste donc a voir que 2+, € Dp. Posons, pour cela, E := F(1/—1). Alors
I'égalité (2.1) implique que

2+ ap = (14 Gura) (1 + Gify) = Ny (1 + Guga)-
On en déduit, avec le point (iii) de la proposition 2.2, que
{-1,2+an}r= TTE/F{_L 1+ (ot

Mais, comme —1 = (Cn+2)2n+1, on obtient :

2n+1

{=L1+G2te = {Guias 1+ Capals . "
= {—Cuta, 1+ Cn+2}2E {-1,1+ Cn+2}2E

Or
{_<n+2a 1+ Cn+2}E =1let {_L 1+ <n+2}2En+1 = {+1’ 1+ <n+2}E =1,

puisque { ., . }g est un symbole. D’ou finalement

{-1,1+ (pi2}tr =1et donc {—-1,2 + a,}r =1

2.1.3 Le transfert entre noyaux sauvages

On considére maintenant une extension E/F de corps de nombres. En connec-
tion avec la suite de Moore, on a (voir [BR]) le diagramme commutatif suivant

Ky(E)——~® (S?vu(Ew)) u(E) 0
Tr H Po ©
Ks(F) Su(Fy) pu(F) 0

v
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ol ¢, et ¢ sont définies par

v O p(Ey) — p(Fy),

w|v
()|
Cw)y ng meo

w|v

o o wE) = pl),

(B
¢ (e,

Il en découle que le morphisme de transfert induit un morphisme WK, (F) —
W K, (F) que ’on note encore Tr. De plus, si E/F est galoisienne de groupe
de Galois G, alors on a (voir le point (v) de la proposition 2.2) :

Vy € KQ(E),VO’ € G, (TrE/F(y))” = TI‘E/F(ya)
Ainsi, on a un morphisme
Tr: WKy (E)g — WK, (F).

Par un raisonnement analogue, on peut voir que le morphisme d’extension
induit un morphisme W Ky(F) — W K,(E) que 'on note encore 7. De méme
(avec la proposition 2.2), on obtient un morphisme

i: WKy(F) = WKy (E)°.

Proposition 2.5. Soit F/F une extension galoisienne de corps de nombres,
de degré n quelconque et de groupe de Galois G. Alors les noyaux et conoyaux
des morphismes i : WKy(F) — WKy(E)C et Tr : WKo(E)g — WKy(F)
sont annulés par n.

Démonstration. Si x € Ker1, alors, d’apres la proposition 2.2, on a
1 =Troi(z) =2l =z
Siy € WK, (E)¢Y, alors, d’aprés la proposition 2.2, on a
ioTr(y)=[v =]]v=v"
o€G oeG

donc y" = 1 modulo Im:.
De méme, si y € WK,y(E) vérifie Tr(y) =1, on a

1=ioTr(y) = H Y’ = H y modulo Ig(W K, (E)),

oeG ceG
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ce qui implique que y™ =1 dans WK, (F)g.
Si maintenant z € WK,(F), alors Troi(z) = z!¢ = 2", et donc 2" =
1 modulo Im Tr. D’oti le résultat annoncé. O
Corollaire 2.6. Soit E/F une extension galoisienne de corps de nombres,
de degré n = [E : F] et de groupe de Galois G et p un nombre premier ne
divisant pas n. Alors on a un isomorphisme

Tr: WK, (F)(p)g — WKy (F)(p).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on voit que les noyau et
conoyau de ce morphisme sont annulés par |G| = n. De plus, ils sont aussi
annulés par une certaine puissance de p. Noyau et conoyau sont donc triviaux.

O

On termine cette partie par un résultat sur le cas p = 2 qui se révelera tres
utile par la suite.

Corollaire 2.7. Soit E/F une extension quadratique de corps de nombres
de groupe de Galois G. Supposons de plus que W K5(F')(2) est triviale. Alors,
sir =ro(WK,(E)) désigne le 2-rang de W Ky(E), on a :

(WE,(E)(2)al = 2"
Remarque : sous les hypotheses de ce corollaire, on constate que la formule

de genre que 1’on va énoncer au paragraphe 4 de ce chapitre donne en fait
une formule pour le calcul du 2-rang du noyau sauvage de E.

Démonstration. Le groupe G étant cyclique, engendré par un certain o, et
W K,(E)(2) étant finie, il résulte de la suite exacte
0 = WEK3(E)(2)¢ — WKy (E)(2) = WKy(E)(2) = WK,(E)(2)g — 0

légalité |W K, (E)(2)g| = |[WKo(E)(2)¢|. Le résultat provient alors du fait
que WK,(E)(2)¢ coincide avec le groupe ;W Ky(E) formé des éléments de
W K,(F) annulés par 2. En effet, comme W K5(F)(2) =0, on a :

D’une part, si y € WK,(F)(2)¢, alors
1=ioTr(y)=[[v =vv =+
TEG
D’autre part, siy € WK, (E), on a en particulier y?> = 1 ou encore y ! = y;
il découle alors des égalités suivantes
1=ioTe(y) =[]y =vy",
TEG
les relations y° = y~! =y, et donc y € W K,(E)(2)C. O
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2.2 Extensions cycliques de degré premier im-
pair

Meéme si le but final de ce travail est de se concentrer sur le cas p = 2, on
se propose de décrire dans ce paragraphe la situation lorsque p est impair;
pour cela, on reprend dans un cadre moins général les résultats démontrés
dans [KM1].

Soit E/F une extension cyclique de corps de nombres, de degré un nombre
premier impair p. Soit S, I'ensemble des places de F' divisant p et ram(E/F)
I’ensemble des places de F' qui se ramifient dans E. Posons alors S = S, U
ram(E/F).

Notons, de plus, T/r 'ensemble des places v de S, non décomposées dans
E et telles que, ou bien u, C F,, ou bien E, n’est pas contenue dans la
Z,-extension cyclotomique F, o, de F,.

Proposition 2.8. L’ensemble Ty r contient les places de F' modérément
ramifiées dans E ; en d’autres termes,

S\SpCTE/FCS.

Démonstration. Soit v € S \ S, ; la place v est donc modérément ramifiée
dans E. Si w|v, alors E,/F, est une extension totalement et modérément
ramifiée, et donc, d’apres [CF], Chapter I, Section 8, Proposition 1, on voit
que p, C F,. D’ouv € Tgp. O

Proposition 2.9. L’application canonique

WEK»(E)(p)e — WEKy(F)(p)

induite par le transfert est surjective si et seulement si ['une des conditions
suivantes est satisfaite :

(ii) Tgyp = 0 et, ou bien p, ¢ F, ou bien E est contenue dans la Z,-
extension cyclotomique Fy, de F.

Dans le cas exceptionnel ou Tgp = O, p, C F et E ¢ Fy, le conoyau de
WKy (E)(p)ec = WKy (F)(p) est cyclique d’ordre p.

Démonstration. Voir [KM1], Proposition 2.3. O
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Exemple : Soit p un nombre premier irrégulier et posons F' = Q(u,).
Rappelons que p est dit irrégulier si p divise le cardinal du groupe de classes
de Q(xp)-

Notons H le corps des classes de Hilbert de F' (i.e., I'extension abélienne non
ramifiée maximale de F') et H' le corps des p-classes de Hilbert de F (i.e., la
p-extension abélienne non ramifiée maximale de F'). Il est bien connu (cf [N]
page 99 ou [W], page 399) que

Gal(H/F) & CI(F) et Gal(H'/F) = CI(F)(p).

Maintenant, comme p est irrégulier, H' # F et il existe une extension cy-

clique E de F', de degré p, qui est contenue dans H'. Nous allons montrer
que WKy(E)(p)g = WK,(F)(p) n’est pas surjective.

Notons d’abord que, si v est la place de F' au-dessus de p, alors v se décompose
dans E/F. En effet, comme v = (1 — (,), ol (;, est une racine primitive p-
ieme de I'unité, v est un idéal premier principal de F', qui se décompose donc
totalement dans H (d’apres [N], Chapter IV, Corollary 8.5). De 14, il vient
que Tg/r = 0. De plus, il est facile de voir que p, C F et que E ¢ F
(en regardant la ramification en p). On se trouve donc dans les conditions
du cas exceptionnel cité précédemment, et par conséquent, W Ky (E)(p)g —
W K, (F)(p) n’est pas surjective.

Proposition 2.10. 5 Tg/p = 0, alors
WEKy(E)(p)e = WEKy(F)(p) <= (up ¢ F ou E C Fy).

Démonstration. Voir [KM1], Corollary 2.7. O

Remarque : dans une Z,-extension cyclotomique, les noyaux sauvages satis-
font la codescente, tandis qu’en général ce n’est pas le cas pour les p-groupes
de classes.

Nous allons maintenant écrire la formule de genre. Cependant, en comparai-
son de [KM1], nous I’énongons avec une hypotheése supplémentaire dans un
souci de simplification. Compte tenu de la proposition précédente, on peut
se restreindre au cas ol Tg/p # 0 -

Théoréme 2.11. Soit E/F une extension cyclique de degré premier impair
p et de groupe de Galois G telle que T p # 0. Supposons que p, C F et qu’il
eriste une place v de Ty p qui est non décomposée dans le premier étage de
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la Z,-extension cyclotomique de F'.
Alors WKy (E)(p)g — WK(F)(p) est surjective, et on a

WENE)p)g | _ T
(WE(F)) | ~ [Dr: Dr 0 Npye(E7)]

I est a noter que dans le cas ol u, ¢ F, et sans la condition supplémentaire de
non décomposition d'une place de Ty r dans le premier étage de Fl,, [KM1]
(Theorem 2.11) fournit aussi une formule de genre, mais elle ne s’interprete
pas en terme de noyau de Tate. Néanmoins, c¢’est cette formule améliorée qui
permet d’établir en partie le résultat suivant :

Corollaire 2.12. Soit M une p-extension de Q. Alors :

1) Sip > 5, alors WKy(M)(p) = 0 si et seulement si M est un étage de la
Zy-extension cyclotomique de Q.

2) Sip =3, alors WKy(M)(3) =0 si et seulement si, en dehors de 3, M est
au-plus ramifiée en un nombre premier £, qui est inerte dans la Zs-extension
cyclotomique de Q.

Remarque : lorsque p est impair, on a vu au chapitre 1, paragraphe 6 que
I’on a une suite exacte

0 = WK3(M)(p) = Ka(oam)(p) = © p(My)(p) = p(M)(p) — 0.

vlp

Mais si, de plus, M est une p-extension, alors Vv |p, u(M,)(p) = p(M)(p) = 1.
Par conséquent, avec la terminologie de [GrJ], on a les équivalences suivantes,
valables pour toute p-extension M (ol p est impair) :

WEK>(M)(p) =0 <= K(om)(p) =0
<= M est p — régulier.

Or, si M contient le sous-corps réel maximal Q(u,)* du corps cyclotomique
Q(uyp), alors M est p-régulier si et seulement si M est p-rationnel (dans la
terminologie de [MN]). C’est la raison pour laquelle apparait la distinction
des cas p = 3 et p > 5 dans la proposition précédente, comme nous allons le
constater dans la preuve qui suit.

Démonstration. Pour les raisons évoquées ci-dessus, nous ne donnons ici
qu'un apercu de la preuve. Intéressons-nous au cas ou p > 5. Notons d’abord
que l'extension p-ramifiée maximale de QQ, contenue dans M, est un étage Q,
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de Q- Maintenant, si M = Q,, la proposition 2.10 implique que W Ky(M)(p) =
0. Sinon, choisissons une tour d’extensions cycliques de degré p :

Q=MyCcM,C---CM, =M.

Puisque Ty, /g, # 0, la formule de genre « améliorée » de [KM1] permet
d’obtenir WK,(E)(p) # 0 (admis). Quant aux extensions intermédiaires
M1 /My, on voit (cf la proposition 2.9) que I’application canonique

WKy (My11)(p)Gal(My 1 /m) — W Ko (My) (p),

est surjective, ce qui prouve que WKy(M)(p) # 0. D’ou le résultat pour
p 25

Pour p = 3, il suffit de se reporter a la remarque précédente : on constate
que M contient toujours Q(u3)™ = Q et le résultat provient de [GrJ] ou
[MN]. 0

2.3 Extensions relativement quadratiques

L’objectif de cette partie est d’étudier le morphisme de transfert
Tr: WKy (E)(p)g = WEK2(F)(p)

pour p = 2. Contrairement a ce qui précede dans le cas ou p est impair, on se
propose ici de reprendre partiellement I'article [KM2] en détaillant certaines
démonstrations et en mettant ’accent sur les points essentiels de I’étude.

Fixons des a présent quelques notations. Soit

E/F une extension relativement quadratique de corps de nombres,

G le groupe de Galois de E/F,

Sy I’ensemble des places 2-adiques de F,

ram(FE/F) l'ensemble des places finies de F, qui se ramifient dans F,
S I’ensemble des places infinies réelles de F,

S’ I'ensemble des places infinies réelles de F', qui se ramifient dans £,
S la réunion de Sy, de ram(E/F) et de Sy,

Sk I'ensemble des places non complexes de F vivant au-dessus d’une place
de S,

03 anneau des S-entiers de F

03 la cloture intégrale de o dans E.

On note aussi pour des places non complexes v de F' et w de E :
ny = |u(F,)(2)] et my = |u(Ew)(2)],
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ainsi que :
n=|u(F)(2)| et m = |u(E)(2)].

Proposition 2.13. Le morphisme de transfert induit une suite exacte courte :

0 = Ky(03)g — Ky(of) — 63 o — 0.
veST,

Démonstration. Voir [Ka], Théoréme 5.1. O

Afin d’étudier le morphisme Tr : WK, (E)(2)g — W K5(F')(2), on commence
par rappeler un résultat de [Ha] (voir aussi [BR]) : nous avons un diagramme
commutatif de G-modules, a lignes exactes :

0= WE(E)Q) ~ o)) — 8 (@ u(EN®) ~uB)®) 0

vESNST,

=
=

¢s ¢

0— WEKy(F)(2) = Ky(0$)(2) 8 u(F)(2) w(F)(2) =0

ol ¢g et ¢ sont définies ci-apres :

Pour toute place v € S\ ST et toute place w divisant v, on définit

Gt WEW)(2) = p(F)(2),
¢ = (.

Posons alors

¢v = H ¢v,w et ¢S = 1)6563530 ¢'u-

De plus, on a aussi

o: wE)R) — p(F)Q),
¢ = O

Signalons que, pour une place v € S\ ST, 'action de G sur & pu(E,)(2) est

wlv

donnée par

o - (C’w)w = (Cg;)awa
ou (7 := 0 (Cy)-
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En considérant les G-invariants de la ligne supérieure dans le diagramme ci-
dessus, on peut définir sans équivoque deux morphismes « et 3 de sorte que
I’on ait :

K)o (m(Ew)(z)))Giw(E)@)G.

vESNSL, \wv

Alors, en tenant compte notamment de la proposition 2.13, [KM2] ont montré
a travers une étude détaillée du diagramme précédent que

Coker(WK,(E)(2)g — WK, (F)(2)) = Coker 8
et
Ker(WK,(E)(2)g = WKy(F)(2)) =2 Ker 5/ Ima.

e Etude du conoyau du transfert

Cette étude repose sur 1’étude du diagramme commutatif suivant :

S (k) (2) — y(F)(2) ~0

vES

0 WK (F)(2) - K»(07)(2)

0—WK»(E)(2) ~ Ka(0f)(2) — , &, #Ew)(2) — u(E)(2) —0
ol js et j sont définies ci-apres :
Pour v € S\ S%, et w|v, on considére un générateur ¢, de u(E,)(2) et on
forme 1’élément ¢, := (, ™ . Avec ces notations, on définit pour v € S~ St

ot WF)Q) 5 @ uE)),
Cv — (NEw/Fv(Cw))

Maintenant, on obtient ’application js du diagramme ci-dessus en com-
posant I'application @ 7, avec la surjection naturelle & u(F,)(2) —

vVESNSI, veES
&) F,))(2).
ves\sgou( )(2)

wlv *

De maniére analogue, on considére un générateur (g de p(E)(2) et on forme
I’élément (r := (g~ . Alors, 'application j est donnée par

jr o wmF)2) = wE)Q2),
Cr = NE/F(CE)-
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Afin d’étudier l'ordre de Coker(WK,(E)(2)¢ — WKy(F)(2)) = Coker g,
intéressons-nous au diagramme suivant (que ’on déduit du précédent dia-
gramme par passage aux invariants) :

S pu(F)(2) w(F)(2)

vES

(ea (EBM(Ew)(Q)))G L u(B)(2)°

vESNSL, \wlv
Comme la fleche horizontale du haut est surjective, on voit que
Coker 8 = Coker 3/,

ou 3 : Coker j3 — Coker j est application naturelle induite par 5. On est
donc amené a étudier d’un peu plus pres les applications jg et j.

Etude des applications js et j
Notre but est ici de déterminer les noyaux et conoyaux des applications jg
et j. Pour ce qui concerne jg, remarquons d’abord que I’'on a le

Lemme 2.14. Soit v une place de S\ S qui se décompose dans E et, w et
w' les deuz places de E au-dessus de v. Alors j, : u(Fy)(2) = (u(Ey)(2) @
w(Ey)(2))¢ est un isomorphisme.

Démonstration. En gardant les notations données dans la définition de j,,
onakF, =F, =F,, donc (, = ( = (, et n, = m,, = my. Par conséquent,
pour ¢ € u(F,)(2), on a j,(¢) = (¢, ). Or, si o engendre G, on a

{ (¢, ¢) € u(Bw)(2) ® w(Ew)(2) / (¢,¢) = (¢",¢%) }
= {(¢;¢) € u(EBL)(2) ® n(Ew)(2) / (¢:¢) = ({0 }
= Imy,
D’ou I'isomorphisme annoncé. O

Par conséquent, pour étudier jg, il nous reste a étudier j, pour une place v
de S\ S7 non décomposée dans E. Afin de regrouper les études de jg et de
j, on va dorénavant prendre les notations suivantes : nous allons considérer
une extension quadratique M /L de corps de nombres ou de corps locaux, de

48



groupe de Galois G. Comme pour la définition des j, ou de j, on considere un
L))
générateur (pr de pu(M)(2) et on forme 1’élément (7, := (s WG . On définit

alors I'application jus/r par

Jmip s m(L)(2) — u(M)(2)¢,
(L = NM/L(CM)-

Lemme 2.15. En notant Ly, la Zo-extension cyclotomique de L, on a :
1. Le conoyau de jyyr est isomorphe & p(L)/ Npgp(1n(M)).

2. L’application jpyp est un isomorphisme si et seulement si |p(M)(2)] >
[W(L)(2)] et M C Loo.

Avant de démontrer ce lemme, nous devons décrire précisément ’action de GG
sur le groupe u(M)(2). En effet, c¢’est 'un des points cruciaux qui distingue
le cas p = 2 de celui de p impair.

Considérons fixé un générateur (p; de p(M)(2) et notons s I'entier vérifiant
p(M)(2) = pgs. Alors, pour tout 7 de G, on peut écrire (7, = ¥ ce qui
permet de définir un morphisme

v G — (Z]2°Z)%,
T = k..

A la différence du cas ou p est impair, on sait que pour s > 3, le groupe
(Z/2°7)* des éléments inversibles modulo 2° n’est pas un groupe cyclique,

et dans ce cas, (Z/2°7Z)* = Z/27 x 7./2° *Z. Néanmoins, comme ici G est
d’ordre 2, on voit que 'on a que quatre possibilités pour (G), & savoir :

Y(G)=1ou <—-1> ou <1+2"'> ou <—1+2"1>
les deux derniers cas n’étant possibles que si s > 3.

Par ailleurs, il est clair que u(M)(2)¢ = u(L)(2), et, si on note o le générateur
de G, on peut maintenant s’intéresser aux quatre cas suivants :

1% cas - (G) =1, i.e., g = (. Alors
w(L)(2) = p(M)(2)% = p(M)(2) = po.
. 2 cas : h(G) =< =1 >, d.e., (§ = (3 - Alors
WL)2)=pM)(2)°={E/E=¢€"} = .
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L3 cas: s > 3et Y(G) =< 1+ 271 >, de., (§ = (Y. Alors

wL)(2) = p(M)(2)° ={ &/ 6= ={&/ & =1} =g,

LA cas t s >3 et Y(G) =< —14+ 2L > e, (= A_/[HQS_I. Alors

p(D)(2) = p(M)2)° ={&/ =7} = s

Démonstration. 1. 11 est clair que

Coker jaryr, = p(L)(2)/ Nawyo (1(M)(2)) = p(L)/ Nagyr (n(M)).

2. 51 u(M)(2) = pu(L)(2), alors G agit trivialement sur p(M)(2). Ainsi 'ap-
plication norme N /p, : u(M)(2) — p(L)(2) est I'élévation au carré, et donc
| Ker jay/r| = | Coker juyr| = 2. En particulier, ju ., n’est pas un isomor-
phisme.

Supposons maintenant que |u(M)(2)| > |u(L)(2)|. Dans ce cas, M = L((y)
et

M C Ly, <= s >3 et G agit sur pu(M)(2) via ¢ = (7 = (T2

Or sous ces conditions, I’application norme Ny, @ u(M)(2) = p(L)(2) est
surjective ; par conséquent, jys/r est un isomorphisme.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire si G agit sur p(M)(2) via ( — (7 =
¢™', alors l'application norme Nyy/p, : u(M)(2) — p(L)(2) est triviale, et
Jmyr n'est pas un isomorphisme. On peut méme remarquer que | Ker ju .| =
| Coker jigy| = 2, puisque p(L)(2) = u(M)(2)% = pa. O

Remarque : on constate en fait que, lorsque 7,/ n’est pas un isomorphisme,
ses noyau et conoyau sont toujours d’ordre 2.

Retour a 1’étude du conoyau du transfert
D’apres tout ce qui précede, on peut déja noté que

Coker(W K5 (E)(2)q — WK,(F)(2)) = Coker B = Coker '

est d’ordre inférieur ou égal a 2.

Soit Tg/r ’ensemble fini formé des places de F' qui se ramifient modérément
dans FE et des places 2-adiques v de F' qui sont non décomposées dans E et
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qui vérifient, soit p(Ey)(2) = p(F,)(2), soit Ey ¢ F, «, ou w désigne la place
de E au-dessus de v. Autrement dit (voir le lemme 2.15) on voit que I’en-
semble Ty, correspond a I'ensemble des places finies v de F pour lesquelles

G
le morphisme j, : u(F,)(2) — (EB u(Ew)(Q)) n’est pas un isomorphisme.
w|v

En particulier, on obtient le diagramme commutatif :

0 0
UE%/F /1’2) ® (1)66330 IUZ) Kerj
F)(2
B n(F)(2) u(F)(2) ——0
js J

<ve§35&, (?UH(EMQ)))G b W(B)(2)°

l

® w(Fy)/ Ne,/r, (W(Ew)) F Coker j
UETE/F

0 0

Grace a I'ensemble Tg/r défini précédemment, nous sommes maintenant en
mesure de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour la surjec-
tivité du morphisme de transfert. En effet, si j est un isomorphisme, 5’ est
clairement surjective, et sinon /3’ est surjective si et seulement si il existe une
place v de Tz, telle que la restriction 3, de 3’ & Coker j, est aussi surjective.
Notons que

B, : Coker j, = u(F,)/ Ng, /r, ((Ew)) — Coker j = pu(F)/ Ng/p(u(E))

consiste en I’élévation & la puissance m,,/m. Cependant, si ’on note ¢, un
générateur de u(F,)(2) de sorte que ce soit un représentant du générateur
de Coker j,, on voit que 3, est surjective si et seulement si Q,Tw engendre
pw(F)(2), i.e., si = = "+ On en déduit la

Proposition 2.16. Soit E/F une extension quadratique de corps de nombres.
Alors le morphisme de transfert W Ko(E)(2)g — WKy (F)(2) est surjectif si
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et seulement si 'une des conditions sutvantes est satisfaite :

(1) EC Foo = F(pz>);

(i) E=F(V-1) ¢ Foo et 3 € Tigyr, p(Ey)(2) = u(E)(2) ot wlv;
(iii) v € Tr/p, W(Ew)(2) = p(F,)(2) ot wlv.

Sinon, le conoyau est d’ordre 2.

Démonstration. Le cas (i) correspond au cas ou j est un isomorphisme (cf
le lemme 2.15) : on est dans la situation ot |u(E)(2)| > [u(F)(2)| et E C Fi.

On se place maintenant dans le cas ou j n’est pas un isomorphisme : ainsi,
ou bien [u(E)(2)| = |u(F)(2)| (i.e., m = n), ou bien |[u(E)(2)| > |u(F)(2)]
et £ ¢ Fo.Danslecasoum >net E ¢ F,, la démonstration du lemme
2.15 implique que G agit via ¢ — (7%, et donc n = |u(F)(2)] = 2. On en
déduit que E = F(y/—1) et, si I'on considére une place v € Tg/p, elle est
non décomposée dans E et donc n, = [u(F},)(2)| = 2. On a alors ™= = % g
et seulement si m,, = m, i.e., si u(Ey)(2) = p(E)(2). D’ou le cas (ii).

Sim = n, I'égalité 7= = "= est satisfaite si et seulement si m,, = n,, i.e., si
1(Ew)(2) = u(F)(2)-

Par conséquent, on a montré que le morphisme de transfert WK,(E)(2)g —
W K,(F)(2) est surjectif si et seulement si I'une des conditions (i), (ii) ou
(iii’) est satisfaite, ol la condition (iii’) est la suivante :

(iii’) m =net Iv € Tg/p [ p(Ew)(2) = p(F,)(2) on wlv.

Il est alors clair que si le transfert est surjectif, alors (i), (ii) ou (iii) est

satisfaite. Réciproquement, il reste & voir que si (iii) est vérifiée, alors le

transfert est surjectif. Supposons donc que (iii) est satisfaite, i.e., supposons
que v € Tg/p, My = Ny. Alors :

— ou bien m = n, et on est ramené au cas (iii’) ;

— ou bien m > n et E C F,, et on retrouve (i);

— ou bien m > n et E ¢ F,, : alors, comme on I'a vu précédemment dans
cette preuve, on an = 2 et E = F(y/=1). D’ou n, = 2, ce qui contredit
My = Ny

D’ou le résultat. O

Corollaire 2.17. Si l’extension quadratique E/F est modérément ramifiée,
alors le morphisme de transfert W Ko(E)(2)g — W Ky(F)(2) est surjectif.
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Démonstration. La condition (iii) est toujours satisfaite pour une place modé-
rément ramifiée de I'. En effet, localement, les corps résiduels sont les mémes.
]

e Etude du noyau du transfert

On reprend I'un des diagrammes déja vus, duquel on déduit le suivant :

0 0 0

Keri ——— > Kerjg ——— = Kerj

0 ————> WEKa(F)(2) —— K2(0§)(2) —— S M) —— y(F)2) —o

G
01— WEp(B)(2)6 — > Ka(o§)(2)¢ —> ( ® u(waz)) £ By @)e

wESE

! ’ '

.8 .
W Ks(E)(2)€ / Im W K2 (F)(2) —— Cokeri ———~——> Coker jig — > Coker j

0 0 0 0

ou Im WK,(F)(2) désigne I'image de W K,(F)(2) par i.
Rappelons que 'on a aussi vu que

Ker(W Ky(E)(2)¢ — W Ko(F)(2)) = Ker 8/ Im a.

Or une étude détaillée du diagramme ci-dessus mene au Lemma 2.3 de [KM2]
qui affirme que l'on a la suite exacte (%) suivante :

0 — Kero//Im~' — Coker(Ker js — Ker j) — Ker 8/ Im o — Ker 8/ Im o’ — 0.

Nous allons bientot pouvoir énoncer la formule de genre voulue. Néanmoins,
méme si ’on ne comprendra que pourquoi plus tard, il faut d’abord s’intéresser
& déterminer 'ordre de Im /.

Détermination de ’ordre de I’image de o’

Posons E = F(v/9) et notons D et Dg les noyaux de Tate de F et E. Pour
un corps local M, désignons par Dy, le noyau du morphisme

M — M2,
r = (=L)uane)
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ot, comme d’habitude, (-, )ua)(2) est le symbole de Hilbert & valeurs dans
u(M)(2).

Pour € € Dp, le symbole {/3, ¢} est un élément de K5(03) et le groupe
quotient Ky(03%)%/Im Ky(03)(2) est engendré par les classes des symboles
{V/3, €}, ot € parcourt Dy (cf [Ka], Théoréme 2.3). Ainsi, par des arguments
de cohomologie, [KM2] montre que 'application

{V/5,¢} mod Tm Ky(or)(2) — € mod F** Ny, p(Dp)
fournit un isomorphisme
K(0$)(2)%/ Im Ky(0)(2) 2 Dp/ F** Ny (D).

De fagon analogue, si M/L est une extension quadratique de corps locaux de
groupe de Galois G avec M = L(v/9) et si € € Dy, alors I’application

(\/3, 6)\#(1\4)(2)\ mod jM/L(/J,(L)(2)) — € mod L*2 NM/L(DM)
fournit un isomorphisme

u(M)(2)/jayr((L)(2)) = Dr/L* Nagy (D).

Si maintenant on note 7p s I'ensemble des places 2-adiques v de Tg/r telles
que E, = F,(v/-1) et TE/F =Tg/F \ Tg/F, on a le digramme commutatif 3
lignes exactes (voir [KM2]) :

0 0
Dp NNgp(E*)/F*? N #(Dp) % ve%/p Dr,/F3* Ng,/r,(Dr.,)
Dp/F**Ngr(Dg) o ve%/p Dy, /F;*Ng,/r,(Dg,)
Dr/Dp 0 Ng/p(E*) o UE%/F Dr,/F;*Np,/r,(Dg,)

0 0
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ou ¢ est en fait injective. Par conséquent, une simple application du lemme
du serpent montre que
’

| Im /| = | Im ag| | Im o]

Or, comme o} est injective, |Ima;| = [Dp : Dp N Ng,p(E*)]. Soit 75/p
Uentier tel que |Imaf| = 27#/7. Ainsi,

\Ima'| = [DF : DF N NE/F(E*)] 2NE/F

Remarque : dans le cas ou le corps de base F' est totalement réel, on peut
montrer que rg/p = 0 (cf [KM2], Corollary 2.6).

Retour a la formule de genre

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat qui se révelera
essentiel pour les chapitres a venir, a savoir la formule de genre pour les
2-parties des noyaux sauvages :

Proposition 2.18 (Formule de genre). Soit E/F une extension quadra-
tique de corps de nombres, de groupe de Galois G.

(a) SiE C Fy et si|u(E)(2)| > |u(F)(2)|, alors WK5(E)(2)g = WKy (F)(2).

(b) Si une place infinie réelle de F se ramifie dans E, ou bien si p(F,)(2) =
w(F)(2) pour une place v € Ty, alors

‘ WKZ(E)(Q)G ‘ B ) Te/pl-TE/F—1
| WE5(F)(2) | [Dr: De 0 Npgyp(E*)]

(c) Dans tous les autres cas,

| WKy(E)(2)a | 9|Ts/rl-p
| WKQ(F)(Q) | B [DF :Dp N NE/F(E*)]’

ot p=0oup=1.
Démonstration. Rappelons d’abord que
Coker(WK,(E)(2)g — WK,(F)(2)) = Coker 8 = Coker 8

et que
! Ker(WK2(E)(2)g > WKy(F)(2)) 2 Ker 5/ Imc.

Ainsi, on a
| WK3(E)(2)e | _ | Ker 3]

G
| WKy (F)(2)|  |Imca||Coker 3|
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Sous les hypotheses de (a), 'ensemble T/ p est vide (revenir & la définition
de Ty/r) et 'application j est un isomorphisme (voir le lemme 2.15). Par
conséquent, comme j est injectif et jg est surjective, une chasse dans le
diagramme de la page 53 implique que Ker 8 = Im a. De plus, j étant un
isomorphisme, on a déja signaler que cela force la surjectivité de '. D’ou
I’isomorphisme annoncé.

Dans le cas (b), j n’est pas un isomorphisme. En effet, si une place infinie
réelle de F' se ramifie dans E, i.e., si ST = (), alors E ¢ F,,. De plus, si
p(F,)(2) = p(F)(2) pour une place v € Tg/p et si E C Fy, alors v|2 et

u(E,)(2) = u(F)(2). Done u(E,)(2) = u(F,)(2) = p(F)(2) = p(E)(2).

Maintenant les hypothéses de (b) traduisent exactement la surjectivité de
I’application Ker jg — Ker j; en effet, cette application

(@ p)@( @ po) = po
vESL,

v€lg/F

n’est autre que le produit de toutes les composantes élevées a la puissance
|(Fy)(2)|/|(F)(2)]. Par conséquent, la suite exacte () de la page 53 fournit
I’isomorphisme

Ker 3/ Ima = Ker '/ Ima/.

D’ou .
| WEL(E)(2)a | _ | Ker 5
| WK,L(F)(2) | | Im o'| | Coker 8’|
Or
|Kerp'| | Cokerjg|  27e/l
|Coker 8| | Cokerj| 2

D’ou le résultat.

(c) Définissons p € {0,1} par
2° = |Kera//Im~'].

Ici le conoyau de 'application Ker j¢ — Ker j est d’ordre 2, et la suite exacte
() donne

| WK>(E)(2)g | _2 | Ker 3|

| WK,(F)(2) | 2¢ |Im /| | Coker B'|
De plus, on voit que T]% F= () (puisque ici, pour toute place v € Tg /F, ON 2
ny > n), et donc rg/p = 0. On conclut alors comme au cas (b). O
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Corollaire 2.19. Soit E/F une extension de corps de nombres de groupe de
Galois G. Si l'on suppose de plus que F' est totalement réel, alors

| WES(E)(2)e | _ 2le/rl-s
|WEy(F)(2) | [Dp: Dp N Np/p(E?)]

ou p € {0,1}. Par ailleurs, si une place infinie réelle de F' se ramifie dans
E, ou bien si pu(Fy,)(2) = u(F)(2) pour une place v € Tg/p, alors p = 1;
c’est en particulier le cas si E/F est une extension CM.

Rappelons qu’une extension CM est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps de nombres totalement réel.

Démonstration. Lorsque F' est totalement réel, on voit, d'une part, que le
cas (a) de la formule de genre 2.18 est impossible, et d’autre part, 75/ = 0
dans le cas (b). O

Remarque : dans le cas (c) de la formule de genre 2.18, il y a des extensions
E/F pour lesquelles p = 0 et d’autres pour lesquelles p = 1 (cf [KM2]). En
fait, on peut étre plus précis concernant la valeur de p, comme nous allons
le voir maintenant.

Placons-nous sous les hypotheses du cas (c). Alors
p=0<= Kerod =Im~/,
et nous sommes amenés a décider quand 'inclusion Ker o/ C Im+' a lieu.
Comme Tg/F = (), on a, avec le diagramme page 55, I'isomorphisme
Kero' = Dp N NE/F(E*)/F*2 Ng/r(Dg).

Considérons alors € € Dy et supposons que € = Ng/r(n) pour un certain
n € E*. Comme on 'a déja fait remarquer, la classe de € est représentée par
{V6,€} € Ky(0%). Or, si ¢ est un générateur du groupe de Galois de F/F,
on a:

{\/57 6} = {\/37 77}{\/57 7790} = {\/57 77}{\/37 77}(‘0{_1777}:

dans K5(E)%, ce qui implique que la classe de € est représentée dans Ky(E)
par {_1, 77}

G
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Par ailleurs, compte tenu du chapitre précédent, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

0— Ks(of) — Ka(F) —— Sk ——0

Lo

G
0 Ky(0%)C — Kyp(E)E — ( o k;;,)
UJ%SE

Mais, puisque I’ensemble S contient les places de F' ramifiées dans F, la
fleche verticale de droite dans le diagramme ci-dessus est un isomorphisme.
On obtient alors par le lemme du serpent I'isomorphisme :

K(03)%/ Im Ky (0f) & Ko(E)%/ Im K, (F).
Il en résulte un diagramme commutatif a lignes supérieures exactes :
0 ——— WKy(F)(2) ——> K(F)@Q) —s ou)@)
js

0 ——> WE(BE)2° ———> K(B)@2° —>— (@uBu)2)¢

7

! *2
WK5(E)(2)C ) Im W Ky (F)(2) —> Dr/F*>Ng,p(Dg) > veg/fn/l’v Ng,/r,(Dey)

0 0 0

Remarquons d’abord que si v est une place de Tg/r et si w est la place de
E au-desus de v, alors les symboles locaux (—1,7),, sont triviaux. En effet,
par hypotheése sur € et 1, on voit que (—1,7),, € Imj,. Or, si m,, > n,, la
preuve du lemme 2.15 montre que j, est I’application triviale. D’autre part,
si My = ny, le point (vii) de la proposition 1.23 implique que

(_1’77)mw = (_17NE/F(77))TLU = (_1’6)721; = 11

puisque € € Dp.

Pour v ¢ Ty/p, I'application j, : u(F,)(2) = (& u(E,)(2))¢ est un isomor-

w|v
phisme, et donc pour ces places v, il existe z, € F, tel que (—1,z,),, =
(—1,71)m, pour toute place w divisant v. Ainsi, on peut constater, en effec-
tuant une chasse dans le diagramme précédent, que

€ €Imy <= H (=1, 2y)n, » = 1.
v
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En d’autres termes, définissons s, le nombre de places v ¢ Ty r telles que
(—1,zy)n, = —1 et u(F,)(2) = u(F)(2); en remarquant que s, ne dépend
que de la classe de €, on définit p. = 0 si s, est pair, et 1 si s, est impair.
D’ou

En conclusion, on voit que
P = 0= Pe = 0 pour tout [6] € DF N NE/F(E*)/F*2 NE/F(DE)

Malgré les apparences, les remarques précédentes permettent le calcul « ex-
plicite » de p dans certains cas précis. Un premier exemple d’un calcul de ce
type est donné dans le prochain chapitre ou 'on détermine p pour les corps
quadratiques.
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Chapitre 3

Corps quadratiques

Historiquement, la détermination des corps quadratiques dont la 2-partie du
noyau sauvage est triviale est une conséquence directe de l’article [BS] de J.
Browkin et A. Schinzel, ol est notamment calculé le 2-rang du noyau sauvage
d’un corps quadratique. Dans la premiere partie de ce chapitre, nous propo-
sons une premiere application de la formule de genre en retrouvant le résultat
de [BS] concernant le 2-rang du noyau sauvage d’un corps quadratique. Puis,
dans une seconde partie, nous allons expliquer comment I’on déduit du calcul
du 2-rang le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Les corps quadratiques dont la 2-partie du noyau sauvage
est triviale sont les corps Q(v/d) ot d est un entier relatif sans facteur carré
apparaissant dans la liste sutvante :

d= —1,42

d= =4£p,+2p avec p = +3 mod 8

d= —p avec p =7 mod 8

d= P avec p=1mod 8 et p# 22> —32y% 2 >0, v =1mod 4
d= Pq avec p=¢ = 3 mod 8

d= —pgq avec p= —q = 3 mod 8

ou p et q sont des nombres premiers distincts.

Il est a noter qu’en considérant le 2-groupe des classes positives, il est aussi
possible de déterminer les corps quadratiques dont la 2-partie du noyau sau-
vage est triviale (voir [JS2]).

Dans la suite du chapitre, £ désigne un corps quadratique, et ’on écrit

E = Q(+/d) o1 d est un entier relatif sans facteur carré. On note ¢ le nombre
de diviseurs premiers impairs de d.
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3.1 Une nouvelle méthode de calcul du 2-rang
du noyau sauvage d’un corps quadratique

On commence ce paragraphe en énoncant deux résultats qui se révéleront
tres utile dans la suite de ce travail.

Lemme 3.2 (Principe de Hasse). Soit E/F une extension cyclique de
corps de nombres et soit vy une place (finie ou infinie) de F'. Alors un élément
x € F* est une norme globale dans E/F si et seulement si, pour toute place
v # vy de F et toute place wlv de E, I’élément x est une norme locale dans
E,/F,.

Démonstration. C’est le Theorem 2.87 de [Koc]. On peut aussi 1'obtenir
comme une conséquence des Corollary 5.2 et Corollary 6.7, Chapter IV de
[N]. O

Corollaire 3.3. Soit d un entier relatif sans facteur carré. Alors

(i) —1 est une norme dans Q(/d)/Q si et seulement si d > 0 et tous les
diviseurs premiers impairs de d sont = 1 mod 4,

(ii) 2 est une norme dans Q(v/'d)/Q si et seulement si tous les diviseurs
premiers impairs de d sont = £1 mod 8.

Démonstration. Soit x € {—1,2}. Alors, d’apres le lemme 3.2, = est une
norme (globale) dans Q(v/d)/Q si et seulement si 2 est localement une norme
en toutes les places finies de Q, i.e., si et seulement si (cf proposition 1.23),
pour tout nombre premier p, le symbole de Hilbert (z,d), € {£1} est égal a
1. On conclut avec les propositions 1.25 et 1.26. Il est a noter que la condition
d > 0 dans (i) provient du calcul du symbole (—1, d)s. O

Nous pouvons maintenant nous intéresser au probléeme qui nous intéresse
principalement dans ce chapitre, a savoir le calcul du 2-rang du noyau sauvage
des corps quadratiques a l’aide de la formule de genre. En conservant les
notations des chapitres précédents, la formule de genre (voir corollaire 2.19)
s’écrit de la facon suivante :

9IT|—p

| WK, (E)(2)¢ |= [Dg : Dg N NE/Q(E*)]

(3.1)

ott T :=Tgyq et p € {0,1}.
Par ailleurs, on sait que
[Dq : Do N Npg(E™)] = 2 <= 2 ¢ Ngo(E").
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Par conséquent, le corollaire 2.7 permet de calculer le 2-rang de WK, (FE);
en effet, on a

IT|—p si 2 € Ngg

*),
T|—p—1 si2¢ Npgig(E").

")
En revenant a la définition de I’ensemble T' (voir page 50), on voit que 2 est
dans 7T’ si et seulement si, le premier 2 est non décomposé dans E et si, ou
bien 1(Ey)(2) = po, ou bien E,, # Q,(v/2) (olt w est la place de E au-dessus
de 2). Par conséquent, si 2 est non décomposé dans E, le nombre premier

2 est dans T et puisque u(@Qy)(2) = p(Q)(2), on a aussi dans ce cas p = 1
(corollaire 2.19). En particulier, on obtient

E
ro(WK»(E)) = { 5

2e€eT <= d#1mod8.

De plus, si d < 0, une place infinie se ramifie dans F et donc p = 1 (corollaire
2.19).

On peut donc déja dresser le tableau suivant ot1 ’on donne la valeur du 2-rang
du noyau sauvage en fonction des différents parametres :

2 € Ng/o(E7) 2 ¢ Ngjo(£7)
dZ1mod8 | (t+1)—1=¢t|(t+1)—1-1=t-1
d<0
d=1mod8 t—1 t—1—-1=t—-2
dZ1lmod8 | (t+1)—-1=t|(t+1)—-1-1=t-1
d>0

d=1mod 8 t—p t—p—1

On constate dans le tableau ci-dessus qu’il y a deux cas pour lesquels la va-
leur de p est pour I'instant indéterminée. En fait, si on est dans le cas (b) de
la formule de genre 2.18, on sait que p = 1. Lorsque d > 0 et d = 1 mod 8§,
on est justement dans ce cas si et seulement si il existe v € T, telle que
w(Fy)(2) = u(F)(2), i.e., s'il existe un diviseur premier impair ¢ de d tel que
1(Qy)(2) = po. Autrement dit, s’il existe un diviseur premier impair de d
congru a 3 modulo 4, alors p = 1, et sinon, on se trouve dans le cas (c) de la
formule de genre et il faudra décider de la valeur de p.
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Placons-nous alors maintenant dans le cas ou d > 0, d = 1 mod 8 et ou tout
diviseur premier impair de d est congru a 1 modulo 4.

1° Il est clair que si 2 ¢ Ng/g(E*), alors DgNNg/o(E*) = Q. Ainsi, d’apres
la remarque page 57, Kero/ = Do N Ngo(E*)/Q*? Ngo(Dg) est trivial, ce
qui force p = 0.

2° Le cas o1 2 € N g(E*) est un peu plus délicat. Remarquons d’abord que
’on peut écrire d sous la forme d = r? —8s? avec r, s € Z. D’apres les égalités

d = NQ(\/?)/Q (’I‘ + 28\/5) = NQ(\/E)/Q ((’f’ + 28\/5)(3 + 2\/5))
= (3r +8s) — 8(r + 3s)?,

on peut méme supposer que 7 > 0,7 = 1 mod 4. En posant n = r +/d, nous
avons 8s? = Ng/g(n), et donc

p=0<= [[(-Ln)m =1,
v

ol les notations sont celles du chapitre précédent. On peut écrire ce produit
sous la forme

o = [J-Lni

v

= H(—l,r +Vd)m,

qelU

= (-Lr+Vdn, [] Lr+Vdm,,

q€U, qgimpair

ou U est I’ensemble des nombres premiers ¢ tels que ¢ = 2 ou ¢ = 3 mod 4
(ce qui traduit en fait la condition n, = n), et, pour ¢ € U, w est une place
de F au-dessus de q et w, est une place de E au-dessus de 2.

Or on voit que, pour un nombre premier impair ¢ appartenant a U, on a
(=1,7 + Vd)m, = (=1,7 — V/d),,, (puisque le produit vaut 1) et, de plus,
ces symboles sont triviaux si ¢ ne divise pas s. Maintenant, si ¢ divise s, soit
r 4+ V/d, soit r — v/d est une unité: ainsi, les symboles étant modérés, on a
(=1,7 + Vd)pm, = 1 et donc

¢ = (-1,7+ Vd)m,, = (=1, 7+ Vd)q,.

Nous pouvons alors calculer ¢.
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Supposons dans un premier temps que d = 1 mod 16. Dans ce cas, étant
donné que (—1,7 + vd)g, = (—1,7 — Vd)qg,, on peut supposer que vVd =
1 mod 8 dans Zs ; par conséquent, si 7 = 1 mod 8, alors 7 +v/d = 2 mod 8 et
donc (=1, 7 ++/d)g, = 1, ce qui signifie que p = 0. De méme, si r = 5 mod 8,
alors 7 +v/d = 6 mod 8 et donc (—1,7 + Vd)g, = —1 et p= 1.

Supposons, dans un second temps, que d = 9 mod 16. Alors, par un raison-
nement analogue au précédent, on peut supposer que vd = 5 mod 8 dans Z,.
On obtient alors (—1,r + \/E)Q2 =1 si r = 5 mod 8§, ce qui implique p = 0.
De méme, (—1,7 4+ v/d)g, = —1 si 7 = 1 mod 8, d’olt p = 0.

Pour résumer, on a donc obtenu

d=1mod 16 et r = 5 mod 8,
p=1 ou
d=9mod 16 et r =1 mod 8.

Mais, comme d = 72 — 8s% avec r > 0,7 = 1 mod 4, il devient clair que p = 1
si et seulement si s est impair, ou de maniere équivalente, si d ne s’écrit pas
sous la forme d = 22 — 32¢%, © > 0, 2 = 1 mod 4.

En considérant le corollaire 3.3, on obtient le théoréme ci-apres; ainsi, sous
cette forme, on voit bien que I'on retrouve les résultats de [BS].

Théoréme 3.4. Soit E = Q(v/d) un corps quadratique, ot d est un entier
relatif sans facteur carré. Alors le 2-rang de WKy (FE) est donné dans le
tableau suivant :

2 € Ngjo(E*) |2 ¢ Npjg(E¥)
d # 1 mod 8 t t—1
d<0
d=1mod 8 t—1 t—2
d % 1 mod 8 t t—1
d>0 —1 € Ng/o(E*) t si s pair t—1
d=1mod8 t—1 si s impair
—1 ¢ Ng/o(E*) t—1 t—2

ot l'on écrit d = r? — 8s? avec r > 0,7 = 1 mod 4, dans le cas o d > 0,d =
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1 mod 8 et tous les diviseurs premiers impairs de d sont congrus a 1 modulo
4.

3.2 Corps quadratiques dont la 2-partie du
noyau sauvage est triviale

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 3.1 énoncé au
début du chapitre. Pour simplifier, on s’intéresse d’abord aux corps quadra-
tiques réels, puis ensuite aux corps quadratiques imaginaires.

Proposition 3.5. Les corps quadratiques réels dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale sont les corps Q(v/d) ot d est un entier naturel sans
facteur carré apparaissant dans la liste suivante :

2

p,2p avec p = +3 mod 8

p  avec p=1mod8 et p#a?—32y% x>0, z=1mod 4
pqg  avec p=q=3modS8

ot p et q sont des nombres premiers.

Remarque : en fait, lorsque p est un nombre premier vérifiant p = 1 mod 8,
on peut remplacer la condition « p # 22 — 32y?, x > 0, # = 1 mod 4 » par
la condition « p n’est pas représenté sur Z par X2 + 32Y? » (voir [BC]).

Démonstration. Posons E = Q(v/d). Alors, WK,(F)(2) est triviale si et
seulement si le 2-rang de W K5(F) est nul. Il suffit maintenant d’appliquer
le théoreme 3.4 en gardant a l'esprit les résultats du corollaire 3.3.

Alinsi, pour d > 2, on a :
si d # 1 mod 8, alors

d=2
WKyFE)(2) =0 <— ou
t=1et2¢ Ng(£")

d=2
— ou

d = p ou 2p avec p premier = £3 mod 8

et si d =1 mod 8, alors
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t=2,—-1¢ Ng)g(E*), et 2 ¢ Ng/o(E*)
WKy(E)(2) =0 <— ou

t=1letd#2%2—32y% >0, z=1mod 4

d = pg avec p=q = 3 mod 8
— ou
d=p#x?>—-32y% >0, 2=1mod 4

ou p et q sont des nombres premiers. D’ou le résultat. O
De méme, on obtient dans le cas totalement imaginaire :

Proposition 3.6. Les corps quadratiques imaginaires dont la 2-partie du
noyau sauvage est triviale sont les corps Q(v/d) ot d est un entier relatif
sans facteur carré apparaissant dans la liste suivante :

—1,-2
—p,—2p avec p=+3 mod 8
-p avec p =7 mod 8
—pq avec p= —q = 3 mod 8.

ou p et q sont des nombres premiers.

Démonstration. Pour d < —1, on a :
si d Z 1 mod 8, alors

(d=-1
ou

WEKy(E)(2) =0 < { d=-2
ou

| t=1et2¢ Np(E)

(d=-1
ou

= { d=-2
ou

| d =—pou — 2p avec p premier = +3 mod 8

et si d =1 mod 8, alors
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t=2et 2¢ Ng/(E*)
WKyFE)(2) =0 <— ou
t=1et2¢€ Ngp(E")

d= —pg avec p= —q =3 mod 8
— ou
d= —p avec p="7mod 8

ou p et q sont des nombres premiers. D’ou le résultat.
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Chapitre 4

2-extensions cycliques de Q)
dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale

L’objectif de ce chapitre est de déterminer toutes les 2-extensions cycliques
de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale. Comme on connait déja la
situation pour les corps quadratiques (cf le théoréme 3.1), on ne s’intéressera
ici qu’aux 2-extensions cycliques de degré > 4. Le principal outil utilisé est
encore la formule de genre vue a la section 2.3.

On rappelle qu’on entend par 2-extension de Q une extension galoisienne
finie de Q dont le groupe de Galois est d’ordre une puissance de 2.

4.1 Préliminaires sur les extensions cycliques

Proposition 4.1. Soit K un corps ne contenant pas de racine primitive
quatriéeme de 'unité. Considérons L := K (y/a) ot a est un élément de K* \
(K*)2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) a est la somme de deux carrés de K,

(2) —1 est une norme dans L/K, |

(3) a est une norme dans L/ K, L= K(Va)

(4) il existe b € L tel que Ny x(b) = a mod (K*)?, |

(5) M/K est cyclique ot M := L(v/b) (avec le b du (4)),

(6) L est contenue dans une extension cyclique de degré 4 de K.

Démonstration. Voir [S3], Chapter 1. O
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Corollaire 4.2. Soit E/Q une 2-extension cyclique de degré > 4. Alors,
l'unique corps quadratique contenu dans E s’écrit sous la forme Q(\/ d) ou
d > 0 est sans facteur carré, et, tout diviseur premier impair de d est congru
a 1 modulo 4.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précé-
dente et du corollaire 3.3. O

Proposition 4.3. Soit E/Q une 2-extension cyclique de corps de nombres.
Alors, un nombre premier doit d’abord se décomposer, puis rester inerte, et
enfin, se ramifier dans E.

Démonstration. L’inclusion est un ordre total sur ’ensemble des sous-groupes
de Gal(E/Q). Par conséquent, pour obtenir le résultat, il suffit de considérer
les groupes de décomposition et d’inertie associés au nombre premier dont
on étudie la ramification. O

Corollaire 4.4. Soit E/Q une 2-extension cyclique de corps de nombres qui
est de degré au moins 4 et qui ne contient pas /2. Alors si WKy(E)(2)
est triviale, il en est de méme pour W Ky(L)(2), ot L décrit I’ensemble des
sous-extensions de E.

Démonstration. Comme v/2 ¢ E, il est clair qu'un nombre premier impair se
ramifie dans le sous-corps quadratique (réel) de E. Il découle de la proposition
4.3 que ce nombre premier impair se ramifie totalement dans E/Q. Ainsi, si
Q C K C L C FE est une tour d’extensions telle que [L : K] = 2, on voit avec
le corollaire 2.17 que le morphisme de transfert

W K5(L)(2)ca(r/xy = WK>(K)(2)

est surjectif. Comme W K5(E)(2) = 0, on en déduit par une récurrence des-
cendante que la trivialité des noyaux sauvages se propage aux sous-extensions
de E. O

Avant de conclure ce paragraphe par une derniére proposition, rappelons
quelques notations déja vues au cours des chapitres précédents. Notons Q.
la Zo-extension cyclotomique de Q, et @, le n-ieme étage de Q. Alors, si
'on définit encore la suite (o )k>o de réels positifs par :

Oé():(),
Qg1 = V2 + g,

on sait (cf le lemme 2.3) que Q, = Q(av,).
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Proposition 4.5. Soit p et £ deux nombres premiers dictincts. Pour n > 2,
soit M, une extension cyclique de Q de degré 2™ vérifiant l'une des conditions
sutvantes :

(i) M,/Q est non ramifiée en dehors de 2 et p,
2 et p sont non décomposés dans M, /Q,

(i) M, /Q est non ramifiée en dehors de p et ¢,
2 est totalement décomposé dans M, /Q,
p et ¢ sont non décomposés dans M,,/Q.
Pouri € {0,...,n}, désignons par M; l'unique sous-corps de degré 2¢ de M,,
et par r Uentier tel que Q. = M, NQx (= M,). Alors, pour n > r, nous avons

2+ o, € NMn/Mn—l(Mr):) <— 2+ o, € NM,+1/MT(M:+1)-

Démonstration. Si n = r + 1, la proposition ne dit rien. Supposons donc
que n —1r = 2 et, pour r < 7 < n— 2, posons pour simplifier les notations,
K =M,;, L = M;y, e¢t M = M;,5. Pour montrer la proposition, il suffit de
montrer que

2+O!r ENM/L(M*) <:>2+O!r ENL/K(L*) (41)

Pour cela, en vertu du principe de Hasse (voir le lemme 3.2), on peut se
contenter de regarder cette équivalence localement. Mais, comme 2 + «,. est
une unité locale en toute place de K, il découle de [N], Chapter III, Corollary
1.4 que 2+, est une norme localement dans M/L (ou L/K), et ceci en toute
place non ramifiée dans M,,/Q. Compte tenu du fait que, sous les hypothéses
(ii), 2 est totalement décomposé dans M, /Q, il est clair qu’en toute place
2-adique, 2+« est trivialement une norme localement dans M/L (ou L/K).
Par conséquent, dans les deux cas (i) et (ii), 2+ «, est localement une norme
dans M/L (ou L/K) en toutes les places a l’exception peut-étre de deux
places. D’apres le lemme 3.2, il suffit de montrer que,

2 +OZT- c NM'P/LETJ(M';;) s 2+ a, € NL&p/Kp(L;kp),

ou p (respectivement B, P) désigne la place de K (respectivement L, M)
au-dessus de p.

Or, d’apres la proposition 4.1, on peut écrire

P M = L(/b)
| |
‘»1|B L=l|((\/5)
P K
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oua € K*\ (K*)? be M*~ (M*)* et Ic € K*, Ny k(b) = ac®. 1l vient
alors les équivalences suivantes :

2+ o, ENpr/Lm(M;;) (2+ar7b)Lm =1
(2+ar,NL/K(b))Kp =1

2+ oy, ac®)k, =1

1117

(2+ar,a)Kp =1
— 2+4aq, € NLm/Kp(L;%)

ou la premiére équivalence provient du point (iii) de la proposition 1.23 et la
deuxiéme du point (vii) de cette méme proposition. D’oul le résultat. O

4.2 2-extensions cycliques

Fixons pour commencer quelques notations : soit

E une 2-extension cyclique de Q de degré [E : Q| > 4,

F' 'unique sous-corps de E d’indice 2,

G le groupe de Galois de E/F,

K T'unique corps quadratique contenu dans E,

d Punique entier positif, sans facteur carré vérifiant K = Q(v/d),
Tg/r 'ensemble fini de places de F' défini page 50.

Remarquons d’abord que si K # Q(v/2) et si WK, (E)(2) est triviale, alors
W K,(K)(2) est aussi triviale d’apres le corollaire 4.4. Par conséquent, il
découle de la proposition 3.5 et du corollaire 4.2 la

Proposition 4.6. Si WK5(E)(2) est triviale, alors d est de 'une des quatre
formes suivantes :

d=2,

d=p, p premier =5 mod 8§,

d=2p, p premier =5 mod 8§,

d=p, p premier =1mod 8 tel que p # x? —32y%, x > 0, z = 1 mod 4.

Comme F' est totalement réel, la formule de genre (cf corollaire 2.19) s’écrit

| WK (E)(2)

G | 2|TE/F\*P
| WK5(F)(2)|  [Dr: Dp N Ngp(E*)]

(4.2)
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oup=0oup=1.

Pour étre plus précis, on sait que p = 1 si une place infinie réelle de F' se
ramifie dans F, ou bien, si pu(F,)(2) = u(#)(2) pour une place v € Tg/p. On
sera justement dans ce cas lorsque d sera de 'une des trois premieres formes
apparaissant dans la proposition 4.6, ce qui explique pourquoi le résultat
est assez direct. Par contre, si d est un nombre premier p = 1 mod 8 avec
p # 22 — 32y%, 2z > 0,2 = 1 mod 4, alors la situation est plus délicate : en
effet, on se trouve dans le cas (c) de la formule de genre 2.18 et on doit se ra-
mener a des calculs de symboles locaux comme expliqué a la fin du chapitre 2.

Lemme 4.7. Si WK, (E)(2) est triviale, alors l’ensemble Tg/p a au plus
deuz éléments.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'égalité (4.2). En effet,
n’oublions pas que, F' étant toalement réel, [Dy : Dp N Ng/p(E*)] < 2. O

Lemme 4.8. Une place 2-adique de F' qui ne se décompose pas dans E
appartient toujours a l’ensemble Tg/r.

Démonstration. Soit w la place de E au-dessus de v. Supposons que v ¢ T/ p.
Par définition de T'5/p, on a |u(Ey)(2)] > |u(Fy)(2)| et B, est contenue dans
la Zy-extension cyclotomique F, o, de F,. Il en résulte que V-1 et V2 sont
dans F,. Ainsi 'extension cyclique E,, de (Q; contient les deux extensions
quadratiques Q,(v/—1) et Q2 (v/2), ce qui est impossible. O

Ces remarques d’ordre général étant faites, nous pouvons maintenant nous
concentrer sur la détermination des 2-extensions cycliques de Q dont la 2-
partie du noyau sauvage est triviale. Cependant, il nous a semblé opportun
de commencer par traiter le cas des extensions cycliques de degré 4 afin
d’illustrer les méthodes mises en jeu pour résoudre ce probleme.

4.2.1 Extensions cycliques de degré 4

Comme pour le cas général, on mene une discussion, motivée par la pro-
position 4.6, portant sur la forme du sous-corps quadratique K = Q(v/d).
Néanmoins, si d = 2,p ou 2p (avec p premier = 5 mod 8), la question
se traite exactement comme pour le cas général; c’est pourquoi l'intérét
d’étudier le cas du degré 4 séparément réside dans la spécificité du cas ol le
sous-corps quadratique est Q(,/p), ol p est un nombre premier congru a 1
modulo 8 tel que p # 22 — 32y%, z > 0,2 = 1 mod 4.
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Plagons-nous donc dans le cas ou E est une extension cyclique de Q de degré
4et o F =K =Q(+/d), avec d = p = 1 mod 8 est un nombre premier tel
que p # 2% — 32y%, £ > 0, z = 1 mod 4.

Afin d’obtenir des conditions nécessaires a la trivialité de W K,(E)(2), on
suppose aussi que WK,(E)(2) est triviale.

Comme p est ramifié dans F//Q, donc dans E/F (cf proposition 4.3), il est
clair que la place p de F' au-dessus de p appartient a Tx/p.

E

F=Q(/p) v 132\ Py
Q p 2/

Par ailleurs, 2 est décomposé dans F. Soit p, une place 2-adique de F'; si
po était non décomposée dans E/F, alors le lemme 4.8 impliquerait que
p2 € Ty r. Ainsi, I'ensemble T/ contiendrait au moins trois éléments, ce
qui contredit le lemme 4.7. Par conséquent, 2 doit étre totalement décomposé
dans E/Q.

Il résulte des remarques ci-dessus qu’au plus une place impaire de F', autre
que p, peut éventuellement se ramifier dans F/F (i.e., appartenir a I’ensemble
Tg/r). Mais alors, puisque |Tg/p| < 2, cette place de F' est nécessairement
non décomposée dans F//Q. Or, comme 2 est totalement décomposée, on voit
que les hypotheses du cas (ii) de la proposition 4.5 sont satisfaites. Il s’ensuit
que 2 € Ng/p(E*) si et seulement si 2 € Np/g(F*), ce qui est vrai puisque
p = 1 mod 8 (corollaire 3.3). Par conséquent, [Dyp : Dp N Ng/p(E*)] =1 et
la formule de genre (4.2) devient

2|TE/F|*P

1=| WEK3(E)(2)¢ |

_ 9T, -
— 2| E/F| P’

ce qui force |Tp/p| < 1. Autrement dit, seul p se ramifie dans E/Q et
Tr/r = {p}

En résumé, si WK,(E)(2) est triviale, alors E est contenue dans le corps
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cyclotomique Q(u,) et 2 est totalement décomposé dans E/Q.

Afin d’écrire explicitement ’extension E, nous avons besoin d’établir quelques
résultats sur I'unité fondamentale e de Q(,/p).

Lemme 4.9. Soit p = 1 mod 4 un nombre premier et € l'unité fondamentale
de Q(y/p). Alors,

(i) € est de norme —1 dans Uextension Q(/p)/Q.

(i) Si, de plus, p=1mod 8, alors € s’écrit sous la forme € = a + b\/p ot a
et b sont des entiers tels que a est un multiple de 4 et b est impair.

Démonstration. (i) Cette preuve s’inspire de [Co|. On raisonne par ’absurde,
et on suppose que € est de norme 1 dans Q(,/p)/Q. D’apres le théoreme 90
de Hilbert, il existe v € Q(,/p) tel que

v

7o’

ol o est le générateur du groupe de Galois de Q(,/p)/Q. En fait, comme Q
est invariant par o, on peut supposer que 7 est un entier de Q(,/p), qui n’est
divisible par aucun nombre rationnel. De plus, on obtient I’égalité (y) = (77)
entre idéaux principaux.

Considérons q un idéal premier de Q(,/p) tel que q|(7) et disons que q vit
au-dessus d’un nombre premier g. Alors ¢[(7?), ce qui implique que q7|(7).
Par conséquent, si q # q7, alors qq?|(7), c’est-a-dire (¢)|(7y), ce qui contredit
I’hypothese précédemment faite. D’ou q = q7, et ¢ ne se décompose pas dans
QP

Si ¢ était inerte, on aurait v = ¢', ce qui contredit une nouvelle fois I’hy-
pothese. Ainsi, ¢ se ramifie et donc ¢ = p (puisque p = 1 mod 4). Il en
résulte que deux cas sont possibles : soit () = op, soit () = (/p). Il vient
alors 7 = u ou v = u,/p ol u désigne une unité de F. On a alors, puisque
Np/g(u) = £1, dans le premier cas,

2 u u 2
cE=E——=— = :I:/U, y
77w’ Nrg(u)
et, dans le second,
v uyp u\/p

€= — = +u?.

7~ w (/P Negu)- (=)
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Mais ceci contredit le fait que € est I'unité fondamentale de Q(,/p). D’ou
NF/Q(E) = —1.

(ii) Comme p = 1 mod 4, 'anneau des entiers de Q(,/p) est Z[HQ‘@] et donc
€ =

5(u+v,/p) avec u et v deux entiers de méme parité. D’apres (i), on a

—4 =u?—pv.

Si u et v sont impairs, la réduction modulo 8 de I'égalité précédente donne
—4 = 0 mod 8, ce qui force u et v d’étre pairs. D’ot1 € = a + b\/p ol a et b
sont des entiers vérifiant

a’? — pb* = —1.

Si a est impair, nécessairement b est pair, et la réduction modulo 4 de 1’égalité
précédente donne 1 = —1 mod 4. D’ou a est pair et par suite b est impair.
Mais alors modulo 8 cette méme égalité implique que a?> = 0 mod 8, ce qui
signifie que ¢ = 0 mod 4. U

De plus, comme p = 1 mod 4 est premier, p s’écrit comme somme de deux
carrés, et méme puisque p = 1 mod 8, on peut écrire p sous la forme p =
16m? + n? avec n impair (oil m et n sont des entiers). On peut maintenant
énoncer un résultat de M. Stinner ([St]) dont on reprend ici la preuve pour
la commodité du lecteur.

Proposition 4.10. Soit p = 16m? + n?> = 1 mod 8 un nombre premier et
€ = a+ b\/p l'unité fondamentale du corps quadratique Q(,/p). Alors

Am = na + (—1)nT_1n — 1 mod 8.

Démonstration. On a a®+1 = pb®. Donc dans Z[7], on obtient (a+1)(a—1i) =
pb? (o 7> = —1). Or comme Z[i] est un anneau factoriel, on peut écrire

a+i=(z+iy)(c+id)? (4.3)

ou z,y,c,d € Z et x + iy est sans facteur carré.
Puisque a + 7 et a — 7 sont premiers entre eux, x + iy et x — 1y le sont aussi.
Ainsi I'égalité (22 + y?)(c? + d?)? = a® + 1 = pb* implique que

p = 2’4y’ (4.4)
b = & +d (4.5)
De plus, avec (4.3), on a
a = z(c® —d*) — 2ycd, (4.6)
1 = y(c® —d*) + 2xcd. (4.7)

76



Puisque b est impair et a est pair, il résulte successivement de (4.5) que
¢® — d? est impair (et donc ¢ et d sont de parité opposée), de (4.6) que =
est pair et de (4.4) que y est impair. Maintenant d’apres (4.7), nous avons
y(c* — d?) = 1 mod 8 et par conséquent, d’apres (4.6), ya = zy(c®> — d?) —
2y%cd = x — 2¢d mod 8. D’otr

z = ay + 2cd mod 8. (4.8)

De plus, avec (4.7), on obtient y = y?(c? — d?) + 2zycd = ¢ — d* mod 8. En
écrivant ¢ — d* = (¢ — d)? + 2¢d — 2d?, il vient

y =1+ 2cd — 2d* mod 8. (4.9)

Maintenant, si y = 1 mod 4, la réduction modulo 4 dans (4.9) implique que d
est pair et (4.9) donne alors 2cd = y — 1 mod 8. Si y = 3 mod 4, la réduction
modulo 4 dans (4.9) implique que d est impair et en remplacant dans (4.9),
on obtient finalement 2cd = —2cd = —y — 1 mod 8. D’ou dans les deux cas,
on a 2cd = (—1)”2;1y — 1 mod 8 et, d’apres (4.8), on obtient

T = ya+ (—1)L51y — 1 mod 8.

D’ou la proposition, puisque la représentation de p comme somme de deux
carrés est unique au signe pres. 0

Remarque : on a en particulier montré que b = ¢? + d?, et par conséquent
que b =1 mod 4.

Nous avons alors les conditions équivalentes suivantes :
(i) p=2?-32y% 2> 0,2 =1 mod 4,
(ii) (~1)"=n — 1 = 4m mod 8,
(iii) ¢ = 0 mod 8.
La premiere équivalence entre (i) et (ii) est une partie du « Main Theorem »

de [BC] et la seconde entre (ii) et (iii) découle immédiatement de la propo-
sition 4.10.

Revenons au cas ot p = 1 mod 8 est un nombre premier satisfaisant la condi-
tion p # 22 —32y%,z > 0,z = 1 mod 4. Alors, compte tenu de ce qui précede
et du point (ii) du lemme 4.9, on obtient ¢ = 4 mod 8.

Proposition 4.11. Soit E [l'unique sous-extension de Q(u,) de degré 4 sur
Q ot p = 1 mod8 est un nombre premier satisfaisant la condition p F#*
22 —32y%, x> 0,2 = 1 mod 4. Alors

s-a(y7)
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et l’on a ’équivalence
2 est totalement décomposé dans E/Q <= p =9 mod 16.

Démonstration. Soit L 'extension Q( e\/ﬁ)

En ce qui concerne la premiere affirmation, on peut déja remarquer que
Nr/g(ey/P) = (=1) x (=p) = p et donc I'extension L est bien cyclique de
degré 4 sur Q (cf proposition 4.1). Elle est de plus non ramifiée en dehors
de p : en effet, comme Np/g(ey/p) = p, il suffit de montrer que L/Q est

non ramifiée en 2. Pour cela, écrivons p = u? avec u € Q; on a alors
€/P=au+bp € Q; et donc dans 5, on a la congruence :
€y/p = bmod 4,

car ¢ = 0 mod 4 (cf le lemme 4.9). D’apres la remarque suivant la preuve de
la proposition 4.10, on obtient

€y/P = 1 mod 4,

ce qui force le complété de L a la place 2-adique d’étre ’extension quadra-
tique non ramifiée de Q5.

Quant a I’équivalence annoncée, il suffit de constater que 2 est totalement
décomposé dans E/Q si et seulement si €,/p est un carré dans Q5. Ainsi, avec
les notations précédentes, on obtient :

ey/p € (@3)° (@ + bu)u = 1 mod 8 dans @ ,
au + bp = 1 mod 8,
au+b=1mod 8,
44+b=1mod8 (puisque a =4 mod 8),
b = 5 mod 8§,
p =9 mod 16.

frreee

Par conséquent, il découle de ce qui précede la

Proposition 4.12. Soit p = 1 mod 8 un nombre premier satisfaisant la
condition p # 22 —32y?, z > 0, x = 1 mod 4 et soit E une extension cyclique
de Q de degré 4 contenant le corps quadratique Q(,/p). St WK3(E)(2) est
triviale, alors nécessairement p = 9 mod 16 et E = Q( e\/}_o) est l'unique
sous-corps de Q(u,) de degré 4 sur Q.
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Il reste donc a voir si la réciproque est vraie, a savoir si une telle extension a
une 2-partie du noyau sauvage triviale. Par conséquent, soit £ = Q (\/€,/p)
I'unique sous-corps de Q(u,) de degré 4 sur Q, ot p = 9mod 16 est un
nombre premier satisfaisant la condition p # z? — 32y?, > 0, £ = 1 mod 4.
Le but de ce qui suit est de montrer que W Ky (E)(2) est effectivement triviale.

On sait déja que :
1. le nombre premier 2 est totalement décomposé dans F,
2. I'ensemble T/ p est réduit a {p},
3. et 2€ Ny/p(E").

Par conséquent, la formule de genre devient :

oNTe/Fl-p
[Dp : Dp N Ng/p(E*)]

— 9l—p
=92 ,

| WEL(E)(2)e |=

ou p € {0,1}.

Ainsi, WK, (FE)(2) est triviale si et seulement si p = 1. Or, comme on 'a déja
fait remarquer page 59, on sait que, si n vérifie Ng/r(n) = 2, alors

p=1l<=[[(-1,m), =-1,
v
ou les notations sont toujours celles déja utilisées dans les chapitres précédents.

Pour choisir correctement 7, remarquons d’abord que 2 est une norme dans
I'extension E/Q. En effet, puisque les nombres premiers différents de 2 et de
p sont non ramifiés dans E, on voit que 2 est localement une norme partout,
a ’exception peut-étre d’une place, a savoir la place ramifiée p. On conclut
alors avec le principe de Hasse (cf le lemme 3.2).

Considérons alors £ un élément de E* tel que 2 = Np/g(§) et notons o un
générateur du groupe de Galois de 'extension E/Q. Posons alors n = ££7 de
sorte que 2 = Ng/p(n). Nous devons donc calculer le produit

o=~ m = [[(~1 M,

veV

ou V est I’ensemble des places v de F' telles que n, =n = 2.

Remarquons que, si v est une place impaire de V' divisant un nombre pre-
mier ¢, alors ¢ = 3 mod 4 (puisque Q, — F}) et v est décomposée dans F'/Q
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(en effet, sinon le corps résiduel de F, serait le corps fini a ¢* éléments et
¢> — 1 =0mod 8).

Soit U I’ensemble des nombres premiers ¢ telle qu’une place de V divise q.
En fait, U est I’ensemble formé du nombre premier 2 et des nombres premiers
congrus & 3 modulo 4. Alors

¢ =111 )m;

qelU

ou w est une place de F divisant ¢q. Mais, nn? = §§"2 (€9)% et par conséquent

(b = H(_la NE/F(&))mw

qelU

Puisque p = 9mod 16,p # 22 — 32y%,x > 0,2 = 1 mod 4, on peut écrire
p =1>—8s® avec r > 0,7 = 1mod8 et s impair. Ainsi 2 = Np/g(z)
ou r = % et on a 2 = Np/g(z) = Npjo(Ng/r(§)). En d’autres termes,
Ng/r(§) = vy ou y € F* avec Np/g(y) = 1. Ceci signifie avec le théoreme 90
de Hilbert qu’il existe z € F™* tel que y = Z. D’ou

¢=digo ot 1 = [[(—1,2)m, et ¢2 = [[(=1,9)m,, = [ (-1, 227)m,.-
qeU qelU qelU

Calculons d’abord ¢, : on remarque que, si v € V et w est une place de £
au-dessus de v, alors on a (—1,2)m, = (=1, 2)s, , puisque v(z) = w(z) (en
effet v est non ramifiée dans F) et ces deux symboles de Hilbert sont modérés
et ne dépendent que de la valuation v (cf [S1], Proposition 8, §3, Chap. XIV).
Il en résulte que

g2 = [[(~1, 22V = [[ (-1 2 = [[ (-1, 2 = [[(-1. 2} =1,
qeU veV veV v

d’apres la formule du produit.

Calculons maintenant ¢; :
¢1 = H(_17$)mw = H(_lax)nvv
qelU qelU

pour des raisons analogues a celles fournies pour le calcul de ¢ ; précisons
encore que dans le premier produit, w désigne une place de E au-dessus de
g et dans le second, v est une place de F' au-dessus de ¢. Or, si ¢ € U, alors
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v €V etn, =2; ainsi, si (.,.)r, désigne le symbole de Hilbert classique a
valeurs dans ps, alors (—1,z),, = (=1,2)F, et

o = [[-1Lom=][1, V0,

2s
= [[(-1. ¢+ vP)s)r = [[(=1.r +vP)r, [[(-1,5)r

Il est & noter que, si ¢ € U et si v divise ¢ alors F,, = Q, et, de plus, si ¢
divise s, alors ¢ € U (en effet, p = r? — 8s?). Par conséquent, on obtient

H(_lﬂs)Fu = (—1,5)2 H (_158)11 =1,

qeU g|s, gimpair

d’apres la formule de produit. D’ou

o= [[(~Lr+ VP =(-Lr+vpe [ (~Lr+vo.
qelU g€U, qgimpair

Si g € U est impair, on a (—1,7+/p)g = (—=1,7 — /p), (il suffit de calculer
le produit) et il est facile de voir que ces symboles sont triviaux si g 1 s.
Maintenant, si ¢ | s, soit 7 4 /p soit 7 — /p est une unité g-adique : sinon,
en estimant la somme, ¢ diviserait 2r ce qui est impossible puisque ¢ divise
déja s. Il en résulte que I’'un des symboles précédents est trivial, car modéré,
et donc les deux sont triviaux. On obtient donc

& = (—1,7 4+ /p)2-

Ecrivons p = u? avec u € Q. Puisque p = 9 mod 16, on a u = +3 mod 8
dans Qf. Mais I'égalité (—1,7 + u); = (—1,r — u)y permet de choisir une
racine carrée de p : ainsi posons © = 5 mod 8. Or » = 1 mod 8 de sorte que
I'on peut écrire r + u = 2(3 4+ 4\) avec A € Zy. On conclut alors avec [S2] &
Pégalité

¢1 = (—1,T + U)Q =—1.
Ainsi, ¢ = ¢ ¢ = —1 et donc p = 1. Il en résulte la trivialité de WK, (E)(2).

On a donc montré la proposition suivante dont le contenu constitue la réci-
proque de la proposition 4.12 :

Proposition 4.13. Soit p = 1 mod 8 un nombre premier satisfaisant la
condition p # 2 — 32y%, 2z > 0,7 = 1 mod 4 et soit E une extension cyclique
de Q de degré 4 qui contient Q(/p). Alors, pour que E ait une 2-partie du
noyau sauvage triviale, il faut et il suffit que p = 9 mod 16 et que E soit
Punique sous-corps de Q(u,) de degré 4 sur Q. Plus précisément, dans ce
cas, E est ’extension Q( e\/ﬁ) ot € est ['unité fondamentale de Q(,/D).
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4.2.2 Le cas général

On conserve toujours les notations introduites au début du paragraphe 2 de
ce chapitre.

Comme suggéré par la proposition 4.6, la discussion sur le sous-corps qua-
dratique K = Q(v/d) est le fil directeur de la détermination des 2-extensions
cycliques de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale.

elecasd=2,ie, K=QW2)

Nous allons d’abord déterminer des conditions nécessaires a la trivialité de
W K,(E)(2). Supposons donc que E contient K = Q(v/2) et que W Ky(E)(2)
est triviale. Le nombre premier 2 est totalement ramifié dans E/Q (cf pro-
position 4.3), et le lemme 4.8 assure que la place 2-adique de F appartient a
Tx/r. Donc (lemme 4.7), au plus une place impaire £ de F' se ramifie dans
E. On peut méme affirmer que, si £ est au-dessus du nombre premier ¢, alors
¢ est inerte dans K/Q, ce qui signifie que £ = +3 mod 8.

Mais alors, comme E est non ramifiée en dehors de 2 et £, on en déduit que
E est contenue dans Q(pa~ )Q(1¢) (puisque E est une extension de degré une
puissance de 2). En résumé, on a montré que si W K,(E)(2) est triviale, alors
E C Q(u25 )Q(p1e), ot £ est un nombre premier tel que £ = +3 mod 8.

Réciproquement, on montre par récurrence que toute 2-extension cyclique de
Q contenue dans Q(ue~ )Q(ue) avec £ premier = £3 mod 8 a une 2-partie
du noyau sauvage triviale. Pour cela, il suffit de considérer une telle extension
E et de supposer que W K,(F)(2) = 0.

Il est facile de voir que la place 2-adique de F' appartient a Tg/r et donc

|T |: 1 SiECQ(NQ‘X’);
E/F 2 sinon.

De plus, comme 2 est totalement ramifié dans E/Q et comme 1(Q, (1/2))(2) =
Y2, on obtient p(Ey)(2) = ug, ot w est la place 2-adique de E. Par conséquent,
d’apres le corollaire 2.19, on voit que p =1 et on a :

)Te/p|—1

| WE(E)2)e |= 55 Ng/r(E*)]

Distinguons alors deux cas :
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1° Supposons que E C Q(uox ). Alors, |Tx/r| =1 et on obtient directement
la trivialité de W K,(E)(2).

2° Supposons que E C Q(po=)Q(1¢), ot £ = £3 mod 8, est ramifiée en
0. Alors |Ty/p| = 2 et WK,(E)(2) est triviale si et seulement si I'indice
normique [Dg : DpNNg,p(E*)] vaut 2. Or avec les notations de la proposition
4.5,0n a:

— 2 + Oy ¢ NM’I‘+1/MT (M:-f-l)

En fait, M, = Q. = Q(v/2 + ) et £ est le seul nombre premier qui se ramifie
modérément dans M, ;. Donc, comme M, est cyclique, on a

M., =Q (\/(_1)0‘6(2 + ar)) ;

ou « € {0,1}.

Notons £ la place de M, au-dessus de £ et (., .)e le symbole de Hilbert
défini sur le complété de M, en £, a valeurs dans pus.

Ainsi le symbole local (2+ oy, (—1)*4(2+a;))e = (24, —(—1)%¢) ¢ est non
trivial, puisque, d’apres le point (vii) de la proposition 1.23, on a :

2+ a0, (1) = (Nu,02+ o), —(=1)%),,

(
= (2,=(=1)%,
(2,0), = —1,

car £ = +3 mod 8. Ainsi, on a montré que 2 + «, n’est pas une norme locale-
ment a la place £, et donc 2 + «,. n’est pas non plus une norme globalement
dans M,.1/M,. Dol [Dp : Dp N Ng/p(E*)] = 2, ce qui prouve la trivialité
de WK>(E)(2).

En résumé, on a prouvé la proposition suivante :

Proposition 4.14. Les 2-extensions cycliques de Q qui contiennent Q(\/i)
et qui ont une 2-partie du noyau sauvage triviale sont exactement celles qui
sont contenues dans la composée Qo )Q(ie) ot £ est un nombre premier
satisfaisant £ = £3 mod 8.

e Le cas d = p ou 2p, avec p = 5 mod 8
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Comme précédemment, on commence par déterminer des conditions néces-
saires & la trivialité de W K5(FE)(2). Supposons donc que E est une extension
cyclique de Q de degré > 4 qui contient K = Q(\/ 8), avec d = p ou 2p
(o p = 5 mod 8) et qui vérifie WK,(FE)(2) = 0. Le nombre premier p est
ramifié dans K/Q, donc dans E/F. Ainsi, la place p de F' au-dessus de p
est un élément de Ty p. De plus, comme p = 5 mod 8, le premier 2 est non
décomposé dans K/Q, ce qui implique (cf proposition 4.3) que la place 2-
adique de F' est aussi non décomposée dans E. D’apres le lemme 4.8, cette
place est dans T p. Par conséquent, le lemme 4.7 force |Tg/p| = 2. En par-
ticulier, cela signifie que E est non ramifiée en dehors de 2 et p; autrement
dit, on a montré que si W K,(F)(2) est triviale, alors E est contenue dans la

composée Q(jiz==) Q).

Etudions maintenant la réciproque. Soit F une 2-extension cyclique de Q
contenant K = Q(v/d) et contenue dans Q(j9 )Q(i,). On veut montrer que
W K,(E)(2) = 0 et, pour cela, on proceéde par récurrence comme pour le cas
précédent. Supposons alors que WK, (F')(2) = 0. Il est facile de voir :

a) que I’ensemble T,/p est formé de la place 2-adique v de F' et de la place
de F' au-dessus de p,

b) que 1u(F,)(2) = p(Q:(Vd))(2) = p2 = p(F)(2), car F est cyclique sur Q.
Il en résulte que |T/r| = 2 et que p = 1 dans le corollaire 2.19, ce qui donne :

NTg/rl—p 9

| WK(E)(2)g |

" [Dr: DpNNgu(E*)]  [Dr: Dp 0 Ngu(E)]

Puisque 2 ¢ F*?, on a [Dg : Dp N Ng/p(E*)] = 1 si et seulement si
2 € Ng/p(E*), ce qui est le cas, d’apres la proposition 4.5, si et seulement
si 2 € Ng/g(K*). Or, comme p = 5 mod 8, le corollaire 3.3 implique que
2 ¢ Ng/o(K™). On obtient alors [Dp : Dp N Ng,p(E*)] = 2, d’ot la trivialité
de WK,(E)(2).

On a ainsi prouvé la

Proposition 4.15. Soit d = p ou 2p, avec p un nombre premier tel que
p = 5mod 8. Alors les 2-extensions cycliques de Q qui contiennent Q(\/d)
et qui ont une 2-partie du noyau sauvage triviale sont exactement celles qui
sont contenues dans la composée Q(pize )Q(11y)-

elLecasd=p,avecp=1mod 8, p # 2 —32y%, £ > 0, x = 1 mod 4
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Considérons une 2-extension cyclique E de Q de degré > 4. Supposons de
plus que WK5(E)(2) est triviale. Par un raisonnement analogue & celui fait
pour les extensions cycliques de degré 4 (voir le début de la section 4.2.1),
il n’est pas difficile de voir que nécessairement E est contenue dans le corps
cyclotomique Q(u,) et 2 doit étre totalement décomposé dans E/Q.

Or, d’apres le corollaire 4.4, pour toute sous-extension L de FE, le groupe
W K5(L)(2) est aussi trivial. C’est le cas en particulier pour la sous-extension
de E de degré 4 sur Q. Ainsi, la proposition 4.13 implique que p = 9 mod 16.
Par conséquent, comme [Q(y,) : Q] = p — 1 = 8 mod 16, il est clair que
si WK, (FE)(2) est triviale, alors E est soit 'unique sous-corps de Q(y,) de
degré 4 sur QQ, soit celui de degré 8. Pour ce qui concerne celui de degré 4,
il suffit de se reporter a la proposition 4.13. Quant au cas du degré 8, on
procede de la facon suivante.

Considérons donc 'unique sous-corps E de Q(u,) de degré 8 sur Q. Sup-
posons, par ailleurs, que p = 9 mod 16 et que 2 est totalement décomposé
dans E/Q. On veut savoir si W K,(E)(2) est triviale. On constate déja que
|Tg/r| = 1 puisque seul p se ramifie dans E et 2 est totalement décomposé
dans E. Par ailleurs, il est facile de voir que E est totalement imaginaire et
que F' est totalement réel, ce qui veut dire que p = 1 dans la formule de genre
du corollaire 2.19. En d’autres termes, de la formule suivante

| WES(E)2)e | _ 2/Te/rl—
|WEy(F)(2) | [Dp: Dp 0 Ngyp(E?)]

il vient
1

~ [Dr: Dr N Ng/p(E*)]
D’ou la trivialité de W K, (FE)(2).

| WE»(E)(2)c | =L

Avant de conclure ce cas, donnons un lemme qui permet de traduire de

maniere un peu plus agréable le fait que 2 soit totalement décomposé dans
E.

Lemme 4.16. Soit p = 9 mod 16 un nombre premier tel que p # 2% —
32y%,x > 0,2 = 1 mod 4. Notons E l'unique sous-corps de Q(u,) de degré 8
sur Q. Alors

2 est totalement décomposé dans E/Q <~ 2% =1 mod p.

Démonstration. Soit f le degré résiduel du nombre premier 2 dans Q(u,)/Q.
Rappelons qu’alors (voir [W]) f est l'ordre de 2 dans le groupe multiplicatif
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(Z/pZ)*, i.e., [ est le plus petit entier non nul satisfaisant la congruence
2/ =1 mod p. On en déduit successivement les équivalences suivantes :

2 est totalement décomposé dans E/Q <= [ est impair
-1
= f p‘_IiT
<= 28 =1modp.

Il en résulte aisément la proposition suivante :

Proposition 4.17. Soit p = 1 mod 8 un nombre premier tel que p # x? —
32y%, > 0,z = 1 mod 4. Alors les 2-extensions cycliques de Q de degré > 4,
qut contiennent Q(\/ﬁ) et qui ont une 2-partie du noyau sauvage triviale,
sont :

19 lunique sous-corps Q( 6\/1_)) de Q(up,) de degré 4 sur Q, ou p
9 mod 16 et € est l'unité fondamentale de Q(\/D),

2° lunique sous-corps de Q(p,) de degré 8 sur Q, ou p = 9 mod 16 et
2% =1 mod p.

Remarquons au passage que 73,89, 233, 281, 601,937, 1049, 1097, 1193 sont les
dix plus petits nombres premiers p vérifiant p = 9 mod 16, p # x2 — 322, x >
0,z = 1 mod 4. Parmi ces nombres, seuls 73, 89, 233, 601, 937 satisfont en plus
la condition 2" = 1 mod .

Remarque : a l'aide du logiciel PARI, la conjecture de Birch-Tate permet
de décider sur des exemples concrets de la trivialité de certains corps de
nombres abéliens. Plus précisément, si E est un corps de nombres abélien, la
conjecture de Birch-Tate affirme que

_ K (og)]
Ce(=1) = im,

ou (g est la fonction zeta de Dedekind associée au corps E et wso(E) est un en-
tier bien identifié : en effet, pour tout nombre premier p, la p-partie de wy(E)
est la puissance maximale p” telle que le groupe de Galois Gal(E(pn)/E)
soit d’exposant 2. Par conséquent, lorsque I’on peut appliquer cette conjec-
ture, e.g. lorsque F est un corps abélien totalement réel, on peut déterminer
|Ko(og)| et donc [W Ko(FE)(2)]. Ainsi on retrouve avec PARI la trivialité de la
2-partie du noyau sauvage des extensions du 1° de la proposition précédente
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pour les dix valeurs de p mentionnées ci-dessus.

e Synthése des résultats

En regroupant les résultats démontrés dans les propositions 4.14, 4.15 et 4.17,
on obtient le théoreme suivant :

Théoreme 4.18. Les 2-extensions cycliques de Q de degré > 4 dont la 2-
partie du noyau sauvage est triviale sont :

1. les 2-extensions cycliques de Q de degré > 4, contenues dans la com-
posée Q(pge ) Q1 ), 0t p est un nombre premier tel que p = £3 mod 8,

2. Punique sous-corps de Q(u,) de degré 4 sur Q, ot p =9 mod 16,

3. Uunique sous-corps de Q(u,) de degré 8 sur Q, ou p = 9 mod 16 et
2% =1 mod p.

On peut étre légerement plus explicite concernant le point 1. du théoréme.
En effet, on peut remarquer (comme cela est fait dans [Grl]) que lorsque
p = 3 mod 8, la 2-extension maximale contenue dans Q(u,) est Q(/—p),
et lorsque p = 5 mod 8, la 2-extension maximale contenue dans Q(u,) est
Q(y/2/p(a —/p)), o p = a®+b* avec a impair. Par conséquent, le théoréme
précédent devient :

Théoreme 4.19. Les 2-extensions cycliques de Q de degré > 4 dont la 2-
partie du noyau sauvage est triviale sont :

1. les sous-extensions cycliques de Q de degré > 4, contenues dans la
composée Q(ug)Q(+/—p), ot p est un nombre premier tel que p =
3 mod 8,

2. les sous-extensions cycliques de Q de degré > 4, contenues dans la

composée Q(pgoo )Q( 2,/p(a — \/}3)), ot p est un nombre premier tel
que p=5mod 8 et p = a? + b* (avec a impair),

3. lunique sous-corps de Q(u,) de degré 4 sur Q, ot p =9 mod 16,
4. Vunique sous-corps de Q(p,) de degré 8 sur Q, ot p = 9 mod 16 et

2”5 =1 mod p.
4.3 Analogie avec le noyau modéré positif
Le probleme de la détermination des 2-extensions de Q dont la 2-partie du

noyau sauvage est triviale est évidemment a mettre en relation avec celui de la
détermination des 2-extensions de Q dont la 2-partie du noyau modéré positif
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est triviale. Or ce dernier probleme a été résolu par G. Gras dans 'article
[Grl]. La notion de noyau modéré positif ayant été introduite au chapitre 1,
on peut énoncer le résultat suivant (c’est un corollaire de Theorem 2, [Grl]) :

Théoreme 4.20. Les 2-extensions abéliennes de Q dont la 2-partie du noyau
modéré positif est triviale sont :

1. les sous-corps de la composée Q2 )Q(/—p), ot p est un nombre
premier tel que p = 3 mod 8§,

2. les sous-corps de la composée Q(,uzoo)(@( 2,/p(a — \/;T))), ol p est un
nombre premier tel que p =5 mod 8 et p = a® + b* (avec a impair).

Comme le noyau sauvage est un sous-groupe du noyau modéré positif, il
n’est pas étonnant de retrouver certaines extensions mentionnées ci-dessus
dans le théoreme 4.19. Cependant, il est intéressant de mettre ’accent sur
les extensions dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale sans que la 2-
partie du noyau modéré positif le soit.

Proposition 4.21. Les 2-extensions cycliques de Q dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale et dont la 2-partie du noyau modéré positif ne [’est pas
sont les suivantes :

(i) Q(v/—p) ot p est un nombre premier tel que p =7 mod 8,

(i) Q(/P) ot p est un nombre premier tel que p = 1mod 8, p # z* —
3292, 2 >0, z = 1 mod 4,

(iii) Q(/pq) ot p,q sont des nombres premiers tels que p = ¢ = 3 mod 8,
(iv) Q(/—pq) ot p,q sont des nombres premiers tels que p = —q = 3 mod 8,

(v) Vunique sous-corps de degré 4 de Q(u,) ot p est un nombre premier tel
que p =9 mod 16,p # 22 — 3292, > 0, 2 = 1 mod 4,

(vi) Uunique sous-corps de degré 8 de Q(u,) ot p est un nombre premier tel
que p=9mod 16, p#£ 12— 3242, >0, =1 mod 4 et 2"s = 1 mod p.

A présent, I’objectif serait d’obtenir un résultat analogue a celui de G. Gras
en déterminant les 2-extensions abéliennes de Q dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale. C’est ’objet du chapitre qui suit.
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Chapitre 5

2-extensions abéliennes de
dont la 2-partie du noyau
sauvage est triviale

Pour conclure sur I’étude de la trivialité de la 2-partie du noyau sauvage des
2-extensions abéliennes de QQ, on se propose dans ce chapitre de regrouper
quelques résultats sur le sujet. Dans un premier temps, on détermine toutes
les 2-extensions abéliennes de Q qui sont totalement réelles et dont la 2-partie
du noyau sauvage est triviale. Dans un second temps, apres avoir rappelé
les résultats de [Grl], [KM2] et [Gri], on s’intéresse & un cas particulier qui
concerne les extensions imaginaires. Enfin, on termine le chapitre en décrivant
certaines extensions pour lesquelles on n’est pas encore en mesure de décider
de ’éventuelle trivialité de la 2-partie du noyau sauvage.

5.1 Extensions totalement réelles

Nous allons consacrer cette partie a la détermination des 2-extensions abé-
liennes de Q totalement réelles dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale.
Rappelons d’abord que la proposition 3.5 traite le cas des extensions quadra-
tiques, et le théoreme 4.19 contient celui des extensions cycliques de degré
4. Quant aux autres cas, ’étude repose essentiellement sur la proposition
suivante démontrée par M. Kolster et A. Movahhedi (cf [KM2], Proposition
1.2) :

Proposition 5.1. Considérons E/F une extension bi-quadratique de corps
de nombres totalement réels telle que E/Q soit abélienne. Notons F;, i =
1,2,3, les sous-corps quadratiques de E/F. Soit 6 = dp/p le nombre de
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places 2-adiques de F non décomposées dans E, telles que |u(F,)(2)] = 2, et
E, est le premier étage de la Zo-extension cyclotomique de F,(\/—1). Alors

2 [WE(F)(2)* [WEK2(E H\WKQ 2)-

Remarquons que la preuve de cette proposition repose essentiellement sur la
conjecture de Birch-Tate évoquée page 86. De plus, il en découle immédiate-
ment le résultat suivant (cf [KM2], Proposition 4.1), qui traite donc le cas
des extensions bi-quadratiques totalement réelles de Q :

Proposition 5.2. Les extensions bi-quadratiques totalement réelles dont la
2-partie du noyau sauvage est triviale sont celles apparaissant dans la liste
suvante :

QV2, V/P) p=+3 mod 8
(L) : 4 Q/2%,v2%) p=q=3mod8,ac{0,1}
Q(\/p_qa\/lﬁ) p=q=r=3mod8

ou p,q et r sont des nombres premiers distincts.

Par conséquent, afin d’avoir la compléete résolution de ce probleme, il nous
reste a étudier le cas des 2-extensions abéliennes de Q qui sont totalement
réelles et de degré au moins 8 sur Q. Nous commengons par rappeler un
résultat de [Gri] :

Proposition 5.3. Il n'existe pas d’extension multi-quadratique totalement
réelle de degré au moins 8 sur Q dont la 2-partie du noyau sauvage est
triviale.

Démonstration. Cela découle du fait qu’il n’existe pas d’extension tri-qua-
dratique totalement réelle de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est tri-
viale. Pour la commodité du lecteur, nous allons en donner une preuve. Soit
E/Q une extension tri-quadratique (c¢’est-a-dire Gal(E/Q) ~ Cy x Cy x Cy).
On peut écrire E = Q(v/d,v/dy,+/d3) ott d,dy,dy sont des entiers > 2 ; on
peut aussi supposer que d est divisible par un nombre premier impair, qui
ne divise ni d; ni dy. Ainsi, lextension E/K, ou K = Q(/di,/ds), est
modérément ramifiée et le corollaire 2.17 implique que W K,(K)(2) = 0 (car
WK, (E)(2) = 0). Le corps K doit donc apparaitre dans la liste (L) de la
proposition 5.2.

Si K est de la forme Q(\/Z V/P) avec p = 3 mod 8, on peut supposer que ni
2, ni p ne divise d. Par conséquent, un argument de ramification modérée
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montre que Q(v/2,v/d) apparait dans (L), ce qui implique que d est un
nombre premier = +3 mod 8.

E =Q(V2,/p, Vd)

_— | T

K =Q(V2,/p) Q(v'2,v/pd) Q(v2,Vd)

\ _/

Qv2)

Si I'on applique maintenant la proposition 5.1 & l'extension E/Q(v/2), on
obtient v = 0 et les trois corps intermédiaires doivent apparaitre dans

(L). D’ot1 une contradiction, puisque Q(v/2, /pd) n’apparait pas dans (L).

Si K est de la forme Q(v/2%, /2%q) avec p = ¢ = 3mod 8,a € {0,1}, on
peut supposer que ni p, ni ¢ ne divise d. Comme précédemment, le corps
Q(\/2%p, Vd) est dans la liste (L), et donc d = 2%/, pour un certain nombre
premier ¢ = 3 mod 8 distinct de p et q.

E = Q(v2°p, V2%, V2%0)

/ \

K = Q(v2%,v/2%) Qv/2%, V2°0) Qv2p, Val)

Q(v2%p)

La formule du produit de la proposition 5.1 donne 65/, 255 = 0, ce qui est
contradictoire puisque le corps intermédiaire Q(1/2%,v/qf) n’apparait pas
dans (L).

Enfin, si K est de la forme Q(,/pg,/qr), ol p=q =7 = 3mod 8§, on a le
diagramme

E:Q(\/p_q’\/q_ra\/a)

_— T

Q(v/Pg)
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On obtient encore §x/q(/g) = 0 et la proposition 5.1 implique que Q(,/pg, V)
est un corps intervenant dans la liste (L). Quitte a échanger les roles de p
et ¢, il en résulte que d = ¢ pour un nombre premier £ = 3 mod 8 distinct
de p, g et r. Mais, I'autre corps intermédiaire Q(y/pg, v/dgr) = Q(/pq, V?r)
devrait aussi appartenir a la liste (L). D’ott une contradiction. O

Nous sommes maintenant en mesure de traiter le cas général des 2-extensions
abéliennes totalement réelles de Q :

Proposition 5.4. Soit £ une 2-extension abélienne de Q qui est totalement
réelle, de degré supérieur ou égal a 8 sur Q, et qui vérifie W Ky(FE)(2) = 0.
Alors, il existe un nombre premier p = £3 mod 8 tel que E C Q(f1200 )Q(14)-

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré [E : Q.
a)Lecas [E:Q] =8
(i) Si E/Q est cyclique, le travail a été fait au chapitre 4.

(ii) D’apres la proposition 5.3, E ne peut pas étre tri-quadratique.

(iii) Si Gal(£/Q) ~ Cy x Cy, nous devons préalablement fixer quelques nota-
tions : désignons par Fi et F; les deux Cy-extensions contenues dans E et par
F3 l'unique extension bi-quadratique contenue dans E. Soit K l'intersection
de Fi et F; . Pour résumer, nous avons le diagramme suivant :

Supposons, dans un premier temps, que K # Q(v/2). Alors E / F3 est modérément
ramifiée, et donc W K,(F3)(2) = 0. D’apres la proposition 5.2 et le corollaire
4.2, nous avons Fy = Q(v/2, VD), ot p =>5mod8. Or, dg/x = 0 dans la
formule du produit, et par suite, nous obtenons W K5 (F;)(2) = 0,i = 1,2, 3.
Ainsi, E C Q(u2)Q(1,) en appliquant le théoreme 4.19 a Fy et F.

Supposons maintenant que K = Q(v/2). La proposition 5.1 nous donne :

e = [T IWK(F)(2)] ,

i=1
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oll 05/k est égal a 0 ou 1. Supposons que W K, (F3)(2) # 0; alors ép/x = 1 et
WKy (F1)(2) =W Ky(F3)(2) =0 ; ainsi, F} ou F; est de la forme Q ( p(2 + \/§)>

avec p premier tel que p = +3 mod 8 et, pour une place 2-adique w de FE,
E, = Qy(u16) devrait contenir @y (v/£3), ce qui mene 3 une contradiction.
D’olt, WK, (F3)(2) = 0 et donc F3 = Q(v/2,,/p), oll p est un nombre pre-
mier = £3 mod 8. Par un argument similaire au précédent, nous obtenons
dp/k = 0, ce qui donne W K5(F)(2) = WK,(F»)(2) = 0 ; il est maintenant
clair avec le chapitre 4 que E = F1 F5 C Q(pua0 )Q(14p)-

b) Le cas [F : Q] > 8

On peut déja supposer que E/Q n’est pas cyclique. D’autre part, si E est
non ramifiée en dehors de 2, E est contenue dans Q(uo= ), ce qui démontre
ce qu’on voulait. Sinon, au moins un nombre premier impair se ramifie dans
E/Q. Ainsi, si on considére le groupe d’inertie de ce nombre premier, on peut
montrer qu’il existe un corps F} tel que [E : F}| = 2 et E/F} est modérément
ramifiée. Comme F/Q n’est pas cyclique, il existe un sous-corps F' de F} tel
que E/F est bi-quadratique. Par ailleurs, notons F; et F3 les deux autres
corps intermédiaires de E//F. La situation est donc la suivante :

P—F
/
F
/
F—F;

Si WKy (F)(2) = 0, alors WK,(F1)(2) = 0 (car E/F; est modérément
ramifiée). D’ol1, par hypothese de récurrence, il existe un nombre premier
p = £3mod 8 tel que F; C Q(pu2e )Q(11,) et donc WKy (F)(2) = 0 (car
F C F). La formule du produit mene a :

3
2w = | [ WKy (F)(2)] -
=2
Mais, puisque F' ne posseéde qu’une seule place 2-adique, dg/p = 0 ou 1, et
donc, sans restriction, on peut supposer que W Ky (F3)(2) = 0. Ainsi, il existe
un nombre premier ¢ = £3 mod 8 tel que Fy C Q(pi200 )Q(14q)- Il ne reste plus
qu’a montrer que p = q.

Si p # q, alors F' est nécessairement un corps de nombres totalement réel,
non ramifié en dehors de 2, et par conséquent F' est contenue dans la Zo-
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extension cyclotomique de Q ; autrement dit, si [E : Q] = 2"*2 et si la suite
(o )ken est définie par ag = 0 et ag1 = /2 + ag, alors F = Q(ay,). Par
ailleurs, on peut supposer que F}/F est ramifiée en p et F5/F en g (sinon
le résultat est facile a obtenir). Si 0g/p = 1, nous aurions pour une place
2-adique w de E : E,, = Qy(pgn+3) = Qu(v/—1,v/2 + ) ; d’oll, le groupe de
Galois de E/Q serait Con+1 X Cy et, quitte a échanger F; et Fy, nous pour-
rions supposer que Fy est cyclique. Ainsi, nous aurions F; = Q(/p(2 + ay,))
et donc E,, contiendrait Qo (,/p) = Q. (v/£3), ce qui est contradictoire. Nous
en déduisons donc que 6r/r = 0 et, par conséquent, W K,(F3)(2) = 0. Main-
tenant, F3 C Q(u2 )Q(u,) avec 1 = £3 mod 8. E = F F5 est non ramifiée
en dehors de 2, p et ¢, ce qui nous permet de supposer que r = p (quitte
a remplacer p par ¢). Finalement, on a £ = F1F3 C Q(ug~)Q(1p), ce qui
contredit le fait que g se ramifie dans F/Q. Donc 'hypothése p # ¢ était
absurde, et on a effectivement p = q. O

En conclusion, nous avons démontré le

Théoreme 5.5. Les 2-extensions abéliennes de Q totalement réelles dont la
2-partie du noyau sauvage est triviale sont :

(1) Q(/p) ot p est un nombre premier tel que p = 1 mod 8, p # z* —
32y, x>0, v = 1 mod 4,
(2) Q(/Pq) ot p,q sont deur nombres premiers tels que p = ¢ = 3 mod 8,

(8) Punique sous-corps de degré 4 de Q(u,) ot p est un nombre premier tel
que p=9mod 16,p # 2% — 32y%, 2 > 0,2 = 1 mod 4,

(4) Q(+/2%, \/2%q) ol p,q sont des mombres premiers distincts tels que
p=qg=3mod8,ac {0,1},

(5) Q(\/pq,\/qr) ou p,q,r sont des nombres premiers distincts tels que
p=q=r=3modS8,

(6) les 2-extensions totalement réelles contenues dans Q(pge )Q(1,) 0U p
est un nombre premier tel que p = +3 mod 8.

Remarque : pour les 2-extensions abéliennes de QQ totalement réelles de
degré > 8, la trivialité de la 2-partie du noyau sauvage est équivalente a celle
de la 2-partie du noyau modéré positif.

5.2 Extensions imaginaires

Nous nous intéressons pour finir a I’étude de la trivialité de la 2-partie du
noyau sauvage des 2-extensions abéliennes de Q imaginaires. Il est facile de
voir que cela revient a considérer les extensions CM. En dehors des cas déja
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traités dans les chapitres précédents, ce probleme a aussi été résolu pour
les 2-extensions multi-quadratiques de @Q, comme nous allons le rappeler ci-
dessous. Pour le reste, cela semble plus délicat, et ¢’est pourquoi on termine ce
dernier chapitre par un exemple concret d’extension qui illustre les difficultés
rencontrées dans le cas imaginaire.

5.2.1 Quelques résultats bien connus

e Pour le cas général, on sait avec [Grl] que toutes les sous-extensions de
Q(p200 )Q(11p), avec p premier tel que p = £3 mod 8, ont une 2-partie du
noyau sauvage triviale.

e D’autre part, 'étude de la trivialité de la 2-partie du noyau sauvage des
2-extensions abéliennes de Q a été traitée pour la classe des extensions multi-
quadratiques. En effet, M. Kolster et A. Movahhedi (cf [KM2]) ont démontré
que la liste des extensions bi-quadratiques de Q, imaginaires, dont la 2-partie
du noyau sauvage est triviale est la suivante :
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g = +3mod 8
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g = 7mod 16
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p=+3mod8, ¢=7modS8 et (g)
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p =23 mod8, ¢g=7mod 8 et <§>
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p=qg=3mod8
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_ _ pg \ _
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p
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ou p, q et r sont des nombres premiers distincts.

De plus, R. Griffiths (cf [Gri]) a complété ce travail pour déterminer finale-
ment ’ensemble des 2-extensions multi-quadratiques de QQ dont la 2-partie
du noyau sauvage est triviale. Il faut donc ajouter a la liste ci-dessus et a la
liste de la proposition 5.2 les extensions suivantes :

Q(W=-1,v2,/pq) avec p= —qg = +3 mod 8
QW-1,v2,/p) avec p = +3 mod 8

QW —1,v2,/1) avec t= T mod 16

QW -1, /P, /2) avec p= —q = +3 mod 8
Q(/=1,v2p,+/2q) avec p=—q=+3mod 8

Q(vV-1,v/2p, \/7) avec p= —qg = +3mod8

Qv -2, NRV) avec p= —qg = +3mod8
Q(vV~-2,/2p,+/2q9) avec p=—q=+3mod8
Q(\/i,\/f),\/—_q) avec p= —q = +3 mod 8 et (Z)zl

QW-1,v2, VP,1/4) avec p= —q=+3mod8

ou p, q et t sont des nombres premiers distincts.

e Il résulte de ce qui précede que, si F' est I'une des extensions suivantes :

Q(V-1,/pq) avec p=—¢=+3modS8
Q(W—T1,V1) avec t =7 mod 16
Q(V~-1,/p,\/7) avec p= —q=+3mod8

ol p,q et t sont des nombres premiers distincts, alors tous les étages de la
Zo-extension cyclotomique de F' ont aussi une 2-partie du noyau sauvage
triviale, ce qui fournit de nouvelles familles de 2-extensions abéliennes de QQ
dont la 2-partie du noyau sauvage est triviale.

Remarquons que ce dernier résultat est une application directe du cas (a) de
la formule de genre 2.18.

5.2.2 Une premieéere approche

Soit E une 2-extension imaginaire, abélienne de Q et F' son sous-corps
réel maximal. On sait, d’apres la Proposition 2.16, que, si WK,(E)(2) =
0, alors WK,(F)(2) = 0 ou WK,y(F)(2) = Z/2Z. Nous allons dans la
suite déterminer des conditions nécessaires et suffisantes a la trivialité de
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W K, (FE)(2) sous réserve que W K,(F)(2) est triviale.

Désormais, nous supposons que WK,(F)(2) = 0. L’intérét de faire cette

hypotheése réside dans le fait que I’on sache décrire de telles extensions puisque

I'on a déja traité le cas des 2-extensions abéliennes totalement réelles de Q a

la section 5.1. Ainsi, on peut espérer en déduire des conditions équivalentes

a WK, (E)(2) = 0. Or, d’apres ce qui a déja été fait, on peut supposer que

[F:Q| >4, ie, [E:Q > 8, et, dapres le théoréme 5.5, on est dans I'un

des cas suivants :

(i) Ka2(or)™(2)=0;

(ii) F est 'unique sous-corps de degré 4 de Q(u,) ol p est un premier tel
que p=9mod 16, p # 22 — 32y%, 2 > 0,z = 1 mod 4;

(iii) F = Q(/2¢,/2%q) ol p, q sont des premiers tels que p = ¢ = 3 mod
8,ce {0,1};

(iv) F = Q(\/pq,/qr) ol p,q,r sont des premiers tels que p = ¢ = r
3 mod 8.

Dans ce cas, le corollaire 2.19 nous donne une équivalence que 1’on va constam-
ment utiliser dans la suite :

WEKy(E)(2) = 0 < |Tp/e| = 1 +a, (5.1)
Ofl, par déﬁnition, 2% = [DF : DF N NE/F(E*)]
Le cas (i) ou Ka(or)T(2) =0

I. S’il existe une sous-extension M de F telle que F/M est une exten-
sion cyclique de degré 4, alors on a nécessairement Ks(0og)™(2) = 0. En
effet, par hypothése, on sait (voir page 32) qu’il existe une unique place
v de F telle que u(Fy,)(2) = w(F)(2) = po. Comme E/M est cyclique, il
existe une unique place w de E au-dessus de v; par ailleurs, on peut mon-
trer que u(Ey)(2) = p(Fy)(2) = po. D'ou, avec la suite exacte page 32,
WK, (E)(2) 2 Ko(og)t(2) et donc la trivialité de W K, (F)(2) est équivalente
a celle de Ky(og)™(2), probléme que 1'on sait résoudre (cf [Grl]).

I1. Sinon, en considérant la décomposition d’un p-groupe abélien en produit
de groupes cycliques, il est facile de voir que I’on peut écrire E = F(v/—d)
ol d est un entier positif. On peut aussi supposer que Ks(og)™(2) # 0; en
particulier, d > 2. Rappelons que

WK,(F)(2) =0 <= F C Q2 )Q(11y),
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ol p est un nombre premier congru a +3 modulo 8, et

IT.A. Si F est cyclique sur Q, on doit distinguer quelques cas. Notons d’abord
K le sous-corps quadratique de F'. Puisque F' est totalement réel et contenu
dans Q(f2e )Q(11,), on obtient trois possibilités pour K :

I1.A.1. Si K = Q(v/2)
On peut supposer sans restriction que d est impair.

IT.A.1.a. Si F est non ramifiée en dehors de 2, on peut écrire F' = Q(a,)
ou n > 2. L’entier impair d a au plus deux diviseurs premiers; si d = ¢ est
un nombre premier, alors, d’apres ’équivalence (5.1), WK,(E)(2) = 0 si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

g = +1 mod 8 (rappelons que Ky(0og)"(2) # 0),

q est décomposé dans K et non décomposé dans F/K,

la place 2-adique de F est décomposée dans E/F, i.e., —¢ = 1 mod 8,

et a =1, i.e. 2+ «, n’est pas une norme dans FE/F.
Il résulte de la Proposition 3.5 de [KM2]| que les trois premiéres conditions
sont équivalentes a ¢ = 7 mod 16. La derniere condition est, elle, équivalente
au fait que le symbole de Hilbert (2 + o, —q)r, a valeurs dans p, vaut
—1, ou £ désigne la place de F' au-dessus de ¢. En fait, le point (vii) de la
proposition 1.23 implique que

2+ an, —@)ry = Ne/k(2+ an), =)k, = 2+ V2, —q)x, = —1,

ol q est la place de K au-dessus de g, et la derniere égalité est une conséquence
de la Proposition 3.5 de [KM2].

Si maintenant d = pq est le produit de deux nombres premiers distincts, alors
W K,(FE)(2) = 0 si et seulement si
p et ¢ sont congrus a +3 modulo 8,
la place 2-adique de F' est décomposée dans E/F' (afin d’avoir |Tg/r| = 2),
et a =1, i.e. 2+ «, n’est pas une norme dans E/F.
Les deux premieres conditions sont équivalentes a p = —g = +£3 mod 8 et
par conséquent la derniere est satisfaite puisque nous avons

(2 + g, _q)FQ = (NF/@(2 + an)’ _q)Qq = (27 _q)‘@q = -1
Autrement dit, on a montré que pour tout n > 2 :

d=¢q avec ¢g="7mod 16
WKy (Q(an, vV—d))(2) =0 <= ¢ ou
d=pg avecp=—g=+3modS8

99



ou p et ¢ sont premiers.

IT.A.1.b. Sinon, p se ramifie dans F//Q. Ainsi, quelle que soit la valeur de
d, la place de F' au-dessus de p n’appartient pas a Tg/r. De plus, la place 2-
adique de F est dans T/ si et seulement si d # —1 mod 8. Soit maintenant
Q(ay,) Vintersection F' N Q.

totalement ramifiée en la p-place de Q)

Si p ne divise pas d, 'extension F/Q(ay,, v/ —d) est totalement et modérément
ramifiée en toute p-place de Q(a,, v/—d) et donc la trivialité de W K, (E)(2)
implique celle de W K(Q(ay,, vV — d))(2) Donc le cas II.A.1.a nous donne :

d=qt avecq=—t=+3modS8
ou

d=¢q avecq=+3mod8

ou

d=1 avect=T7mod 16.

En fait, dans ces trois cas, on remarque que [Tz p| = 2 et il reste & étudier si
2+ a, est une norme dans F/F. Mais, 2+ «,, et —d appartenant a Q(c, ), on
voit que le symbole de Hilbert (2 + a,,, —q)r est trivial puisque 2 et les divi-
seurs premiers de d sont non décomposés dans F'/Q(a, ). En d’autres termes,
W K,(E)(2) n’est pas triviale et il nous reste a étudier le cas ou p divise d.

Supposons donc que p divise d et écrivons d = pd’. Soit M 1’unique sous-corps

de F d’indice 2; alors F' et M(y/—d) sont deux sous-corps quadratiques de
E/M et notons N le troisieme.
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Q

Alors E/N est modérément ramifiée (en tout diviseur premier impair de d’)
et donc WK,(E)(2) = 0 implique que WK,(N)(2) = 0. Mais, N étant cy-
clique, on a nécessairement (voir le chapitre 4) d’ = ¢, ot ¢ est un nombre
premier congru a +3 modulo 8. Ainsi, il y a une unique place de F' au-dessus
de ¢. Néanmoins, comme précédemment, le symbole de Hilbert (2+a,, —pq)r
est trivial et @ = 0. D’ou, la place 2-adique de F' ne peut pas appartenir a
Tg/r, ce qui signifie que p = —¢ = =3 mod 8.

I1.A.2. Si K = Q(,/P)

Notons d’abord que p = 5 mod 8 (corollaire 4.2) et qu’on peut supposer que
p ne divise pas d. La situation est la suivante :

Q(p22 ) Q(ptp ) E

/

Q(y/p, V—d)

F

cyclique Q(\/ﬁ)

Q(v—d)
@/

Puisque E/Q(/p,V—d) est totalement et modérément ramifiée en toute
place p-adique de Q(,/p,v—d), la trivialité de W K,(E)(2) implique celle
de W K5(Q(/p, vV—d))(2). Ce corps étant bi-quadratique, la liste donnée au
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paragraphe précédent permet d’obtenir :

d=gq avec p=—qg =5 mod 8,
ou

d=¢q avec ¢ =7 mod 8 et (5):—1.

Sid = gavecp = —¢ = 5 mod 8, on voit que |T/r| = 1 et donc WK, (E)(2) =

p

0.Sid=qavec g = T7mod 8 et ( ¢ = —1, alors un calcul similaire de

symboles de Hilbert montre que a = 0 et par conséquent g ne doit pas étre

décomposé dans K, ce qui est le cas puisque 5 =—1.
I1.A.3. Si K = Q(v/2p)

On a encore p = 5 mod 8. Comme précédemment, on a

/

F totalement et modérément ramifiée

E

Q(v/2p, vV—d)

/

cyclique (@( \/ Q_p)

Q=4

Q
et la liste d’extensions bi-quadratiques fournit :

d=q avecqg=T7mod8 et (§>=+1,

ou
d=2q avec p=—q = 5mod 8.

Le raisonnement est exactement le méme que dans le cas ou K = Q(,/p) et
on obtient alors que W K>(E)(2) = 0 si et seulement si
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d=¢q avec g="T7mod8 et (2) = +1,
ou
d=2q avec p=—q =5mod 8 et (g) = +1.
II.B. Si F n’est pas cyclique sur Q et si F' est de la forme F' = Q(av,, /),

ot n > 1et p=+£3mod8, alors E = Q(ay,/p,V—d) oll d est un entier
positif impair non divisible par p.

E= Q(O‘m \/1_7’ \/__d)

F = Q(aw,/p)

L’extension E/Q(a,, vV —d) est alors totalement et modérément ramifiée (en
la place p-adique) et W K,(E)(2) = 0 implique que W Ks(Q(a,, vV —d))(2) =
0, ce qui est vrai (cf le cas I.A.1.a.) si

d=¢q avec qg="T7mod 16,

ou

d=qr avec q=—r = +3modS8,
ou

d=gq avec q= +3mod8.

De plus, dans tous les cas, ¢ se décompose dans Q(v/2, V/P), ce qui signifie
qu’au moins deux places de F' au-dessus de ¢ sont dans Tx/r et la place
2-adique de F' doit étre décomposée dans E (puisque |Tg/r| < 2). Nous en
déduisons que le second cas dans la liste ci-dessus est impossible et le dernier
devient : d = q o1 p = —q¢ = +3 mod 8.

Si d = q avec ¢ = 7 mod 16, on voit que si WK,(E)(2) = 0, alors |Tg/p| = 2,
mais ceci est en contradiction avec la valeur de a, calculée comme d’habitude
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a l'aide des symboles de Hilbert.

Sid=qavec p=—q = +3 mod 8, alors il y a exactement deux places de
F au-dessus de ¢ et la place 2-adique de F' est décomposée dans E (puisque
—pq = 1 mod 8). Par conséquent, on obtient

= 24y, —q9r, =—1

= (2,=Q)gm = —1
<= ¢ est décomposé dans Q(,/p)
<

(25

II.C. Sil’on n’est pas dans les cas II.A. ou II.B., alors F' s’obtient nécessairement
comme la composée de Q(ay,), ou n > 1, et d’une extension L/Q cyclique de
degré 4 contenant Q(,/p).

Q12> ) Q12p)

Q(an) F E = F(v/—d)

Q—Q\pP)—1L
Par conséquent, I’extension £/Q(ay,, /P, V' —d) est totalement et modérément
ramifiée en toute place p-adique de Q(oy,, \/p, V—d). Ainsi, si WK,(E)(2) =
0, alors W K»(Q(aw, /P, vV —d))(2) = 0. D’apres le cas I1.B. on a nécessairement

p

d = ¢ un nombre premier tel que p = —¢ = -3 mod 8 et = +1.

Par conséquent, ¢ se décompose dans Q(,/p) mais pas dans L si I'on veut
avoir WK,(F)(2) = 0. Par une méthode analogue aux précédentes, cette
condition implique que ¢ = 0. D’ou une contradiction avec 1’équivalence
(5.1). Autrement dit, dans ce cas, il n’y a pas d’extension dont la 2-partie du
noyau sauvage est triviale.

Le cas (ii)

Ici, on suppose que F' est 'unique sous-corps de degré 4 de Q(u,) ol p est
un premier tel que p = 9mod 16, p # 22 — 32y%, x > 0,z = 1 mod 4.
Ainsi, F est de degré 8 sur Q. Si E est cyclique, le travail a déja été fait
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au chapitre 4 : WK,(FE)(2) est triviale si et seulement si E est I'unique
sous-corps de degré 8 de Q(u,) ol p est un nombre premier tel que p =
9mod 16, 255 = 1 modp, p # 22 — 32y, 2 > 0, z = 1 mod 4. Sinon, on
peut écrire E = F(v/—d) ol d est un entier positif sans facteur carré et non
divisible par p et nous sommes dans la situation suivante :

Q)

Qv —d)

Q

L’extension E/Q(,/p, vV —d) est totalement et modérément ramifiée (en la
place p-adique) et W K,(E)(2) = 0 implique que c’est aussi le cas de ce corps

bi-quadratique. Alors, on voit que d = g o1 ¢ = 7 mod 8 et Py - 1.
Sous ces hypothéses, 2 est totalement décomposé dans F/Q et il y a une
unique place de F' au-dessus de g. Nous en déduisons que |Tx/p| = 1 et donc
WK, (FE)(2) =0.

Les cas restants (iii) et (iv)

On suppose maintenant que F = Q(1/2°, /2¢q) ol p,q sont des premiers
tels que p = ¢ = 3mod 8,c € {0,1} ou F' = Q(,/pq, /q7) ot p,q,r sont
des premiers tels que p = ¢ = r = 3 mod 8. Alors E est une extension tri-
quadratique de Q; en effet, puisque tous les nombres premiers impliqués sont
congrus & 3 modulo 4, aucun sous-corps quadratique de F' ne peut étre plongé
dans une extension cyclique de degré 4. Dans ce cas, on sait avec [Gri] que
W K,(F)(2) est non triviale.
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En regroupant les résultats des cas précédents, on obtient le théoreme sui-
vant :

Théoreme 5.6. Soit E une 2-extension abélienne de Q et F' son sous-corps
réel mazimal. Supposons que [F : Q] > 4 et que WKy(F)(2) est triviale.
Alors WK, (FE)(2) est triviale si et seulement si ['une des conditions suivantes
est satisfaite :

(1) E C Q(pt2 )Q(ptp), avec p = £3 mod 8 ;

(2) E = Qan,vV—d) ot d = q = Tmod 16 ou d = pq avec p = —q
+3 mod 8 ;

(3) F est cyclique, contient \/2, se ramifie en un premier p = =3 mod 8 et
E =F(y/-pq) oiup=—q=+3mod8;

(4) F est cyclique, contient \/p avec p=5mod 8 et £ = F(v/=d) ot d = pq

avecp=—q=5mod 8 oud=¢qg=7mod 8 et<§>:—1,'

(5) F est cyclique, contient \/2p avecp =5 mod 8 et E = F(v/—d) oud = 2q
avecpE—qE5mod86t(§>:+1 oud:q57mod86t<z>=+1;

(6) E = Q(an,/D;/—q) 0l p=—q=+3mod8 et ( 5 ) =+1;

(7) E est l'unique sous-corps de degré 8 de Q(pp) ot p est un premier tel que
p = 9 mod 16, 2% =1modp, p#2%2—32y% x>0, 2=1mod 4;

(8) E = F(\/—q) ou F est l'unique sous-corps de degré 4 de Q(u,) ot p est un
premier que p = 9 mod 16, p # 22 — 32y%, 2 > 0, x = 1 mod 4, ¢ = 7 mod 8

5.2.3 Conclusion

On termine cette these par une question ouverte qui met en lumieére les limites
des méthodes utilisées jusqu’ici pour traiter le cas général des 2-extensions
abéliennes de Q.

Pour cela, considérons E' la composée de 'unique sous-corps de degré 8 de

Q(up) avec le corps Q(y/—g) ol p et g sont deux nombres premiers impairs
distincts satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) p=9mod 16,

(1) ¢ =T7mod 8,

p

111 = —1,
iy

(iv) p#x?—32y% x>0,z =1mod 4,
(v) 2* =1 mod p
Question : WK,(F)(2) est-elle triviale?
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Sur les 2-extensions de Q dont la 2-partie du noyau sauvage est
triviale

Résumé : Nous nous intéressons dans cette these a I’étude de la trivialité de
la 2-partie du noyau sauvage de certaines 2-extensions abéliennes du corps Q
des rationnels. Le cas général des extensions multi-quadratiques ayant déja
été résolu, nous traitons ici le cas des 2-extensions cycliques, puis celui des
2-extensions abéliennes totalement réelles. Les résultats que nous obtenons
reposent principalement sur une amélioration que nous proposons de la for-
mule de genre démontrée par M. Kolster et A. Movahhedi. En particulier, on
retrouve la valeur du 2-rang du noyau sauvage des corps quadratiques. Nous
terminons la these par quelques exemples illustrant les difficultés rencontrées
pour élucider le cas général des 2-extensions abéliennes de Q.

Mots-clés : théorie algébrique des nombres, K5 des corps de nombres, noyau
sauvage (ou hilbertien), noyau modéré (positif), formule de genre, 2-rang.

About the 2-extensions of Q with trivial 2-primary wild kernel

Abstract : In this thesis, we are interested in the study of the triviality of
the 2-primary wild kernel of some abelian 2-extensions of the rationals Q.
Since the general case of multi-quadratic extensions has been already solved,
we deal with the case of cyclic 2-extensions, and then with that of totally real
abelian 2-extensions. The results we obtain are based on an improvement we
propose of the genus formula proved by M. Kolster and A. Movahhedi. As
a consequence, we also retrieve the 2-rank of the wild kernel of quadratic
fields. We end the thesis by some examples illustrating the hurdles we have
to overcome to determine the general case of abelian 2-extensions of Q.

Keywords : algebraic number theory, K, of number fields, wild (or Hilbert)
kernel, (positive) tame kernel, genus formula, 2-rank.

Laboratoire d’accueil : Laboratoire d’ Arithmétique, de Calcul formel et
d’Optimisation (LACO), 123, avenue Albert Thomas, 87060 Limoges Cedex





